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2016-2017.
Exercice 5.
1. Démontrer par récurrence la formule du binéme de Newton :
Vn €N, V(a,b) € C?, ( ch kpn—k,
Démonstration. Soient a,b € C. Définissons pour n € N la propriété
n
P(n): (a+b)" = Z CFakpn=F,
k=0
Initialisation. On a
(a+b)" =
et
Z Ck kbO k ObO =1
donc la propriété P(0) est vraie.
Heérédité. Soit n € N tel que P(n) soit vraie. Montrons que P(n + 1) est vraie.
n+1 n
Z Cs+1akbn+1—k — bn+1 + Z Cr]iJrlakbn—H_k + an—&-l.
k=1
Or la formule de Pascal nous dit que V1 < k <k, C*,, = C¥ + C*~1. Donc
n+1 n n
Z C§+1akbn+17k _ bn+1 + anJrl + Z Csakbn+17k + Z Oﬁflakbnlefk
_ k:'ll'], k‘:nl
_ pntl + qntl + bz Cﬁakbn_k + az CS—lak—lbn—(k—l)
k=1 k=1 »
_ pntl +an+1+b ch kbn k CO Obn +a20k kbn k
. k=0 k=0
(HR) bl 4+ a4 b[(a + b)) — "] + al(a + b)" — a”
— bn+1 + an+1 + b(CL + b)n _ bn+1 + a(a + b)n _ an+1
= (a+b)(a+b)"=(a+b)"HL
On a bien P(n + 1).
Conclusion. Vn € N,V(a,b) € C?,(a +b)" = ZCﬁakb”*k.
k=0

n n 4an
2. Calculer Vn € N, Y CF, Y CF(—1)* et > Cfi*
k=0 k=0

k=0

Dérgonstmtion Soit n € N.

° ch chlkln k_ 1+1) — 9on.
e

o ) Ch(-1)F = Zcﬁ(—l)kln—’“ =(-14+1)"=0.
k=0 k=0
4n

4n
o Y ChiF =) Ch it E = (1) = (1 +i)h)"

= k=0
Or (1414)* = (1+2i — 1) = (2i)? = —4. Donc

4n

k k _
E Cy, it =
k=0



3. Calculer Vn € N, 5, := Z C¥ cos(kx) et T), := Z CFsin(kz).
k=0 k=0

Démonstration. Soit n € N, soit € R. Pour plus de commodité on se restreint & = €] — ;7]
(exercice : faire le cas général). On sait que pour tout k < n, cos(kx) + isin(kx) = e***. Donc

Sp+il, = Y Chcos(kz)+i» Cksin(kz)
k=0 k=0
= Z C¥(cos(kx) + isin(kz))

k=0
n
_ k _ikx
= E Cre
k=0

_ chli(eiw)klnfk _ (eim + 1)n
k=0

Calculons €*® + 1 : cherchons sa forme exponentielle.

e + 1 |(1+ cos(x)) + isin(x)]
VL F cos@))? + Gin(@))?
V/1+2cos(z) + (cos(x))? + (sin(x))?
2(cosz + 1)
4(cos 2)? car cos(y)? = 7005(221’)“
= 2cos(§) carcos(§) >0 si x €] — ;7).

On a alors .
) T + cosx sinx
rl=1 ) Si =2 — ) .
e’ + +cosx +isinx COS(2)<2cos(92”) JrZQcos(;”))
Or
l+cosz  2(cos%)? x
z\ z COS(i)
2cos(%) 2cos § 2
et sinz = 2sin 3 cos 5 d’ot
sinx . (:c)
— =sin(=).
2cos(3) 2

On en déduit donc

e+ 1= QCOSg (cosg + isin g) = 2cos(§)ei%.
On a donc .
Sp+iT, = (e 4+1)"
= (2 cos(%)ei%):
= 2"(cosg)"em2
= 2"(cos 5 )" (cos( ") +isin(%F).
Alors _ " na
S, =Re ((€” +1)") = 2"(cos 5)” cos —-
et ; x n
T, =ZIm((e"” +1)") = 2™(cos 5)” sin R

Exercice 6.
Soit E un ensemble fini de cardinal n. Soit A C E tel que Card(A) = p avec 3 < p < n.

1. Combien y a-t-il de parties de F qui ne contiennent aucun élément de A?

Démonstration. Les parties de E qui ne contiennent aucun élément de A sont les parties de C'gA.
Eneffet si X CEFet XNA=0alors X CCrAetsi XCCrpAalors XCFEet XNA=0.

On a Card(CgA) =n —p donc Card(P(CgpA)) =2"P. 1l y a donc 2" P parties de E ne contenant
aucun élément de A. O

2. Combien y a-t-il de parties de E qui contiennent exactement trois éléments de A7



Démonstration. Fixons tout d’abord trois éléments aq, as, a3 de A. Il y a alors 2"~ P parties de F
contenant ces trois éléments et aucun autre de A : ce sont les B U {a1,az2,a3} ot B € P(CgA).
Deplusily a C’g’ maniéres de choisir 3 éléments de A.

Il y a donc 03.2"_1’ parties de F contenant exactement trois éléments de A. O

Exercice 7. Soient n,p et k des entiers naturels tels que n > 2. Soient E un ensemble fini de cardinal
n, A et B deux sous-ensembles de E. On note Card(A4) = p et Card(B) = k. On considére Iapplication

g: P(E) — P(A) xP(B)
X s (XNAXNB)

1. Calculer g(E) et g(AU B).

)

Démonstration. o g(E) =(ENA,E,NB) = (A, B).
A, B).

e g(AUB)=((AUB)NA,(AUB)NB) = (4,

2. Montrer que : g est injective < F = AU B.

Démonstration. ® = : supposons g injective. On a g(AU B) = g(E) = (A, B) (question 1.) et g
injective donc AU B = E.
e < : Supposons AUB = E.
Soient X,Y C E, supposons g(X) = g(Y). On a donc (XNA, XNB)=(YNAYNB) donc en
particulier
(XNAUKXNB)=(YNnA)Uu(lYnB)

ce qui équivaut a
XN(AuB)=YnN(AUB).

Comme F = AU B et donc X,Y C AUBon a

XN(AUB)=X
YN(AUB)=Y

dou X =Y.
g est donc bien injective.
O

3. On suppose AN B # 0. Soit zy € AN B. Déterminer g~ ({({z0},0)}). L’application g est-elle
surjective ?

Démonstration.

9 ({{zo},0)}) = {X CElg(X) = ({z0},0)}
(X CE|XNA={x},XNB =0

Orsi X C F est tel que XNA = {zy}, on a en particulier zo € X, et comme 2y € Bonaxy € XNB
et donc X N B # (). Donc
9 ({{zo},0)}) = 0.

Comme il existe un élément de P(A)xP(B) qui n’a pas d’antécédent par g, g n’est pas surjective. [
4. On suppose que (A, B) est une partition de E.
(a) Comparer Card(P(E)) et Card(P(A) x P(B)).
Démonstration. On a Card(E) = n donc Card(P(FE)) = 2". De plus
Card(P(A) x P(B)) = (Card(P(A))).( Card(P(B))) = 2°.2% = 2 ¥,

Comme (A, B) est une partition de £ on a AUB = E et ANB = () dou Card(E) =
Card(A) + Card(B) et donc p+ k = n. On en déduit donc

Card(P(E)) = Card(P(A) x P(B)).

(b) Déduire des questions précédentes que g est bijective.



Démonstration. (A, B) est une partition de F donc F = AU B g est donc injective selon la
question 2. Comme ¢ est une fonction injective entre deux ensembles finis de méme cardinal,
elle est bijective. O

Déterminer 'application réciproque de g.
Démonstration. Posons

h: P(A)xP(B) —s P(E)
(Yl,Yg) — Y1 UYé

Soit £ C F, on a
hog(X)=h(XNACNB)=(XNA)UXNB)=XN(AUB)=X.
Soient Y7 C A,Yo € B. On a
goh(Y1,Y2) =g(Y1UY2) = (Y1UY2) N A, (Y1 UY2) N B).
Deplus (iUY:)NA=Y,car Yy CAet YonA=0et (Y1UY2)NB =Y, car Y, C B et

Y1 N B =0. Donc go h(Y1,Ys) = (Y1, Y2).
On en conclue que h = g~ 1. O



