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Feuille 3

Exercice 16 :
1. On a par hypothese E (T)) = A. Or T suit une loi exponentielle. Notons p son
parametre. On sait que

1
E (T) =
I
d’ou pu = % On sait que
1
Var (t) = —.
Donc Var(T) = A2,
2. Soit Ty,,...,T,, les temps de germinations respectifs des graines g1, ..., gn.

Par hypothese Ty, , ..., Ty, sont indépendants et de méme loi que T'.
(a). Soit H C Pj, ou P dénote I'ensemble des parties a k éléments de G =

{91,.-,9n}. On a
P(Ey) =P (Vg € H, Ty < to,Vg & H, Ty, > o).

Par indépendance on obtient

P(En) =[] P(Ty <to) [] P(T, > to) -
gEH g¢H

. N . N
Mais Ty, ...., Ty, ont méme loi que T". D’ou

P(Ey) =P (T < to)"P (T > to)" .

Or
P (T > to) = e "0/,
et
P(Tfto) :1—P(T>t0).
On a enfin
P(Ex) =p"*(1-p)*.
(b). On a

IP’(N:k:):]P’( U EH)

HePp



Or les événements (Ep )y sont 2 a 2 disjoints. D’ou

= Y P(En)

HePp

Zp —p)"F dapres (a).

HePy

= <Z>pk (1 _ p)nfk )

on en déduit que N suit une loi binomiale de parametre (n,1 — p).

Feuille 4

Exercice 2 :
1.

1/ 2
/ flx,y)dxdy = / (/ :Uye_x_ydy) dx (par le théoreme de Fubini)
—/ xe I(/ e_ydy) dx
2
= (/ ze ‘”d:c) (/ ye_ydy> .
0 1

Calculons pour 0 < a < b
b
/ re Tdx.

Par IPP on a
b
/ ze Tdr = |— +/
= —be [—efx]a
—ae ®—be b e —e?
—e a+1)—et(b+1).
On a donc

/ f(z,y)dxdy = (1 - 26_1) (26_1 - 36_2> =63 —Te 242!
Q
2. On a

Q={(z,y) R :ze[-3,1],20-1<y<2-2?}.

D’apres le théoreme de Fubini on a

/Qf(a:,y)da:dy = /_13 </:C:C2 (x —y) dy) dzx.



En effectuant le changement de variable z = x — y on obtient

Sl y)dedy = [ :_x ydy ) dx
Q —3 \Ja24z—2
1,21 "
- /—3 [yQ] 224342 o
— ;/13 <(1—x)2— (m2+x—2>2) dx

/1 (x2—2:1;+1)—<m4+2x3+3x2—4x+4))dm

(
/1 (—$4—2$3—21‘2+21‘—3>d$

1

3.0na
0= {(:c,y) €ER*:2€0,8),y <z,ay < 16}.

D’apres le théoreme de Fubini

8 min(z,16/x)
/ f(z,y)dxdy = / / 22dy | dz.
Q 0 0
Comme le dessin nous le suggére, on découpe en 2 l'intégrale
4 T 8 16/x
/ f(z,y)dxdy = / </ :U2dy> dx +/ / 22dy | dx
Q 0 \Jo 4 0
4 8
= / z3dx + / 16xdx
0 4
=]
S|4

+ [82%]%
0
= 64+ 8 (64 — 16)
= 64 + 8.48 = 64 + 384 = 448

4. On a
Q={(z,y) eR?:2€[0,3,0 <y <a/3}.



D’apres le théoreme de Fubini pour les fonctions positives on a

Aj@wmw—gffwﬁwym

Exercice 6:
1. Par hypothese f est de la forme

[ =alp,

avec ¢ > 0. Comme f est une densité de probabilité on a

/ f(z,y)dzdy = 1.
D

D:{(w,y) cR?*:zec[-1,1],2° <y < 1}.

Or d’apres le théoreme de Fubini

/Dda;dy:/_ll (/w:dy>dx.

D’ou )
! x3 2 4
dxd :/ 1—2?)de= |z —-=| =2-S=-_.
/ny e lm 3]_1 373
D’ou ¢ = %.
2. Les densités marginales de X et Y, que l'on note fx et fy respectivement
sont
fx@) = [ fay)dy,
fyw) = [ fwyda.
On a
Dwz{yeR:(az,y)ED}:{yER:mQSygl}.
Dy={zeR:(z,y) e D} ={zeR: -y <z <. y}.
D’ou

1
fx@) = [Tppendy= [ dy= [ dy=(1-a?).



frly) = /D d = 2\/y.

On a fx(x)fy(y) # f(x,y), donc X et Y ne sont pas indépendantes.
Exercice 9 :
1. D’apres le théoreme de Fubini pour les fonctions positives on a

R R
I = / (/ e_(w2+y2)d:v> dy
—-R —R
R R
:/ eV’ (/ e_x2dx> dy
-R -R
2
R
= (/ ezzdaz> )
-R

g2 . .
Or z — e~ est une fonction paire. Donc

R R
/ e T dr = 2/ e~ de.
—R 0
R, \?
Ir=14 / e ¥dx| .
—R

2. Notons Cr et C 5 les disques de centre O et de rayon R et V2R respec-
tivement.
Si (z,y) € Cg alors on a

max(Ja], [y]) < /22 + 12 < R2
Donc (z,y) € Dg.

Soit maintenant (x,y) € Dg. Alors
22 +y? < 2R%.
Donc (z,y) € C 5.
3. D’apres 2). on a

2 _y2

—a2y? —a2y?
Layecge < L@y)enpe < Lay)eo 5,¢ ;

ou 1, )ex est définie par
1 si(x,y)eX
Leyex = .
0 sinon
Par croissance de l'intégrale on a
Jr<Ir < J\/§R‘

4. En effectuant le changement de variable suivant

x = pcos(h)
y = psin(0)
0 € [—m,m).



on obtient

R= e’ pdpdf.
[0,R] X [—,m)

D’apres le théoreme de Fubini

R T 5
Jr :/ (/ pe P d0> dp

0 -7
R 2

= / 2wpe” P dp
0

=2r(1—e ).

3. Puisque
Jr=2m(1— efRQ),

on a

li = 2.
R—1>I—Il-loo JR T

6. D’apres 2).
Jr<Ir< J\/QR'
Or d’apres 3).

li = 1 = 2.
Resioc IR Resoc Jvar =27

Donc d’apres le théoreme des gendarmes

lim I =2m < +o0.
R—+o00

B 2
2

lim 4 (/ e * da:) = 27.
R—+o0 0

2
R
lim (/ e_“"zd:n> I
R—+o00 0 2

Par continuité de Papplication x — +/z, on obtient

R
0< lim e~ dy = \/Z < 4o00.
0

r—-+o0o

Donc

Donc

D’ou

/+OO eixde _ T
0 2

D’autre part pour tout R > 0 on a par parité

R 2 R 2
/ e Vdr = 2/ e ¥ dx.
—-R 0

+oo 2 R 2
/ e Pdr= lim e Tdx

Donc

—0 R—+c0 J_R
R 2
=2 lim e dx
R—4o00 Jo

—+oo
=2 e dx = V2.

0



