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1 Avant-propos

Ce cours a pour objectif d’introduire la notion d’intégrale stochastique par rapport au mouve-
ment brownien. L’exposition suit le livre [8] en omettant par moments certains détails techniques.
Les résultats principaux du cours sont la formule d’Ito et ses conséquences ; la notion d’équations
différentielles stochastiques est également introduite. Certaines applications sont tirées du cours
Martingales et calcul stochastique de Nils Berglund dans lequel des exercices sont proposés. Le
lecteur est supposé avoir déja suivi un cours d’intégration, de probabilité et d’analyse hilbertienne.

2 Préambule

Tout au long de ce cours, nous allons étudier des propriétés ou des constructions associées au
mouvement Brownien. Il existe de nombreuses maniéres de justifier ’existence de ce processus
stochastique. Il est classique de I'obtenir comme objet limite dans ’espace des fonctions continues
C°[0,1] via le théoréme de Donsker; il est également possible de le construire & la main & l'aide
d’ondelettes et de variables aléatoires gaussiennes standards indépendantes (cf. [8, 6, 5, 3]). Nous
ne nous attarderons pas sur cet aspect et allons rapidement passer en revue quelques propriétés de
ce nouvel objet, les démonstrations sont laissées en exercices.

Dans ce qui suit, B = (Bt)sejo,1] € C°[0, 1] désignera un mouvement, brownien.

Proposition 2.1. 1. Les trajectoires t — By du mouvement brownien sont continues et
B(0) =0 p.s..

2. Ce processus est a accroissements indépendants. Autrement dit, pour tout 0 <t < ... <ty <
1 les variables aléatoires
By, By, — By,, By, — By,, ..., By, — By, , sont mutuellement indépendantes.

3. Pour tout s < t, By — B est une variable aléatoire gaussienne centrée de variance s —t. Nous
noterons ceci par

By — By ~ N(0,s — t).
4. (Bt)te[o,l] est un processus gaussien : pour tout d-uplet 0 < t1 < ... <tg <1,
(Bt,, By, .. By,) ~ Ny(0,T)
avec T';; = min(t;, t;) pour tout 1 <i,j < d.

5. (By)i>o0 est une martingale continue pour la filtration (Fi)i>o ot Fy = 0(Bs, s < t) est la
tribu engendrée par le processus jusqu’a linstant t. Autrement dit,

(a) E[By|Bs] = Bs pour tout s <t;
(b) pour toutt > 0, By est Fy-mesurable;
(¢) pour tout t = 0, E[|B|] < 0.
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Bien stir, la liste ne s’arréte pas 1a (cf. [8, 6, 5, 3]) et il est possible d’exposer de nombreuses
autres propriétés que nous n’aborderons pas ici.

Comme nous allons 'expliquer, le but de ce cours est de construire une notion d’intégrale par
rapport a By afin d’obtenir simplement de nouvelles martingales.

3 Introduction

Durant des études de mathématiques, il est plutét traditionnel d’étudier deux types d’inté-
grales : celle de Riemann, puis celle de Lebesgue qui est plus souple d’emploi et beaucoup plus
générale. Dans ce qui suit \y désignera la mesure de Lebesgue sur les boréliens de R? (parfois, nous
utiliserons aussi les notations suivantes : d\g = dzj ...dz4). Concernant ces deux thématiques, le
lecteur est renvoyé aux ouvrages suivants : [7, 4, 9].

Comme toujours, lors de la construction de tels objets, il est important de définir leurs valeurs sur
une classe de fonctions suffisamment simples avant d’espérer atteindre des fonctions plus complexes
par un argument de prolongement. Dans le cas de la mesure de Lebesgue Ap, il faut donc définir la
valeur de I'intégrale de Lebesgue sur des fonctions étagées. En particulier, il faut expliquer comment
traiter l'intégrale de fonctions de la forme 1, ;; pour a < b deux nombres réels. Ici, nous avons

Ai([a,b]) =b—a.

En y pensant ce choix est arbitraire. En effet, étant donnée une fonction z — F(x) vérifiant certaines
conditions (que nous préciserons ultérieurement) nous aurions pu poser

A ([a.b]) = F(5) ~ Fla).

Avec un tel choix, la construction de l'intégrale se poursuit sans changement majeur et mene a
I'intégrale de Lebesgue-Stieljes via la mesure dF'. Pour que ce qui précede ait du sens il faut que F
soit a variation bornée et continue a droite.

Définition 3.1. Soit f : [0,T] — R avec T > 0. Pour toute subdivision 1 = (xg,Z1,...,Ty) de
Uintervalle [0,T), définissons V(f,m) par :

V(f.m) =Y [fwim) = fla)].
i=1
Nous appelons variation totale de f sur [0,T)] le réel Vip(f) défini par :
Vr(f) =sup V(f,m).

ot le supremum est pris sur Uensemble des subdivisions w de Uintervalle [0,T). La fonction f est
dite & variation bornée si cette borne supérieure Vp(f) est finie.

Remarque. 11 existe une caractérisation des fonctions & variations bornées (cf. [7]). En effet, nous
avons 1’équivalence suivante :
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1. F est une fonction a variation bornée.

2. 11 existe deux fonctions croissantes ¢ et v telles que F' = ¢ — 1.

En particulier, une fonction monotone est a variation bornée.

Finalement, I'un des exemples les plus commun d’intégrale de Lebesgue-Stieljes peut se trouver
dans la théorie des probabilités via les fonctions de répartition. En effet, si X est une variable
aléatoire réelle définie sur un espace probabilisé (€2, A, P), nous avons, pour tout a < b appartenant
au support de X,

Pla < X <b) :/ dPx :/ dF = F(b) — F(a).
la,b] la,b]
En particulier, si F' est dérivable et que f désigne la densité de probabilité de la variable aléatoire

X par rapport a la mesure de Lebesgue (i.e. dF' = fdx) nous aurons f[a b dF = f[a bl fdx.

A présent, nous souhaiterions donner un sens a la quantité aléatoire suivante :

T
/ f(w,t)dB; pour un certain T > 0.
0
Pour I'instant, ce souhait doit sembler curieux. Tentons de motiver une telle étude.

Comme nous 'avons rapidement vu, le mouvement brownien vérifie de nombreuses propriétés.
Il s’agit notamment d’une martingale (& temps continu). Puisque la théorie des martingales permet
de résoudre efficacement de nombreux probléemes tout en autorisant de la dépendance, il pourrait
alors étre fructueux de construire de nouvelle martingales a partir du mouvement brownien et
espérer que celles-ci conservent certaines de ses propriétés.

Lorsque nous avons affaire & des martingales a temps discrets (M,,)n<1, il est assez simple de
fabriquer de nouvelles martingales. Plus précisément, si (M,,),<1 est une martingale par rapport a
une filtration (F,,)n<1 et (An)n>1 une suite de variables aléatoires non-anticipantes (i.e. 4, € F,_1
pour tout n > 1), il est possible de définir

M, = Mo+ Y Ap(My — My_1) (3.1)
k=1

puis d’observer que (Mn)n>1 est encore une martingale par rapport a la filtration (F,),>1. La
présence des accroissements (My — My_1)r>1 fait penser & une version discréte d’une intégrale (par
analogie avec les sommes de Riemann). Il semble alors naturel, en temps continu, de chercher a
donner un sens a

T
I(f)(w):/o f(w,t)dB; avec w €

lorsque f vérifie certaines hypotheéses, afin d’obtenir un nouvelle martingale I(f) & partir du
mouvement brownien (B;)i>o.
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Une premiere approche serait d’essayer d’utiliser le schéma de construction des mesures de
Stieljes. En particulier, cette approche fonctionnerait si nous pouvions établir que le mouvement
brownien est une fonction monotone (via un calcul de dérivée par exemple). Voyons ce qu’il est
possible de dire des propriétés de régularités des fonctions aléatoires

t— Bi(w) pour tout w € Q.

Par construction, cette fonction est continue p.s., peut-on dire mieux ? Avant cela, rappelons
une définition permettant de quantifier la régularité d’une fonction.

Définition 3.2. Une fonction f : R — R est dite a-héldérienne, avec 0 < a < 1, si pour x,y € R,
il existe Cy, > 0 telle que

[f(@) = f)] < Calz —y|*.
Concernant le mouvement brownien, il est possible de montrer le résultat suivant (cf. [6, 8])

Théoréme 3.1. 1. Pour tout 0 < a < %, les trajectoires sont p.s. a-holderienne.

2. Sia> %, p.s. les trajectoires du mouvement brownien ne sont pas a-hélderienne.

Remarque. Une conséquence de ceci est que, p.s., t — B, n’est pas différentiable. Le cas o = % est
plus délicat et est traité dans un résultat de Lévy, nous renvoyons le lecteur vers [6, 8] pour plus de
détails.

En particulier, le mouvement brownien n’est dérivable nul part (cf. [6]). Pire encore, il est possible
de montrer qu’il n’est pas a variation bornée. L’approche de Stieljes ne pourra donc pas fonctionner
et nous allons donc devoir trouver une autre maniere de construire notre intégrale stochastique.
Pour cela, nous allons suivre exposition faite dans excellent livre [8].

4 Approche hilbertienne de I’intégrale d’Ito

Bien que, pour linstant, la construction de l'intégrale stochastique ne soit que partiellement
motivée nous allons donner un sens a la quantité suivante

T
I(f)(w) = / F(t.w)dB,.

Nous verrons ultérieurement de quelle maniére cette intégrale peut servir a répondre a des
problémes complexes. En résumé, la construction va étre faite de la maniere suivante :

e nous allons définir I'intégrale stochastique sur une classe de fonctions suffisamment simples;

e ensuite, nous allons utiliser un argument de prolongement par densité pour étendre cette
définition a des objets plus complexes.
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Bien entendu, cette démarche est systématique lorsque nous voulons construire une intégrale. En
effet, rappelons le, pour U'intégrale de Lebesgue, nous définissons celle-ci sur des fonctions étagées
et nous montrons que les fonctions mesurables (qui sont les fonctions d’intéréts) peuvent-étre
approchées, par densité, par des fonctions étagées.

4.0.1 Cadre de travail
Tout d’abord, il semble naturel d’imposer certaines conditions de régularité pour I'intégrand f.

Définition 4.1. 1. L’ensemble F; x B désigne la plus petite tribu qui contient les ensembles
A x B avec A € F; (la filtration induite par le mouvement brownien (B)iep0,1]) et B € B ot
B est la tribu des boréliens de ’ensemble [0, 1].

2. Lorsque w — f(w,t) € Fy, pour tout t € [0,1], nous dirons que [ est adaptée.

Nous allons naturellement imposer que la fonction f(-,-) soit mesurable par rapport & la tribu
Fi x B et adaptée.

Dans la premiere étape de la construction de I'intégrale stochastique nous allons nous focaliser
sur ensemble H? = H2[0, T] qui rassemble toutes les fonctions mesurables adaptées et qui vérifient

la condition d’intégrabilité suivante
T
IE[/ f2(w,t)dt] < 0.
0

Il est essentiel d’observer que H? est un sous-espace vectoriel fermé de I'espace de Hilbert L?(dPxdt).

4.0.2 1lere étape

Prenons une fonction simple appartenant a I'ensemble H?, par exemple f(w,t) = Lia,p)(t) avec
[a,b] C [0,T]. Il semble naturel d’imposer I'identité suivante :

b
I(f)(w) = / dB, = B, - B..

De plus, puisqu’une intégrale doit vérifier une propriété de linéarité, nous devons étre capable de
traiter de maniere similaire les fonctions de la forme

n—1
f(w7t) = Z ai(w)lti<t§ti+1
i=0
ou 0=ty <t <...<t, =T est une subdivision de l'intervalle [0,T] et (a;);=0,n—1 sont des

variables aléatoires vérifiant les conditions suivantes :

a; € Fy, et ]E[af}<+oo pour tout ¢ =20,...,n—1.

Nous désignerons par HZ le sous-ensemble de H? qui contient toutes les fonctions de cette forme.
Poursuivons & présent notre construction, si f € H2 nous devons imposer I'identité suivante
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-

I(f)(w) = ai<w>(Bti+1 - Bti)' (41)

i

Il
=]

Nous allons voir dans la section suivante que l’application I : HZ — L?(dP) est une applica-
tion continue (et linéaire, par construction). Ceci laisse penser qu’il sera éventuellement possible
d’étendre, par densité, notre définition (4.1) de I'intégrale stochastique a I’espace H? tout entier.

4.1 Isométrie d’Ito
Le lemme suivant sera d’une importance crucial pour construire I'intégrale d’Ito sur H2.

Lemme 4.1 (Isométrie d’Ito). pour toute fonction f € HZ, nous avons lidentité suivante :

() z2apy = ISl L2 (apxar) (4.2)

Démonstration. Soit f € H3, celle-ci s’écrit
flt,w) = ai(w)lti<t<ti+1

ainsi f2(t,w) = Z?:_Ol a?(w)1ly, <i<t,,,- A présent, calculons séparément les deux normes apparais-
sant dans 1’égalité (4.2). Par ce qui précede,

T n—1
112 ey = E[ / f?(t,mdt} = S Bt — )
0 i=0

Pour calculer ||I(f)]|[L2(4p), observons que a; est indépendant de By, , —B;, pour tout i = 0,...,n—1.
C’est pourquoi les termes croisés, intervenant dans expression de I?(f), sont d’espérance nulle. En
définitive, en utilisant & nouveau I'indépendance de a; avec By, , — By, pour tout 4 =0,...,n — 1,
nous avons

n—1

()2 apy = EL(S)?] = D Elai(Biy, — B,)’]
=0

— STE@E(B,, - B’
i=0

n—1

= Z Ela7](tiy1 — ;)
i=0

car By, , — By, ~ N(0, (t;31 — t;)) pour tout s =0,...,n — 1 (cf. proposition 2.1). O

i+1

A la suite de ce lemme, comme annoncé, il apparait donc que I : H3 — L?(dP) est isométrie. En
conséquence, il s’agit aussi d’une application continue. Plus important encore, puisqu’une isométrie
préserve les distances, I'application I envoi une suite de Cauchy de H3 sur une suite de Cau-
chy de L?(dP). Voyons comment ceci permet de prolonger par densité I'intégrale d’Ito a I’espace H2.



4 APPROCHE HILBERTIENNE DE L'INTEGRALE D’ITO 9

Pour cela, nous allons admettre le lemme suivant (cf. [8]). Bien que sa démonstration n’est pas
tres difficile, la présentation de celle-ci & ce moment de 1’exposition n’ajouterait que des difficultés
techniques qui ne seraient d’aucune aides pour comprendre la construction de I'intégrale d’Ito. Nous
préférons donc 'omettre et renvoyer le lecteur vers 'ouvrage adéquat. Le procédé que nous allons
décrire ci-dessous est en tout point semblable au prolongement de la transformée de Fourier dans
L2

Lemme 4.2. Le résultat de densité suivant est satisfait : 7-78 = H?2. Autrement dit, pour toute
fonction f € Ha, il existe (fn)n>1 C H3 telle que

im ||f — fall2(apxar) =0

n—+oo

Le prolongement de I & I'espace H? se fait donc comme suit : pour f € H? posons

I(f) = lim I(fn) (4.3)

n—-+o0o

avec (fn)n>1 une suite fournie par le Lemme 4.2. Il faut & présent vérifier certains points pour
s’assurer que la définition précédente de I sur H? n’est pas ambigué.

1. Tout d’abord, I(f) doit exister comme limite de I(f, ) dans L?.

Montrons alors que la convergence de (f,)n>1 vers f dans L?(dP x dt) entraine que (I(f,))

n>1
converge vers un élément (que nous noterons I(f)) dans L?(dP). Supposons donc que
lim, o0 [|f — fullL2@pxary = 0, cela signifie que (fn)n>1 est une suite de Cauchy de

L?(dP x dt). En conséquence, puisque I est une isométrie, (1(f,)), -, est une suite de Cauchy

de L?(dP). Cet espace métrique étant complet, il existe un élément de L?(dP), noté I(f), tel
que

i 17() = ()l = 0.

2. La définition ne doit pas dépendre de la suite (fy,)n>1 C H3. Considérons alors (g, )n>1 C H3
telle que

Jmlgn = Sz =0

afin de montrer que I(g,) et I(f,) admettent la méme limite dans L?(dP). Pour cela, il suffit
d’observer que

an - gn||L2(d]P‘><dt) < ||fn - f||L2(d]P’><dt) + Hf - gn||L2(d]P’><dt)-

d’ott, limy, s 4o || fn—=9nll L2 (@pxar) = 0. Il suffit ensuite d’utiliser 'isométrie d’Ito pour conclure.
En effet, celle-ci fournit I’égalité suivante

I (fn) — I(Qn)”L"’(d]P’) =|Ifn— gn||L2(dP><dt)-
Tout ce qui précéde nous permet alors d’étendre 'intégrale d’Ito & I'espace H2.

Théoréme 4.1. Soit f S 7‘[2, alors ||I(f)HL2(dIP) = Hf”L?(d]P’xdt)



4 APPROCHE HILBERTIENNE DE L'INTEGRALE D’ITO 10

Démonstration. Considérons une fonction f € H2. Par densité, il existe une suite ( fa)nz1 C H2
telle que limy, s o0 || fn — fll22(@Pxdr) = 0. Puisque I'inégalité triangulaire nous assure que

“|fn||L2(dIP’><dt) - HfHL?(d]P’xdt)‘ < = fllz2@pxar)

nous en déduisons donc que limy, o || fnll£2(apxar) = | f|lL2(apxar)- De plus, isométrie d’Ito nous
assure que ||I(fn)|z2@p) = || fnllL2(@pxar). En conséquence, les arguments précédents permettent
également de montrer que

lim HI(fn)||L2(dIP>) = ||I(f)HL2(dIP’)~

n—-+4oo

Par unicité de la limite, nous avons donc [[1(f)||z2(ap) = |f]|z2(dapxat)- O

L’intégrale d’Ito est a présent définie sur I'espace HZ, nous allons & présent étudier certains
propriétés de cette nouvelle intégrale. Pour I'instant le choix de la terminologie peut sembler étrange
puisque I(f) n’est rien d’autre qu’une variable aléatoire, ce point s’éclaircira plus tard dans le cours.

4.2 Intégrale d’Ito et processus stochastiques

Voyons de quelle maniére I'application I : H? — L2(dP) permet d’obtenir, & partir du
mouvement brownien, des martingales & temps continu. Pour cela, il va étre primordial d’obtenir
des processus a partir du mouvement brownien et pas seulement une variable aléatoire.

Tentons d’introduire la variable du temps dans notre précédente construction. Dans une
démarche pédagogique notre premiere approche sera erronée et nous verrons ensuite quel artifice
est nécessaire pour arriver a nos fins. Il semble naturel de procéder comme suit :

fixons ¢ € [0, T et considérons la fonction m; € H? définie par

{ 1 si s€]0,¢

0 sinon.

L’intérét d’un tel objet est le suivant : si f € H? alors mf € H? et en conséquent I(m;f) est
bien définie comme un élément de L2(dP). Il est alors tentant de dire que X;(w) = I(m.f)(w)
est le processus désiré. Il faut cependant étre plus prudent et moins hatif. En effet, pour tout
t € [0,T], I(mf) € L?(dP). C’est pourquoi la valeur de I(myf) peut-étre choisie de maniere
arbitraire sur tout ensemble A; € F; de mesure nulle. Autrement dit, la définition de I(m;f) est
ambigué sur l’ensemble A;. Si jamais I'ensemble [0,7] était dénombrable cela ne poserait aucun
probleme, malheureusement pour nous ce n’est pas le cas et nous pourrions obtenir un objet
dont la définition est ambigué pour tout w € ). Cette premiere tentative n’est donc pas satisfaisante.

Fort heureusement, tout n’est pas perdu et il est possible de compléter notre raisonnement
précédent afin d’obtenir le processus que nous cherchions : nous allons construire la martingale
(Xt)tejo,r) désirée telle que

P(X; =I(m¢f)) =1 pour tout t e [0,T].

Théoréme 4.2. Pour toute fonction f € H?2, il existe un processus (Xt)teo,m) qui vérifie les
propriétés suivantes :
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1. il s’agit d’une martingale a temps continu par rapport d la filtration (Fy)icjo,r) du mouvement
brownien ;

2. pour tout t € [0,T], P(w : Xy(w) = I(myf)(w)) = 1.

Démonstration. Soit f € H? et considérons (f,)n>1 C HE telle que

ngrfoo Ilf = fallz2(@pxary = 0.

Observons ensuite que my f, € H3, ceci nous permet de définir Xt(n) (w) = I(mefrn)(w) avec w € Q.
De plus, puisque myf,, est un élément de H32

I
-

n
i.e. myfn(w) = a;j(w)ly, <i<tiyy, avec a; €Vi=0,...,n—1

%

Il
=)

nous avons une formule explicite de I'intégrale d’Ito : pour tout ¢ < t < tg41

k—1

X (w) = ar(w)(B: — By,) + > _(Bt,,, — By,).
1=0

En particulier, cette expression permet facilement de voir que Xt(") est une martingale continue
Fi-adaptée (d’apres (3.1)). En particulier, pour tout e > 0 et pour tout n > m, I'inégalité maximale
de Doob (cf. 10.1) dans L? entraine que

PQ%%WV—ﬂU>Q<@MWP<$)ﬂ= S (mrfu) = 1me fin) |72 e
€0,

1 2
- g”fn - fMHLQ(dIdet)
d’apres I'isométrie d’Ito.

A présent, il est possible de tirer profit du fait que f, tend vers f dans L?(dP x dt). Cette
convergence permet de choisir une suite croissante (ny)r>1 telle que

H;E%X an - fnk ||L2(dIP’><dt) < 272k,

D’oil, en choisissant € = 27 (avec k > 1) dans ce qui précéde, nous avons montré que
. (n) (m) —k
P sup |X;" — X" |>e€e) <27%
t€[0,T]
C’est pourquoi, le lemme de Borel-Cantelli (cf. 10.1) nous assure qu’il existe un ensemble )y de

probabilité 1 ainsi qu’une variable aléatoire (finie sur Q) w — C(w) telle que, pour tout w € g,

sup |Xt(nk+l) - Xt(”k)| <27%  pour tout k> C(w).
0<t<T
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En outre, puisque 27% est sommable, I'inégalité précédente nous assure aussi que pour tout w € Qq,
la suite (X{™*(w))s>1 est une suite de Cauchy dans l'espace de Banach (C[0,T],| - [l). Dol
Pexistence, pour tout w € g, d’'une fonction continue ¢ — X;(w) tel que

lim [ X (w) — Xi(w)]|se = 0.
k—+o00
Montrons a présent que (X¢);eo,7) est une martingale par rapport a la filtration du mouvement

brownien. Ceci découle du fait suivant : la martingale F;-adaptée (Xt("k))te[o,;p] converge vers
(Xt)tepo,r) dans L2(dP), ainsi la proprié¢té de martingale voulue (pour (Xi)iepo,77) est obtenue a

partir de celle satisfaite par (Xt(""‘))te[oﬂ (cf. (3.1)).

I1 ne reste plus qu’a démontrer le dernier point du théoreme. A cet effet, observons que m; f,,
converge vers my f dans L?(dP x dt); c’est pourquoi, via I'isométrie d’Ito, I(myf,,) converge vers
I(myf) dans L%(dP). Or, nous savons aussi que

lim X" = lim I(mifa,) =X, dans L*(dP).

k—+o0 ) k——+o0

Ainsi, par unicité de la limite dans L?(dP), nous avons que || X; — I(myf)| r2ap) = 0 pour tout
t € [0,T]. Il s’agit précisément de 'argument dont nous avions besoin pour justifier que pour tout
te0,T], Plw : X¢(w) =I(mf)(w)) = 1. O

Voyons a présent comment calculer 'intégrale d’Ito sur un exemple simple.

4.3 Calcul explicite

Il est temps de faire un premier calcul afin d’avoir un peu plus d’intuition sur ces nouveaux
objets. Voyons ce qu’il est possible de dire pour l'exemple particulier f(w,s) = B, € H?2. Nous
allons montrer que

1 1
Xy =1I(mf) = §Bt2 - it’ pour tout ¢ € [0,7]. (4.4)

Plus tard, lorsque nous serons plus a 'aise avec ces nouveaux objets, nous utiliserons la notation
suivante

X; = /t f(s,w)dBg
0

qui sera un moyen commode pour désigner 'intégrale d’Ito de la fonction f. Il est important de
saisir qu’il ne s’agit que d’une notation, en aucun cas nous avons donné un sens, trajectoire par
trajectoire, a cet objet.

4.3.1 Au niveau de la variance et de 1’espérance

Les calculs qui vont suivre sont ici pour forger notre intuition, rien de plus. Ils ne sont pas
nécessaires pour déterminer I'expression de X;. Dans ce qui suit ¢ € [0, 7] est fixé.

D’une part, E[X;] = 0 puisque l'intégrale d’Ito fournie une martingale centrée (par construc-
tion). D’autre part, puisque B; ~ N(0,t), nous avons %IE[BE —t] = 0. Jusqu'ici, les deux objets
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sont donc centrés tout les deux.

Traitons a présent la variance de chacun des membres de equation (4.4). Pour le membre de
gauche, nous allons utiliser I'isométrie d’Ito. Celle-ci nous assure que

Var(X;) E[(/Ot BSdBS)T E{/Ot Bgds}

ol la derniere égalité est obtenue, a I’aide du théoreme de Fubini-Tonelli en échangeant 'intégrale
et lespérance. Quant au membre de droite, nous obtenons (toujours au niveau de la variance)

2
1., 1 oM, o, 1,] 1,
el (350 31) | =8 - Sme+ o] = 5

En effet, rappelons que lorsque X ~ A(0,0?) alors E[X*%] = 302. Les moments d’ordre deux
coincident donc également.

1t2
2

4.3.2 Démonstration rigoureuse

La seule fagon de procéder est d'utiliser le fait que f(w,s) = Bs(w) € H? et de revenir A la
définition de I'intégrale d’Ito et de faire a la main le schéma de preuve que nous avons mis en place
dans la section présentant 1’isométrie d’Ito.

Tout d’abord déterminons une suite (f,)n>0 C Hg approchant f dans L*(dP x dt). A cet effet,
choisissons une subdivision (¢;);=o,...» de l'intervalle [0, 7] définie par ¢; = % et posons fp(w,t) =

-1 . .
>y Brlt,<t<t.,, - Observons ensuite que, d’une part, fn, € H3 et limy oo || frn — fllL2(apxar) = 0
d’autre part. En effet, grace au théoréeme de Fubini nous avons

Tn—1
o= Ssameay = B[ [ X BB cray

i=0
n—1 tit1
= Z/ (t —t;)dt
=1t
1 , 172
= 3 ;(ti+1 —t;)" = 3 wte 0

En conséquence, nous avons aussi ||m:(fn — f)|l£2(apxdr) —_~>_ 0 pour les versions tronquées.
n——+0oo

Soit ky, (t) = k(t) = max;=o,.. n{tiy1 < t} alors, par définition,

n——+00

t
/0 B.dB, = I<mtf) = nEI—&r-loo I(mtfn) = lim (Zg(t) Btz‘<Bti+1 - Bti) + Bk(t)Jrl(Bt - Bk(t)Jrl))-

Soyons prudent sur la signification des égalités ci-dessus. Elles sont a comprendre p.s. avec des
limites prises dans L?(dP). Dans ce qui suit, nous allons étudier le membre de droite afin de
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montrer que celui-ci converge vers %Bf — %t.

Traitons d’abord le dernier terme de la somme et montrons qu'il converge vers 0 dans L?(dP).
Pour cela, il suffit d’observer que, par indépendance,

T
E[Bii(t)Jrl(Bt — Biwy+1)?] = try41(t — tr+1) <t x = = 0.

n n—+oo

Traitons & présent le reste de la somme. Pour ¢ < k(t) observons que

1
Bti (BtH»l - Btr') =35

32
)=

1
2 2
tit1 Bti) - i(BtHl - Bti) .
Ceci permet alors de faire apparaitre une somme télescopique. En conséquence de ce qui précede,
nous obtenons

. . 1 2 1 . 2
nEIJIrloo I(mtfn) - nEIJrrloo 5 th(y+1 5 nEIJIrloo ‘<k(t)(Bti+1 B th)

La premiére limite vaut %Bf puisque Zp(¢)41 —J>r t. Il faut donc montrer que la deuxiéme limite
n—-+0oo

converge vers t lorsque n — +o00. Pour cela, adoptons la notations suivante

Y, = Z (Bi,,, — Bi,)? pour tout n > 1. (4.5)
i<k()

Tout d’abord, E[Y,,] = k(t)L puisque By,,, — By, ~ N(0,t;41 — t;) pour tout i < k(t). D’ott

T 2T
ElY,| -t = |k(t)— —t| < —.
By - = ks~ < 2
Ainsi, lim,, 1« E[Y,,] = t. Notons de plus le fait suivant : puisque E[(B; — B,)*] = 3(t — s)? pour
tout 0 < s < ¢, nous avons Var((B; — B;)?) = 3(t — s)* — (t — s)® = 2(t — s)? pour tout 0 < s < ¢.
C’est pourquoi, par indépendance des termes intervenant dans la somme,

2
Var(Y,) = 2k(t) (Z;) < 2t %

En conséquence, Y, o dans L2(dP).
n—-+0oo

Comme nous venons de le voir, les calculs permettant de déterminer fot BsdB; sont longs et
fastidieux. Il faudrait trouver une méthode plus souple et plus pratique. En fait, il est assez naturel
de se poser les questions suivantes :

1. Serait-il possible d’avoir une version analogue du théoréme fondamental de I’analyse ? Celui-ci
est bien commode pour calculer des intégrales classiques a 'aide des fonctions dérivées, il
serait utile d’avoir une version probabiliste de ce résultat pour faire de méme avec 'intégrale
d’Ito.
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2. Nous venons de construire 'intégrale d’Ito sur 1’e4space H2, il n’est pas difficile de voir qu’une
fonction aussi simple et réguliere que f(z) = e® n’appartient pas & cet espace. En effet, la
condition suivante n’est pas satisfaite

]E[/OT f2(Bt)dt] < +o0

puisque E[ex4] = 400 pour toute variable gaussienne X ~ N(0,0?). Pourrait-il étre possible
d’étendre l'intégrale d’'Ito, quitte a reldcher certaines contraintes, & un espace plus grand afin
de considérer de telles fonctions 7

Nous allons d’abord répondre a cette deuxieme question dans la section suivante.

5 Extension de l’intégrale d’Ito

Pour pouvoir inclure un plus grand nombre de fonctions, il va falloir revoir & la baisse nos
exigences. L’espace naturel pour atteindre ce but est le suivant.

Définition 5.1. L'espace L3, = L2 .[0,T] est composé des fonctions f : Qx[0,T] — R mesurables,
adaptées telles que

IP’(/OTfQ(w,t)dt < oo> =1.

Remarque. 11 est évident que H? C £120C.

brownien entraine que f(w,t) = g(B:) € L

De plus, si g € C°(R,R) alors la continuité du mouvement

2
loc

Ce nouvel espace est lié a une certain de notion de temps d’arréts. Pour plus de précision,
introduisons une nouvelle définition.

Définition 5.2 (Suite localisante dans H?). Pour une fonction f donnée, une suite croissante
(Un)n>1 de temps d’arréts est dite localisante dans H? si
1. Pour tout n > 1, fo(w,t)lic,, € H?;

2. P(Un>1 {w: v, = T}) =1.

L’intérét majeur de Pespace L . est qu’il est toujours possible de construire une suite localisante

pour f € EIQOC. Plus précisément, nous avons la proposition suivante.

Proposition 5.1. Soit f € L2 alors la suite définie par

loc
S
T, = inf s:/fz(w,t)dt>n ou s}T} pour n>1
0

est localisante dans H?.

Expliquons & présent, en quelques mots, de quelle maniere il est possible d’étendre 'intégrale
d’Ito & l'espace L2 .. Considérons une fonction f € L2 et choisissons, & l'aide de la proposition
précédente, (v,)n>1 une suite localisante. Ceci nous assure donc que
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gn(w,s) = f(w,8)ls<u, () € H2.

L’étude faite dans la section précédente (cf. théoréme 4.2) nous assure alors qu’il existe une unique
martingale (X¢ . )ie(0,7) correspond & l'intégrale d’'Ito I(mygy). 1l suffit ensuite de faire tendre n —
400 pour définir 'intégrale d’Ito sur [,1200. Plus précisément, il est possible de montrer qu’il existe
un unique processus continu (X¢)¢ejo,7] tel que

P<Xt = ngliloo Xt,n) =1 pour tout te[0,T].

Alors, par définition, fot f(w, 8)dBys = Xi(w) pour tout ¢ € [0,T]. Bien entendu, pour étre rigoureux
il faut vérifier certains points :

1. vérifier que (X¢)seo,7) existe bien et vérifie les propriétés voulues ;
2. que le procédé décrit ci-dessus est indépendant de la suite localisante (1,),,>1 choisie.

Les démonstrations, employant des méthodes déja présentées dans ce cours, seront admises; nous
renvoyons le lecteur vers [8] pour découvrir celles-ci. Voyons & présent quelques conséquences de
cette nouvelle extension qui permet de considérer n’importe quelle fonction continue sur [0, 7.

Un point important est le résultat suivant, qui permet de voir I'intégrale d’Ito comme limite de
somme de Riemann.

Théoréme 5.1. Soit f : R — R une fonction continue et choisissons la partition (t;)i=o,...n de
[0,T] donnée part; = % Nous avons alors le résultat suivant

n—-+oo

n T
tm 3 (B (B =B ) = [ BB, (5.1)

ot la limite précédente doit étre comprise au sens de la convergence en probabilité.

Démonstration. Tout d’abord, nous allons montrer qu’il est possible de se ramener au cas ou f est
continue et & support compact afin d’obtenir une fonction appartenant & H?2. Soient M > 0 et

v =min{t : |By| > M ou t>T}

et observons ensuite que Tps est une suite localisante pour la fonction f(Bs(w)) € L2 .. De plus,
pour tout M > 0, il existe une fonction continue a support compact fys tel que

fu(x) = f(x), pour tout |z| < M.

Le point important est que fas(B;) € H?. Nous allons a présent construire une suite d’éléments
(én)n>1 de Lespace H32 telle que

i1 far = 62 aeary = 0.

A cet effet, nous posons ¢, (w,s) = > i, far (B 1)1t 1<s<t; pour n > 1. Vérifions qu'une telle
suite convienne.
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E[ /OT(qbn(w,s)fM(Bs))st} - E{ OT;’L‘T(MB“_JfM<BS>)21ti_1<s<t,}

n

T
Z]E|:/ 1t'i—1<$<ti X sup (fM(Bti—l) - fM(Bé))2:|
i=1 0

ti_1<s<t;

N

= thn;lE{ sup (fM(Btil)_fM(Bs))2:|'

n = ti_1<s<t;

Posons ensuite p(h) = sup{|fa(z) — far(y)| : | — y| < h}. Puisque fas est continue & support &
compact, il existe B > 0 tel que p(h) < B pour tout h > 0; en outre, limy_,o p(h) = 0. Définissons

alors, pour tout ¢ = 1,...,n, les variables aléatoires suivantes
M;= sup |B;_, — Bl
siti—1<s<t;

En conséquence, nous avons la majoration suivante

E sup  (far(Be_,) — fu(Bs))?| <E[p*(M;)] pour tout i=1,...,n.

s:ti—1<s<t;

Observons de plus que u2(M;) < B2 pour tout i = 1,...,n et, par continuité uniforme de t — By (w)
sur Vintervalle compact [0, T], nous avons aussi

lim  sup p?*(M;) =0 pourtout w e Q.

n—-+4oo i=1,...,n

Enfin, par convergence dominée, nous pouvons en conclure que

lim E sup (fM(Bti—l)_fM(BS))2 =0

n—=+00 st <s<t;

ce qui justifie que (¢, ), >1 est une bien une suite d’éléments de H3 qui approche fi; dans L?(dPxdt).

En utilisant I'isométrie d’Ito, nous déduisons également de ce qui précede que I(¢,) converge,
lorsque n — +oo0, vers I(fyr) dans L?(dP). De plus, en tant qu’élément de H32 nous avons la formule
explicite (cf. théoréme 5.1)

I(¢n) = Z f]\/[(Bti—l)<Bti - Bti—l)'

En utilisant a nouveau I'isométrie d’Ito, nous savons que la représentation suivante est vérifiée

t n
/0 f]\/[(BS)dBS = lim ZfM(Bti—l)(Bti _Bti—l) (52)
i=1

n—r+00 4

ot la convergence précédente a lieu dans L?(dP). Montrons & présent que ceci reste également vrai
en probabilité.
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Pour cela, il est crucial d’observer que sur 'ensemble {w : 75y = T'} nous avons
f(Bt,) = fm(By,) pour tout i=1,...,n.
A cette observation, il faut combiner le lemme suivant (cf. [8]) que nous admettrons.

Lemme 5.1. Dans le contexte du théoréme 5.1, nous avons

/0 f(B)dB, = /0 ' fas(B.)dB, (5.3)

pour presque tout w € {w : Ty =T'}.

Nous pouvons alors montrer que, pour tout € > 0, la probabilité de ’ensemble

n T
M0 = {o s I BB~ B~ [ fBas. >
i=1 0
tend vers zéro lorsque n — +oo. En effet, nous avons

P(An(e)) <P(rar < T) +P(An(e) N {rar =T}).

Le premier terme apparaissant dans la majoration tend vers zéro lorsque n — +o0o par définition
de 7ps. Quant au deuxiéme terme, il suffit d’utiliser I'identité (5.3) qui nous permet de remplacer
f(By) par far(By) sur ensemble {w : 73y = T} pour ensuite appliquer l'inégalité de Tchebyshev
(cf. 10.2). Plus précisément, nous avons

P(An(e) N {rar = T}) < ;2

T n
/0 fr(B)AB, =3 fat(Bi)(By, - Br,_,)
=1

L2(d]P‘)'

Il ne reste plus qu’a utiliser le résultat de convergence obtenue dans 1’équation (5.2) pour conclure.
O

En plus d’avoir une représentation plus intuitive de l'intégrale d’Ito, le théoréme précédent
permet facilement de construire des processus gaussien a partir du mouvement brownien lorsque
Iintégrand f est déterministe. Il s’agit du contenu de la proposition suivante.

Proposition 5.2 (Intégrales gaussiennes). Si f € CY[0,T] alors le processus

t
Xi =/ f(s)dBs, pour tout t€[0,T]
0
est un processus gaussien, centré, a accroissement indépendants et de fonction de covariance
min(s,t)
Cov(Xs, Xy) =/ 2 (u)du.
0

De plus, si nous choisissons la partition (t;)i=o,....n de lintervalle [0,T] définie par t; = % nous

avons

DB~ Bu) = / f(s)dB,
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ot, pour tout i = 0,...,n, t7 est choisi tel que t;—1 < t] < t; et la limite précédente doit étre
comprise au sens de la convergence en probabilité.

Démonstration. La démonstration du résultat précédent est similaire, et plus simple, que la dé-
monstration du théoreme 5.1. Pour cette raison nous la laissons en exercice. O

Il serait étonnant que cette extension a L:foc de l'intégrale d’Ito n’ait que des conséquences

positives. Voyons ce que nous avons perdu en considérant un espace plus grand que H2.

L’une des principales propriétés de I'intégrale d’Ito sur I'espace H? est qu’elle fournit un moyen
commode d’obtenir des martingales. Sur £7 . nous obtenons un résultat un peu plus faible. Pour

préciser ceci, nous avons besoin d’une définition supplémentaire.

Définition 5.3 (Martingale locale). Un processus adapté (par rapport d la filtration (F)i>o)
(My)e>0 est une martingale locale s’il existe une suite croissante (Ty)k>1 de temps d’arréts telle
que

1. limg oo T = +00 presque sirement.

2. Pour tout k > 0, la processus Mt(k) = Muin(t,m,) — Mo, t = 0 est une martingale par rapport
a la filtration (F¢)i>o-

Remarque. Observons que I’hypothese d’intégrabilité présente dans la définition classique d’une
martingale n’est plus exigée.

2

i fourni des martingales locales plutdt

Comme l'atteste le résultat suivant, I'intégrale d’Ito sur £
que des martingales.

2

L., il existe une unique martingale locale (X)1>o telle

Proposition 5.3. pour toute fonction f € L
que

P(Xt(w -/ tf(w)st) —1

De plus, il est possible de choisir la suite localisante suivante

t
Tn(w):inf{t:/f2(w,s)ds>n ou t}T}.
0

Remarque. Bien que nous ne donnerons pas de tels résultats ici, il existe un certain nombre de
proposition permettant d’obtenir, sous certaines hypothéses, une véritable martingale a partir d’une
martingale locale (cf. [8, 6]).

Pour clore cette section, nous répondons rapidement a une question survenant naturellement
a la suite de cette extension de 'intégrale d’Ito. Serait-il possible d’étendre plus encore 'intégrale
d’Ito a I'ensemble de fonctions f, mesurables et adaptées, vérifiant la condition suivante

T
P(/ |f(W73)pdS<+oo>:1 avec 1<p<2 7
0

P . et observons, d’aprés I'inégalité de Jensen, que £ C L}

Notons un tel espace par £ loc loc
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La réponse a cette question est négative. En effet, grace a la proposition 5.2 il est possible de
construire un processus gaussien (X¢);eo,1], & accroissement indépendant, a partir d’une fonction
[ € Ll tel que t — X, ne puisse étre prolongée par continuité sur I'intervalle complet [0, T]. Ceci
est laissé a titre d’exercice, en considérant la fonction f(w,s) = |1 — s|=2 avec s € [0,1]; plus de
détails peuvent étre obtenu dans [8].

6 Formule d’Ito

Répondons enfin a I'une des questions que nous avions laissé en suspens : est-il possible d’obtenir
une méthode simple et pratique d’emploi permettant de calculer l'intégrale d’Ito d’une fonction
donnée ? Idéalement, existe-t-il une version probabiliste de théoréme fondamental de ’analyse 7 La
réponse a ceci est affirmative et nous avons le résultat suivant.

Théoréme 6.1 (Formule d’Ito). Si f € C?*(R) alors

f(B, / f/(BJ)dB, + = / (B (6.1)

Démonstration. La preuve est relativement simple et repose sur ’écriture suivante :

n

F(B) = £0) =" f(Bi) = f(Br,_,)

i=1

ol (t;)i=o0,...» une subdivision de [0, ¢] définie par ¢; = % 11 suffit ensuite d’utiliser une formule de
Taylor sur les différences f(By,) — f(By,_,) pour arriver & nos fins. A cet effet, nous rappelons que,
pour tout z,y € R, nous avons

F) = @) = (g = 20" (@) + 5y — 221" (@) + r(2,9)

avec le reste intégral r(z,y) fy u)[f"(u) — f”(x)]du. De plus, puisque f € C?, nous savons
qu’il existe une fonction bornée et umformement continue h : R? — R telle que

h(z,2) =0 et |r(z,y)| < (y —2)*h(z,y).

Supposons, dans un premier temps, que f soit aussi a support compact et appliquons le schéma
décrit plus haut. Nous devons alors étudier les trois termes suivants :

1. A, :22;1 f,(Bti—l)(Bti 7Bti—1)?
2. B, = %Z?:l f//(Bti—l)(Bti 7Bt¢71)2’
3. et enfin le reste C, qui vérifie I'inégalité suivante |C,,| < 31| (By, — By, _,)?h(By,_,, By,)-

Il est facile de traiter le premier terme en utilisant les sommes de Riemann introduites dans le
théoreme 5.1. En effet, puisque f’ est continue nous savons que

hm An—/ (B
n—-+oo
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Traitons maintenant le deuxiéme terme en écrivant B,, sous la forme suivante

n

Bu= g D0 Bt =)+ 5 30 B (B = B~ ()]

i=1
Puisque f” est continue, le premier terme de la somme ci-dessus converge presque stirement (comme
une somme classique de Riemann) vers

1 "
5/0 f (Bs)ds'

Il reste & montrer que le 2éme terme de la somme, que nous désignerons par B,,, converge vers zéro
en probabilité. Pour cela, nous utiliserons I'inégalité de Tchebychev (cf. proposition 10.2). Nous
devons donc estimer E[B2]. Ici, par indépendance des termes, nous avons

_ 1 n 9
E[B;] = 1 > E[f"(Bi_)*[(Bi, = Bi.,)” = (ti — ti1)]]
i=1
1 n
< IR D Var(yy)
i=1
tz "2
= I
avec Y; = (By, — By,_,)? pour tout i = 1,...,n. Ainsi, la derni¢re égalité (ci-dessus) provient du

fait que By, — By, , ~ N (0, %) puisque t; —t;_1 = % pour tout ¢ =1,...,n; dou

2 2 22
Var(Y)) =305 — 7 = 2
Ainsi, par l'inégalité de Markov, pour tout € > 0,
_ 2 5
"
P(1Bal 2 €) < 5. x I"I% | 2. 0-

Il ne reste plus qu’a montrer que C,, converge vers zéro en probabilité. Pour cela nous allons
voir que l'utilisation de I'inégalité de Cauchy-Schwarz sera suffisante. Observons que

n

]E[lcn” < ZEUBtz - Btz‘—l |4] %E[h2(Bti—l ) Btz)] %

i1
D’une part, pour tout i = 1,...,n, By, — By,_, ~ N (0, %), d'on
3t?
EUth - th‘,_1|4] = F

D’autre part, pour le second terme, nous allons utiliser I'uniforme continuité de A combinée avec le
fait que h(z,z) = 0. Ainsi, pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que |h(z,y)| < € pour tout =,y € R
vérifiant |« — y| < 6. En conséquence,
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E[h2(Bt7‘,—1»Bti)] 62 + ”h”go]?(‘Bh—l - Bt‘

i

62 + ”h”goéi%E“Bh—l - Bt

> )

’]

<
<

i

t
S
n

en utilisant a nouveau l'inégalité de Markov. Finalement, nous avons obtenu

32\ / s o ot)?
Blca) <n(%5) (@ + mize2s)

Donc lim}_nfEHCnH < V/3te. Puisque € est arbitraire, ceci entraine que lim,,_, ;o E[|C,|] = 0. Par
n——+00

. . . R L P
suite, en utilisant une fois de plus 'inégalité de Markov, nous avons bien lim, 4., C,, = 0.

Nous avons presque conclu la démonstration lorsque f est de classe C? & support compact.
Nous venons de montrer que pour tout ¢ > 0, les termes A,,, B,, convergent vers les deux intégrales
apparaissant dans la formule d’Tto (6.1) et C,, tend vers zero en probabilité. A présent, si nous
fixons ¢ > 0, il est possible de choisir une sous-suite (n;);>1 telle que les suites A,;, By, et Cy,
convergent avec probabilité 1. Donc, la formule d’Tto (6.1) est vérifiée avec probabilité 1 pour tout
t > 0 fixé. Enfin, il ne reste plus qu’a appliquer I'observation précédente pour tout t € Q4 en
remarquant que les deux membres apparaissant dans la formule d’Ito impliquent des fonctions
continues. En conclusion, il existe un ensemble Q4 de probabilité 1 tel que pour tout w € Qq la
formule d’Ito est satisfaite pour tout ¢ > 0.

La derniere étape consiste a supprimer I'hypothese de support compact. Pour cela, il suffit
d’utiliser la formule que nous venons d’établir en recyclant les idées utilisées dans la démonstration
du théoreme 5.1 & l'aide du temps d’arrét 75y = min{¢ : |By| = M} pour tout M > 0 en travaillant
sur 'ensemble {w : s < 737 }. Nous laissons les détails (cf. [8]) au lecteur. O

6.1 Premieres conséquences et généralisation multi-dimensionelle

Nous allons voir, sur des exemples simples, a quel point la formule d’Ito est efficace pour dé-
terminer une intégrale stochastique. Supposons que nous choisissions F € C? tel que F/ = f et
F(0) = 0. Alors, le théoréme 6.1 nous assure que

t 1 t )
/0 f(Bs)st = F(Bt) - §A f (Bs)ds

L’avantage de cette écriture est que le membre de droite peut-étre évalué trajectoire par trajectoire.
Exemple 6.1. Si f(Bs) = B nous retrouvons instantanément la formule

t 1 1
BydB, = ~B? — ~t
/0 27t 2

alors qu’il nous avait fallu de nombreux calculs pour parvenir a cette expression.
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Bien entendu, il est possible de généraliser la formule d’Ito & des fonctions (¢,z) — f(t,z) de
classe C'! en temps et C? en espace (nous dirons que f € CH2(R; x R)). Plus précisément,

Théoréme 6.2 (Formule d’Ito & plusieurs variables). Pour toute fonction f € C12(Ry x R), nous
avons

£ = 10,0+ [ of(sBds+ [ 0f(e BB+ [ Rope Bt 62)

Remarque. 1. Si Xy = f(¢, B;) nous adoptons la notation pratique suivante

dX¢ = 0:f(t, B;)dt + 0, f(t, By)dB; + %@fmf(t, By)dt

pour abréger la formule (6.2).

2. Il existe un résultat reliant le calcul stochastique a la théorie des équations aux dérivées
partielles (cf. [8, 6]) permettant de s’assurer que, sous certaines conditions sur f, (X¢)ie[o,7]
est une martingale locale. Pour cela, il faut supposer que

1
O f = —589%1,]‘.

Si de plus, E[fOT (02/)%(t, By)dt] < 400 alors (X¢)iepo,7] est une véritable martingale.

3. Sans grande surprise il est également possible d’étendre tout ceci & un mouvement brow-
nien dans R? avec d > 1. Celui-ci sera noté By = (B},..., B?) ou, pour tout k = 1,...,d,
(BF )telo, 1) sont des mouvements browniens indépendant unidimensionnels. Dans un tel cadre
la formule d’Ito, pour f € CL2(R x RY), s’écrit de maniére abrégée

G(t,B) = 0uf (1, Byt + V(4 Br) - dB, + SAS( Bt

avec Vf = <8x1f,...,8xdf> et Af = V- -Vf = Zle 92, f. De maniére similaire, la

condition portant sur f assurant que M; = f(t, By) soit une martingale locale devient
1
A(t, @) = —§Af(t,?).

6.2 Généralisations

Il est possible de généraliser plus encore la formule d’Ito & des processus plus complexe (cf.
[6, 8]).
6.2.1 Processus standards

A un niveau plus modeste, nous voudrions avoir une formule d’Ito pour des processus de la
forme
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¢ ¢
X =z —|—/ a(w, s)ds —|—/ b(w,s)dBs pour tout t € [0,T]
0 0

avec a(-,-) et b(-,) vérifiant certaines hypotheses de régularité naturelles.

Définition 6.1. Un processus (Xt)iepo,r] sera dit standard s’il existe des fonctions a et b telles que

1. a(-,-) et b(-,-) sont mesurables et adaptées,
2. P(fOT la(w, s)|ds < oo) =1et P(fOT |b(w, s)|ds < oo) =1;

le processus (X¢)ie[o,r] peut s’écrire sous la forme

¢ ¢
X =z +/ a(w, s)ds —|—/ b(w,s)dBs pour tout t¢€[0,T).
0 0

Pour établir une formule d’Ito, nous aurions besoin d’une représentation du processus X; en
tant que limite de somme de Riemann (de maniére analogue au contenu du théoréme 5.1).

Rappelons que pour établir ceci nous avions calculé f BsdB; ala main, en utilisant la subdivision
(t:)i=0.....n de [0,T] définie par ¢; = % afin de montrer que

n

. o 2 P
nEI—&r-loo ;(Bty Bti—l) =1.

Pour généraliser ceci il faut introduire la notion de variation quadratique.

Définition 6.2. 1. Un ensemble ordonné {to < t1 < ... < tp} avec tg = 0 et t, =t est une
partition, noté m, de intervalle [0, t].

2. Le pas p(m) de la partition w est défini comme la longueur du plus grand écart entre deux
points consécutifs t; et t;11 de la partition.

3. Pour toute partition m = (t;)i=1,...n de [0,t] C [0,T] et pour tout processus (Xt)iepo, 1), la
variation quadratique du processus (par rapport & la subdivision 7) est la variable aléatoire

n

QF(Xt) = Z(Xh - Xti—l)Q'

i=1

4. S’il existe un processus (Vi)iepo,) tel que Qr, (X¢) converge en probabilité vers Vi pour toute
partition m, de [0,T] dont le pas tends vers zéro lorsque n — 400 (i.e. lim, o0 p(m,) =0)
alors (Vy)eejo,r) est la variation quadratique du processus (Xi)iepo,r) et sera noté (X);.

Il est possible de montrer que les processus standards admettent toujours une variation quadra-
tique. Plus précisément, si (Xt)te[o,T] est un processus standard alors, pour tout ¢ € [0, T,

(X = [ Besyas

Ce résultat et quelques efforts supplémentaires, permettent d’obtenir la formule d’Ito suivante pour
les processus standards.
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Théoréme 6.3 (Formule d’Ito pour les processus standards). Si f € C?(Ry x R) et (X¢)iepo,1]
est un processus standard alors

t t t
ft, Xy) :f(O,O)Jr/0 8tf(s,Xs)ds+/0 8rf(s,X5)dXs+%/0 02, f (s, X )b (w, s)ds.

Remarque. En particulier, cette formule peut s’étendre aux fonctions suffisamment réguliéres de la
forme t — f(X;,Y:) o X; et Y; sont des processus standards de la forme

¢ ¢ ¢ ¢
X, :/ a(w,s)der/ b(w,s)dBs et Y; :/ a(w,s)der/ B(w, s)dBs.
0 0 0 0

Il est alors possible d’obtenir une formule de dérivation stochastique d’un produit (cf. [8]) :

t t t
XY, — XoY, = / Y.dX, —|—/ X dY, —|—/ b(w, s)B(w, s)ds. (6.3)
0 0 0

Lorsque I'une des fonctions 8 ou b est identiquement nulle, nous retrouvons la formule habituelle
pour dériver un produit.

6.2.2 Semi-martingale

Comme le lecteur pourra I'observer dans ouvrage [6], il est possible de généraliser encore tout
ce qui précede en introduisant la notion de semi-martingales qui généralise la notion de processus
standard. Décrivons en quelques mots comment procéder.

Tout d’abord, il convient de généraliser ce qui a été fait précédemment lorsque (Bi):ejo, 1) est
remplacé par une martingale continue (M;).c[0,r) quelconque. Autrement dit, nous voulons donner

un sens a fot fdM,. Pour cela, il faut remplacer I'espace H? des fonctions vérifiant

E{/OT fg(t,w)dt} < +00

par un ensemble adapté. A cet effet, il convient d’observer que le terme « dt » apparaissant dans la
définition de H? provient de la variation quadratique du mouvement brownien B. Autrement dit,

(B) =t.

Dans le cas d’un martingale quelconque, il faudrait déterminer (si cet objet existe) (M); pour
ensuite définir H2; I'ensemble composé des fonctions vérifiant

E[/OT fz(t,w)d<M>t] < fo0.

Fort heureusement, il est possible de montrer que pour n’importe quelle martingale locale conti-
nue M admet une variation quadratique (M), (cf. [6]). En admettant ce résultat, il est donc possible
de reprendre 'intégralité du cours en remplacant B; par M; aux endroits appropriés afin de définir
une nouvelle isométrie d’Ito Ip; (basée sur la martingale M) :
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n—1

IM(f)(w) = Z ai<w>(Mti+1 - MtL)

i=0
Bien entendu, cela implique aussi de modifier la définition de £2 . comme nous avons changé la
définition de H? pour tenir compte de la variation quadratique de M.

Tout ceci permet facilement ensuite de définir I'intégrale stochastique d’une semi-martingale.

Définition 6.3. 1. Un processus X est une semi-martingale continue s’il s’écrit sous la forme
X =Xo+ M+ Ay pour tout t >0

ott M est une martingale locale et A un processus (continu) adapté et d variation bornée, tous
deuz partant de 0.

2. Soit X = Xo+ M + A une semi-martingale continue et f un processus adapté localement
borné. L’intégrale stochastique t — fot fdX est définie comme la semi-martingale continue :

t t t
/ fdXs = / fdM, —|—/ fdAs  pour tout t > 0.
0 0 0

Remarque. 1l est a noter que la deuxieme intégrale fg fdAg est au sens de Stieljes puisque s — Ag
est a variation bornée. A partir de cette nouvelle intégrale stochastique, il est également possible
d’obtenir une nouvelle formule d’Ito (cf. [6]).

7 Equation différentielles stochastiques

Tout les efforts que nous venons de faire pour développer I'intégrale d’Ito et démontrer la formule
éponyme permet de traiter facilement des équations différentielles stochastiques (E.D.S. en abrégé).
De maniere grossiere, la plupart des processus stochastiques dignes d’intérét sont solutions d’une
E.D.S. de la forme

dXt = ;L(t,Xt)dt+(7(t,Xt)dBt avec XO =X

ou i et o sont des fonctions vérifiant des hypothéses de régularités. Voyons, sur deux exemples,
de quelle maniére la formule d’It6 peut nous aider a trouver le processus (X;);>o vérifiant ’équation
précédente.
7.1 Un exemple pédagogique
Cherchons a résoudre 1’équation différentielle stochastique suivante
dXy = pdt +0XydB, avec Xg =z

ou i € Ret 0 > 0 sont des constantes. Le plus naturel semble de supposer qu’une solution de cette
E.D.S. soit de la forme X; = f(¢, B;). Ainsi, en utilisant la formule d’Ito 6.1 nous savons que

1
X, = [0if(t, By) + 50z,(t, By)]dt + 0. f(t, B)dB.
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Il est alors raisonnable d’identifier les coefficients apparaissant dans ces deux expressions de
dX;. Cest-a-dire, nous devons trouver une fonction f(t,x) telle que

Mf(t7 l‘) = atf(tvx) + %aixf(t’w) et Uf(t,.%') = azf(twr)

Puisque la deuxieme partie s’écrit sous la forme = o nous savons alors que f(t,z) = exp(oz +
g(t)) avec une fonction g & déterminer. En remplagant cette expression de f dans la premiére partie,
nous trouvons que ¢'(t) = p — %02. En conclusion, nous avons donc obtenu

O: f
i

1
Xy =azgexp ((n— icTQt) + 0By).

Ce processus, treés utilisé en finance (cf. [8]), porte le nom de mouvement brownien géométrique.

7.2 Le processus d’Ornstein-Uhlenbeck

La solution de ’E.D.S. suivante

dX; = —aXydt +o0dB; avec Xg = xg

o o > 0 et 0 > 0 correspond & un processus gaussien trés important (cf. [1]). En attendant,
voyons de quelle maniére nous pouvons obtenir une expression de celui-ci.

Supposons que la solution de 'E.D.S. soit de la forme X; = a(t) <x0 + fot b(s)st> avec a(-)

et b(-) des fonctions dérivables a4 déterminer. En utilisant la régle (6.3) de dérivation stochastique
d’un produit, nous obtenons que

X, = a'(t) <x0 + /0 t b(s)st> dt + a(t)b(t)dB,.

En d’autres termes, si nous supposons que a(0) = 1 et a(t) > 0 pour tout ¢ > 0, le processus X;
est solution de I’équation

I
t
dXt = C;((t))Xtdt + a(t)b(t)dBt, avec Xo = X9-
Par identification, nous devons alors résoudre
a'(t)
a(t)

Il n’est pas difficile de voir que 'unique solution de la premiere équation différentielle, sous la
contrainte a(0) = 1 est a(t) = e~ et qu’en conséquent b(t) = ge*. Autrement dit

=—a et a(t)b(t)=o.

t t
X, =e (xo + 0/ eo‘sst) = zge” ¥ 4+ a/ e (=5 4B,.
0 0

Cette écriture permet de constater plusieurs choses. L’influence du point de départ zg diminue
exponentiellement avec le temps lorsque t — +00. Puisque l'intégrand apparaissant dans l'intégrale
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stochastique est déterministe nous avons affaire a un processus gaussien a accroissement indépendant
d’apres la proposition 5.2. De plus ,

t 2
E[X:] = xoe~ et Var(X;) = 02/ e 2(t=5) s — ;7(1 o e—2at)_
0 (6%

7.3 Théoréme de Cauchy-Lipschitz stochastique

Bien entendu, il existe d’innombrables E.D.S et il serait utile d’avoir a disposition un théo-
reme d’existence et d’unicité des solutions comme celui de Cauchy-Lipschitz pour les équations
différentielles ordinaires.

Théoréme 7.1. Si les coefficients p et o de équation différentielle stochastique
dX; = p(t, Xy)dt + o(t, Xy)dB; avec Xo=z9 et tel0,T)
vérifient une condition lipschizienne en espace :
|ut, @) — u(t,y)I° + lo(t,z) — o(t,y)]* < K|z —y|?
et une condition de croissance en temps
|ut, )] + lo(t,2)” < K(1+]z])

alors il existe une solution continue et adaptée (X¢)icjo,r) de I'E.D.S. De plus, cette solution est
uniformément bornée dans L*(dP) :

sup E[X7?] < oo
0<t<T

En outre, si X; et Y; sont deux solutions, continues et uniformément bornées dans L?(dP), de
IE.D.S. alors

P(Xt =Y, pourtout tc [O,T]) =1

Démonstration. La démonstration est admise et peut-étre trouvée dans [8]. Cependant, celle-ci
n’est pas complexe puisqu’elle repose, dans les grandes lignes, sur le méme type d’arguments (dans
une version probabiliste) que ceux utilisés dans la preuve du théoréme de Cauchy-Lipschitz via un
précédé d’itération et de point fixe (avec le théoréme de Picard). O

8 Utilisation des martingales

Comme nous l'avons énoncé plus t6t, les martingales sont particulierement utiles pour résoudre
certains problemes. En particulier, grace a des théoremes d’arréts.
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8.1 Temps d’arréts et martingales

Rappelons tout d’abord la notion de temps d’arrét. Dans ce qui suit, ’espace probabilisé (2, A, P)
est toujours muni d’un filtration (F;)>o.

Définition 8.1. Une variable aléatoire 7 : Q — R U {oo} est un temps d’arrét pour la filtration
(Fi)izo si{w : T(w) <t} € F; pour tout t > 0.

Remarque. Si (X;)i>0 est une famille de variable aléatoire, il est possible de définir X, sur ’ensemble
{w: 7(w) < 0o} par
X (w) = Xi(w).

L’intérét de ce genre d’objet est contenu dans le théoréme ci-dessous. En substance, celui-ci
assure qu’'une martingale arrété est encore une martingale.

Théoréme 8.1 (Doob). Soient (My)i>o une martingale continue par rapport a la filtration (Fi)i>o
et T un temps d’arrét pour la méme filtration. Si Xy = Myin(:,r) désigne la martingale arrétée alors
(Xt)i>0 est une martingale continue par rapport a la filtration (Fy)io-

Remarque. Nous renvoyons le lecteur vers [2] pour une démonstration de ce résultat. Signalons au
passage, qu’il existe de nombreux résultats important concernant les martingales (inégalité maxi-
male de Doob 10.1, théoréme de convergence dans LP pour p > 1,...), par soucis de concision nous
ne présenterons qu’une partie de ces résultats en appendice et renvoyons le lecteur vers [2] pour de
détails a ce sujet.

8.2 Temps d’atteinte pour le mouvement brownien (B;):-q

Dans cette section nous allons étudier la question suivante : soient a,b > 0, qu’est-il possible de
dire du temps d’arrét

T:min{t : B, =-b ou Bt:a} ?
Le théoréme qui suit permet de répondre a cette question

Théoréme 8.2. Dans le cadre précédent, les assertions suivantes sont vérifiées

1. Le temps d’arrét T est fini p.s. : autrement dit,
P(t < 0) = 1.

2. La probabilité d’atteindre le point a est donnée par

3. 7 admet un moment d’ordre 1 : E[1] = ab.

Démonstration. Démontrons chacun de ces points.
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1. Puisque Byy1 — B ~ N(0,1) pour tout k € N, nous avons

P(|Be41 — Bel >a+b) =€e>0

De plus, d’apres les propriétés standard d’un mouvement brownien, les ensembles
E, = {|Bk+1 — Bk‘ > a—i—b}

sont mutuellement indépendants. Par suite, nous avons

P(T>n+1):P<|Bk+1—Bk|<a+b pour k:l,...,n) =(1-e™

Ainsi, d’aprés le théoréme de Borel-Cantelli 10.1, nous avons P(7 < c0). L’argument précédent,
permet de montrer également que E[7] < +00. Pour cela, il suffit d’observer que

E[r] = iP(T >k+1) < i(l —e)F < +o0.
k=0 k=0

En fait, il est possible de montrer E[7?] < 400 pour tout p € N.

2. Traitons la deuxieme assertion, le raisonnement se décompose en plusieurs étapes.
(a) D’apres le théoréeme de Doob 8.1, nous savons que (Bpin(¢,))¢>0 est martingale continue
par rapport a la filtration (F;)¢>0. Donc
E[Buin(t.r)] = E[Bo] = 0.

(b) Observons que

‘Bmin(t,‘r)‘ g a+ b.

Ainsi, par convergence dominée, nous avons

E[B;] = lim_E[Buinr)] =0
d’apres l'item précédent.
(c) Enfin, il est possible de calculer d’une autre maniere 'espérance de B,. Par définition
du temps d’arrét 7, nous avons

E[B;] = aP(B: = a) — b(1 — P(B, = a)).

(d) En combinant ce qui précede, nous avons donc obtenu que

aP(B, =a) — b(l —P(a, = a)) =0.
La résolution de ce systeéme permet d’obtenir la formule annoncée.

3. Il se trouve que nous savons également que M; = B? —t avec t > 0 est une martingale
continue par rapport a la filtration (F);»¢. Ceci va nous permettre de calculer 'espérance de
7 en mettant en place des arguments similaires :
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(a) D’apres le théoréme de Doob 8.1, (Mmin(m)) est une martingale. En particulier,

>0
]E[Mmin(t,r)] = E[MO] =0
(b) Observons que [Myine,-| < a? +b% + 7 et que a® + b* 4+ 7 est une variable aléatoire

intégrable (d’apres ce qui précede). Par convergence dominée, nous avons donc

lim E[Muyine,n] = E[M,] =E[BZ —7].

t——+oo

(¢) En combinant ce qui précéde nous avons donc

E[B2-7]=0 <= E[B=E[7].

Pour conclure, il suffit d’observer que E[B%*7] = a?P(B,; = a) + b*(1 — P(B; = a)) et
d’utiliser la formule obtenue dans la deuxiéme assertion.

O

Comme nous allons le voir, la connaissance de martingales impliquant (B;);>o permet d’obtenir
des informations sur d’autres temps d’arréts. PAr exemple, considérons

Ta:inf{t20 ; Bt:a} avec a € R.
Nous pouvons démontrer le résultat suivant.

Théoréme 8.3. Dans le cadre précédent, nous avons

P(r, <4o00)=1 et E[e)‘“] — e lalv2x pour tout A\ = 0.

Démonstration. En utilisant la symétrie du mouvement brownien, il est possible de se restreindre
aucas a = 0.

1. Démontrons que 7, est finie p.s. Pour cela, introduisons un parametre b > 0 et observons que
b
a+b

d’apres le théoreme 8.2. Il suffit ensuite de faire tendre b vers+oo pour conclure.

P(Ta < OO) P P(Bmin(ra,r_b) = a‘) =

2. Il n’est pas difficile de montrer que M; = eaBi—3a’t pour t > 0 et & > 0 est une martingale.
C’est pourquoi, d’apres le théoréme de Doob 8.1, M i, t,7,) est une aussi martingale; elle est
de plus bornée par e®®.

3. En utilisant, le méme type d’arguments que ceux employés dans le théoreme 8.2, nous en
déduisons les faits suivants. D’une part,

E[M:,] = lim E[Mpin,r,)] =1

t—+oo

et, d’autre part,

E[M,,] = e**E[e 3% ™].
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En combinant ces deux points, nous en déduisons donc que

E[€7%a27“] _ eoa
et le choix a = v/ A2 permet de conclure.
O

Remarque. En particulier, ce résultat permet d’obtenir des informations supplémentaires sur 7.
En effet, par convergence dominée, nous avons

d a
E[ry] = — lim —E[e ] = lim ——e~*V? = 4o0.
[7a] x50 dA [ ) A—0 /2N *
Toutefois, ceci peut s’obtenir a 'aide d’argument plus élémentaires : pour tout b > 0, nous avons
Ta = min(7,,7—p) donc

E[r,] =2 E[min(7,,7—p)] = ab

d’apres le théoreme 8.2. Il ne reste plus qu’a faire tendre b — +o0o pour conclure.

9 Théoreme de Dynkin et applications

L’un des intéréts majeurs de 'intégrale d’Ito est qu’elle donne une maniere simple de construire
des martingales a partir du mouvement brownien. Nous allons voir de quelle maniére ceci peut se
combiner avec la formule d’Ito.

Soit X le processus de diffusion solution de I’'E.D.S.

dX, = b(X,)dt + o(X;)dB,

ot (Bi)t>0 est un mouvement brownien standard dans R"; b : R® - Ret ¢ : R® — R sont
des fonctions vérifiant suffisamment réguliéres (de sorte que I'E.D.S. admette une solution) ; par la
suite, pour tout x € R™, E, désignera ’espérance conditionnelle sachant Xy = x. Notons par L le
générateur infinitésimal de X. Cet opérateur agit sur des fonctions f € C2(R"™) & support compact
et se défini par

Lf(x)= }g% Ea [f(th] — /@) avec x € R™.

Théoréme 9.1 (Dynkin). Soient (Xi)i>o une diffusion de générateur infinitésimal L, x € R™, T
est un temps d’arrét tel que E,[1] < +oo et f € C2(R™), alors

B [£0X)) = £0) + 5| [ Lo, 0.1

0

Voyons quelques applications de cette formule dans le cas du mouvement brownien.

Exemple 9.1 (temps de sortie d’une boule). Soit K = {x € R* ; |z|| < R} avec R > 0.
Définissons alors 7 par

Tk ={inft >0 x+ B, ¢ K} pourtout z¢€ K
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et posons 7y = min(7x, N) pour N > 1. Choisissons ensuite la fonction

f@) = 2P jey<r-

Cette fonction appartient & C2(R") et Af(x) = 2n lorsque x € K. Par suite, la formule (9.1) nous
assure que

™1
Bafllo+ B = el .| [ jasBds

]| + nEq[rx].

Puisque ||z 4+ By || < R, il est possible de faire tendre N vers +o0o par convergence dominée. Nous
obtenons alors

R? — ||=|?

EI[TK} = "

Avant de présenter un nouvel exemple, nous avons besoin d’une nouvelle définition.

Définition 9.1. Etant donné x ¢ K, nous dirons que le mouvement brownien dans R™ est récurrent
St
P.(B € K) =1.

Nous dirons que le mouvement brownien dans R™ est transient st

P.(B: € K) < 1.

Voyons comment la formule de Dynkin nous permet de résoudre ce probleme en fonction de la
dimension de R™.

Exemple 9.2 (Récurrence/transience). Soit N € N et considérons
Ay={z€eR" ; R<|z|<2"R} avec R>0.
Notons alors par 7 le premier temps de sortie de x + B; de Ay. Autrement dit, 7 = min (TK, 7') ol
T=if{t>0 ; |z+B = 2NR}~
Observons également que

Po(tk < 7') =P, (||z + B;| = R) = 1 — P, (||= + B-|| = 2" R).

Pour alléger les notations, nous posons py = P,(7x < 7'). Notons & présent que les solutions de
Af = 0 sont données par

lz] si n=1,
—log|lz|| si n=2,
lz||>~™ si n>2.

La formule de Dynkin (9.1) entraine alors que
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En outre, E,[f(z + B;)] = f(R)p+ f(2VR)(1 — p). Autrement dit,
= J@ = 1YR)
f(R) = f(2VR)
Si N — +oo alors 7/ — 400 d’ou
, f(z) - f2VR)
P, = 1 —_—
(<o) = Nm R = FVR)
Déterminer a présent la limite du membre de droite en fonction de la dimension.
1. Sin =1 alors

2NR —
Py(Tk < 00) = lim T R-|o| _ 1

Notoo 2VNR—R

2. Sin =2 alors log [l2] + Nlog2 — log R
. og ||x|| + og2 — log
P == 1 =
#(T < 00) N5 Nlog?2

1

3. Sin > 2 alors

Py(tx < o0) = lim
]

YR el (RN
NSYoo (2NR)2—7 4 R2-n '

En résumé, le mouvement brownien est récurrent en dimension 1 et 2; il est transient si n > 2.

10 Appendice

Pour le confort du lecteur, nous rappelons quelques résultats qui sont utilisés tout au long de
ce cours. Nous renvoyons le lecteur vers [2] pour plus de détails & ce sujet.

Le lemme de Borel-Cantelli est un outil essentiel permettant d’établir un résultat de convergence
presque siire d’une suite de variable aléatoire (X,,)n>0-

Lemme 10.1 (Borel-Cantelli). Si pour tout € > 0,
S P(Xy—X|>e) <0
n=0

alors X, — X p.s.

Remarque. Lorsque (X,,)n>0 est une suite de variables aléatoires mutuellement indépendantes et
X une variable constante presque stirement, le résultat précédent est alors une équivalence.

Nous rappelons a présent le principe des inégalités de Markov.

Proposition 10.1 (Markov). Soit Y une variable aléatoire réelle et positive. Alors, pour toutt > 0,
nous avons

E[Y].
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Démonstration. Soit ¢t > 0, il suffit d’observer que l'inégalité suivante est satisfaite de maniere
évidente :

Liyzg < %1{1’%}
puis d’intégrer celle-ci par rapport a dP. O
Remarque. L’argument de la démonstration se généralise aisément. En effet, considérons
¢:I—-R

une fonction positive, croissante, définie sur un sous-ensemble I C R;si Y € I p.s. alors nous avons

P(Y 2t) < —E[¢(Y)] pour tout ¢€ 1.

Bien entendu, cette majoration est pertinente uniquement si le membre de droite (de l'inégalité
précédente) est inférieur ou égal a 1. En général, il est coutume de choisir ¢(t) = t? avec ¢ > 1 ou
B(t) = e avec A > 0.

En particulier, voici une conséquence classique de 'inégalité de Markov 10.1.

Proposition 10.2 (Bienaymé-Tchebychev). L’inégalité suivante est satisfaite pour n’importe quelle
variable aléatoire Z

1
]P’<|Z -E[Z]| > t> < t—QVar(Z) pour tout t > 0. (10.1)

Enfin, voici 'inégalité maximal de Doob pour des martingales continues.

Théoréme 10.1 (Inégalité maximale de Doob). Soient (My);>0 une sous-martingale continue et
A > 0. Alors, pour tout p > 1, nous avons l’inégalité

NP( sup M; > \) < E[MZY]. (10.2)
te[0,T]

Remarque. Bien entendu, ce résultat reste vrai dans un cadre discret en remplacant le supremum
par un maximum.

11 Notes historiques

Les quelques références historiques qui vont suivre proviennent des ouvrages [8, 6, 3].

L’approche hilbertienne que nous avons utilisé (pour définir Iisométrie d’Ito en début de
chapitre est due aux mathématiciens Paley, Wiener et Zygmund (1933). L’extension de 'intégrale
d’Ito a l'espace L2 a été fait par Ito lui méme en 1944.

Le cadre d’étude de la proposition 5.2 pour obtenir des processus gaussiens a partir d’intégrant
déterministe existe depuis 1933 avec les travaux de Paley, Wiener et Zygmund. a priori, il s’agit de
la premieére définition d’un intégrale stochastique. Pour I'anecdote, Paley mourut & 26 cette méme
année, d’'un accident de ski pres de Banff, alors que 'article allait étre publié.
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L’extension de l'intégrale stochastique a des processus non-déterministes est due a Ito (1944).
En particulier, la notion de martingale locale est apparue dans les travaux de Ito-Watanabe. Ito
fut également a 'origine de la notion d’E.D.S.

IE.D.S. qui nous a permit d’introduire le processus d’Ornstein-Uhlenbeck porte le nom
d’équation de Langevin.

Il nous semble essentiel de mentionner le mathématicien d’origine allemande Wolfgang Doeblin.
Son pere étant juif, il dut fuir ’Allemagne nazie avec ses parents pour finalement s’installer en
France. En mars 1938 Doeblin a soutenu sa these sous la direction de Fréchet. En novembre
1938, il incorpore I’armée pour effectuer un service militaire de deux ans. En plus de ses activités
militaires, il réussit a poursuivre son travail de recherche. Ses travaux de 1’époque portaient sur
Iéquation de Chapman-Kolmogorov (celle-ci se trouve & 'intersection des théorie des probabilités
et celle des équations aux dérivées partielles). Plus tard, fin aotit 1939, Doeblin est affecté
comme téléphoniste dans le 291iéme régiment d’infanterie dans les Ardennes. Doeblin envoya
le résultat de ses recherches sous forme de « pli cacheté » a 1’Académie des sciences. Quelques
jours apres la demande d’armistice par la France et a la suite de la dislocation de son régiment,
il se trouva alors séparé de ses camarades. Le lendemain matin, il se suicide, dans le village
de Housseras, plutét que de tomber aux mains des Allemands. Inhumé le méme jour comme
« soldat anonyme », son corps ne sera identifié qu’en 1944. Le pli cacheté qu’il envoya a 1I’Acadé-
mie des sciences lorsqu’il se trouvait sous les drapeaux, a la mi-février 1940, ne fut ouvert qu’en 2000.

Ce pli cacheté contenant ses travaux proposait une ébauche d’une théorie similaire a celle d’Ito
a propos du calcul stochastique. Ces idées, sur lesquelles sont fondées le calcul stochastique, seront
retrouvées, plus tard, de maniere indépendante, par le mathématicien K. Ito.
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