Chapitre 2

Limite et convergence de suites
réelles

Dans ce chapitre nous allons nous focaliser sur ’étude de suites de nombres réels et allons donner
la définition formelle d’une limite. Comme nous allons le constater, il n’est pas toujours évident
de trouver la limite d’une suite. Nous verrons que des arguments de monotonie nous faciliterons la
tache pour justifier 'existence d’une limite. Nous présenterons également un critére caractérisant
la convergence d’une suite, ce sera l'occasion de nous interroger sur la nature méme d’une suite
convergente et les propriétés qu’elle doit satisfaire pour effectivement converger. Nous aborderons
alors la notion de valeurs d’adhérences et de limites supérieure et inférieure. L’un des résultats ma-
jeurs de ce chapitre, le théoréme de Bolzano-Weierstrass 9, sera 1’occasion de présenter un principe
de dichotomie tres utile. Par exemple, ce principe sera mis en oeuvre pour approcher, par exces et
par défaut, des nombres réels comme /2 & P’aide d’une suite de nombres rationnels ; cette approche
s’implémente aisément sur un ordinateur.

2.1 Limites de suites

Soit (un)n>0 est une suite de nombres réels. En classe de terminale, la notation suivante a été

utilisée
lim wu, =1
n—-+oo

avec | € R pour indiquer que u, est aussi proche de [ que souhaité a condition de choisir n
suffisamment grand. Nous allons voir ce que cela signifie réellement et comment définir cette idée
de maniére rigoureuse. Pour cela nous allons devoir quantifier cette notion. L’idée est de
traduire, de maniere formelle, qu’étant donnée une précision, a partir d’un certain rang, I’écart entre
U, et sa limite [ est inférieure a cette précision. Formellement, cela donne la définition suivante.

Définition 2.1.1. Soit (un)n>0 une suite de nombres réels. Nous dirons que lim,,_, 4o U, =1 avec
l € R si lassertion suivante est vérifiée :

YVe>0, INeN, Vn>N, |u,—1|<e.

17
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Remarque. Commentons cette définition avant de l'illustrer & laide d’un exemple. Avant toutes
choses, si a,b € R rappelons que |a — b| correspond & la distance entre a et b.

1. € correspond a la précision que nous souhaitons. Dans ’idée, € est choisi petit (¢ = 1073 par
exemple) mais la définition impose de choisir € quelconque.

2. N € N et Vn > N signifie qu’il existe un rang N a partir duquel la suite wu,, vérifie une
propriété.

3. |un, — | < € indique que la distance entre u,, et [ est inférieure (ou égale) a ¢ (la précision
choisie).

4. En observant I’ordre des quantificateurs, il apparait que N dépend du choix de €, ce qui semble
bien naturel.

5. Une derniere maniére de dire tout ceci est la suivante : pour tout € > 0, il existe N € N, pour
tout n > N, nous avons

lup—Il|<e <<= —e<u,—l<e <<= Il-e<u,<l+e <= u,€[l—gl+e].

Autrement dit, & partir d’un certain rang u, se trouve coincé dans « une boite »
(intervalle [l —e;14¢]) de taille 2¢ et ceci pour n’importe quelle valeur de e. Cette propriété
est forcément contraignante et ne peut pas étre vérifiée par n’importe quelle suite.

6. Nous invitons le lecteur a démontrer que lorsqu’une suite converge sa limite [ est unique.

Définition 2.1.2. Soit (uy) une suite de nombre réels. Nous dirons que u, tend vers +oo lorsque
n — +oo si pour tout A > 0, il existe N € N tel que pour tout n > N,

U, > A.

Nous noterons ceci par lim,—, 4 oo U, = +00.

Remarque. 1. La définition précédente illustre le fait suivant : peu importe le seuil A choisi (&
priori tres grand), il est toujours possible de trouver un rang a partir duquel la suite dépasse
ce seuil. Il s’agit bien d’une quantification de du fait que u,, tend vers +oo.

2. La convergence vers —oo s’exprime de la méme maniere, cette fois-ci en supposant que pour
tout A < 0, il existe un rang a partir duquel u,, < A.
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3. Lorsque lim,,_, 4 o u,, = 00, nous dirons que la suite diverge.
Voyons sur deux exemples comment établir quune suite converge ou diverge a partir de ces
définitions.

Exemple 2.1.1. 1. Soit (up)n>1 définie par u, = % D’apres vos cours du lycée, vous savez que

lim wu, =0.
n—-+oo

Démontrons-le rigoureusement. Pour fixer les idées, débutons par le cas ¢ = 1073, Puisque
I = 0, nous devons montrer qu’il existe un certain rang N a partir duquel,

1
lup, =0 <e <= —=<107%
n

En réfléchissant un peu, nous constatons qu’il faut choisir N = 103. En effet, si n > N, nous
avons

n>10°2 «— <107? = u,<e.

S|

Si nous avions voulu une meilleure précision, ¢ = 10~ par exemple, le raisonnement montre
qu’il faut choisir N plus grand encore (i.e. N = 10%).

Finalement, tout ce que nous avons fait reste valable pour n’importe quel choix d’epsilon.
Formellement, si une précision € > 0 est donnée, il suffit de choisir N = L%j + 1.1 En effet, si
n > N alors

1

< -
EEER!

< = €.

S|
o =] =

2. Le lecteur peut reprendre le troisiéme point de 'exemple (1.1.2) dans lequel nous démontrons
que lim,, oo n? = +00.

Voici quelques résultats utiles concernant la convergence de suite.

Proposition 2. Soient (un)n>0, (Vn)n>0 deux suites de nombres réels et I,1' € R.

1. Si (up)n>0 converge vers | alors (un)n>o0 est bornée? : il existe M > 0 telle que, pour tout
n €N,

lun| < M.
2. Si (un)n>0 converge vers | et si (vy)p>0 converge versl' alors

lim w, X v, =1x1.
n——+oo

1. Pour tout = € R, |z] désigne la partie entiére de x. Par exemple, |2,7] =2 et |—4] = —4. De plus, pour tout
z€eR, |z] <z <|z]+1.

2. 11 est intéressant de s’interroger quant & la réciproque : toute suite bornée est-elle convergente 7 Si ce n’est
pas le cas, que manque-t-il & une suite bornée pour converger ? Des éléments de réponses seront proposés dans les
sections suivantes.
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Remarque. Pour démontrer ce genre de résultats, il est essentiel d’utiliser I’inégalité triangu-
laire 3 : pour tous a,b € R,
la + b] < |a|] + |b|. (2.1.1)

Le lecteur aura déja rencontré durant sa scolarité de nombreuses opérations liées aux limites. Par
exemple, si limy, oo Up =1 et lim, 100 v, =1’ € R, alors

. Up, l
lim — = —.
n—+00 Up l/

Par soucis de concision, nous ne reviendrons pas la dessus et considérons qu’il s’agit de notions
connues du lecteur ; nous lui laissons d’ailleurs le soin au lecteur de chercher & démontrer de telles
assertions en utilisant les quantificateurs. ¢ D’ailleurs, 1'objectif de la preuve ci-dessous est de mon-
trer comment cela peut se mettre en oeuvre. Les démonstrations de tout ceci peuvent se trouver
dans [?] par exemple.

Démonstration. Admettons, temporairement, le premier point et démontrons le second. Pour tout
€ > 0, nous devons montrer qu’il existe N, tel que pour tout n > N,

[t X vy — I x U'| <e.

A priori, étant donné € > 0, les seules informations que nous avons sont 1’existence de N1 € N tel
que pour tout n > Ny,
lun, =1 <e (2.1.2)

et, de manieére similaire, qu’il existe N2 € N tel que
lup, —U'| <e. (2.1.3)
Observons de plus que, pour tout n € N, nous avons
Up, X Uy — I x U= (up, — Doy + (v, = 1),
Ainsi, en utilisant 'inégalité triangulaire (2.1.1) (avec a = (u,, —1)v,, et b = I(v, —1’)), nous obtenons
[tun, X vp — X U] < |y — 1) X Jog| + 1] X v =)

A présent, I'objectif est de montrer que toutes les quantités intervenant dans le membre de droite
sont petites. Pour cela nous allons utiliser les rangs N; et Ny ainsi que la premiere partie de la
proposition (I'existence de M > 0). Si N = max(Ny, N3), pour tout n > N, forcément (2.1.2) et
(2.1.3) sont vérifiées :

[, X vy, — I X U| <& x || + |I] x e

En outre, d’aprés la premiere assertion de la proposition, puisque (v, )n>0 converge, elle est bornée :
il existe M > 0 telle que |v,| < M pour tout n € N. Dot

[up X vy, —IxU|<ex M+l xe=e(M+1).

3. Laquelle est encore valable pour a,b € C.
4. A cet effet, il conviendra d’observer le fait suivant : si limy,— 400 vn = I’ > 0 alors, & partir d’un certain rang

Up > % > 0. Pour démontrer ce résultat, il suffit d’utiliser la définition 2.1.1 avec € = %
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_€&

. o ;L
Puisque ¢ est arbitraire, nous pouvons le remplacer par &' = 377

> 0 et cela termine la preuve.

Démontrons a présent la premiere assertion. Pour tout € > 0, il existe N € N tel que pour tout
n>N,
lun, — 1] < e.

Ceci est en particulier vrai si ¢ = 1 a partir d’'un certain rang N;. De plus, grace a 'inégalité
triangulaire (2.1.1), nous avons, pour tout n > Ny,

[tn| = |t — 1+ 1] < |ty — 1|+ 1] <141

Il ne reste plus qu’a trouver comment majorer les N1 premiers termes de la suite. Pour cela, nous
pouvons simplement observer que, pour tout n € N, nous avons

|tn| < max(|uol, |utl, ..., luny—1], 1 +1).

11 suffit enfin de poser M = max Uy [UL]y ey |[UN;{—1 1 +l >0 5 our terminer la démonstration.
p ’ ’ ’ 1 ) p
O

Il est important de se familiariser avec les arguments utilisés dans la démonstration précédente.

En réfléchissant, nous constatons que la définition 2.1.1 n’est pas tres pratique : pour démontrer
qu’une suite converge, il est nécessaire de connaitre sa limite /! Le lecteur conviendra que cela
n’est pas évident lorsque la suite est définie d’'une maniere non explicite ou lorsque sa formulation
n’est pas élémentaire. Par exemple, considérons I'exemple suivant a cet effet.

Exemple 2.1.2. Quelle est la limite de u, =Y ,_, 737 lorsque n — +00?

Il est donc important de trouver des critéres nous facilitant la tache.

2.2 Limites et comparaison

Voici un premier critére permettant de déterminer facilement la limite d’une suite donnée en
procédant & une comparaison avec d’autres suites dont la limite est déja connue.

Théoréme 3 (des gendarmes). Soient (uy), (v,) et (wy) des suites telles qu’d partir d’un certain
rang Ny,
Vp < Up < Wy

Si limy, 400 Wy = limy, 400 v, = 1 € R alors

lim wu, =I.
n—-+oo

Remarque. 1. Lorsque I'une des suites (vy,) ou (wy,) est constante et vaut [ pour tout n € N, le
théoreme des gendarmes prend le nom du théoréme du marteau et de [’enclume.

5. Il est important que ce maximum porte sur un nombre fini de termes; le maximum d’une infinité de valeurs
n’existe pas forcément. Par exemple, le maximum (sur I’ensemble des termes) de la suite up = 1 — % n’existe pas.
Le méme probléme se pose pour le minimum : min, ey % n’existe pas tandis que inf, ¢y % = 0; notons d’ailleurs que
la suite est composée de termes strictement positifs mais que sa borne inférieure est nulle.
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2. En pratique, lobjectif est de trouver deux suites (v,) et (w,) qui encadrent la suite (u,) et
dont la limite commune est connue.

3. Le théoreme permet de traiter les cas ou | = too. En effet, si lim,,, o v, = +00 alors
lim;, 400 U, = +00; dans ce cas, la suite (w,) n’a apporté aucune information. Un constat
similaire s’observe lorsque lim,, o w, = —o0.

Démonstration. Nous traitons uniquement le cas ot [ € R est un nombre fini. Par hypotheses, pour
tout € > 0, il existe N1 et Ny des entiers tels que

pour tout n > Ny, |v, — 1| <e
et
pour tout n > Na, |w, —I| <e.

En particulier, si n > max(Ny, N2, Np) alors

wy <l+e et [—e<w,.

En conséquence, puisque v, < u, < w, lorsque n > max(Ny, Na, Np), nous en déduisons que
l—e<u,<l4+e <<= |Ju,—1|<e
ce qui est le résultat. O

Voyons cela sur des exemples.

—Cosn(”). 11 suffit d’observer que pour tout

Exemple 2.2.1. 1. Soit (u,) la suite définie par u,, =
n €N,
—1<cos(n) <1.

Ainsi nous avons f% < u, < L et nous pouvons conclure en appliquant le théoreme des

n
gendarmes 3 puisque

lim — =0.
n—+oo n

2. Revenons a la suite définie par u,, = > _; Tnz bour tout n > 1. Puisqu’il s’agit d’un somme
de termes positifs, il est possible de majorer chacun d’entre eux par le plus grand

i i <nx t <~ Up < W
—k+n® 1+ n? e

n2
avec Wy, = TFn2

le plus petit d’entre eux, nous trouvons

pour tout n > 1. De maniere similaire, en minorant chacun des termes par

n

X i <Z i = <
n v U
n+n2_k1k+n2 =

avec v, = #12 pour tout n > 1. Il n’est pas difficile de montrer que

lim v, = lim w, =1.
n—-+oo n—-+oo

Par suite, le théoréeme des gendarmes 3 nous assure que lim,_, ;o u, = 1.

Le théoreme des gendarmes est efficace mais requiert d’avoir un catalogue de suites (dont les
limites sont connues) assez étoffé afin de procéder a des encadrements appropriés.
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2.3 Convergence et monotonie

Voyons une autre maniere de déterminer des limites, cette fois-ci en supposant que la suite
(un) étudiée vérifie une propriété de monotonie & laquelle il faudra ajouter une propriété de
majoration ou de minoration.® Rappelons de nouveau une question intéressante : une suite
convergente est bornée (cf. proposition 2), la réciproque est-elle vraie? Si ce n’est pas le cas, que
manque-t-il & une suite bornée pour étre convergente? Les éléments présentés dans la suite de ce
chapitre vont permettre de répondre a cette question.

Définition 2.3.1. Soit (uy) une suite de nombres réels.

1. La suite est dite croissante si, pour tout n € N,
Up < Upg1.
2. La suite est dite décroissante si, pour tout n € N,
Up, 2 Upg1-

3. La suite est dite monotone si elle est croissante ou décroissante.
Remarque. La suite est dit strictement croissante si, pour tout n € N, u,, < u,41. La méme chose
peut étre faite pour définir une suite strictement décroissante.

Voici le résultat essentiel de cette section; pour démontrer celui-ci nous utiliserons de nouveau
la notion de borne supérieure et inférieure. L’importance de ce résultat réside dans le fait suivant :
il permet de justifier la convergence d’une suite sans connaitre au préalable la valeur
de sa limite [ ; des arguments supplémentaires sont alors nécessaires pour déterminer
la valeur de .

Théoréme 4 (Convergence suites monotones). Soit (u,) une suite de nombre réels.

1. Si (up) est décroissante minorée alors elle converge vers une limite finie.
2. Si (uy) est décroissante non-minorée alors elle diverge vers —oo.
3. Si (uyp) est croissante majorée alors elle converge vers une limite finie.
4. Si (uy) est croissante non-majorée alors elle diverge vers +oo.
Remarque. La démonstration est instructive car elle nous apprend, lorsque la suite est croissante

et majorée, que la limite correspond a sa borne supérieure; lorsqu’elle est décroissante et minorée,
elle converge vers sa borne inférieure.

Démonstration. Nous démontrons uniquement les points 3 et 4 du théoreme, les premiéres
assertions s’obtiennent ensuite aisément en observant que si (u,) est une suite décroissante alors
(—uy) est croissante.

Soit (uy,) une suite croissante. Supposons tout d’abord que cette suite est majorée par M € R.
Dans ce cas 'ensemble {u,; n € N} est non vide et majoré, il admet (cf. chapitre 1) donc une

6. Une suite (un) est majorée par A si, pour tout n € N, u, < A; la définition d’une suite minorée s’exprime
mutatis mutandis.
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borne supérieure que nous noterons [. Pour tout € > 0, par définition de la borne supérieure, il
existe N € N tel que
l—e¢ S unN

et
u, <l pour tout n € N.

Ainsi, en utilisant le fait que la suite est croissante, nous obtenons, pour tout n > N,
l—e<uy <u, <Il<l+e.
Autrement dit, nous avons montré que pour tout € > 0, il existe N € N tel que pour tout n > N,

lup, =1l <e <— lim wu, =1.
n—-+oo

Supposons a présent que la suite ne soit pas majorée : pour tout A > 0, il existe donc N € N tel
que
unN 2 A.

D’o1, puisque la suite est croissante, nous avons pour tout n > N,

Up > UN > A = lim wu, = +oo.
n——+oo

Illustrons ce nouveau théoreme sur différents exemples.

Exemple 2.3.1. 1. Soit (u,) la suite définie par
1 1
Z—: +...+E pour tout n > 1.

Nous rappelons au passage que k! =n x (n—1) x ... x 3 x2x 1 pour tout ¥ > 1 et 0! = 1.
La suite est visiblement croissante puisque, pour tout n > 1 nous avons

1
p1 = Uy = > 0.
tnrr (n+1)!

Il nous reste & montrer que la suite est majorée. Pour cela, nous laissons au lecteur le soin de
démontrer par récurrence que pour tout n > 1,

nl>on 1

Ceci permet de majorer u,. En effet,

| 1 1 1 1
N2 <144 —4. 4+ ——<1+2=3.
E 7 +4 + Sl TS b <14 3

Dans la derniére majoration, nous avons utilisé le fait suivant ”

E2*’“—1+1+1+ =2
T TR
k>0

7. Nous demandons au lecteur d’accepter temporairement ce résultat qui sera démontré dans le chapitre 3 sur
les séries numériques.
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En conclusion, nous avons une suite croissante et majorée : elle converge donc vers un nombre
que nous noterons e®. Observons en passant que ce nombre vérifie I'inégalité suivante

us =2,5<e<3.

2. Traitons un cas ou la suite diverge vers +o00. Soit u, = 1 + % + % +...+ % pour tout n > 1.
Comme dans 'exemple précédent, il est simple de vérifier que la suite (u,) est croissante.
Démontrons a présent que cette suite n’est pas majorée. A cet effet, considérons n > 1 et
p > 1 et observons alors que

LIRS S
U —Upy = ——+ ...
P " on+1 n+p _ n+p
puisque chacun des p termes de la somme sont tous plus grand que —— (le plus petit d’entre

n—+p
eux). En particulier, si p = n, nous avons montré que

1
U2p — Un Z a°

[\]

De maniére équivalente, en choisissant n = 2¥~1 avec k& > 1, nous avons obtenu que

1
(Hk;) : Ugk — Ugk—1 2 5 (231)
Fixons & présent un entier p > 2 et additionnons les p inégalités Hy, Ha, ..., H, obtenues a

partir de (2.3.1) en choisissant k = 1,2, ..., p. Nous obtenons ainsi, pour tout p > 2,
(ug —u1) + (ug — u2) + (ug — uq) ... + (U2 — Ugp-1) > g

En outre, il est possible de simplifier le membre de gauche de I'inégalité précédente en obser-
vant que certains termes s’annulent ?. Ceci meéne, pour tout p > 2, &

u2p—u12§ = UQpZI—i-g

uisque u; = 1. 1 nous assur r's qu uite (u,) n s majorée. u
sque 1. Ceci nous assure alors que la suite ’est pas majorée. D’o

. 1 1 1
lim 1—|—§—|———|—...—|——:+oo.

n——+oo 3 n

2.3.1 Suites adjacentes

Le principe de monotonie peut étre fort utile pour construire des algorithmes donnant un moyen
d’approcher une valeur limite par exceés et par défaut, tout en contrdlant ’erreur commise. Pour
cela, il est nécessaire de définir la notion de suites adjacentes.

Théoréme 5 (Suites adjacentes). Soient (u,) et (vy) deux suites de nombres réelles telles que,
pour tout n € N,
Unp, S Un+1 S Un+1 S Un (232)

8. Il s’agit d’un nombre d’Euler, lié a la fonction exponentielle, dont nous reparlerons ultérieurement.
9. Il est fréquent de de dire de fagon imagée que ces termes se « télescopent »
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alors les deux suites (up) et (v,) convergent respectivement vers deux nombres o et B vérifiant,
pour tout n € N,

Si de plus
lim v, —u, =0 (2.3.3)

alors a = f3.

Remarque. 1. Si (up) et (v,) vérifient (2.3.2) et (2.3.3), nous dirons qu’elles sont adjacentes.
Ces suites convergent vers une limite [ € R, la suite (v,) approche [ par excés et (u,) par
défaut.

2. Le théoreme 5 peut se reformuler d’un point de vue plus géométrique. A cet effet, posons
I, = [un, v,] pour tout n € N et observons que 'hypothese (2.3.2) implique que ces segments
sont emboités (faire un dessin) : pour tout n € N,

In,oCI,C...ClI.

Lorsque la propriété (2.3.3) est aussi vérifiée (signifiant que la taille de segments devient
infiniment petit lorsque n — +00), le théoréme 5 nous assure que I’intersection de tous
ces intervalles est réduit 4 un unique point. Avec cette formulation, le théoréme prend
Pappellation « théoréme des segments emboités ». Nous dirons quelques mots supplémentaires
a ce sujet lorsque nous présenterons, plus tard dans ce chapitre, le théoreme de Bolzano-
Weierstrass 9.

Voyons un exemple d’application du théoréme 5.

Exemple 2.3.2 (e est irrationnel). Considérons les suites u, = 1+ % + % + % et vy = Un + 5oy
définies chacune pour tout n > 1. Dans un premier temps, nous allons montrer que ces suites
sont adjacentes et qu’elles convergent vers le nombre d’Euler e.!'® Dans un second temps, nous
montrerons que ce nombre est irrationnel : il n’est pas possible de trouver (p,q) € Z x Z, tel que

e=12,
q
1. Montrons que ces suites sont adjacentes.

(a) Nous avons montré dans 'exemple 2.3.1 que la suite (u, ) est strictement croissante. Ceci
réside dans le fait que, pour tout n > 1, upy1 — uy = ﬁ > 0.

(b) Démontrons que la suite (v, ) est strictement décroissante. En effet, pour tout n > 1,

1
Uptl — Up = un+1—un+(n+1)(n+1)!_nxn!
— 1 1 + ! :
 oalln+1 (n+12 n
1

R CENCES <0

10. Bien siir, ceci fait écho a I'exemple 2.3.1.
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(c) 1l est simple de montrer que lim, 4o vy — un, = 0 pour ensuite conclure (grace au
théoréme 5) que ces deux suites convergent vers e

i.e. lim wu, = lim v, =e.
n—-+oo n——+oo
De plus, pour tout n € N,
Up < Upt1 < € < vpp1 < Up (2.3.4)

2. Montrons que e ¢ Q. Par I'absurde, supposons que cela soit le cas et qu’il existe deux entiers
relatifs (non nuls) p et ¢ premiers entre eux (i.e. la fraction est irréductible) tels que

_Pp
e==.
q
L’inégalité (2.3.4) nous assure que, pour tout n € N, nous avons
p

Up < = < Up + —.
q nn!

En particulier, pour n = ¢, nous avons ug < § < g+ ﬁ. Multiplions cette nouvelle inégalité
par ¢ X g!, ceci mene &
gx g Xug<p<gxgqglxug+1.
A présent, notons N = ¢ x q! X uq et observons (via la définition de u,) que N € N. Nous
avons donc montré que
N<p<N+1
ce qui est absurde puisque N et N +1 sont des entiers consécutifs, il n’est pas possible d’insérer

un entier p entre les deux. Ce qui achéve la démonstration.

Remarque. Remarquons en passant que 'inégalité (2.3.4) (obtenue grace au théoréme 5) permet
d’approcher assez précisément e puisque nous avons une majoration de I’erreur commise : pour tout
n >0,

O<e—u, <
n xn!

Par exemple, si n = 10 l'erreur commise est inférieure & 1078 et ujo ~ 2,71828182... est une
approximation par défaut de e dont les sept premieres décimales coincident avec le véritable nombre.

2.4 Convergence et suites de Cauchy

La section précédente fournissait des critéres intéressants et pratiques pour démontrer qu’une
suite converge sans connaitre au préalable sa limite. Nous avons méme, via le théoréme 5 une
maniére d’approcher (par défaut et par exceés) une limite tout en contrélant I'erreur commise. Le
seul inconvénient de ces résultats est qu’ils reposent essentiellement sur le fait que les nombres réels
se représentent par une droite graduée et ordonnée. Pour l'instant cet aspect n’est pas limitant
mais il pourrait le devenir par la suite lorsque nous étudierons des objets mathématiques plus
élaborés.

Il se trouve qu’il est possible d’exhiber un deuxieme critére permettant d’attester qu’une suite
de nombre réels converge. L’avantage de ce que nous allons présenter est que cette nouvelle notion
se généralise aisément a des espaces plus abstraits.
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Définition 2.4.1 (Suite de Cauchy). Soit (u,) une suite de nombre réels. Nous dirons qu’il s’agit
d’une suite de Cauchy si, pour tout € > 0, il existe N € N tel que pour tout p,q > N,

ug —up| <e.

Remarque. La définition quantifie le fait, qu’a partir d’un certain rang, ’écart entre deux termes
de la suite est aussi petit que nous le souhaitons.

En posant ¢ = p+k pour tout k > 0, le lecteur pourra aussi rencontrer la formulation alternative
des suites de Cauchy : pour tout € > 0, il existe N € N tel que pour tout p > N et tout k > 0,

|upk — up| < e

Voyons comment relier cette nouvelle notion aux suites convergentes. Nous en profitons au
passage pour présenter une propriété vérifiée par les suites de Cauchy.
Proposition 6. Soit (u,) une suite de nombres réels.

1. Silim, 400 up =1 alors la suite est de Cauchy.

2. Si (uy) est de Cauchy alors la suite est bornée.
Démonstration. Démontrons les assertions les unes apres les autres.

1. Soit € > 0 et N € N tel que pour tout n > N,

|Un*l| <

N ™

Considérons alors p,q > N et, grace a I'inégalité triangulaire, observons que

g

€
‘“P*uq|:‘up*l+l*“q|§|Up*”+‘uq*”§§+ =&

[\

La suite est bien de Cauchy.

2. Soit (u,) une suite de Cauchy. Alors, pour le choix ¢ = 1 il existe N tel que pour tout
p,q > Np, nous avons
lup — ug] < 1.

En particulier, pour tout p > Ni, nous avons |u, — up,| < 1 d’'ou
upl = lup —un, +un,| < Jup —un, [+ lun, | < 1+ |un, | = M.
En outre, lorsque p < Np, nous avons

lup| < max <|u0|, |u1,...,uN11|) = M.

11 suffit ensuite de poser M = max(Mj, Ms) pour obtenir, pour tout p € N,

lup| < M.
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Remarque. Il est naturel de se demander si toutes les suites bornées sont de Cauchy. La réponse
a cela est négative. En effet, soit u, = (—1)". Dans ce cas, pour tout p € N, nous avons (en
distinguant les cas pairs et impairs)

[up+1 — up| =2 >0,
il n’est donc pas possible que la suite (u,,) vérifie la définition 2.4.1. Ici, le probléme est que la suite

(un,) n’est pas convergente.

Comme nous allons le voir, il est possible de démontrer que, dans R, les suites convergentes
sont exactement les suites de Cauchy. !

Pour démontrer ce résultat, il est nécessaire d’aborder la notion de valeur d’adhérence d’une
suite.

2.4.1 Sous-suite et valeurs d’adhérence

Parfois, il arrive qu’une partie infinie d’une suite s’accumule a proximité d’une valeur et cela
sans que la suite étudiée soit forcément convergente.

Exemple 2.4.1. Si u, = (—1)" pour tout n € N, cette suite ne converge pas mais les termes paires
s’accumulent pres de la valeur 1 tandis que les termes impaires s’accumulent pres de la valeur —1.

L’exemple précédent suggere qu’il est peut-étre pertinent de ne pas considérer l'intégralité des
termes d’une suite mais plutét de se restreindre a une partie d’entre eux seulement afin d’obtenir
une suite convergente.

Définition 2.4.2 (Sous-suite). Etant donnée une suite (un)n>0, une sous-suite extraite correspond
a une partie des éléments de la suite. Autrement dit, pour définir une sous-suite il suffit d’exhiber
une application croissante d’entiers ¢ : N — N afin de considérer la suite (ug(n))n>0-

Remarque. Dans ’exemple précédent, nous avons considéré deux sous-suites. L'une obtenue avec
lapplication ¢1(n) = 2n et Vautre avec ¢a(n) = 2n + 1. Parfois, pour alléger les notations, nous
noterons une sous-suite (un, )r ot nx : N — N est une application croissante.

Voici un premier résultat concernant une suite convergente et le comportement de ses sous-suites.

Proposition 7. Soit (uy,) une suite de nombre réels. Si (u,) convergent vers I € R alors toute
sous-suite extraite converge également vers l.

11. Nous verrons dans un chapitre ultérieur que la notion des suites de Cauchy se généralise aux espaces métriques
(E,d) ou d désigne une distance. Pour cela, il suffit de modifier la définition 2.4.1 en remplacant |up — uq| par
d(up,uq); la notion de suite de Cauchy devient alors liée & la distance d associée & 'espace E. Certaines propriétés
de P’espace E s’observent alors en choisissant une distance plutét qu’une autre. Dans le chapitre actuel E = R et d
est définie par d(z,y) = |z —y| pour tout z,y € R et nous avons montré que les suites de Cauchy étaient convergentes
pour cette métrique (ce qui n’aurait pas été forcément le cas avec un autre choix de distance). En fait, en général, la
propriété (satisfaite par (R, |-|)) que toute suite de Cauchy est convergente n’est pas forcément vérifiée par un espace
métrique (E, d) quelconque. Cependant, il sera possible d’exhiber une large classe d’espace satisfaisant ceci : il s’agit
des espaces métriques complets. Ces derniers sont des ensembles comparables & (R, | -|) : ils n’ont pas de trous; par
opposition (Q, | -|) n’est pas complet, il manque des nombres. Comme nous le verrons a la fin de ce chapitre, il est
possible de construire une suite (un) de nombres rationnels (i.e. un € Q pour tout n € N) qui converge vers v/2 ¢ Q;
il est problématique que la limite n’appartienne plus a I’ensemble de départ.
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Remarque. La contraposée de ce résultat est trés utile pour justifier qu’une suite ne converge pas :
il suffit d’exhiber deux sous-suites qui convergent vers des valeurs différentes. C’est notamment ce
qui se produit dans I'exemple 2.4.1 alors que la suite étudiée est bornée.

Démonstration. Soit (ug(y,)) une sous-suite extraite a 'aide d’une application croissante ¢ : N — N.
Tout d’abord, observons qu’a I’aide d’une récurrence, il est possible de montrer que pour ¢(n) > n
pour tout n € N. Considérons a présent ¢ > 0 et IV € N tel que que pour tout n > N,

lu, — 1| <e.
En outre, dés lors que n > N nous avons aussi ¢(n) > n. Par suite,
[ugmy — 1] < e.
Autrement dit, lim, o ugn) = 1. O

Comme nous ’avons vu dans 'exemple 2.4.1, il est possible de produire deux sous-suites conver-
gentes & partir d’une suite donnée ‘2. Les limites, & priori distinctes, alors obtenues portent le nom
de valeur d’adhérence.

Définition 2.4.3 (Valeur d’adhérence). Soit (uy) une suite de nombres réel. Nous appelons valeur
d’adhérence de la suite (uy) tout nombre a € R tel qu’il existe une sous-suite extraite (ug(n)) qui
converge vers a lorsque n — +00.

Remarque. Le lecteur ayant un bagage mathématique plus avancé reconnaitra la notion de point
d’accumulation.

Il se trouve qu’il est possible d’exhiber des suites admettant une valeur d’adhérence sans que
cette suite soit bornée (et donc puisse converger vers une quelconque limite).

Exemple 2.4.2. Soit (u,) la suite définie par
Up, =n si n estimpair ; wu,=1 si n estpair.

11 est alors évident, en considérant ¢(n) = 2n pour tout n € N que 1 est une valeur d’adhérence.
Notons également que la suite n’est pas bornée, elle ne peut donc pas converger.

Nous allons constater que I’existence d’une valeur d’adhérence est précisément ce qui
manque a une suite de Cauchy pour converger.

Proposition 8. Soit (u,) une suite de nombre réels. Supposons que (uy,) est une suite de Cauchy
et que a est une valeur d’adhérence de la suite alors

lim wu, = a.
n—-+oo

Démonstration. Soit € > 0 fixé. Tout d’abord, par définition d’une valeur d’adhérence, notons qu’il
existe une sous-suite (ug(,)) telle que

li =a.
s = a

12. 11 est d’ailleurs naturel de se demander quelle(s) condition(s) doit vérifier une suite (un) afin qu’il soit possible
de construire des sous-suites convergentes. La réponse a cela sera donné par le théoréeme de Bolzano-Weierstrass 9.
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En particulier, il existe N; € N tel que pour tout n > N; 13
| B
u —a| < <.
&(n) - 92
En outre, grace a la propriété de Cauchy, choisissons N2 € N de sorte que pour tout p,q > Na,

[up — ug| <

| ™M

Posons alors N = max (N7, N2). Ainsi, pour tout n > N, nous avons (grace a I'inégalité triangulaire)

= E&.

g g
\un — a| < |un — U¢(n)‘ + |U¢(n) — a\ < 5 + 5

ce qui est le résultat attendu. o

Au vu de ce qui précéde, pour établir que toutes les suites de Cauchy (& valeurs dans R)
convergent, il suffit de montrer que toute suite (réelle) de Cauchy admet une valeur d’adhérence.
Pour cela nous allons mettre en oeuvre un principe de dichotomie qui nous permettra de construire
la sous-suite vérifiant la propriété voulue. C’est 'objet de la section suivante.

2.4.2 Principe de Dichotomie

Comme nous allons le voir, des lors que nous avons a disposition une suite réelle bornée, il est
possible de trouver une valeur d’adhérence.

Théoréme 9 (Bolzano-Weierstrass). Soit (un)n>0 une suite bornée de nombres réels alors il existe
I € R et une sous-suite (ng)x>1 telle que

lim w,, =1L
k——+oo

Démonstration. Sans perdre en généralité, nous pouvons supposer que u, € I = [0;1] pour tout
n > 0. Si u, ne prend qu'un nombre fini de valeurs z,...,z,, cela signifie que I'une d’entre elles
(appelons la ;) est prise une infinité de fois (i.e. il y a une infinité d’indices pour lesquels la suite
vaut ;). Ainsi, il existe une sous-suite (ng)r>1 telle que

Up, =2 pour tout k>0

et cela démontre notre affirmation. Supposons a présent que u,, prenne un nombre infini de valeurs.
Découpons ’intervalle I en deux part égales : I; = [0; %} et Iy = [%, 1]. L’un de ses ensembles
(I; par exemple) contient une infinité de termes de la suite et remarquons que la longueur de cette
partie vaut I(I;) = % Recommencgons ce procédé et découpons I; en deux part égales dont
I’'une d’entre elles contient & nouveau une infinité de termes de la suite. Par récurrence,

nous obtenons une suite de segments emboités : pour tout n > 1, nous avons

I,CIl,1C...CchLcCI et I(I,)=—.

13. Rappelons que ¢(n) > n pour tout n € N.
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Soit n1 € N tel que uy, € Iy, il existe alors ny > ny tel que u,, € Is...Nos obtenons ainsi une
sous-suite croissante (ny)r>1 telle que

Up, € I, pour tout k> 1.

Bien entendu ceci est possible car Card(I;) = 400 pour tout k& > 1. Si ai et by sont tels que
Ij, = [ax; bi] nous avons donc

(I,) =by, —a, = et ap <up, <b, pourtout k> 1.

1

2n
Autrement dit, nous avons a disposition deux suites adjacentes (ax)r>1 et (bk)r>1. Il existe donc
l €1 tel que

lim ar = lim b, = 1.
k—o0 k—o0

Le théoréeme des gendarmes 3 nous assure alors que limg_, oo 4y, = [. Ce qui conclu la démonstration.
O

Remarque. En termes plus savants, nous venons de montrer que tout intervalle [a; b] est un ensemble
compact de R. Ce type d’ensembles est particulierement important en mathématiques car ils
permettent d’obtenir des sous-suites qui convergent. La notion d’ensemble compact est généralement
abordée en 3éme année en étudiant les propriétés topologiques d’un espace métrique (comme R muni
de la distance d(z;y) = |z — y|). Nous y reviendrons sur ce genre de considération plus tard dans
ce cours.

Nous pouvons enfin démontrer le théoreme suivant qui caractérise les suites convergentes dans

(R, [-)-

Théoréme 10 (R est complet). Soit (u,,) une suite de nombre réels. Les assertions suivantes sont
équivalentes.

1. (uy) est une suite de Cauchy.

2. (un) est une suite convergente.

Démonstration. Nous avons déja démontré que les suites convergentes sont de Cauchy. Traitons la
réciproque.

Soit (uy,) une suite de Cauchy. D’aprés la proposition 6, cette suite est bornée : il existe a,b € R
tels que pour tout n € N,

Un, € [a, b].

La théoréme de Bolzano-Weierstrass 9 nous assure qu’il existe une sous-suite (ny)x et I € R telles
que
lim wu,, =1
k—-+oo e
Autrement dit, la suite (u,,) admet une valeur d’adhérence. En outre, puisque (u,) est de Cauchy,
la proposition 8 nous assure que
lim w, =1.

n—-+oo

Nous avons donc bien établi que la suite (u,,) converge. O
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2.4.3 Approximations

Nous allons voir qu’il est possible de combiner le principe de dichotomie avec des suites adjacentes
pour obtenir des algorithmes simples permettant d’approcher une valeur tout en contrélant 1’erreur
commise. Voyons cela sur un exemple.

Exemple 2.4.3. Dans le chapitre précédent, nous avons rencontré un nombre irrationnel connu
depuis I’antiquité : v/2. Etant irrationnel, ce nombre s’exprime de maniére plus compliquée qu'un
nombre entier, décimal ou rationnel. Il est intéressant de se demander comment créer un algorithme
permettant d’approcher cette valeur. En particulier, nous imposons que notre algorithme soit
uniquement composé de nombre rationnels. Voici une méthode répondant a cette question, celle-ci
repose sur le fait que v/2 est solution de 22 — 2 = 0.

Choisissons deux nombres ag et by tels que
ag <2< by

Par exemple,
ag = 1 et b() = 2.

Déterminons ensuite le milieu'* mg du segment [ag, bo] : mo = b”;‘lo. Ce nouveau nombre vérifie
alors I'une des propriétés suivantes :

o 2 . e 2

soit mg <2 ; soit mgy > 2.

Dans le premier cas, nous posons a; = mg et by = by ; dans le second cas, nous posons a; = ag et
b1 = mg. De plus, par construction, nous avons

a? <2< b2

Nous reprenons ensuite notre procédé en déterminant m; = ‘“2& et déterminons as et by suivant
que m? soit plus grand ou plus petit que 2. Nous construisons ainsi deux suites de nombres (a,) et
(bn), la premiére étant croissante et la seconde croissante vérifiant, pour tout n > 0,

a2 <2 < b2

Autrement dit, la suite (a,,) approche v/2 par défaut alors que la suite (b,) 'approche par exces.
En effet, par construction, I’écart entre ces deux suites est donné par

_bo—ao_ 1
- oon9n’

bn_an

En conséquence, lim,,_, o b, — a, =0 d’ou lim,, 1 oo @y, = lim,, 1 o0 by, = V2.
q ) + + +

Remarque. 1. Le lecteur observera que les suites (ay) et (b,) sont adjacentes.

2. Si nous souhaitons une approximation de /2 & 1073 pres, il faudrait déterminer aio et big.
Lesquels valent
a0 = 1,4140625 et byg = 1,415039062.

Nous verrons dans un autre chapitre une méthode plus efficace (plus rapide) pour approcher

V2.
a+b

14. Le lecteur vérifiera que si a,b € Q alors mo = %5~ € Q.
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3. Un instant de réflexion montre que le procédé de dichotomie peut aisément se généraliser.
En effet, si f est une fonction continue f : [a,b] — R telle que f(a) et f(b) soient de signes
opposés, le principe de dichotomie décrit plus haut (qui consiste & comparer le signe de f(my)
avec celui de f(b) et f(a) & chaque étape k) permet d’approcher une solution de f(z) = 0
contenue dans [a,b]. L’algorithme est cependant assez lent et 'implémentation sur machines
peut-étre mis en défaut (& cause de la précision de calcul d’un ordinateur) lorsque f(myg) se
trouve tres proche de 0.

2.5 Limites supérieure et inférieure

Plus t6t dans ce chapitre, nous avons rencontré des suites bornées qui ne convergeaient pas. 1l
est parfois intéressant d’obtenir tout de méme des informations sur ce genre de suite. Par exemple,
le théoreme de Bolzano-Weierstrass 9 nous assure qu’il est possible d’obtenir une sous-suite extraite
qui converge vers une valeur a. Nous pouvons nous demander s’il est possible de choisir la limite a
la plus grande possible, ou au contraire la plus petite possible.

Exemple 2.5.1. Si u,, = (—1)™ pour tout n > 0, la suite est bornée et nous avons vu que, pour
tout k£ € N,

Ugkp =1 et ugp4r; = —1.
Et, comme la suite ne prend que —1 et 1 comme valeur, il n’est pas possible de faire mieux.

Bien que cela ait été mentionné dans la démonstration du théoreme 4, définissons explicitement
. 5 . Pa
le supremum et I'infimum '° de suites réelles.

Définition 2.5.1. Soit (u,) une suite de nombres réels. Nous définissons alors les deux quantités
sutvantes, pour tout m € N,

sup u, =sup{u, ; n>m} et inf u,=inf{u, ; n>m}.
n>m n>m
Remarque. 1. Ces quantités sont éventuellement infinies : si (u,) n’est pas majorée alors
SUP,,>m Un = 400, si la suite n’est pas minorée inf,, >, u, = —oo.

2. Lorsqu’elles sont finies, elles sont respectivement le plus petit des majorants et le plus grand
des minorants. En particulier, pour tout m € N,

o U, < SUpP,, >y, Un pour tout n > m.
e si M € R est tel que u,, < M pour tout n > m alors SUPy, > Un < M.
e soit M € R tel M < sup,,,, alors il existe ng > m tel que M < up, < Sup,,>,, tn-

Voyons ceci sur un exemple.
Exemple 2.5.2. Si u,, = (—1)" pour tout n € N alors {u,; n € N} = {-1;1}. D’ou

supu, =1 et inf u, =—1.
neN neN

15. Il s’agit d’une autre terminologie pour designer la borne supérieure ou inférieure.
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1. Siu,

% pour tout n > 1 alors {u,; n € N} = {1, %, %,} D’ou

supu, =1 et inf u, =0.
neN neN

2. Si u, = n? pour tout n > 1 alors {u, ; n € N} = {1,4,9,...}. Dot

supu, = 4+oo et inf u, = 1.
neN neN

35

Remarque. Comme nous pouvons a nouveau l’observer dans le deuxiéme exemple, il n’est pas

vraiment correct de penser I'infimum ou le supremum comme un simple maximum ou minimum.
En effet, dans le deuxiéme exemple 0 ¢ {u,

)

Définition 2.5.2. Soit (up)n>m une suite de nombres réels.
1. Nous posons

ux = Sup Up.
n>N

Ceci permet de définir la limite supérieure de la suite (up) par

limsupu, = inf u}
n——+oo N>m

2. De maniére similaire, pour tout m € N, posons

uy = inf u,.
N n>N "

et définissons la limite inférieure de la suite (u,) par

liminf u, = sup uy

Remarque. Nous utiliserons parfois les notations alternatives '6

suivantes :

lim, 4 ooty et lm, .,  un
pour désigner respectivement les limites supérieure et inférieure d’une suite.

Traitons quelques exemples pour mieux cerner ces nouvelles notions.
Exemple 2.5.3.

1.1,—1.01,1.001, —1,0001, 1.00001, . . .

.. correspondent aux termes

alors uf, ud, ud,.

1.1,1.001, 1.0001, 1.00001, 1.00001, . . .

16. Ce sera notamment le cas dans le chapitre sur les séries.

n € N} alors qu’il s’agit de I'infimum.

Nous pouvons a présent définir les limites supérieure et inférieure d’une suite. Celles-ci repré-
sentent respectivement la plus grande et la plus petite valeur qu’il est possible d’atteindre a partir
d’une sous-suite d’une suite donnée.

1. Soit (uy) la suite définie (de maniére informelle) par les termes
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En effet, par exemple, uf = SUpP,,>1 {Ul,UQ,'UB .. } = Sup,,>; {1.1, —1.01,1.001.. } =1.1.

De la méme maniere, u; = SUD,,>9 {U27U3 e = SUD,>9 { —1.01,1.001,... } = 1.001. 11 est

alors clair que la borne inférieure des termes décrits ci-dessus vaut 1, d’ou limsup,, ,, ,, un = 1.
De maniere similaire, uy ,u; ,uz , ... correspondent aux termes
—-1.01,-1.01, -1.0001, —1.0001, —1.000001, . ..

La borne supérieure de ces éléments vaut —1, d’ou liminf,, ;o u, = —1. A titre informatif,
le lecteur pourra comparer la valeur des ces limites supérieure et inférieure avec le supremum
et I'infimum de la suite :

supu, = 1.1 et inf u, =—1.01
neN neN

. Soit (uy,) la suite définie par

1,-2,3,—4,5,—6,7, -8, ...
alors uf, u;r, ugr, ... correspondent &
“+00, +00, +00,. ..
ainsi limsup,,_,, ., 4, = +00. De maniére similaire, u; ,u, ,us , ... correspondent aux termes
—00, —00, —00, . . .

d’ot lim inf,, | o uy, = —00.

. Soit (uy) la suite définie par

11 11
273 4’577
Le lecteur vérifiera que limsup,, , ., ¢4, = 0 et liminf,, , ;o = 0.

. Soit (uy) définie par

1,2,3,4,5,...

Le lecteur vérifiera que limsup,, , | . u, = +o00 et liminf,, , ;o = +o0.

. Si up = (=1)" pour tout n € N alors limsup,, , ., un = +1 et liminf, . = —1. Ces

valeurs correspondant & la plus grande et a la plus petite des valeurs d’adhérences (obtenues
via sous-suites respectives ¢(k) = 2k et (k) = 2k + 1).

Les exemples précédents suggerent que la limite supérieure (respectivement inférieure) s’ob-

tiennent grace a un procédé qui permet de construire une sous-suite a partir des plus grandes
valeurs (respectivement des plus petites valeurs) de la suite initiale. Voici un résultat qui confirme
cette intuition et précise certaines propriétés des limites supérieures et inférieures.

Proposition 11. Soit (u,) une suite de nombre réels. Pour alléger les notations, notons LT =
limsup,,_, ,, up et L™ =liminf, | u, 7

17. A priori, LT, L~ € R = [—o0, 4]
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1. Soit M > L7, alors il existe N € N tel que u, < M pour tout n > N. De maniére similaire,
st M < L~ alors il existe N € N tel que u,, > M pour tout n > N.

2. Pour tout M < L et pour tout N € N, il ezisten > N tel que u,, > M. De maniére similaire,
si M > L~ et pour tout N € N, il existe n > N tel que u, < M.

3. Nous avons toujours
inf u, < L™ < LT < sup uy,.
neN neN

4. Sil correspond a une valeur d’adhérence de la suite alors
L~ <I<L*
5. La suite (u,) converge si et seulement si Lt = L. Dans ce cas lim,_, o u, = LT.

Remarque. Faisons quelques commentaires pour éclaircir ce résultat.

1. La premiére assertion indique qu’a partir d’'un moment la suite (u,) finit par étre majorée
par M (respectivement minorée par M).

2. La seconde assertion montre que la suite dépassera (par exces ou par défaut) une infinité de
fois M '8,

3. La troisiéme assertion justifie le fait que L™ et L™ correspondent respectivement & la plus
grande et la petite des valeurs d’adhérence.

4. La derniére assertion montre que pour converger, les limites supérieure et inférieure d’une
suite doivent coincider.

Démonstration. Etablissons les deux premieres assertions.

1. Supposons que M > LT. Dans ce cas, par définition de L™, nous avons, pour tout m € N,
M > inf u}.
n>m
Par définition de la borne inférieure, il doit exister un entier N > m tel que M > u} En
conséquence, par définition de u}, nous avons alors

M > sup up.
n>N

Ce qui implique, par définition de la borne supérieure, que M > a,, pour tout n > N. Le reste
de la premiere assertion se démontre de la méme maniére.

2. Supposons que M < LT. Forcément,
M < inf u}
N>m
Fixons a présent N > m, nous avons alors
+
M < uy.

Ce qui entraine, par définition de uﬁ, que M < sup,,sy Gn. D’ol l'existence d’un entier n > N
tel que a, > M. Le reste de ’assertion s’obtient de maniére similaire.

O

18. Ceci n’est pas étonnant puisque nous sommes en mesure de proposer une sous-suite qui converge vers LT
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2.6 Bilan

Au risque d’étre redondant, voici les idées essentielles de chapitre :

e La monotonie et I’hypothése de majoration ou minoration sont efficace pour démontrer
qu’une suite converge.

e Le principe de dichotomie et les suites adjacentes.

e La caractérisation des suites convergentes dans R via le critere de Cauchy.

e L’utilisation des bornes supérieure et inférieure dans le contexte des suites numériques.

2.7 Aspects historiques

Voici quelques mots (cf. []) & propos de la construction historique de 1'idée de suite et de
convergence.

Le philosophe grec Zénon a proposé de nombreux paradoxes impliquant 1’idée de limite. Nous
y reviendrons dans le chapitre suivant. En Gréce toujours, des mathématiciens (dont Archimede)
propose une méthode d’exhaustion qui repose sur l'utilisation d’une suite d’approximation
permettant de déterminer une aire ou un volume. Nous retrouvons aussi des procédés de calculs
infinis en Egypte vers 1700 av. J.-C. et plus récemment au ler siecle apr. J.-C. dans le procédé
d’extraction d’une racine carrée par la méthode de Héron d’Alexandrie '

Ce genre d’objet se retrouve a partir du 17éme siécle avec la méthode des indivisibles (Pascal,
Roberval,...). L’idée de convergence de suites est présentée dans I’encyclopédie de d’Alembert et
Diderot (en 1751) :

Suite et série : se dit d’un ordre ou d’une progression de quantités qui croissent ou décroissent
sutvant quelques lois. Lorsque la suite va toujours en s’approchant de plus en plus de quelque
quantité finie [...] on Uappelle suite convergente et si on la continue & Uinfini, elle devient égale
cette quantité.

Il existe également un article de I’encyclopédie exposa 1’idée de limite :

Limite. On dit qu’une grandeur est la limite d'une autre grandeur, quand la seconde peut
approcher de la premiére plus prés que d’une grandeur donnée, si petite que l’on puisse la supposer,
sans pourtant que la grandeur qui approche puisse jamais surpasser la grandeur dont elle approche :
en quelque sorte que la différence d’une pareille quantité a la limite est absolument inassignable.
(...) A proprement parler, la limite ne coincide jamais, ou ne devient jamais égale d la quantité
dont elle est la limite ; mais celle-ci s’en approche toujours de plus en plus, et peut en différer aussi
peu qu’on voudra.

Dans la suite de Darticle, d’Alembert illustre d’ailleurs son propos par quelques exemples (no-
tamment comment approcher I'aire d’un disque & partir de polygones inscrits dans celui-ci). Notons
toutefois que la définition de limite que donne d’Alembert est peu précise : I'utilisation du mot

19. Nous reviendrons sur sa méthode dans un chapitre ultérieur.
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« s’approcher »renvoie a une idée d’évolution dans le temps qui est étrangere aux mathématiques.
La définition de d’Alembert, si nous la prenons a la lettre, est par ailleurs assez restrictive, car
alors une grandeur ne peut approcher de sa limite qu’en y restant toujours inférieure ou toujours
supérieure, sans avoir le droit d’osciller autour d’elle.

de nombreux mathématiciens (Bernoulli, Newton, Moivre, Stirling et Wallis) vont commencer
a s’intéresser a la notion de suites numériques et leurs limites. Leur intérét est compréhensible
puisque les suites numériques sont les premiers objets mathématiques permettant de modéliser des
phénomenes évoluant au cours du temps (ici, indexé par N). Il semblerait d’ailleurs que Lagrange
soit a lorigine de la notation indicielle. D’autres questions se posent : notamment ’étude des suites
définies a ’aide d’une relation de récurrence, celle de Fibonacci par exemple. C’est dans son ouvrage,
« Liber abaci », que 'on trouve le probleme des lapins qui, se reproduisant tous les mois, voient
leur nombre augmenter selon la suite (u,) définie par la relation de récurrence

Up4+1 = Up + Un—1-

Fibonacci ne parle toutefois pas de suite (le concept général est plus tardif) et ne fait que calculer
les premiers termes de (u,). L’expression « suite de Fibonacci »est due & un mathématicien du
19éme siécle, Edouard Lucas (1842-1891), qui en a étudié les propriétés.

Le mathématicien Euler a produit de nombreux résultats mathématiques sur les suites ou les
séries numériques. Il avait conscience de la nécessité de démontrer rigoureusement la convergence des
quantités impliquées vers leur limite. Cela ne ’a pas empéché de proposer des résultats paradoxaux
comme

14+24+4+8+16+...=~-1

de faire des opérations arithmétiques avec des quantités divergentes. Cela I’a néanmoins permis
d’obtenir des résulats inattendus concernant, par exemple, la fonction zéta.

Finalement, I’étude des suites ouvre la porte a celle des séries entieres dont le but est
d’approcher, non plus des nombres, mais des fonctions. Dans la seconde moitié du xxe siecle, le
développement des calculateurs et des ordinateurs donne un second souffle a ’étude des suites en
analyse numérique griace a la méthode des éléments finis. On en retrouve l'usage aussi dans les
mathématiques financiéres.

La définition moderne, celle reposant sur les quantificateurs (pour tout € > 0, il existe. .. ) a été
introduite par Bolzano en 1816. Ses travaux resterent peu connus de la communauté mathématique.
D’ailleurs, des mathématiciens renommés comme Cauchy utilisaient des définitions tres vagues de
la notion de limite.

En 1870, Weierstrass proposa des définitions semblables a celles de Bolzano afin de lever les
ambiguités de ce qui existait a I’époque. Tout cela a permis d’obtenir des démonstrations rigoureuses
de plusieurs théorémes (celui des valeurs intermédiaires, celui de Bolzano-Weierstrass ou de Borel-
Lebesgue) qui reposaient jusqu’a présent sur des propriétés intuitives des nombres réels.
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2.8 Exercices

Ezercice 2.1. En utilisant la définition 2.1.1, établir les résultats suivants :

1. limy, sy oo ﬁ =0.

: 2n+1
2. limp 400 ;—jl =2./

Indication : écrire —e < u,, — [ < € afin de pouvoir obtenir une inégalité entre n et € permettant
ainsi de savoir & partir de quel rang N, le résultat désiré sera valable ; la partie entiére || risque
d’étre utilisée pour déterminer N.

Ezercice 2.2. Démontrer les assertions suivantes. Celles-ci sont indépendantes et peuvent étre
traitées séparément. L’inégalité triangulaire : |a — b| < |a| + |b| valable pour tout a,b € R sera un
outil essentiel.

1. Si (un)n>0 converge vers ! et si (vy,),>0 converge vers I’ alors

Hm w, +vn =141
n—-+oo
2. Si (un)n>0 converge vers [ alors [ est unique. Indication : faire un raisonnement par l'absurde.
3. Si (un)n>0 converge vers 0 et si (v, )n>0 est une suite telle qu'il existe N € N et M > 0 tels
que pour tout n > N,
[vn] < M|y
Montrer que lim, 4o vy, = 0.

4. Si (un)n>0 converge (vers I € R) alors (un)n>0 est bornée : il existe M > 0 telle que, pour
tout n € N,
|un| < M.

5. Si (un)n>0 est une suite d’entiers qui converge vers [ alors (un)n>0 st constante a partir d'un
certain rang : il existe un nombre p € R et N € N tels que pour tout n > N,

Up, = P.

Exercice 2.3. Démontrer les assertions suivantes. Celles-ci sont indépendantes et peuvent étre trai-
tées séparément.

1. Si (un)n>0 converge vers [>0 alors, a partir d’un certain rang u,, > 0. 20 Indication : choisir
une valeur particuliére (dépendant de l) de € dans la définition de la convergence d’une suite.
2. Démontrer que si (uy) tend vers +oo alors il existe un rang N > 1 tel que pour pour tout

n > N, u, > 0 et que la suite UL converge vers 0.

20. En particulier, & partir de ce rang, la suite ui existe.
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Ezercice 2.4. Soit (u,) une suite de nombres réels. Montrez que si les sous-suites (uay) et (u2n+1)
convergent vers une méme limite ! alors lim,, 4o up = {.

Ezercice 2.5. Etudier la convergence des suites définies ci-dessous pour n> 1,

5

an =2 — —
n

by=1-n? cn:81n(27r/3) ; dn:(fl) e = 2 '
n n Hn—1

)

Exercice 2.6. Etudier la convergence des suites définies ci-dessous pour n suffisamment grand,

w - 3n® —bn? —7 o 70n? + 100 + 50n + 170 = n® — 30n? — 50 cos(n) — 750
"3 —_8n—11 " 2n3 — 90n — 110 o 200m3 + 18n2 + 150
et
2 — Zsin(n!) g = 2n? + (—=1)"n = (71)71311 - 2.
n+n—1 7V/5n + 2n2 n+5

FEzercice 2.7. 1. Soit (uy,) la suite définie par u. = v/n+ 1 — y/n pour tout n > 0.

(a) Démontrer que, pour tout n > 0,

1
WVt 14

Pensez a utiliser la quantité conjuguée. En déduire que lim, oo t, = 0.

Un

(b) Calculer la limite suivante :

lim n(v/n+1-vn).

n—-+oo

2. S’inspirer des questions précédentes pour étudier la convergence des suites lorsque n — 400

1 1
vp=Vn2+2n—1—/n2+5n—6 wn:n2(1+2——\/1+—>; Zn = V1?2 +n—n.
n n

Ezercice 2.8. 1. Démontrer que pour tout entier n > 1 :

<1+%)n21+\/ﬁ.

n

Indication : utiliser la formule du binéme de Newton combinée avec une minoration.

2. En déduire la limite, lorsque n — +o0, de

(4 55)
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Exercice 2.9. Soit a un nombre réel tel que 0 < a < 1.

1. Démontrer que pour tout entier n > 1, nous avons 1 — a™ < n(1 — a) Indication : factoriser
le membre de gauche.

2. Déduire de ce qui précede que.

1\" 1
0<1—-(1-— < — pour tout n >1.
n

lim (1 — %)
n—-+oo n

4. Comparer avec ’exercice précédent. Quelle conjecture pourrait étre fait quant au comporte-
ment de lim,,— 100 (1 + #)" en fonction de la valeur de p?

3. Calculer la limite suivante

Ezercice 2.10. Soit (uy) la suite définie par

- 1
un:2cosln2 +3 our n >1.
(1/n%) ; = P >
1. Calculer u1,us et us.

2. Démontrer que pour tout entier 1 < k < n,

1 1 1
< < .
VR+l T VE+1T T V2

3. Démontrer que pour tout entier n > 1, u, > 3v/n+ 1 — 5. En déduire la limite de la suite

4. Déterminer N € N tel que uy > 235.

1

Exercice 2.11. Pour n > 1, définissons u,, = 22:1 -

1. Calculer les trois premiers termes de la suite
2. Pour tout n > 1, étudier le signe de uy41 — Up.-

3. Montrer que (u,) converge.

Ezercice 2.12. Soient (uy,) et (v,) deux suites de nombres réels. Démontrer que

lim sup(uy, + v,) < limsupu,, + limsup v,
n—+o00 n—+00 n—r+00

a condition que la somme du membre de droite ne soit pas de la forme +oo — co.



