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Chapitre 10

Théorie de la mesure - calcul
intégral

Plus t6t dans ce cours, nous avons montré que le procédé d’intégration de Riemann n’était
pas complétement satisfaisant d’'un point de vue théorique. Pour palier certains de ces défauts,
nous avons choisi d’exposer I’approche d’Henri Lebesgue qui repose sur la théorie de la mesure.Le
construction proposée va nous permettre d’obtenir une théorie de 'intégration plus souple et plus
générale que celle proposée par Riemann.

Dans le chapitre précédent, nous avons étudié la notion de tribus et nous avons proposé une
construction de la mesure de Lebesgue sur R". Nous avons également cherché a mettre en évidence
les propriétés utilisées qui permettent de généraliser cette construction dans un cadre abstrait. Dans
ce qui va suivre, nous allons considérer (X, T, ) un espace mesuré abstrait (des exemples concrets
seront donnés tout au long du chapitre pour illustrer la polyvalence du calcul intégral proposé par
Lebesgue) et nous allons voir a présent comment construire le calcul intégral 1ié & la mesure positive

.

10.1 Intégration par rapport a une mesure

L’objectif de cette section est de construire la notion d’intégrale par rapport a une mesure
donnée. En particulier, lorsque la mesure correspondra & la mesure de Lebesgue, nous obtiendrons
une généralisation de l'intégrale de Riemann. Pour mettre en oeuvre cette construction, il faut
d’abord s’interroger sur la classe de fonctions que nous souhaitons intégrer.

Etant donné que 'espace sous-jacent est muni d’une tribu (sur laquelle la mesure est définie),
il semble naturel d’imposer que les fonctions mises en jeu préservent la structure induite par la
tribu : il s’agit de la notion de fonctions mesurables; par analogie, dans le cadre des espaces
métriques ! : pour étre continues, les fonctions doivent préserver la topologie sous-jacente dont les
espaces sont équipés.

1. Et reste vrai dans le contexte plus général des espaces topologiques
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246 CHAPITRE 10. THEORIE DE LA MESURE - CALCUL INTEGRAL

10.1.1 Fonctions mesurables

Les fonctions intégrables au sens de Riemann nécessitaient des hypothéeses de régularités plutot
contraignantes et il est possible de produire des exemples relativement simples de fonctions qu’il
n’était pas possible d’intégrer (la fonction de Dirichlet x — 1g(x) par exemple). De plus, la classe
des fonctions intégrables au sens de Riemann n’était pas stable par passage a la limite a la limite
(sauf sous des hypothéses assez fortes).

La théorie de la mesure et la notion d’ensembles mesurables vont permettre de considérer une
classe bien plus large de fonctions lesquelles pourront alors étre intégrées, leur intégrale sera alors
finie ou égale & +00.2.

Définition 10.1.1. Soient (X,T) et (Y, F) deux espaces mesurables et f : X — Y. Nous dirons
que f est mesurable® si et seulement si f=1(V) € T pour tout élément V € F.

Remarque. Autrement dit, f préserve la structures des tribus associées. Lorsque X et Y sont
des espaces topologiques et les tribus considérées sont celles des boréliens (i.e. les tribus engendrées
par les ouverts), une fonction mesurable est dite alors borélienne.

Lorsque la tribu est engendrée par une famille d’ensembles € (i.e. F = o (&), il est possible d’ob-
tenir des résultats (cf. [?, ?] permettant de simplifier la vérification qu'une fonction est mesurable.
Pour cela il suffit de vérifier que f~1(£) C T. Rappelons a cet effet un résultat énoncé dans le
chapitre précédent concernant une maniére d’engendrée la tribu des boréliens sur R.

Proposition 10.1. La tribu des boréliens B(R) coincide avec la tribu engendrée? par les intervalles
Ja,b] avec —oo < a < b < +oo. Elle coincide également avec la tribu engendrée par les intervalles
[a,b], ou [a,b] ou ]a,b].

Remarque. Rappelons en passant le fait suivant : les éléments engendrant une tribu sont explicites,
ce n'est pas le cas d'un ensemble quelconque de la tribu. Par exemple, si A € B(R) alors A n’est
pas forcément un intervalle.

Un des grands avantage de la notion de mesurabilité est qu’elle est vérifiée par une large classe
de fonctions et qu’elle est préservée par les opérations usuelles de 1’analyse. Voyons plutot.
Proposition 10.2. 1. La composition de deuzx fonctions mesurables est mesurable.

2. Soient X et X5 deux espaces topologiques munis de leur tribu borélienne. Une fonction conti-
nue de X1 dans X5 est mesurable®.

3. Si f,g sont des fonctions mesurables de (X, T) dans (R, B(R)) alors lapplication
®:2eX (f(z),g(x) € R?

est mesurable de (X, T) dans (R?, B(R?))

2. Notons que la théorie de la mesure permet d’obtenir une valeur de ’intégrale pour n’importe quelle fonction
mesurable, ce qui n’était pas le cas pour l'intégrale de Riemann : il n’était pas possible d’attribuer de valeurs a
I'intégrale de certaines fonctions bornées. C’est le cas, par exemple de x — 1g qui est bornée mais dont I'intégrale de
Riemann associée n’existe pas. Aussi, une fonction intégrable au sens de Riemann avait nécessairement une intégrale
finie.

3. par rapport aux tribus 7 et F

4. Soit £ un sous-ensemble de P(£2), la tribu engendrée par £ est l'intersection de toutes les tribus contenant &.

5. ou borélienne ici.
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4. L’espace des fonctions mesurables de (X,T) dans (R,B(R)) est stable pour les opérations
sutvantes : pour tout x € X et pour toutes fonctions mesurables f,g : X — R

(a) la multiplication par une constante (Af)(x) = Af(x) avec A € R est mesurable
(b) Uaddition (f + g)(z) = f(z) + g(x) donne une fonction mesurable,

(¢) la multiplication (fg)(x) = f(x) x g(x) donne une fonction mesurable,

(d) le mazimum max(f,g)(z) = max (f(z),g(x)) donne une fonction mesurable.

5. Soit (fn)nen une suite de fonctions mesurables de (X,T) dans un espace métrique (E,d)
muni de sa tribu borélienne. Si f, converge ponctuellement vers f sur X alors la limite f est
mesurable.

Remarque. 1l est remarquable que la propriété de mesurabilité soit préservée par passage a
la limite simple. Ceci n’était notamment pas le cas de la propriété d’étre Riemann-intégrable (ou,
dans un autre contexte, d’étre continue), cela nécessitait une hypothése de convergence uniforme
(sur lintervalle d’étude) pour que cela soit préservé par passage a la limite. Cette propriété laisse
déja pressentir la souplesse de la théorie de 'intégration que nous sommes entrain de construire.

Pour construire I'intégrale de Riemann, nous avions observé qu’il suffisait d’expliquer ce qui se
produisait sur des fonctions relativement simples (les fonctions dites en escaliers) afin de pouvoir
traiter le cas des fonctions plus élaborées (lesquelles étaient approchées par des fonctions en escaliers)
au sens de Riemann. Dans le cadre de la théorie de la mesure, nous allons voir qu’il existe une classe
analogue de fonctions élémentaires qui permettront ensuite d’approcher n’importe quelle fonction
mesurable.

Exemple 10.1.1. Soient (X,7) un espace mesurable et A € 7. La fonction indicatrice de A, notée
14, définie par

|1 size A
La(z) = { 0 sinon.

est mesurable de (X, T) dans (R, B(R)). Plus généralement, si I est un ensemble fini et (A;);er C T
une famille d’ensembles mesurables disjoints alors la fonction f(z) = Y., aila,(z) ot oy € R?
pour tout i € I est mesurable de (X, 7) dans (R, B(R?)). La fonction f est alors dite « étagée ».

Remarque. Le fait que les fonctions soient étagées, plutot qu’en escaliers, réside dans le fait que le
procédé d’intégration s’effectue en découpant la graphe de la fonction f suivant des tranches issues
de laxe des ordonnées (plutdt que de axe des abscisses comme dans U'intégrale de Riemann).

L’exemple précédent trouve tout son intérét dans la proposition suivante.

Proposition 10.3. Toute fonction f mesurable de (X,T) dans (R,B(R)) est limite simple de
fonctions étagées. Si f est positive la suite des fonctions étagées (ayant pour limite simple f) est
également croissante.

Démonstration. L’idée est d’utiliser une décomposition dyadique : soit n € N et considérons les

ensembles
)

1 ;
Am:{azeX ; on gf(as)<2ln} avec i€ {1,...,n2"}

ainsi que B, = {z € X ; f(z) > n}. Alors, nous avons l'identité suivante : pour tout z € X,
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11 convient ensuite d’observer % que

.. n41)27+t
Api =Ant12iUAny12i41 ainsi que B, = Bpi1 ngnm)lﬂ 41 Ant1

pour établir que f,(x) < fry1(x).

Concernant la convergence de (f,,), il suffit de constater que si f(x) < 400 et n > f(z) alors

1
ce qui induit alors que lim, 4 || frn — fllo = 0 : la convergence est donc uniforme sur X. Au
contraire, si f(z) = 400 alors f,,(x) =n et lim, 1o fu(z) = f(z). O

Remarque. 11 est intéressant de se demander s’il est possible d’approcher des fonctions mesurables
par des fonctions plus réguliéres (continues & support compact par exemple) et de chercher & com-
prendre quelles relations il y a entre ces différentes classes de fonctions. Nous aborderons le théoreme
de Lusin dans le chapitre suivant ; celui-ci dit en substance qu’en dehors d’un ensemble de mesure
presque nulle, une fonction mesurable peut-étre considérée comme une fonction a support compact.

Maintenant que nous savons quelles sont les fonctions qui pourront étre intégrées, il est désormais
temps de construire I'intégrale sur un espace mesuré (X, 7, u).

10.1.2 Intégrale de fonctions positives

L’idée est de débuter par expliquer comme calculer l'intégrale d’'une fonction indicatrice puis
celle d’une fonction étagée pour ensuite de traiter le cas des fonctions mesurables et positives (via
l'utilisation d’un supremum). Finalement, il s’agit d’un procédé similaire & celui qui a été déployé
dans le cadre de la construction de 'intégrale de Riemann.

Définition 10.1.2. Si A € T alors la fonction f = 14 est mesurable et son intégrale par rapport
a p est définie par

[ 1@nta) = i)
X
Plus généralement, si B € A, lintégrale de f = 14 sur B par rapport a u est définie par

/ fdp=p(ANB).
B

Comme nous avons déja présenté deux exemples de mesures, il est intéressant de voir ce qui
fournit cette définition dans ces cas particuliers.

Exemple 10.1.2. 1. Si (X,7) = (R, B(R)), & = X la mesure de Lebesgue et A =]a, b] alors

/ 1adX = X(Ja,b]) =b —a.
R

6. Un dessin met facilement en évidence cette observation qui découle de la partition dyadique.
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2. (X,7T) = (N,P(N)) et x4 la mesure de comptage alors
/ 1adp = Card(A).
N
3. 81 (X,T)=(R,BR)), = Jp la mesure de Dirac en 0 et A =]a, b] alors
1 si0ed
/RlAd(SO - { 0 sinon.

Remarque. L’exemple précédent illustre & nouveau la souplesse de la théorie de la mesure qui

permet de traiter des objets a priori trés différents. Finalement, cela revient a considérer la théorie

de I'intégration comme étant, dans un sens, équivalente & la théorie des séries numériques ”.

Savoir intégrer des fonctions indicatrices permet, par linéarité ®, d’intégrer des fonctions étagées.

Définition 10.1.3. Soit f : X — Ry une fonction étagée positive,
n

ie.  f(x)= ZailAi(as) ot n €N,
i=1

avec, pour touti € {1,...,n}, a; > 0 et A; des ensembles mesurables disjoints. L’intégrale de f sur
B € T est définie comme suit

/ fdp = Zaiu(Ai N B) pour tout BeT.
B

i=1

Remarque. 1l est important de vérifier que f g fdp ne dépend pas du choix de la décomposition de
f en somme d’indicatrices® (cf. []). Le lecteur peut également vérifier que la définition précédente
permet d’établir la linéarité de l'intégrale sur I’espace des fonctions étagées positives. Autrement
dit, si f, g sont des fonctions étagées positives et «, § € R, alors

/Baf+ﬁgdu=a/3fdu+ﬂ/39du-

Nous noterons aussi en passant que les valeurs prises par f sur un ensemble p-négligeable (i.e.
de mesure nulle pour ) n’ont aucun impact sur la valeur de I'intégrale associée. En effet, si f est
une fonction étagée positive et C' un ensemble mesurable tel que p(C) = 0 alors |, o fdu =0 car,
par définition de I'intégrale d’une fonction étagée positive, nous avons

0< / fdu = Zai,u(Ai Nne) < Zai,u(C) =0.
c i=1 i=1

Puisque nous avons vu que n’importe quelle fonction mesurable pouvait étre approchée par
des fonctions étagées (cf. proposition 10.3), la définition précédente va nous permettre de définir
Iintégrale de n’importe quelle fonction mesurables positive.

7. Ceci était déja suggéré dans l'intégrale de Riemann-Stieljes

8. Cette propriété étant un pré-requis naturel de la notion d’intégrale

9. i.e. si f s’écrit f(z) = ZZL:I 1A; (z) avec m € N et A} des ensembles mesurables, la valeur de fB fdp reste
inchangée.
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Définition 10.1.4. Soit f une fonction mesurable positive définie sur (X,T,u). Pour tout
B €T, son intégrale est définie de la maniére suivante :

/ fdu = sup {/ gdu ;g étagée positive, g < f}
B B

Remarque. L'utilisation du supremum fait resurgir une idée employée ' dans la construction de
I'intégrale de Riemann. Notons toutefois une différence notoire : ici, I'intégrale peut valoir +o0.

Cette définition et l'utilisation du supremum a des conséquences directes sur les propriétés

satisfaites par l'intégrale.

Proposition 10.4. Soient f, g des fonctions mesurables et positives sur (X, T, ) ainsi que B € T.
1. (monotonie) Si0 < f < g alors 0 < [, fdu < [ gdp.

Si A C B alors [, fdu < fB fdu.

Sic>0 alors [ycfdu=c [y fdp.

Jp(f +9)dp = [ fdu+ [ gdp.

Si f =0 alors fB fdu=0.

Sif>0et [y fdu=0 alors1pf =0 p—p.p.

S & o

Remarque. Cette proposition reste vraie si les hypothéses portant sur f et g ont lieu seulement p
presque partout.

Démonstration. La plupart des démonstrations sont évidentes!! en établissant, dans un
premier temps, les assertions pour des fonctions étagées et positives puis, dans un
second temps, en passant au supremum.

Traitons certaines d’entre elles. Si f = Y"1 | a;14, aveca; > 0et A; € T pour tout i € {1,...,n}.
Nous avons

/ cfdy = ani,u(Ai NB)= cZai,u(Ai NB)= c/ fdp
B i=1 i=1 B

Il suffit ensuite de prendre le supremum sur les fonctions étagées positives pour conclure. En effet,
soit g une fonction étagée positive telle que g < f <= cg < c¢f. Dans ce cas nous avons

/cfdu:sup/cgd,u:csup/ gdu:c/ fdu
B c B B

le supremum étant pris sur les fonctions étagées positives g < f.

Traitons a présent la derniére assertion : quitte a remplacer f par 15f, il suffit de traiter le cas
B = X. Lidée est de considérer la suite croissante d’ensembles

A, ={zeX ; f(x)>l} avec n > 1.
n

10. Celle impliquant les sommes de Darboux.
11. La linéarité de l’intégrale est plus délicate est sa démonstration est repoussée a plus tard car elle fait intervenir
le théoréeme de convergence monotone.
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Il convient ensuite d’observer que, pour tout n > 1, 14, < nf. D’ol, via la monotonie de I'intégrale

w(A,) < n/fdu =0
par hypothése. Ensuite, en sommant sur n, nous en déduisons que p(Up>14,) = 0 car

p(Un>14n) =Y p(Ay) =0

n>1

ott la premiére égalité est obtenue par convergence monotone 2. En outre, observons que {f > 0} =
Un>1A4, @ nous venons donc d’établir que l'ensemble {z € X ; f(z) > 0} est de p-mesure nulle.
Puisque f > 0 nous en déduisons que f = 0u — p.p.. O

La démonstration de la derniére assertion met en évidence ’intérét du théoréme de conver-
gence monotone (cf. proposition 9.1). Il semble alors intéressant de voir comment exprimer ce
résultat, cette fois-ci en terme de fonctions plutdét que pour des ensembles. Ceci nous permettra
ensuite de démontrer la linéarité de 'intégrale (pour des fonctions mesurables et positives) dont la
démonstration n’était pas évidente a priori.

Théoréme 10.5 (Convergence monotone de Beppo-Levi). Soit (f,)n>1 une suite croissante (i.e.
fn(x) < foy1(x) pour p presque tout x € X ) de fonctions mesurables et positives. Nous supposons
que la suite converge ponctuellement, p-presque partout, vers une limite f : pour u presque tout
re X,

lim f,(x) = f(x)

n—-+oo
alors limy, oo [ fudp = [y fdpu.

Remarque. Ce théoreme énonce des conditions simples permettant d’échanger une limite
avec le symbole intégral. D’une certaine maniere, ce théoreme peut s’apparenter a celui bien
connu des suites (cf. théoréme 2.3) : une suite croissante (positive) 13 converge dans [0; +o00].

Démonstration. Au préalable, il convient d’établir le résultat suivant.

Lemme 10.6. Soit u une fonction étagée positive, dans ce cas la fonction d’ensemble définie sur

la tribu T par
v Ar—>/udu
A

est aussi une mesure.

Démonstration. Puisque u est une fonction étagée positive, nous avons la décomposition suivante

N : N
u=>._,a;la, avec, pour tout i € {1,..., N}, a; > 0 et A; € T des ensembles mesurables deux a
deux disjoints. Dans ce cas, pour tout A € T, nous avons

N
v(A) = aip(4; N A).

i=1

12. Rappelons que (An)p>1 est une suite croissante d’ensembles ainsi que la proposition 9.1
13. Ici, il s’agit de la suite (ur ) définie par u, = fX frndu.
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Autrement dit, v est une combinaison linéaire (avec des coefficients positifs) de mesures : il s’agit
donc également d’une mesure '4. o

Remarque. En particulier, puisque p est une mesure, d’apres le théoréeme de convergence monotone
9.1, nous avons lim,, 4+ (En) = pu(Un>1E,) pour toute suite croissante d’ensembles (Ey,)p>1.

Procédons & présent & la démonstration du théoréme de Beppo-Levi. Puisque (fy,)n>1 est une
suite croissante, par monotonie de I'intégrale nous avons [ f,dp < [ fdu, d’ou

a = lim /fnd,ug/fdu.
n——+oo

Nous devons donc établir I'inégalité inverse. A cet effet, soit u une fonction étagée positive telle que
0 <wu < f. Pour conclure la démonstration, il suffit de montrer que

/uduga

pour ensuite prendre le supremum sur les fonctions étagées positives, ce qui donnera le résultat.
Soit 0 < ¢ < 1 et introduisons les ensembles

E,={zeX ; fulz)>cu(z)} avec n>1.

dans l'optique d’utiliser le résultat de convergence monotone pour les ensembles (cf. proposition
9.1). Observons ensuite qu'il s’agit d’ensembles mesurables (puisque les fonctions impliquées le sont)
et E,, C E,4+1 puisque la suite (f,) est croissante. De plus U,>1E, = X, ainsi

/ Jndp > fndMZC/ udp
X En n

par définition de E,,. Ceci mene alors a

a= lim /fnd,uZCx lim / udp.
n—-+oo X n——+oo E,

Or, le Lemme 10.1.2 nous assure que A — [ 4 udp est une mesure. Ainsi, le membre de droite de
I'inégalité précédente peut s’écrire ¢ X lim,,— 4+~ ¥(E,) et nous pouvons utiliser la proposition 9.1
qui nous assure que
lim v(E,) =v(Up>1E,) =v(X)= / udp.
n—-+oo - X

Nous avons alors établi que a > ¢ [ + udp, il suffit ensuite de faire ¢ — 1 pour achever la dé-
monstration et de prendre ensuite le supremum sur les fonctions étagées positives u < f afin de
conclure. O

Remarque. Pour étre parfaitement rigoureux, il aurait peut-étre été préférable de travailler avec les
limites supérieures et inférieures

lim sup /fndu et lim inf /fnd,u,
n—-+4oo

n—-+oo

nous laissons au lecteur vérifier que cela n’a pas d’incidence dans la démonstration.

14. Nous laissons le lecteur vérifier cela en exercice.
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Le théoreme précédent a des conséquences intéressantes vis-a-vis de 1’interversion entre

somme et intégrale.

Proposition 10.7. Soit (f,) une suite de fonctions mesurables positives. Si f = Zn21 fn alors

Z/ fndu=/ fdp.

w17 X X

Remarque. 1l sera intéressant, lorsque cela sera traité dans le cours, d’observer ce résultat dans le
contexte des intégrales sur des espaces produits.

Démonstration. Soit g, = 22:1 f1 est une suite croissante de fonctions mesurables et positives. De
plus, lim, 400 gn = Zn>1 fn. Le théoréme de convergence monotone 10.5 nous assure le résultat
désiré. - 0

Comm annoncé auparavant, une autre conséquence du théoréme de convergence mono-
tone 10.5 est qu’il permet de démontrer la linéarité de I’intégrale : si f et g sont des fonctions

mesurables et positives alors
[t au= [ gau+ [ gin.
b'e X X

Pour cela, il suffit d’observer que f et g peuvent étre approchées par des suites croissantes de
fonctions étagées (fn)n et (gn)n. Puisque les fonctions sont étagées, la linéarité de 'intégrale est
satisfaite 1 :

/fn+gndﬂz/ fnd,u""/gnd//f
X X X

il suffit ensuite de passer a la limite sous l'intégrale grace au théoréme de Beppo-Levi 10.5.

Une question intéressante est de savoir ce qu’il est possible d’obtenir, en terme d’interversion
de limites et d’intégrales, sur une suite de fonctions mesurables et positives (fy,),>1 sans supposer
que cette suite soit croissante et converge ponctuellement. L’exemple suivant montre qu’il ne sera
pas possible, en général, de procéder a 'interversion.

Exemple 10.1.3. Soit n € N et considérons f,(z) = Ipuq1p alors lim, oo fu(z) = 0 et
Jg fa(x)dz =1 pour tout n € N.

Il est toutefois possible d’obtenir une inégalité, c’est 'objet du Lemme suivant.

Lemme 10.8 (de Fatou). Soit (fn)n>1 une suite de fonctions mesurables positives. Alors,

/ liminf f,,dp < lim inf/ fndp.
Xn—)+oo n——+oo X

Remarque. Autrement dit, il n’est pas possible que l'intégrale de la limite soit supérieure a la limite
des intégrales.

15. Ce point n’est pas tres compliqué mais peu agréable & écrire puisque les fonctions f et g mettent en jeu deux
familles d’ensembles mesurables et disjoints (A;);=1,....n et (Ej)j=1,...m (avec M,N € N) lesquelles doivent étre
simultanément employées pour exprimer f et g; le lecteur trouvera une démonstration de ceci dans ].
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Démonstration. Posons g, = infy>, fi. Il s’agit d’'une suite croissante de fonctions mesurables et
positives dont la limite est lim +inf fn- De plus, g, < f, pour tout n € N d’ou
n——+00

/ gndp < / Jndp
X X

il suffit ensuite d’utiliser le théoréme de Beppo-Levi 10.5 pour conclure. O

Exemple 10.1.4. Il se trouve que l'inégalité donnée par le Lemme de Fatou 10.8 peut étre stricte.
Pour visualiser ceci, considérons la suite de fonction (f,) définie par f,(x) = 1,~one™"®. Dans ce
cas, limy, 400 fn(z) =0 et fR fn(x)dz =1 d’ot Paffirmation.

Voyons un autre exemple dans lequel le Lemme de Fatou 10.8 donne des informations sur
I'intégrale d’une limite de fonction alors que le théoréme de convergence monotone ne s’applique
pas.

Exemple 10.1.5. Considérons la suite de fonctions mesurables et positives (fy,) définies sur [0, 1]
par

1

o) = |

n si0<zx<
-1
0 si-<z<

Observons que cette suite converge simplement vers la fonction nulle sur [0, 1] et qu’il ne s’agit pas
d’une suite monotone (i.e. le théoréme de convergence monotone ne s’applique pas). Que dire de
f[0,1] limy,— 4o frn(z)dx ? Le Lemme de Fatou 10.8 nous assure que :

/ liminf f,,dx = 0 < lim inf fndz = 1.
[0,1]

n—-+oo n—-+oo [O 1]

10.1.3 Intégrale de fonctions quelconques et théoréme de convergence
dominée

Maintenant que nous avons construit l'intégrale des fonctions mesurables et positives, il semble
naturel d’étendre ceci a des fonctions mesurables f de signe quelconque. Pour cela, étant donnée
une fonction mesurable f : X — R, nous allons devoir utiliser la notion de partie positive f* et de
partie négative f— défini par

fT =max(f,0) et f~ = —min(f,0).
Ainsi, nous obtenons les décompositions
f=F"—f" et [fl=f"+f".
Tout ceci meéne a la définition suivante.

Définition 10.1.5. Soient f = f* — f~ une fonction mesurable et B € T. Nous dirons que f est
w-intégrable sur B si fB |fldp < +00. Dans ce cas, Uintégrale de f sera donnée par

/B fdu = /B [y - /B fdu

L’ensemble des fonctions intégrables sur B par rapport d la mesure pu sera noté Li(B).



10.1. INTEGRATION PAR RAPPORT A UNE MESURE 255

Remarque. L’inégalité suivante est toujours satisfaite

’/deu‘ S/X\fldu-

Celle-ci s’obtient aisément puisque f = f+ — f~ < f+ f~ =|f].

Fort heureusement les propriétés de l'intégrale (linérarité, monotonie . .. ), établies (cf. proposi-
tion 10.4) pour des fonctions mesurables et positives se transmettent sans peine aux fonctions de
signe quelconque. Voyons cela sur des exemples.

Exemple 10.1.6. Soient f et g des fonctions intégrables par rapport a p .

1. Montrons que si f < g alors f fdu < f gdp. Décomposons ces deux fonctions a ’aide de leurs
parties positives et négatives :

f=ft—f e g=9g"—9g".

Nous avons alors f < g <= fT 4+ g~ < g™ + f~. Dou, puisqu’il s’agit de sommes de
fonctions mesurables positives, nous en déduisons que

/f++g_du§/g++f_du
= /f+du+/g_du§/g+d,u+/f_du
= /f*du—/f_du < /g+du—/g_du
= /fdu < /gdu

par définition de 'intégrale d’une fonction intégrable.

2. Pour tout o, 8 € R, si nous voulons établir que

Jtar+sodu=a [ rau=s [ gan

il convient a nouveau de séparer partie positive et partie négative (qui sont des fonctions
positives) et distinguer les cas selon le signe de a et 8 afin de reprendre ce qui a été fait dans
le cas des fonctions mesurables et positives.

Remarque. Comme le montre ces deux exemples, I'essentiel est d’avoir établi au préalable le résultat
pour les fonctions mesurables positives (en le faisant pour les fonctions étagées positives, puis en
utilisant le théoréme de convergence monotone 10.5 de Beppo-Levi). Par la suite, de nombreuses
démonstrations utiliseront ce raisonnement.

Il est temps de présenter un des théoremes essentiels du calcul intégral. Celui-ci propose des
conditions trés commodes permettant d’échanger limite et intégrale. Ce résultat sera a comparer
avec le théoréme 7.16 qui nécessitait une convergence uniforme sur 'intervalle associé.

Théoréme 10.9 (Convergence dominée de Lebesgue). Soit (f,). une suite de fonctions mesu-
rables. Nous supposons que
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e f, converge simplement vers f, u-presque partout.
o il existe une fonction h p-intégrable telle que, pour tout n € N,

[fn] < h  pourppresque tout x € X.

alors f est intégrable et limy, o [y [fn — fldp = 0. En particulier,

lim /fndu:/fd,u.
n——+00 X X

Démonstration. L’idée pour aboutir & cette conclusion est d’utiliser le Lemme de Fatou 10.8. A cet
effet, posons

Cette quantité est positive d’aprés I’hypothése de domination par h et notons que la suite (h;,)
converge simplement, u-presque partout, vers 2h lorsque n — +o00. Le Lemme de Fatou 10.8 nous
assure alors que

/ liminfh,dy < liminf/ hpdu.
X X

n—-+oo n—-+oo

Autrement dit, ceci signifie que

2/ hdu§2/ hd,uflirnsup/ | fr — fldu.
X X n—+oo JX

D’ot, limsup [ [fn — fldp < 0. En conséquence, limy,—, oo [ |fn — fldp = 0. En outre, nous avons
n——+oo

aussi, via l'inégalité triangulaire,

‘/andu—/xfdu‘ < [ 12 fla

ce qui fournit la convergence des intégrables en passant a la limite lorsque n — +o0. o

Remarque. Si jamais nous souhaitions seulement obtenir le fait que lim, 4 fX fndy = fX fdp. 11
suffit d’utiliser les observations suivantes. D’une part, f, +h > 0, d’ou, d’apres le Lemme de Fatou
10.8, nous avons

/ liminf f,, + hdp < limin / fnt+hdy <— / fdp <lim inf/ frndp.
X + n— X X n—4oo X

n—-+oo “+ o0

D’autre part, h — f,, > 0 alors, toujours grace au Lemme de Fatou, nous avons

/ liminfh — frdu < liminf/ h— fody <= lirnsup/ fndu §/ fdu
b'e X X X

n——+oo n——+oo n——+o0o

d’ou le résultat.

D’une certaine maniére, le théoréme de convergence dominée peut s’apparenter au fait qu’une
suite (numérique) monotone et bornée (ici via l'hypothése de domination) converge.

Voyons ce qu'il est possible d’obtenir via le théoreme de convergence dominée.
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10.1.4 Régularité des intégrales a parametres

Nous avions observé, via le théoreme Fondamental de I'analyse 7.11, que la notion d’intégrale
permettait de construire une nouvelle fonction continue a partir d’une fonction continue f donnée
en posant

t
F(t) = / f(x)dz pour tout tel
0

avec I C R un intervalle. Ayant maintenant a disposition la théorie de la mesure voyons ce qu’il
est possible de faire dans cette direction. Dans ce qui suit (X, T, ) désignera un espace mesuré et
I C R un intervalle ouvert, nous considérerons ensuite une fonction f : X x T — R définie par

(x,t) — f(x,t).

Le parametre en question étant la variable ¢, nous considérons la fonction f comme une famille de
fonctions (fi)ier, ou, pour tout t € I, fi(x) = f(x,t) pour tout z € X. L’objet qui va alors focaliser
notre attention est la fonction

F(t):/xf(x,t)du(as) avec te€l.

En particulier, nous voulons savoir comment se comporte la dépendance en ¢ vis-a-vis de I'intégrale.
Par exemple, si t — f(x,t) est continue sur I pour presque tout € X, est-ce encore le cas pour
la fonction ¢t — F(t)?

Nous allons mettre en évidence que, sous des hypotheses de domination, la régularité de f (en
la variable t) se transmet & la fonction F'; Poutil clé sera le théoréme convergence dominée 10.9.
Théoréme 10.10 (Continuité d’une intégrale & parametre). Supposons que :

1. Pour tout t € I, la fonction x — f(x,t) est mesurable ;

2. u-presque tout x € X, la fonction t — f(x,t) est continue;

8. pour tout compact K C I, il existe une fonction hy positive et u-intégrable telle que, pour
toutt € K,
|f(z,t)] < hg(xz) pour u— presque tout x= € X.

Alors t — fx frdu est continue sur I.

Démonstration. La démonstration repose sur la caractérisation séquentielle de la continuité : i.e.
sit €1 est fixé et limy, 400 t, = t, nous devons montrer que lim, 1. F(t,) = F(t). Pour cela,
nous utiliserons le théoreme de convergence dominée.

Tout d’abord, puisque t — f(z,t) est continue sur I, nous avons lim, . f(z,t,) = f(x,t)
pour u presque tout x € X. Soit K un voisinage compact de ¢, il existe N € N tel que sin > N
alors t,, € K et dans ce cas nous avons

|f(z,tn)| < hg ppresque tout z € X.

Le théoréme de convergence dominée 10.9, nous assure donc que

lim F(t,) = /X Fo )du(z) = F(2)

n—-+oo

d’ou le résultat. O
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Exemple 10.1.7. Soit g une fonction intégrable par rapport a la mesure de Lebesgue. Dans ce
cas, la fonction

F : tH/eitrg(x)dx
R

est continue sur R. Pour démontrer cela, il suffit de poser f(x,t) = e¥®g(x) et d’observer que
|f(z,t)| < g(z) pour tout ¢,z € R.

Remarque. La fonction F' correspond a la transformée de Fourier de la fonction g. Il est usuel
de noter F' par §. Nous verrons ultérieurement diverses applications, en probabilité ou dans la
résolution d’équations différentielles, de la transformée de Fourrer.

Un résultat similaire existe lorsque la fonction ¢t — f; est dérivable u-presque tout x € X ; cette
dérivée sera notée 0 f;.

Théoréme 10.11 (Dérivabilité d’une intégrale & parametre). Supposons que :
1. Pour tout t € I, la fonction x — f(x,t) est mesurable;
2. p-presque tout x € X, la fonction t — f(x,t) est dérivable ;
8. Pour tout compact K C I, il existe une fonction hx positive p-intégrable telle que, pour tout

te K,
|0 fi(x)] < h(x) pour u— presque tout x € X.

Alors t — [y frdp est dérivable sur I et F'(t) = [y O fe(x)dp(z).

Démonstration. Fixons t € I et considérons (¢,) une suite telle que lim, oo t, = t. Il convient
alors d’étudier la limite, lorsque n — +o00, du quotient

e (10.1.1)

ol ¢, (x) = W pour p-presque tout z € €. Observons alors que, pour p-presque tout
r € X, lim, 00 on(z) = Orf(x) % Ainsi, si nous sommes en mesure d’appliquer le théoréme
de convergence dominée, nous constatons que dans (10.1.1) le membre de droite converge vers
Jx Oufe(x)du(z) tandis que le membre de gauche tend vers F'(t); nous aurons ainsi établi le

résultat voulu.

Il ne nous reste plus qu’a démontrer que la fonction ¢, (x) est bien dominée, indépendamment
de t, pour tout n € N, par une fonction p-intégrable. Soit 0 < § < 1 et posons K = [t — 4,t + 4],
il existe un entier N tel que si n > N alors ¢, € K. En conséquence, si n > N, le théoréme des
accroissements finis 5.3 nous assure que pour u-presque tout x,

F(t,) — F(t
’M’ < sup |8, fu(2)| < hi ().
tn -1 te K
D’ou la conclusion. O

Remarque. En comparaison du théoreme 10.10, il est & noter que la condition de domination porte
sur O f; plutdot que sur la fonction f;.

16. En particulier, Papplication = — 0 ft(z) est mesurable.
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Dans le prochain exemple, nous allons voir l'intérét d’avoir une hypothése de domination locale
e compac inclus dans l'intervalle I) plutét qu'une domination globale sur tout I.
1 t K inclus dans l'int lle I) plutot qu’ dominati lobal tout 1

Exemple 10.1.8. Soit £ > 0, la fonction Gamma d’Euler est définie par
oo
() = / i le % da.
0

Nous allons montrer que cette fonction est dérivable sur |0 : +o00[. Posons f(z,t) = '~ 'e™ pour
tout x,t > 0. L’application « — f(x,t) est mesurable (pour tout ¢ > 0) et t — f(x,t) est dérivable
sur ]0;+oo[ (pour presque tout # > 0) et 9;f(w,t) = In(x)x'~le ®. La fonction satisfaisant
I’hypothese de domination s’obtient en distinguant suivant les valeurs de ¢. Dans tout les cas, nous
choisissons K = [a, b] un compact contenant ¢.

t—1

o sit € [a,b] C [0;1], nous avons |0y f(z,t)] < |Inx[z®~ L et hy : o +— |Inz|z® ! est bien
intégrable 17 sur ]0; 1].

e sit € [a,b] C [1;+00], nous avons |9, f(z,t)| < |Inz|z’~te @ et hy : o+ |Inz|xb~le ™ est
bien intégrable sur [1;+o0].

Le théoréme de dérivation sous I'intégrale 10.11 nous assure alors que ¢t — I'(t) est dérivable sur
J0; +oo0l.

Remarque. En fait, il est possible de montrer (en répétant l'argument précédent) que I' €
C*(]0; +00[). La fonction T' permet de « généraliser » la notion de factorielle aux réels positifs.
Ceci s’observe via la relation

T(zx+1)=2(z) pourtout x> 0.

et I'(1) = 1. En particulier, sin € N,, I'(n 4+ 1) = nl'(n) = (n — 1)L

10.1.5 Intégrales et convexité

Voici un dernier résultat (ne reposant pas sur le théoréme de convergence dominée) dont les
applications peuvent-étre tres utile en pratique. Les mesures concernées sont celles de probabilités

(ie. p(X) = 1).

Théoréme 10.12 (Inégalité de Jensen). Soit u une mesure de probabilité'® et ¢ : R — R une
fonction convezxe. Si f est une fonction borélienne telle que f et ¢(f) soient intégrables par rapport

a p alors
! ¢>( /X fdu) < /X o(f)dp (10.1.2)

Remarque. Les fonctions ¢(z) = t? avec p > 1, ¢(z) = |z| ou ¢(x) = e® sont souvent utilisées.

Démonstration. Puisque la fonction ¢ est convexe, son graphe se situe toujours au dessus de ses
tangentes. Ainsi, pour tout ¢t € R, il existe 319 tel que

o(x) > P(t) + B(x —t) pour tout =z € R.

17. Nous laissons au lecteur le soin de vérifier ceci.
18. ie. pu(X) =1
19. Choisir par exemple la dérivée a gauche ou a droite de ¢ en t.



260 CHAPITRE 10. THEORIE DE LA MESURE - CALCUL INTEGRAL

Le choix de z = f(z) et t = [, fdu entraine donc

¢(f)2¢</xfdu>+ﬂ<f(z)/deu).

Il ne reste plus qu’a intégrer cette inégalité par rapport & p (le fait que p soit une mesure de
probabilité est alors essentiel ici) pour conclure. o

Voici un exemple d’application de Jensen dans un contexte probabiliste.

Exemple 10.1.9. 1. Si ¢(t) = |t|, cela permet de retrouver I'inégalité triangulaire :

’/Xdu’ S/le\du~

2. Soit Y une variable aléatoire. Notons p la loi de Y et rappelons que, pour toute fonction
borélienne positive, nous avons

E[f(Y)] = / f(w)du(w).

Si Y est de carré intégrable alors Y est aussi intégrable. En effet, en choisissant ¢(t) = t2,
nous obtenons

E[Y]? <E[Y?] < +o0.

Remarque. Nous explorerons plus en détails les liens entre le théorie de la mesure et la théorie des
probabilités dans un chapitre ultérieur.

Il est temps de traiter le calcul intégral sur des espaces produits.

10.2 Intégration sur des espaces produits

Nous avons vu comment construire 'intégrale par rapport a une mesure, pour autant il peut-étre
intéressant de voir ce qui se produit si la mesure est question est une mesure produit. Autrement
dit, si = p1 @ 2 (o py et po sont des mesures o-finies 2°) définie sur la tribu produit A = A; ® Az
associée a ’espace produit X = X; x X5. Si f : X7 x X9 — R est mesurable, la construction de

l'intégrale décrite dans les sections précédentes donne sens 2! &

/ [z, y)dps @ pa(z,y).
X1 xXo

Voyons & présent quels sont les liens existant entre lexxz flx,y)dus @ pao(x,y) et le fdui ()
et sz fd/'LQ(y)

20. Sans cette hypothese, le théoreme de Fubini-Tonelli sera faux.
21. Une démonstration précise de ceci implique ’utilisation d’un théoréme de prolongement (celui de Carathéodory
par exemple) ; nous renvoyons le lecteur vers [?, ?].
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10.2.1 Théoréme de Fubini

Nous allons chercher a établir des conditions a partir desquelles il sera possible d’intervertir les
intégrales (afin de ramener un calcul d’intégrale sur un espace produit & des calculs en dimension
1). Autrement dit, étant donnée une fonction f : X — R mesurable, & quel moment

/X i f(z,y)dp (z)dps(y /X . f(z,y)dpa(y)dps (z) 7

Est-ce que l'ordre d’intégration est important 7 Nous voyons en passant qu’une question se pose :
si (z,y) — f(z,y) est mesurable pour la tribu produit que dire de la fonction f, : y — f(x,y)
lorsque = € X est fixé ?2. Fort heureusement, la fonction f, sera mesurable par rapport a Ajs et la
fonction f, sera mesurable par rapport a A; (cf.[]). Ceci étant dit, nous pouvons donner 1’énoncé
du théoreme expliquant & quelles conditions il est possible d’intervertir les intégrales.

Théoréme 10.13 (Fubini-Tonelli). Soit f : (X, A) — (R,B(R)) une fonction mesurable positive
alors

/ fdu= /X Xzf z,y)dpz(y)dp (z /X2 le z,y)dp (x)dpz (y).-

Remarque. 1. Comme la plupart des théoremes impliquant les intégrales, la démonstration
s’effectue en débutant par les fonctions indicatrices de pavés : f = 14 avec A = Ay X Ay
ou A € A; pour i = 1,2. Il est & noter que des questions de mesurabilité seront a traiter
afin de s’assurer que les intégrations partielles aient du sens : si A est mesurable alors, pour
tout & € Aj, Uensemble A, = {(x;y) ; y € Az} est aussi mesurable, de méme pour 1’en-
semble A, = {(x;y) ; x € Ai1} pour tout y € As. La démonstration peut se trouver dans [].

Le théoreme de Fubini-Tonelli 10.13 permet d’apporter un éclairage intéressant sur certains
résultats déja connus.

Exemple 10.2.1. 1. II est instructif de voir ce qui se produit lorsque X = N? muni de la tribu
P(N?) ainsi que de la mesure de comptage sur P(N?). Dans ce cas la conclusion du théoréme
de Fubini consiste a intervertir deux sommes :

> (3 m) -2 (3 m)

2. En choisissant o comme la mesure de comptage sur A, le théoréme de Fubini permet de
retrouver le théoreme d’interversion entre somme et intégrale :

/ fu@)din(e) = | an e

3. Voyons ce qui se produit lorsque les variables sont séparées : soit f(x,y) = f(z)f(y) avec f
une fonction intégrable par rapport a la mesure p. Dans ce cas,

[ fadnte) @ duty) (/f e >(/f )y )

22. méme chose pour la fonction fy : z — f(z,y) lorsque y € X est fixé.
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Il est maintenant naturel de chercher a traiter le cas des fonctions de signes quelconques. His-
toriquement, le théoréme suivant a été obtenu avant le théoréeme 10.13.
Théoréme 10.14 (Fubini). Soit f : (X, A) — (R, B(R)) une fonction intégrable par rapport d p
(i.e. [ |fldp < o0) alors

/fdu /X [ i@ e /X [ s @) )

Remarque. 1. En pratique, le théoréeme de Fubini s’utilise conjointement avec le théoreme de
Fubini-Tonelli 10.13 : ce dernier permet de vérifier que [ X1 % X5 |f|ldp < oo en intégrant par
rapport & x puis par rapport a y (ce qui est possible puisque tout est positif) et justifie qu’il
est possible d’en faire de méme, cette fois-ci sans les valeurs absolues.

2. 11 est essentiel que la fonction soit intégrable. En guise de contre-exemple, le lecteur pourra
considérer la fonction f : [0,1]?> — R définie par
2 2
-y
T,Y) = .

Dans ce cas, il est possible de montrer que

1 1 1 1 .92 9
2 —y? T ) ¢ —y T
— 5y dr|dy = —— tandis que / [/ 7dy} dr = —.
/o [/0 (z2 +y?)? } 4 0 o (2 +y?)? 4

Le fait que ces intégrales ne coincident pas provient du fait que f[o 12 |f(z,y)|d(z,y) = +o0,
la fonction n’est pas intégrable.

3. Il n’est pas possible de passer outre la condition portant sur les mesures (elles doivent étre o-
finies sur l’espace sous-jacent). Pour observer ceci, considérons par exemple ’ensemble produit
[0, 1]2 muni de la mesure de Lebesgue X et de la mesure de comptage m (ainsi que leurs tribus
idoines). Si A = {(z,z) € [0,1]?} alors, d’une part,

/01 _/01 1A(x,y)dm(y)]d)\(x) = /01 :/01 l{w}dm(y)]d)\(x) = /Olm({g;})cp\(x) — A([Ovl}) _
et, d’autre part,

/ il / 1 La ()N dmty) = [ g

Cette fois-ci, le soucis provient du fait que la mesure de comptage n’est pas o-finie sur [0, 1].
Le lecteur pourra trouver un autre contre-exemple dans [?].

/01 1{y}d/\(l’)] dm(y) = /01 A{yHdm(y) = /01 0dm(y)

Le théoréeme de Fubini peut-étre utile dans de nombreux contextes.

Exemple 10.2.2. Dans un cadre probabiliste, si X est une variable aléatoire réelle de loi p et YV
une copie indépendante de X alors, pour toute fonction f de carré intégrable par rapport a p.

Var(£0)) = 5 [ [ (#@) = 1) *duta)duto).

—_
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En effet,

/R /R (F(2)—F () dp()d ( / / P2 (@) ) duly / / F2(0)) dua)du(y / / fa

Les deux premieres intégrales sont identiques et la derniére intégrale peut s’exprimer différemment
grace au théoréeme de Fubini 10.14 :

[ [ s@swanant = ([ s ([ rodun) = ( [ f(l’)du(l’)>2,

Ao f o (1(0) = £ du(@)auty) = Jo 2~ ( o fa) = V(7).

Remarque. 1. Cette maniere de dupliquer la mesure y pour exprimer la variance est particuliere-
ment utile lorsque f est une fonction convexe ou Lipschitzienne car il devient aisé de controler
le membre de droite afin d’obtenir une inégalité intéressante (cf. []). Par exemple, lorsque f
est k-lipschitzienne nous avons, pour tout z,y € X,

(f(x) = f()” < K|z -y

Une majoration similaire, cette fois-ci impliquant la dérivée, s’obtient si la fonction est sup-
posée convexe et dérivable.

2. Dans le méme esprit, toujours dans un contexte probabiliste, le théoreme de Fubini permet
d’obtenir (cf. []) lidentité suivante : soit X une variable aléatoire positive admettant un
moment d’ordre p (i.e. E[X?] < 400 avec p € N)

E[X?] = / ptPIP(X > t)dt.
0

En effet, P(X > t) = E[lxs:] dot [3°pt? ' E[lxs¢]dt = E[[;* pt*~!] = E[X?] on, dans
I’avant derniére égalité, nous avons employé le théoréme de Fubini 10.14.

10.2.2 Changement de variables

Il peut étre fructueux d’utiliser le théoreme de Fubini 10.14 en combinaison d’un changement
de variable approprié. A cet effet, nous énongons ci-dessous le théoréme de changement de variable
avant de donner une application. Ci-dessous, \ désignera la mesure de Lebesgue dans R?

Théoréme 10.15 (Changement de variable dans R?). Soit f : U — V une application bijective
entre deuz ouverts U et V de RY, de classe C'(U, V), telle que det((Js(z)) # 0 en tout point x de
U ot Jg(x) est la matrice jacobienne de f en x 3 ; alors, si ¢ : V — R est une fonction borélienne
positive ou intégrable par rapport a A nous avons

/gbd)\:/ ¢ o fldet(J5)|dA.
1% U

23. Une telle fonction f est souvent désignée sous le terme de C!-difféomorphisme.

(@) ).
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Remarque. Ce théoréme peut aussi se rapprocher du théoréme de transport (cf. []) qui, étant donnée
une fonction, permet d’intégrer par rapport & une mesure image. Nous reviendrons sur ce sujet
lorsque nous aborderons la théorie des probabilités.

Voyons a présent un exemple d’application du théoréeme de Fubini 10.13 combiné & un change-
ment de variable.

Exemple 10.2.3. Cherchons a démontrer que I = fooo e~ dr = /7. Considérons alors

?= </Ooo e_wzdx) X </Ooo e_yzdy>

et utilisons le théoréme de Fubini 10.14. Celui-ci nous assure que

I’ = /00 /C><> 67(r2+y2)dxdy.
o Jo

Effectuons alors un changement de variables pour passer en coordonnées polaires 24. Nous obtenons

alors )
/ e_($2+y2)dxdy = / / e~ drdd = .
0 o Jo

En conséquence, I = /7.

Il temps de procéder a une comparaison de l'intégrale de Lebesgue avec celle de Riemann.
Notamment concernant le lien existant entre les fonctions intégrables au sens de Riemann et celles
au sens de Lebesgue. Cette comparaison sera poursuivi dans le chapitre suivant portant sur les
espaces LP.

10.3 Comparaison avec l'intégrale de Riemann

Maintenant que nous avons donné un sens a l'intégration par rapport a une mesure abstraite p,
il semble important de comparer ceci avec 'intégrale de Riemann. Aussi, dans ce qui suit, u sera la
mesure de Lebesgue A (qui sera notée dz pour alléger les notations impliquant des intégrales) sur
la tribu des boréliens B(R).

A cet effet, rappelons quelques éléments liées a l'intégrale de Riemann. Celle-ci se construit,
dans un premier temps, avant d’étre légérement généralisée, sur un intervalle fermé et borné [a, b]
de R. Si s est une subdivision de [a,b] donnée par

a=xg<x1<...<Tp,=b, n>1

nous construisions deux fonctions en escalier sur cette subdivision :

n

I(f,S)iZmi(fEifl’ifl) et S(f,S) :ZMi(Ii*xifl)

i=1

24. i.e. z = rcos(0) et y = rsin(f), nous laissons au lecteur le soin de vérifier que cela induit un C'-difféSomorphisme
et que le déterminant de la matrice jacobienne vaut r # 0.
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o, pour tout i = 1,...,n, m; = infocp, | 2 f(2) et M; =infyepy, | 2,1 f(x). Grace a ces fonctions
en escaliers, nous pouvions ensuite considérer les intégrales supérieures et inférieures :

b b
/f(x)dx:supl(f,s) et /f(x)dx:irslfS(f,s).

Lorsque f : [a,b] — R (une fonction bornée) nous avions (cf. théoréme 7.2) un critére commode
permettant de caractériser les fonctions Riemann-intégrable : f est intégrable au sens de Riemann
si et seulement si pour tout € > 0, il existe une subdivision s telle que

S(f,S) 71(.}0’5) <e
et dans ce cas fabf(x)dx = f;f(x)dx = fab f(z)dz. Nous allons chercher & comparer cette approche
avec l'intégrale de Lebesgue sur [a,b] (que nous noterons f[a 0] f(z)dz temporairement pour la

distinguer de 'intégrale de Riemann f: f(z)dx). Plus précisément, nous allons établir le résultat
suivant.

Proposition 10.16 (Comparaison Riemann-Lebesgue). Soit f : [a,b] — R une fonction bornée et
Riemann intégrable alors f est intégrable au sens de Lebesgue sur [a,b] et

b
x)dxr = x)dx
@ Léf()

Remarque. 11 se trouve (cf. [?]) qu’il est possible de caractériser précisément l’ensemble des
fonctions intégrables au sens de Riemann en utilisant le vocabulaire de la théorie de la mesure : f
est Riemann intégrable sur [a, b] si et seulement si les conditions suivantes sont réalisées

e f est bornée et nulle en dehors d’un intervalle borné,
e l’ensemble des points de discontinuités de f est de mesure nulle.

Démonstration. Soit f une fonction bornée et intégrable au sens de Riemann sur [a, b]. 11 suffit de
se restreindre aux fonctions positives. En effet, si f est a valeurs réelles et ce résultat est établi pour

les fonctions positives, alors
b
[ e = [ s <o

11 suffit ensuite d’utiliser le fait que f = fT — f~ et d’utiliser & nouveau le résultat sur les fonctions
positives f* et f~ pour conclure. Nous supposons donc que f > 0. Puisque f est Riemann inté-
grable, d’apres la discussion qui précede la proposition, pour tout € > 0, il existe une subdivision s
telle que

/f Ydz — & < I(f,8) /f )z < S(f,s) /f )da + €.

Considérons alors les fonctions étagées :

n n
= Zmil[fi—lffi] et f:_ = ZMil[xi—I*xi]
i=1 =1



266

CHAPITRE 10. THEORIE DE LA MESURE - CALCUL INTEGRAL

lesquelles vérifient f= < f < fF. Ces deux fonctions étant des fonctions étagées nous avons, par
définition de l'intégrale de Lebesgue,

[a,b]

[a,b]

fo(x)dx = Zmi(xi —xi1)=I(f,s) et fH(x)de = ZMZ-(IZ- —zi1) = S(f,s).

En conséquence, nous avons

b b
/ flx)de —e < fo(z)dx < / f(z)dx +e.
a [a,b] a

D’otu, en prenant le supremum sur les fonctions étagées, nous obtenons que

b b
/ fle)de —e < flx)de < / f(z)dz +e.
@ [a,b] a

et, avec € — 0, ceci mene a

b
[ayb]f(x)dx :/a f(z)dx.
O

Ainsi, si f est intégrable au sens de Riemann, les deux notions coincident. En revanche, il est

possible d’exhiber des fonctions intégrable au sens de Lebesgue qui ne sont pas intégrable au sens de
Riemann. Par exemple, sur [0, 1] avec f = 1gnpp,1] nous avons une fonction qui n’est par intégrable
au sens de Riemann (cf. chapitre 7). Néanmoins, il est possible de calculer son intégrable par rapport
a la mesure de Lebesgue : 'ensemble Q N [0, 1] est dénombrable et donc de mesure nulle. Par suite

/ flz)de =0
Qn[o,1]

pour la mesure de Lebesgue.

Remarque. Lorsque l'intégration se fait sur un intervalle bornée, I'intégrale de Lebesgue généralise
bien celle de Riemann. Lorsque nous abordons la notion d’intégrales généralisées (sur [a, +-o0o[ par
exemple), les choses sont plus délicates :

1. Dire que f est intégrable sur [a + oo[ au sens de Lebesgue signifie que f;roo |f(2)|dz < +o0.

Lorsque c’est le cas, les intégrales généralisées s’integrent dans la théorie de Lebesgue et les
intégrales coincident.

. En revanche, il existe des intégrales semi-convergentes :

+o0 too
/ f(z)dr < 400 et / |f (z)|dx = 4o0.

Ces intégrales ne peuvent étre considérées dans la théorie de Lebesgue (qui impose une conver-
gence absolue). Par exemple, La fonction z — # est Riemann-intégrable sur [0; +oo[ (in-
tégrale généralisée) mais elle n’est pas intégrable pour la mesure de Lebesgue : la présence
de la valeur absolue (dans l'intégrale de Lebesgue pour les fonctions mesurables de signe

quelconque) empéche les phénomenes de compensations liés aux oscillations du sinus.
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Tout ceci conclu ce chapitre sur I'intégrale de Lebesgue dont la polyvalence et l'efficacité a été
illustrée tout au long du chapitre. Certains aspects ont été temporairement omis : par exemple, le
théoreme de Radon-Nikodym n’est pas présenté ici car son utilisation reléve surtout de la théorie
des probabilités. Nous reviendrons la-dessus ultérieurement. D’autres aspects, mettant en évidence
de quelle maniere I'intégrale de Lebesgue complete, vis-a-vis de la stabilité par passage a la limite,
celle de Riemann, vont étre traités dans le chapitre suivant.

10.4 Références historiques

10.5 Exercices

Ezercice 10.1. Soient « > —1et >0
1. Montrer que

m

lim %(Inz)” (1 - £> doe = / z%(Inxz)’e *da.
m 0

m——+oo 0
oo
/ e *Inxdr = —v
0

ou v est la constante d’Euler définie par v = lim_, | o0 <sz_1 +—In m).

2. En déduire que

Ezercice 10.2 (Intégrale de Gauss). Nous souhaitons montrer, via les intégrales de Wallis, que

s e~ da\/T.
1. Montrer que
\/ﬁ 1’2 " o0 2
lim (1 — —> dx :/ e ¥ dx.
n——+oo 0 n 0
2. Vérifier que , pour tout n > 1,
Vn 22\ " 5
/ (1 - —) dx = \/ﬁ/ cos®™T1(6)db.
0 n 0

3. L’intégrale de Wallis, I,,, est définie par

(a) Montrer que, pour tout n > 1,

2x4x...%x(2n)
3XxHx...x(2n+1)

I1x3x...x(2n—1) =
Iy, = — et Iy =
2 2x4x...x(2n) 2 o et

(b) Montrer ensuite que, pour tout n > 1,

I Loy 1 I
1< 220 <207l 4 ot lim 2"

< < =1.
Ioni1 = Iopga 2n n—+oo Io, 11
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(c) En déduire que I, ~ /7 lorsque m — +o0.

(d) Conclure que [ e dy = VT

Ezercice 10.3. Soient «, 8 > 0.

1. Montrer que

1 _1 o0
xa (_1)n
dr = .
/0 1+ 28 ;aJrﬂn

Indication : utiliser lidentité %—t =1+t+...+t"+ et

1—t
2. En déduire que
o~ (D" o~ (D" 7
=2 ; —.
; nyl o > m+1 4

n=0

3. Montrer que, si 0 < a < 1 alors

o0 go—l 1 > 2c
dr = — 1)
/0 Ttz " aJrngl( ) a? —n?

Ezercice 10.4. 1. En calculant lintégrale de la fonction f(z,y) = e~*¥ sur un domaine conve-
nable de R?, montrer que pour tout a, 3 > 0,

T _ oy ® (B
/O(e e )x_ln<a>'

2. De méme, en considérant la fonction f(x,y) = sin(zy) montrer que

A

dx
AEI_I&OO ; (cos(az) — cos(Bz)) - = In <é)

(%

Exercice 10.5. Soit D = {(x,y) x>0,y > 0}. Calculer l'intégrale

/ dxdy
p (1+y)(1+a2%y)

1 2
Inx T
—dx = —.
/0 2217778

Ezercice 10.6 (Théoréme de Lusin). Soit B(R) la tribu borélienne sur R et soit £ un ensemble
borélien de mesure finie pour la mesure de Lebesgue (i.e. A(F) < +00).

En déduire que
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1. Soit f une fonction mesurable étagée a valeurs réelles définie sur E. Montrer que, pour tout
€ > 0, il existe un compact K C E tel que A(E\K) < € et que f soit continue sur K.
Indication : utiliser le fait suivant; soit A un borélien de mesure finie. Pour tout € > 0 il
existe un compact K C A tel que N(A\K) <e.

2. Soit f une fonction mesurable définie sur F a valeurs réelles. Montrer que, pour tout € > 0, il
existe un borélien A tel que A(A) < e et que f soit continue sur F\ A. Indication : considérer
une suite (f,) de fonctions mesurables étagées telles que | fr| < |fnt1| qui converge vers f en
tout point de E et appliquera le théoréme d’Egoroff (cf. ?7).

Exzercice 10.7. Soit F' la fonction définie sur R par
F()) = / SO e Aer.
o z(z*+1)
1. Montrer que F' est dérivable et que

F'(\) = ge—w, AER.

2. Montrer que F'(A) = sgn(A)Z (1 — e~1*)) pour tout A € R.

Ezercice 10.8 (Continuité de I'intégrale au voisinage de la partie vide). Soit f une fonction intégrable
sur un espace mesuré (X;7; ). Montrer que pour tout € > 0, il existe n > 0 tel que si u(4) < n
alors [, |fldp <.

Ezercice 10.9. Soit (X, T, p) un espace mesuré fini, et soit f : (X;7) — (R;B(/R)) une fonction
mesurable ; démontrer que les quatre assertions suivantes sont équivalentes :

1. f est intégrable par rapport a u;
. limy, oo f{mzn} |fldp =0;
anol‘(” > |fl<n+1) < +oo;
Yonzo M| f] = n) < o0

= W N

Ezercice 10.10 (Lemme de Scheffé). Soient f,,, n € N et f des fonctions positives et intégrables sur
(X;T; ) telles que f, — f p-presque partout et fx fndu — fX fdu. Démontrer que

li — fldu = 0.
n;glm/)(If fldp =10

Indication : pour commencer, il pourra étre établi que lim,,_, 1 fX(f — fn)+dp = 0.
Ezercice 10.11. Démontrer a ’aide du théoréme de convergence dominée que, pour tout z € C,

lim (1 + E) = e,
n—-+oo n

Indications : utiliser la mesure de comptage sur N U {0} ; développer (1 + Z)"™ avec la formule
du binome et identifier une suite de fonctions fp (sur NU{0}) et sa limite f.
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Ezercice 10.12. Soient p et v deux mesures finies sur la tribu B(R) des boréliens de R ; démontrer

que si
/R fdp = /R fv

pour toute fonction continue et bornée f : R — R alors u = v.
Indication : approcher l'indicatrice 1(,) par une fonction continue bornée.

Exercice 10.13. Le théoreme de Fubini s’applique-t-il a la fonction

I’Z 7y2 9
flz,y) = @17 avec (z,y) € [0,1]

par rapport & la mesure de Lebesgue sur R? ?

Erercice 10.14. Les fonctions f : R? — R suivantes sont-elles intégrables sur [0, 1]? par rapport &
la mesure de Lebesgue ?

1

J— :I;iy_ . €T = ——
f(as,y) - ) f( 7y) (lfl’y)p

avec > 0.
(22 +92)2 P

Discuter suivant les valeurs de p.

Ezercice 10.15 (Intégrale de Dirichlet). Nous allons chercher & déterminer la valeur (si elle existe)

de l'intégrale
7 /°° sin(x) di.
0 X

1. Donner un sens a cette intégrale. La fonction x —
besgue ?

Sin@) ogtelle intégrable au sens de Le-
2. Soit a > 0; démontrer que la fonction f : (x,y) — e™¥sin(x) est intégrable sur ]0; a[x]0; 1]
par rapport & la mesure de Lebesgue A sur R2.

3. Poser I, = f]O,a[X]O,Jroo[
limy— 4o Iq. En déduire la valeur de 'intégrale 1.

fdX. Exprimer I, de deux fagons différentes, et calculer la limite

Ezercice 10.16. Soient f,g : R — R deux fonctions boréliennes croissantes telles que

/deu<oo ; /deu,
R R

pour x une mesure finie sur (R; B(R). Démontrer que

/fgdu>/fdu/gdu
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Ezercice 10.17 (Inégalité de Prékopa-Leindler). . Soient f, g, h trois fonctions continues strictement
positives sur R telles que f et g soient intégrables et, pour un 6 € [0;1],

h(0z + (1= 0)y) > f(x)’g(y)" "
pour tout z,y € R.
1. Définir T : R — R par

/fd)\/ gd)\:/gd)\/ fdx avec x €R.
R ]—00,T(x)] R ]—o00,z[

2. Vérifier que T est croissante et dérivable sur R.

3. En utilisant le changement de variable z — z(z) = 6z + (1 — 0)T(x) démontrer que

o (fs0) ()"

4. Démontrer par récurrence sur la dimension que le résultat s’étend aux fonctions a valeurs
dans RZ. Proposer une extension & toutes les fonctions mesurables positives sur R<.

Ezxercice 10.18. Soit

et considérons la suite (fy,) définie par
for(w) = g(x) 5 forpar(z) = g(1 —x) avec xz€l0,1].

Montrer que n+ — +oof,(x) = 0 pour tout x € [0,1] et fol fa(z)dz = 3. Que pouvez-vous en
lim inf

déduire (par comparaison avec le Lemme de Fatou).

Ezxercice 10.19. Soit .

fa(2) { "

0 silx|>n.

si|z] <n

1. Montrer que (fy) converge uniformément vers 0 sur R.
2. Montrer que €g fn(x)dz = 2.

3. Comparer le théoreme de convergence dominée et de convergence uniforme.

Check Candelbergher : 1,2,4,5,6p198/199
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