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| Introduction |

L’origine des études sur les phénomenes d’attente remonte aux années 1909-1920 avec les
travaux de A.K. Erlang concernant le réseau téléphonique de Copenhague. La théorie mathéma-
tique s’est ensuite développée notamment grace aux contributions de Palm, Kolmogorov, Khint-
chine, Pollaczek,... et fait actuellement toujours ’objet de nombreuses plublications scientifiques.
Cette théorie s’est ensuite étendue a de nombreux champs d’application comme la gestion de
stocks, les télécommunications en général, la fiabilité de systemes complexes,...

Les problemes liés a ’attente dans un centre de service sont omniprésents dans notre société.
Les exemples ne manquent pas :

- attente & un guichet (caisse dans un supermarché, administration),

- traffic urbain ou aérien,

- réseaux téléphoniques,

- circulation de pieces dans un atelier,

- programmes dans un systeme informatique,...

Il est devenu inconcevable de construire un systéme quelconque (que ce soit un systéme in-
formatique, un réseau de communication, un systeme de production ou un systeme de la vie
quotidienne) sans avoir auparavant fait d’analyse des performances. La pression des enjeux
économiques est telle actuellement que 'on ne peut aboutir & un systéme sous-dimensionné
et que l'on doit éviter au maximum le surdimensionnement. Construire un systeme adapté,
respectant le plus possible les objectifs du cahier des charges est une démarche qui passe obli-
gatoirement par une étape de modélisation et d’analyse des performances.

En plus des modélisations analytiques, les simulations sur calculateurs permettront des
évaluations relativement précises, mais demandant parfois des temps de calcul qui peuvent étre
importants si I’on veut reproduire correctement les phénomenes aléatoires et avoir atteint un
régime permanent.

Une condition nécessaire pour dimensionner un centre de service est qu’il soit capable
d’absorber le débit moyen de clients prévu, condition tres facile a vérifier par de simples calculs
de débits moyens. Mais, méme avec un systeme correctement dimensionné, le caractere aléatoire
des arrivées et des temps de service rend les attentes impossibles a éviter completement.

La théorie des processus aléatoires concerne I’étude mathématique de phénomenes physiques,
biologiques ou économiques évoluant dans le temps, et dont 1’évolution est de caractere aléatoire,
c’est-a-dire non prévisible avec certitude.

Pour définir un processus aléatoire, il faut :

1- Un espace des temps 7' (T C IR4)

Les deux espaces des temps les plus utilisés sont :

e I'=1IN : le processus est dit discret ; on regarde ce qu’il se passe a chaque unité de temps,
ou bien on fait une suite d’opérations et on regarde ce qu’il se passe a chaque opération (ex :
lancer d’une piece).



e T'=1R; : le processus est dit continu : on garde les yeux fixés sur un systeme qui évolue dans
le temps a partir d’un instant ¢y que ’on prend pour origine des temps (¢t = 0).

2- Un espace des états F

L’ensemble E peut étre :

e discret : c’est-a-dire fini ou dénombrable. 1l sera, dans ce cas, souvent pratique d’identifier £
avec une partie de IN ou de 7Z.

e non discret : par exemple £ = IR ou E C IR? (partie du plan) ou E C IR? (partie de I’espace)

3- Une famille de variables aléatoires (X;)icr.

Ces variables aléatoires sont toutes définies sur un méme espace probabilisé (2, A, P) et a
valeurs dans ’espace des états F.

Ainsi, & chaque instant ¢t € T', on associe, non pas une valeur déterministe (comme dans le
calcul d’une trajectoire mécanique) mais une valeur aléatoire décrite par une variable aléatoire
X; a valeurs dans F.

La variable aléatoire X; peut représenter les résultats d’essais successifs comme par exemple,
le jet d’une piece a pile ou face, ou des observations successives sur une caractéristiques d’une
population.

Le processus aléatoire est la famille de variables aléatoires (X;)ier. ‘

Un processus aléatoire est une généralisation d’un vecteur aléatoire. Comme dans le cas du
vecteur aléatoire, la connaissance de la loi de X; pour tout ¢ € T est loin de caractériser le
processus.

En particulier, elle ne donne aucune information sur le passage de t a t + At et donc, sur
I’évolution du processus.

Ce qui jouera le plus grand role dans I’étude des processus aléatoires, ce sont les probabilités
de transition.

Si B; et Bs sont des parties de F, on note P([X;1a: € Bs2]/[X: € Bj]) la probabilité de
transition de By a Bg entre t et t + At (c’est-a-dire la probabilité d’étre dans By a l'instant

t + At sachant qu’on était dans B; a l'instant ¢ ).

Les éléments principaux qui différencient les processus aléatoires généraux sont I'espace des
états E, 'espace des temps T et les relations de dépendance entre les Xj;.

4- Quelques relations de dépendance.

e Processus de comptage :
Un processus de comptage (NVi)ier, ou T C IR, est un processus croissant (si s < ¢, alors




Ny < Ny), a valeurs dans E' = IN.

e Processus a accroissements indépendants :
Un processus croissant (X¢):>0 est dit & accroissements indépendants si pour tout n € IN*,
et pour tous t1,--- ,t, tels que t; < to < --- < t,, les accroissements Xy, — Xo, Xy, — Xy,
-, Xy, — Xi,_, sont des variables aléatoires indépendantes.

e Processus homogene dans le temps :
Le processus (X¢)i>0 est dit homogene, si pour tout ¢ et pour tout s, la loi de X¢15 — X ne
dépend pas de s.

e Processus de Markov :
Le processus (X¢)¢>0 est dit de Markov, si pour tout n € IN, pour tous ¢y, -+ ,tp, tht+1 tels que
T <t < - <tp <tpt1:

P([Xe, 0 = enn]/[Xey = ea] NN [Xy, = en]) = P([Xe,py = ena]/[Xe, = en))

c’est-a~dire que seul le passé le plus proche est pris en compte pour déterminer les probabilités
d’occupation de chaque état.

Exemples de processus aléatoires

a) Signal télégraphique

Ce processus, utilisé en théorie de la communication, rend compte de ’état d’occupation
d’une ligne.

Ay, : instant du début de la £®™® communication ;

Dy, : instant de la fin de la kM communication.
T=R;; E={-1,1}.

Xy = 1 si la ligne est libre, c’est-a-dire s’il existe k tel que Dy <t < Apy1 ;
X; = —1 si la ligne est occupée, c’est-a-dire s’il existe k tel que Ay <t < Dy.

On a la, un processus (dit & créneaux), markovien, a accroissements indépendants, homogene
dans le temps.

Problemes qui se posent :

e Trouver la loi de X; ;
e Calculer P([X; = ¢;]/[Xs = €;]) pour s < t et pour e;,ej € E ;
e Existe-t-il une loi limite de la loi de X; quand ¢ tend vers l'infini ?

b) Processus de ramification

Ce processus est utilisé pour suivre ’évolution de certaines populations animales ou cellu-
laires, ou bien d’un nom chez les humains.



Chaque individu génere, indépendamment des autres, un nombre aléatoire de descendants.

X,, est le nombre d’individus total & la n'®™¢ génération.
E=IN:T=IN.
Le processus est markovien.

Problemes qui se posent :

e Déterminer la loi de X, ;
e Trouver une relation entre X,, et X,, 41 ;
e Existe-t-il une probabilité non nulle d’extinction de I’espece 7

c) _Files d’attente

Ces processus sont utilisés en recherche opérationnelle.

Des clients se présentent a des guichets a des temps aléatoires, pour y recevoir des services
de durée aléatoire (ex : banque, magasin, péage d’autoroute...)

X; est le nombre de clients en attente a l'instant ¢.
E=IN; T=1R,.

Problémes qui se posent :

e Existence d’'un régime stationnaire, nombre moyen de clients en attente, durée moyenne de
I’attente d’un client ;
e Détermination du nombre minimal de guichets assurant un bon écoulement de la file.

d) Mouvement Brownien

Dans un gaz, chaque particule est soumise aux impacts incessants de ses voisines. Les colli-
sions provoquent des déplacements.

X, est la position d’une particule donnée a l'instant t.
X; — X, est le déplacement pendant [s,t[ : c’est la somme d'un grand nombre de petits
déplacements indépendants et il sera légitime de supposer que sa loi est une loi Normale.

Le processus est a accroissements indépendants, homogene dans le temps.
Ce cours a pour objectif de donner quelques éléments de théorie sur les processus aléatoires

généraux : processus de Markov, de Poisson, de naissance et de mort, puis sur les systemes
d’attentes : files uniques et réseaux, avec entre temps une application a la fiabilité.




Chapitre 1

|Processus de Markov |

1.1 Généralités

Le processus de Markov fournit un outil simple de modélisation d’une classe particuliere
de systemes a espace d’états discret. L’analyse des processus de Markov est un préliminaire
nécessaire a ’étude des systemes de files d’attente.

Définition : Le processus (X;):>0 est dit de Markov, si
a)axiome de Markov : pour tous t; < to < -+ < t, < tyy1, pour tous xy, - ,Tpi1 :

P([ Xt = 2] /[ Xy = @] 00 [Xe, = 20]) = P([Xe,py = Tna] /[ X, = 2])

b)axiome d’homogénéité : pour tous s et ¢, pour tous z,y € E, P([Xi+s = y]/[Xs = z]) ne
dépend que de t (et non des instants s et t + s).

L’axiome de Markov traduit que la probabilité de n’importe quel comportement futur, le
présent étant connu, n’est pas modifié par toute connaissance supplémentaire du passé.

Notations : On pose p; 4(t) = P([Xiys = y]/[Xs = z]) = P([X¢ = y]/[Xo = z]) et P(t) =
(Py(t))zyer. On pose aussi 7 (t) = Py, (vecteur ligne de composantes 7, (t) = P([X; = z]).)

Propriétés :
a) P(t) est une matrice stochastique, i.e. py4(t) > 0 et pr y(t) = 1 pour tout .

b) Pour tout s et pour tout ¢, P(s +t) = P(s)P(t).

¢) Pour tout s et pour tout ¢, 7 (s +t) = 7 (s)P(t).

Preuve :
a) pz,y(t) € [0,1] car c’est une probabilité. De plus, la ligne z correspond & la loi P

szy = S P, = y)) = 1.

Y

(X .
0=2] ¢t on a bien

b) Pour calculer p.,(t+ s) = P¥o=/([X,1 . = ¢]), on va faire intervenir les différents états pouvant étre
occupés a l'instant ¢ :

P[X0=x]([Xt+5 =y]) = P([Xo =] N [Xt4s = y])

P([Xo = z])
. P([Xo :.T]Q[Xt :Z] ﬂ[Xt+s :y])
-2 P = )
- ¥ P([Xeys = y]/[Xo = 2] N [Xi = 2]) P([Xo = 2] N [X; = 2])
2 P(Xo = 1))
= Y P([Xers = yl/[Xe = 2)) P([X: = 2]/[Xo = 2])

d’apres I'axiome de Markov (X n’apporte rien de plus que X; pour déterminer la loi de X¢4s). Ainsi, on a

Pay(t +5) = Z P,z (1)P2,y(8)

z€EE

5



qui est le coefficient (x,y) de la matrice produit P(t)P(s).

&) my(t+5) = P([Xewe = y]) = 3 P([Xers = yl/[Xs = a)P([X; = a]) Cest-a-dire

zeE

my(t+s) = Z 7z (8)Pa,y(5)-

z€E

1.2 Chaines de Markov a temps discret

Pour cette classe particuliere de processus, on ne s’intéresse a 1’état du systeme qu’en des
instants particuliers ¢,, de leur évolution. Cela peut se produire dans deux cas :

— Soit on s’intéresse a I’état du systeme a intervalles de temps réguliers comme par exemple
tous les jours ou toutes les heures. On a alors t,, = n7, ou 7 est I'unité de temps considérée.
C’est le cas le plus simple a comprendre. L’état du systeme a I’étape n du processus est alors
I’état du systeme au n-ieme jour ou a la n-ieme heure.

— Soit on s’intéresse a I’état du systéme juste apres un événement : t,, est alors 'instant du
n-ieme événement. L’état du systeme a I’étape n du processus correspond alors a 1’état juste
apres le n-ieme changement d’état. Les instants effectifs de changements d’états ne sont alors
plus équidistants.

Pour simplifier, on traitera ici le premier cas et on prendra T = IN.
1.2.1 Matrice de transition et graphe d’une chaine de Markov
On notera P la matrice P(1) définie précédemment (et p,, = pz4(1)). Comme, pour tous

entiers m et n, on a P(n +m) = P(n)P(m), on a en particulier, pour tout n, P(n + 1) =
P(n)P(1) = P(n)P et donc, comme de plus, P(0) = I = P°

P(n) = P" et ?(n) = ?(O)P" pour tout n € IN|.

Ainsi, la seule donnée de la matrice de transition P et de 7 (0) suffit & déterminer la loi de
X, pour tout n € IN.

La matrice de transition P caractérise la chaine et se préte bien aux calculs mais, pour
mieux visualiser les transitions entre états, il est souvent utile de faire un graphe de la chaine,
équivalent a la donnée de P ou :

— les états sont représentés par des points ;
— une probabilité de transition p, , > 0 est représentée par un arc orienté de x a y au dessus
duquel est notée la valeur de p, .

1.2.2 Exemples classiques de chaines de Markov

a) Chemin aléatoire & une dimension
i) Un individu qui a bu fait, a chaque instant, de fagon aléatoire, un pas en avant
ou un pas en arriere. On a un graphe “en boudins” et une matrice de transition tridiagonale :

1 L. .
E =7, piit1 =pii-1= 50 Pig = 0sili—j]#1.



ii) Ce méme individu est maintenant dans un couloir fermé de chaque coté par une
porte (E = {0,---,N}). Lorsqu’il heurte une porte, il est assomé : 0 et N sont des états
absorbants (une fois qu’on y est, on y reste).

iii) Méme cas de figure que ii) mais quand l'individu heurte une porte, celle-ci, au
lieu de ’assomer, le renvoie un pas en arriere.

l—«o o
p_( ; 1_5).

On suppose que 7 (0) = (1,0). Que vaut 7 (n) ?

b) Chaine a 2 états

On a 7 (n) = 7 (0)P" et pour calculer les puissances d’une matrice, on étudie ses éléments propres.

— On sait que A; = 1 est toujours valeur propre de P (associée au vecteur propre (1,--- ,1) car Z Do,y = 1).
yeE
Pour trouver ici 'autre valeur propre, on utilise A1 + Ao =trP=2—a—0F: da=1—a—F#1si P#1: P est
donc diagonalisable.
— Recherche des vecteurs propres : pour A2 = 1 —a — 3, (1 — a)z1 + az2 = (1 — a — B)z1 conduit &
Br1 + axe = 0.
1 o

HOnadonc,siQ:( 1 -8 ),alorsQfl:aiﬁ<€ _cly ) et

= N AT 0 1 (Btae(l—a-—pB)" a—al—a-p)"
7T(7L)—7T(0)Q< 0 )\S)Q —( P , P )

1.2.3 Classification des états

Définition : Soit x et y deux états. On dit que z mene a y sil existe n € IN tel que p, ,(n) > 0.
On dit que x et y communiquent si x meéne a y et si y meéne a x.

Remarque : Pour n > 1, p,y(n) = Z Pa,z1Par s Pap_r,y done, si pgy(n) > 0, il
Z1,Tn—1
existe w1, -+ ,wp_1 tels que ppzy > 0, Pryay > 0,00, Pyy_yy > 0, c’est-a-dire que 'on peut
trouver sur le graphe un “chemin” de z a y si * # y (il peut méme y en avoir plusieurs!).
Attention toutefois, py .(0) = 1, donc  mene toujours & x méme s’il n’y a pas de chemin de z
vers lui-méme.

La relation de communication est une relation d’équivalence ; une chaine a une seule classe
est dite srréductible.

Définition : Un état x est dit non essentiel s'il existe un état y et n € IN tels que p; 4(n) > 0
et py 2(m) = 0 pour tout m € IN. Dans le cas contraire = est dit essentiel.

Les états d’une méme classe de communication sont de méme nature : on parlera de classe
non essentielle (classe que 'on peut quitter) et classe essentielle (ou absorbante) (classe que 'on
ne peut pas quitter).

Définition : La période d(z) d’un état = est définie par :

d(z) = P.G.C.DA{n € IN* ; p; »(n) > 0}

(avec d(x) = 0 si pour tout n € IN*, p, .(n) = 0). Sid(z) =1, = est dit apériodique.




Propriété : Tous les états d’'une méme classe de communication ont méme période.

Preuve : Si z et ' communiquent, il existe k et [ tels que p, (k) > 0 et pyr (1) > 0. Alors pyo(k +1) > 0.

Soit m tel que p,/ (M) > 0. Alors pe o(k+m+1) > 0. Donc d(z) divise k+1 et d(z) divise k+m +1 ; donc
d(x) divise m et ceci, pour tout m tel que p,s ,(m) > 0, donc d(z) divise d(z'). Comme =z et x’ jouent le méme
réle, d(z) = d(z").

o
Remarque : Une classe dont un élément admet une boucle, (c’est-a-dire p; , > 0), est obli-

gatoirement apériodique (c’est-a-dire de période 1), mais ce n’est pas une condition nécessaire.
Exemple de chaine périodique : marche aléatoire sur ZZ.

Théoréme : Si x et y sont dans une méme classe de communication de période d, si p, (1) > 0
et si pgy(m) > 0, alors d divise m — n.

Preuve : Comme y meéne a x, il existe k tel que py,o(k) > 0. On a donc pyo(m + k) > 0 et pyo(n+ k) > 0.
Donc d divise m + k et n + k, il divise donc la différence.

Ainsi, on peut partitionner les classes périodiques de la fagon suivante :

Définition : Soit C' une classe de communication de période d, et soit xp fixé dans C'. On
définit, pour k € {0,1,--- ,d — 1},

Cr={y € FE; sipyy(n)>0alorsn=k[d}.

Les C}, sont appelées sous-classes cycliques de C.

Remarque : Les C}, n’ont pas forcément le méme nombre d’éléments, mais elles sont toutes
non vides.

min{n > 1; X,, =z} siil existe m > 1 tel que X,,, ==

T =
On pose T}, {+oosiXm7é:cpourtOUtm21

Définition : Un état z est dit récurrent si PPO=7([T, < +00]) = 1, c’est-a-dire, si partant de
x, on repasse presque stirement en x. Dans le cas contraire, x est dit transitoire.

On pose f;”y) = P[onx}([Ty = n]) pour n > 1 (et par convention fi,og =0) et

e = EO=(T) = Y gl

n>1

On a alors o récurrent si et seulement si Z fy;) =1, et p, représente le temps moyen de retour
n>1

en x : il peut étre infini, méme si z est récurrent. On est donc conduit a une classification plus

fine des états récurrents.

Définition : Un état récurrent est dit récurrent positif si p, < 4+00. Dans le cas contraire, il
est dit récurrent nul.




Propriété : Pour n > 1, on a p, 4(n Z l,ypyy n—k).
k=

Preuve : Le processus passe de x & y en n étapes si et seulement s’il passe de x & y pour la premiére fois en k
étapes (0 < k < n) et s’il passe ensuite de y & y en les n — k étapes suivantes. Ces chemins, pour des k distincts,
sont disjoints, et la probabilité d’un chemin pour k fixé est f,(cky)pyy(n — k).

Ce raisonnement intuitif peut étre rendu rigoureux de la fagon suivante.

Comme, pour n > 1,

— (@ =KX = gD UL, =1,

on en déduit, les [T, = k] étant disjoints,

n—1

P([Xn =y]/[Xo =2]) = P(ITy = KN [Xn = y]/[Xo = a]) + £{7)

3 >
Il
e

P([T, = K|/[Xo = 2)) P([Xn = y)/[T, = K| N [Xo = a]) + f17)

=
Il
—

Or, pour 1 <k<n-—1, [T, =kl N[Xo = z] est de la forme AN [X} = y] ou A ne dépend que de Xo,--- , Xp_1.
Par conséquent,

P([Xn = yl/[Ty = k] N [Xo = z]) = P([Xn = yl/AN[Xk = y]) = P([Xn = yl/[Xk = 9]) = py.y(n — k).

Comme P([X, = y]/[Xo = z]) = pa,y(n) et P([Ty, = k]/[Xo =z]) = ,(cky), il en résulte

n
k
Pay( Z fw,ypy y )+ far,y Z fw,ypy y(n—k) = Z fa(v,y)py,y(n — k)
k=0

: 0
avec la convention f;; =0.

]
Théoréme (critere de récurrence) :
+oo “+o0o
1) Un état y est récurrent si et seulement si Zp%y(n) = 4o00. On a alors pr,y(n) = 400
. n=0 n=0
pour tout x qui mene a y.
+00
2) Un état y est transitoire si et seulement si Z Py.y(n) < 400.
n=0
On a alors pr y ) < 400 pour tout z € E.
n=0
Preuve : On considere les séries entieres Fi 4 ( Z s f,(c"y) et Pry Z 8" Pa,y (
On établit que ‘ Py y(8) = 02,y + Fr,y(s)Pyy(s) ‘
En effet, Py (s Zs Pay(n) = pa,y(0) + Z Zfz WDy (n — k) avec pey(0) = 62,4(0). De plus
n=1
fg(gf);py,y(O) =0, donc on a blen
Z fo yPyy(n —k Z ,ypy y(n —k) = Foy(s)Pyy(s)
n=1 n=0 k=0

d’apres la définition du produit de deux séries.

En appliquant ceci a & = y, on obtient P, 4(s) = 1 + Fy () Py 4(s), soit P, 4(s) = 1 ; (s)’
— Iy yls

s



e Si y est récurrent, fy,,, = 1, soit, par le lemme d’Abel, lil’{l Fy4(s) =1 et donc lir{l P, 4(s) = +oo.
s—1_ s—1_
e Six # y et si x mene a y, alors Fy (1) # 0, et, comme Py y(8) = Fyy(s)Py,y(s), si lir{l P, (s) = 400,
alors lir{l Py, y(s) = +00.

e Si y est transitoire, alors lir{l P, ,(s) < 400 et, comme on a F,,(1) < 1, on a lirP P y(s) < +oo,
s—1_ s—1_

—+oo
c’est-a-dire pry(n) < 4o0.

n=0
mi
+oo
Conséquence : Si y est transitoire, alors pr’y(n) < +o00 pour tout x, et, en particulier,
n=0
lim pg,(n) =0, mais la réciproque est fausse en général.

n—-+00

Propriété : Les états d’'une méme classe de communication sont, soit tous récurrents, soit
tous transitoires.

Preuve : Six et ' communiquent, il existe k et [ tels que p, ./ (k) > 0 et p,s »(1) > 0. On a donc pe o (k+n+1) >
Dawt (B)Par o (M)Par (1) €t donc pa,o(1) > Pu s (k)par o (1)par o (1). Dol si x’ est récurrent, alors x I'est aussi et,
comme z et =’ jouent le méme réle, si x est récurrent, alors &’ I’est aussi.

Cas particulier des chaines finies : Si F est fini, la classification se simplifie beaucoup.

Propriété : Si E est fini, essentiel équivaut a récurrent et il existe au moins un état récurrent.

Preuve :

e Si tous les états étaient transitoires, on aurait lirf Pz,y(n) = 0 pour tout y et alors, comme la somme ne
n—-1+00

comporte qu'un nombre fini de termes, lim Z Da,y(n) = Z lim pg,y(n) = 0, ce qui contredit Z Pay(n) =
n—-+4oo n—-+4oo
yeE yeE yeEE

1.

e Si x est non essentiel, la probabilité de ne pas revenir en x est non nulle, donc fg » # 1 et = est transitoire.
Donc, récurrent implique toujours essentiel (méme si E est infini).

e Si x est essentiel, la chaine réduite a la classe de communication de x est une chaine finie si E est fini, et
admet donc au moins un état récurrent. Comme tous les états d’'une méme classe sont de méme nature, x est
bien récurrent.

1.2.4 Absorption par les classes récurrentes dans le cas fini

Si Ry,---, Ry sont les classes récurrentes de (X,,) et 7 l'ensemble de ses états transitoires,

on numérote les états de 7 de 1 a ¢t ; pour j € 7 , on note a§")(Ri) la probabilité que, par-
+oo

tant de I'état j, on arrive dans la classe R; & la n'®™¢ étape et on pose a;(R;) = Z agn) (Ry)
n=1

(probabilité d’absorption de ’état transitoire j par la classe récurrente R;). On pose a(")(Ri) =

10



agn) (RZ) —+o00
et a(R;) = Z a™(R;). Enfin, on note Pr la matrice extraite de P en ne gardant

que les lignes et les colonnes correspondant aux états transitoires.

Propriété : On a (I — Pr)a(R;) = a(l)(R ) avec a Z Dz
TER;
Preuve : Pour n > 2, a; Z ;. (n 1)
z¢R;

Mais, si € Rx, avec k # i, alors a(" 1)(R ) =0, car lorsqu’on est dans une classe récurrente, on y reste.

On a donc :

ai(Ry) = D aV(R) =V (R)+ 33 piead (R

n>1 n>2xzeT
SERES Wi ol
zeT n>2
= a(Ri)+ Y pieas(R)
xzeT

ce qui donne la ligne j de la propriété.

1.2.5 Distribution stationnaire

Définition : Une famille 7 = (7, ).e est dite distribution stationnaire d’une chaine, de matrice
de transition P, si c’est une probabilité qui vérifie @ = 7T P.

Remarques :
¢ Si 7(0) = 7, alors, 7 (n) = pour tout n (preuve par récurrence sur n : étant donné
que T(n+1)=7T(n)P,si T(n)=T7,alors T(n+1)=7TP=T7.)

—

e Si (X,,) converge en loi, lirf 7 (n) est une probabilité notée 7 (>) qui est distribution
n—-—+0oo

stationnaire de la chaine. En effet, on a 7 (n + 1) = 7 (n)P pour tout n € IN et, en prenant la

limite quand n — 400, on obtient bien 7)) = ) p,

e T peut ne pas exister : si £ = IN et Pkk+1 = 1 pour tout k € IN, T = 7 P conduit &
7o = 0 et 7, = mp_1 pour tout k € IN* : on aurait alors 7, = 0 pour tout k € IN et 7 ne peut

pas étre une probabilité.

e Une chaine peut admettre une infinité de distributions stationnaires.

Interprétations :
o T, = g TePzy S6crit aussi g TyPys = TPy ( car pyz = 1). On peut
Y aPz,y yPy,x E Ty E Y,z .
zel zel zel zel

interpréter myp,, comme le nombre moyen de transitions de y vers z par unité de temps et

Z TyPy,z S'interprete alors comme le flux moyen de sortie de I'état y. De méme, Z TxDz,y €St

zelR zelR
le flux moyen d’entrée dans 1’état y. Ainsi, en régime permanent :
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pour tout état y, il y a égalité entre le flux sortant de y et le flux entrant dans y.

e m, peut s’interpréter comme la proportion de temps passé dans ’état y.

Propriété : Si 7 est distribution stationnaire d’une chaine irréductible, alors 7, > 0 pour tout
zeFE.

Preuve : Ona @ = @ P" pour tout n € IN, donc m, = Z TP,y (n) pour tout état y.
zeFE
Supposons qu’il existe y tel que my = 0. Alors, comme 7mzpz y(n) > 0, on a, pour tout € E et pour tout
n € NN, prx,y(n) =0.
Or, la chaine étant irréductible, il existe n tel que Tzpg,y(n) > 0 ; d’ott m, = 0, et ceci, pour tout z. On a
— - . . . . — T
alors ™ = 0, ce qui est impossible, puisque 7 est une probabilité.

m
Si z est récurrent positif, on pose, pour tout y € E, p,(y) = EXo=2] Z U x, —y)n(Ts>n)

n>0

c’est le nombre moyen de visites dans 1’état y entre deux visites dans I’état .

Propriété : Si z est un état récurrent positif, alors 7 = (pg;_(y)> est distribution station-

Hax yeE
naire.
Preuve : On a
paly) = EF= Z Tix, =yn[Te>n] | = ZIE[XOZ%] (Lix, =y (70 >n))
n>0 n>0
= > PR (X, = y] N (T2 > )

n>0

Siy #x, on a PP ([X, = y] N [T > 0]) = 0 et, pour n > 1, on a aussi PP~ ([X,, = y| N [T, = n]) =0, de
sorte que l'on a deux expressions pour p(y) :

pely) = 3 PP (X, = ] N [T > n— 1)) 5 (+)

n>1

pa(y) =Y PR (X, =y N [T% > n]).
n>1
D’autre part, P~ ([Xo = 2] N [T, > 0]) = 1 et, pour n > 1, les probabilités P°=" ([X,, = z] N [T > n]) sont
nulles, de sorte que p.(z) = 1. Comme z est récurrent, la relation 1 = f; . = Z PXo==l(IT, = n)) est vérifiée.
n>1
Or, elle peut encore s’écrire 1 = p,(z) = Z PXo=l (X, = 2] N [Ty > n —1]). Ainsi, (%) est vérifiée pour
n>1

tout y € E. On la réécrit :

pay) = PEOTI(Xy =y [T >0) + > PP7([X, =y [Ty >n—1])
Pay + Y PO (X =] N [Te > n—1)).

Maintenant, pour n > 2,

PRI (X, =yIN [T >n—1]) =Y PR (X 1 =2 N [Xp =y N[T >n—1]) = K
z#T
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avec K =% PO~ (X, =y]/[Xp 1 =20 [T > n— 1)) PFO(X, 1 = 2N [T > n —1)).
Or, Ziz
[Tm >7“L*1]ﬂ[Xn71 :Z] :[X1 #l‘]m‘“ﬂ[anl ;éx]ﬂ[anl :Z] :“‘ﬁ[anzyéx]ﬂ[anl :Z],

et, par 'axiome de Markov

PXO= (X, = y) /[ X1 = 2] N [T > n — 1]) = PP (X, = y]/[Xn 1 = 2]).

Ainsi,
plXo=a] (Xn=yN[Te>n-1]) = ZP[X():x] ([Xn = y]/[Xn_1 = 2]) plXo=2lp ([Xn_1=2]N[Tx >n—1))
z#T
= sz,yP[onx]P([Xn—l =zlN[Ty >n—1]).
z#T
Par suite,
pa(y) = peyt+y PROTI(X0 =yIN [T >n—1))
n>2
= peyt Y > pey PR (X = KN [T >0 — 1))
n>2 z#x
= Deyt Y pey y PEOTN(X 0 = KN [T >0 - 1))
ZF#T n>2
= Doyt Doy, pFo=el (X, = KN [T, > n))
z#x n>1
= Pay+ sz,ypx(z) = pr(z)pz,y~
z#wm z

D’autre part, on a

Z Px(y)

ST S Wik, —yamsn | = BTSN i 2w

Y n>0 n>0 y

= BT S Wiy | = 30 PRTTL > ) = BTN =

n>0 n>0

pa(y)

T

. 11 en résulte bien que 7 est distribu-

Si x est récurrent positif, alors p, < +00 et on peut poser m, =

tion stationnaire.

Théoréme :

1) Une chaine irréductible admet une distribution stationnaire 7 si et seulement si tous ses
états sont récurrents positifs. Dans ce cas, T est unique et m, = 1 /1 pour tout z € E.

2) Une chaine quelconque admet une distribution stationnaire si et seulement si elle possede une
classe récurrente positive. Dans ce cas, si 7 est une distribution stationnaire et si (R;); sont les
classes récurrentes positives, il existe des réels positifs A\; de somme 1 tels que :

7, = 0 si z n’est pas récurrent positif et m, = \;/p, si © € R;.

Preuve :
1) e On montre facilement que lexistence d’une distribution stationnaire implique la récurrence de la chaine.
En effet, on a alors @ = 7 P" pour tout n € IN, d’ou 7, = Z TePz,y(n) pour tout y € E. Si tous les états

z€E
étaient transitoires, on aurait, pour tout z € F, lirf Pa,y(n) = 0.
n— oo
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Comme pg,y(n) < 1 et que Zm; converge, on peut appliquer le théoreme de convergence dominée de

xT
Lebesgue, c’est-a-dire intervertir limite et somme.

On a alors my = lim E TeDa,y(N) = E lim 56"13 = 0, ce qui est contradictoire.
Saagery> e
x x

e On montre ensuite que, si 7 est une distribution stationnaire, que I’on prend comme distribution initiale,
alors myuy = 1 pour tout état y.

En effet, 1, = EX0=(1,) = 37 PXo=0((7, > p]) = 37 PRO=([, > n]) ; d'ot

n>0 n>1
mypy =y PPOTN(T, 2 n)P([Xo = y]) = ) P([Xo =y|N[T, = n]).
n>1 n>1

On pose an = P([Xm # y pour 0 < m < n]). Ona P([Xo =y|N[T, > 1]) = P([Xo =y]) =1 — ao et, pour
n > 2,

P(Xo=y]N [T, >n—1)) = P((Xo=y]N[Xn#ypour 1 <m<n— 1)
= P([Xm#ypourl<m<n—1]) — P([Xm #y pour 0 <m <n-—1])

P([Xm #ypour 0 <m <n—2]) — P([Xm #y pour 0 <m < n—1])

= Qan-2 —0Gn-1

d’apres I’axiome d’homogénéité. Donc p,my, = Z P(Xo=ylN[T, >n])=1— lim anet lim an,=P([Xm #

w1 n—-—+oo n—-—4oo
, 1
y pour tout m > 0]) = 0 car y est récurrent. Donc pym, = 1 et, comme 7, > 0, on a p, < +00 et 7y = —.
Yy
On a ainsi montré que tout état y est récurrent positif et que la distribution 7 est unique.
e Réciproquement, si les états sont récurrents positifs, on a une distribution stationnaire donnée par la pro-
priété précédente, et, d’apres ce que l'on vient de voir, cette distribution est donc unique et vérifie my = — pour
I

y
tout état y.

2) Si 7 est distribution stationnaire, alors @ = 7 P" pour tout n € IN. Dol 7, = Z TePa,y(N) pour tout

zEE
ye L.
e Si y est transitoire, on vérifie exactement comme dans 1) que m, = 0.
e Si y est récurrent, alors m, = E Moo,y = E TzPa,y Car si x est transitoire, m, = 0 et si x est récurrent,

TER ze€Cl(y)
dans une autre classe, py,y = 0.
En posant C' = Cl(y) et 7(C) = Z Tz, ON a :
zeCl(y)
— soit 7 (C) = 0 et alors 7, = 0 pour tout z € C ;

R =2 Ty
— soit 7 (C) # 0 et alors T = <ﬂ_(0)

) est distribution stationnaire de la chaine irréductible réduite
zeC

7(C)

a C. Par conséquent, d’apres I'unicité vue au 1), on a m, =
Hax

Y T(EC) =1

et x est récurrent positif. De plus, on a

c
. 1 A
e Réciproquement, Z — =1let Z Z AL Z)\k =1.
very, M % wer, M k
De plus, m, = Z TxPz,y = Z TePa,y-
z€E zeCl(y)

Conséquences :
— . 9 . . ’ iLe
1) 7 n’est pas unique s'il existe plusieurs classes récurrentes positives.

2) Les états d’'une méme classe de communication sont, soit tous transitoires, soit tous
récurrents positifs, soit tous récurrents nuls.
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En effet, soit x récurrent positif. Alors x est essentiel et la chaine réduite & la classe de communication de x
est irréductible et admet une distribution stationnaire puisqu’elle possede un état récurrent positif. Donc, tous

les états de la classe de communication de x sont récurrents positifs.

3) Si la chaine est irréductible, le nombre moyen de visites & y entre deux passages par x

vérifie p,(y) = Ha
Yy

= in _peay) . TR O

En effet, 7 définie par my = —=* est distribution stationnaire et d’apres l'unicité, 7, = —.

x My

1.2.6 Comportement asymptotique

La loi conditionnelle de X,, sachant [X(, = z] est représentée par la famille (p;y(n))ycE-
Pour avoir la convergence en loi, il est nécessaire que lirf Pay(n) existe pour tout y mais, en
n—-—+0oo

général, ceci n’est pas suffisant car il n’est pas évident que la famille limite soit une probabilité.
C’est pourquoi, on introduit la notion plus restrictive suivante :

Définition : On dit que la chaine (X,,),>0 de matrice de transition P admet une distribution
limite si, pour tout (z,y) € E?, Pzy(n) admet une limite [, indépendante de x, quand n tend
vers 400, la famille T = (ly)yeE étant non identiquement nulle.

La famille [ = (Iy)yek est alors la distribution limite.

N
Remarque : Il n’est pas évident, a priori, que si [ existe, elle mérite le nom de distribution.
Il est clair que I, > 0, mais de Zp%y(n) = 1, on déduit a priori seulement que Z ly < 1.

yer yer
Pour pouvoir aller plus loin, il va falloir admettre le théoreme suivant, dit théoreme ergodique :

Théoréme ergodique : Siy est apériodique ou non récurrent positif, alors liIJIrl Pay(n) = Joy
pour tout x € F.

Conséquences :

e En particulier, si y est non récurrent positif, alors lirf Pzy(n) = 0.

n—-r+oo
1
e Si x = y apériodique ou non récurrent positif, alors lirf Pyy(n) = —. En effet, si y
n—-r+oo

y
est récurrent, alors f,, = 1 et si y est non récurrent, alors p,, = 400 et comme f,, <1, on a

1
M:—:0.

Hy Hy

Remarque : Si y est récurrent positif de période d # 1, lirf Pz,y(N) peut ne pas exister.
n—-roo

— —
Propriété : Si [ est une distribution limite, alors [ est 'unique distribution stationnaire de
la chaine.

Preuve : Soit y tel que hl:IFl Pa,y(n) =1y # 0. Alors, nécessairement, y est récurrent positif, d’apres le théoréme

ergodique. Il existe donc au moins une classe récurrente positive. Mais il ne peut pas en exister plusieurs car
sinon, en prenant x dans une autre classe récurrente positive, on aurait lim pgy(n) = 0. Il existe donc une
n—-—+oo

1

. . . . . . —_— 7 7 e .

unique distribution stationnaire 7 avec m; = — pour tout état récurrent positif, et 7, = 0 sinon.
Mz
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On a donc, pour tout état y, my, = Z TePz,y(n) et, comme pzy(n) < 1 et que Z T converge, on peut
zeE TEE
appliquer le théoreme de convergence dominée de Lebesgue, c’est-a-dire intervertir limite et somme.

Jiare
On a Ty = ngrfoo Z prx,y(n) = Z T ngToopx,y(n) = ly Z Ty = ly7 donc | =7.

zeE rzeE zeE
—
En particulier, on en déduit que [ est une loi de probabilité.

O

Théoréme : 1) La distribution limite existe si et seulement si la suite (X,,)n>0 converge en loi,
la loi limite n’étant pas fonction de la loi initiale. La limite en loi est alors la distribution limite,
qui est aussi I'unique distribution stationnaire de la chaine.

2) La distribution limite existe si et seulement si il existe une seule classe récurrente apériodique
C telle que, pour tout z € F et pour tout y € C, la probabilité que, partant de x, la chaine
passe au moins une fois par y soit égale a 1.

Preuve : 1) résulte de la définition de la distribution limite et de la propriété précédente.
2) résulte essentiellement du théoréme ergodique et du fait que, si y est récurrent périodique, nEToo Pa,y(n) n'existe
pas.

O

Remarque : Une chaine peut converger en loi sans qu’il existe de distribution limite, mais,
dans ce cas, la limite en loi dépend de la loi initiale : cela se produit s’il existe plusieurs classes

récurrentes positives ou bien s’il existe une classe récurrente positive de période d # 1.

Pour terminer, on admettra le théoréme suivant :

Définition : Une chaine récurrente positive, de période d, admet une unique distribution
stationnaire (7y)ycr telle que, si z et y sont dans la méme sous-classe cyclique :

lim pgy(nd) = dm,.

n—-+o0o

1.3 Processus de Markov continus

1.3.1 Régime transitoire

Contrairement a ce qui se passe pour les chalnes de Markov a temps discret, on ne dispose
pas ici d’un historique complet du processus : on observe celui-ci a certains instants dans le
temps, choisis aussi nombreux que 'on veut et répartis comme on veut mais la notion d’“unité
de temps” n’a plus de sens ici et la matrice P = P(1) ne permet pas de déterminer P(t) pour
tout ¢.

L’idée est alors de considérer P(h) lorsque h — 0.

Grace a P(t+ h) = P(t)P(h) = P(h)P(t) et & P(0) =1, 0on a:

P(t+h) — P(t)
h

Sous réserve d’existence des limites, si on pose A = ]llim ——~—— = P'(0), on a alors :
—0

P'(t) = P(t)A = AP(t) et P(0) = I.
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Cette équation différentielle matricielle admet 1'unique solution :

+00 ,n

_ tA _ Y ogn
P(t)=¢" = " A"
n=0

Ainsi, on détermine A & partir de la famille (P(t));>0, (A = P’(0)), mais réciproquement, la
seule connaissance de A permet de retrouver tous les P(t) (P(t) = ).
La matrice A est appelée le générateur infinitesimal du processus.

Pay(h) =0z y
—

On pose A = (ag,y)z,ycE. Alnsi, azy = ]llim
—0

o Six#y, azy > 0et pyy(h) = agyh+o(h)

eSiz =y, a;, <0etpyr(h) =14 az.h+o(h).

On a ici, | pour tout z € E, Z agy = 0| (la somme sur chaque ligne de A vaut 0).
yek

Propriété : Pour tout état x € E, le temps passé dans z avant de le quitter suit la loi
exponentielle £(\;) avec Ay = —ag , = Z Ay
y#z

Preuve : Si T, désigne ici le temps passé en x avant de le quitter, on a :
P([T: > t+h]) = P([Te > t+ hl/[Tx > t]) P([T: > t])

Mais, d’aprés 'homogénéité dans le temps, on a P([T, > ¢t + h]/[T» > t]) = P([T» > h]). Ainsi, si on pose
Gz(t) = P([T% > t]), on obtient :

Gz(t + h) = Go(t)Ge(h) avec Gz (h) = pe,o(h) + 0(h) = 1 + az,oh + o(h),

Gz (t+h) — Ge(t) o(h)
h

donc = Gz(t) <ax,x + T) et, en faisant h — 0, il vient :

Go(t) = as,.Go(t) avec G4 (0) = 1,

O

L’évolution d’un processus de Markov a temps continu peut se voir comme une répétition de
deux phases :
— on reste un certain temps (de loi exponentielle) dans un état ;
— lorsqu’on quitte cet état, on choisit 1’état vers lequel on sort, cette destination ne
dépendant ni du temps passé dans 1’état, ni du chemin par lequel on est arrivé a I’état. On
notera p; , la probabilité de se rendre dans I'état y en quittant I’état x.

a
Propriété : Pour tout (z,y) € E* tel que = # y, pry = Z%"Ly (et pro = 0).
T,z
zF#x

Preuve : On a, si Ay = —ag,z = E QAz,z,
z#x

P([Xein # al/[Xe = a) = Ach + o(h)
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et, pour y # x,
P([Xern = 9)/[Xc = a) = aoyh + 0(h) = payAah + o(h)

a a
d’aprés la définition de ps,,. C’est donc bien que pyy = —2 = —<2%—.
Ao Z Az, z

z#x

O.

Définition : La chaine de Markov discrete de matrice de transition P = (pg )z ycE €st appelée
chaine de Markov induite du processus.

1.3.2 Régime permanent
On rappelle que, si 7 (t) est la loi de Xy, i.e. T (t) = (74(t))zer ot T.(t) = P([X; = ]), on

T(t) = 7 (0)P().

Définition : On dit que le processus (X;);>0 est stationnaire si la loi de X; est indépendante
de t.

On a alors 7 (t) = 7 (0) pour tout ¢ > 0 et en dérivant I’équation précédente, on obtient :

0=T(0)P'(t) = 7(0)P()A = 7 (t)A = 7 (0)A.

Définition : On appelle distribution stationnaire toute probabilité 7 qui vérifie

-
TA=0.
Si (X;) converge en loi et si 7> = tlim T (t), alors 7 () est distribution stationnaire du
— 400
processus.
On a (?A)y = E MOy = E TaOgpy + Tyly,y AVEC Ay y = — E Ay ainsi :
el THY xH#y

— = s . N
T A= 0 équivaut a E Tplypy = g Tyly z
TFY TFy

Cette relation traduit I’équilibre, en régime stationnaire du flux rentrant en y (Z T2l y)
7Y
et du flux sortant de y (Z Tyly z)-
TF#Y
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Chapitre 2

|Processus de Poisson |

2.1 Introduction

De nombreux phénomenes aléatoires se manifestent par des “arrivées” survenant une par
une a des instants aléatoires successifs.

Ezxemples :

— arrivées d’appels a un central téléphonique ;

— impacts de micrométéorites sur un satellite ;

— passage de véhicules a un péage d’autoroute ;

— arrivées de clients a un guichet, occurrence d’accidents dans une ville, pannes de machines
dans une usine...

De tels phénomenes peuvent se définir par la famille (A,), .+ des temps d’arrivées qui sont
des variables aléatoires. Mais on peut aussi le faire a partir du processus de comptage (NVy), cR,>
ou par la famille (75,), .y+ des intervalles de temps entre deux arrivées.

‘ N; est le nombre d’événements apparus jusqu’a l'instant ¢. ‘

Nigy — Ny est le nombre d’événements apparus entre u et u + ¢.

L’espace des états du processus (Ny) telR, est £ = 1IN et I'espace des temps est T'=IR.
Le processus qui modélise convenablement les exemples cités est le processus de Poisson.
On conviendra que Ny = 0.

On note :
— A, 'instant de réalisation du n'“™¢ événement ;
— T, la durée séparant le (n—1)""° événement du n'™® événement pour n > 2 et T} = A;.

On a:
— A, =Ty +To+---+ 1T, pour tout n € IN* :
—Ti=A1et T, =A, — A,_1 pour tout n > 2.

Ainsi, la connaissance de la famille (A4;), .+ équivaut a celle de la famille (7,),, N
D’autre part, A, < t signifie que le n'®™® événement a eu lieu a l'instant ¢ ou avant, c’est-a-
dire qu’a l'instant ¢, au moins n événements ont eu lieu, c’est-a-dire que N; > n. Ainsi

n—1

Fa,(t) = P([Ay <t]) = PN, 2 n]) =1 =) P([N; = k])

et



>

N(t)
7
6
5
4
3
2
1
t
0
>
Al AD A;3 A4 A5 A6
< 4 » \
I E— +———>
Tl T2 T3 T4 T5 T6

Par conséquent, la connaissance de (IVy) elR, équivaut a celle de la famille (A,), cIN*

2.2 Définition et description du processus

Soit (IVy) teIR, un processus aléatoire & valeurs dans IN tel que No = 0.

Définition : Le processus (Nt)teIR+ est appelé processus de comptage si c’est un processus
croissant, c’est-a-dire si pour tout s < ¢, Ny < N;. La variable aléatoire Ny — N, est alors
appelée accroissement du processus sur s, t].

Définition : Un processus de comptage (Nt)te]R+ est appelé processus a accroissements
indépendants si pour tout n € IN* et pour tous t1,--- ,¢, tels que t; < tg--+ < t,, les ac-
croissements Ny, — No, Ny, — Ny, -+, Ny, — Ny, sont des variables aléatoires indépendantes.

Les processus vérifiant cette hypothese sont assez nombreux : il semble en effet assez naturel
que les arrivées se produisant dans des intervalles disjoints ne soient pas liées entre elles.

Définition : Le processus est dit stationnaire (ou homogeéne dans le temps), si pour tout s et
pour tout ¢, 'accroissement Nyis — Ng a méme loi que V.

Remarque : Cette propriété est semblable a I'axiome d’homogénéité pour les chaines de
Markov : seule la durée écoulée entre deux instants (et non pas les deux instants eux-mémes)
compte pour déterminer la loi de ’accroissement.

Si cette propriété semble relativement naturelle pour certains types d’arrivées, comme par
exemple pour les pannes survenant dans un parc de machines qui fonctionnent en continu et
toujours de la méme fagon, elle ne sera certainement pas réalisée pour des processus représentant
des arrivées a “pics saisonniers” (par exemple le nombre de passages de véhicules au péage au-
toroutier de Bandol du 14 juillet au 15 aotit ne suit pas la méme loi que celui des véhicules du
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17 octobre au 18 novembre).

Définition : Un processus a accroissements indépendants stationnaire (Nt)te]R+ est dit

P([N, 1
vénements rares si lim P([Np > 0]) =0 et si lim M

hs A PN, =)

a

Remarque : La deuxiéme propriété traduit 'improbabilité d’arrivées simultanées.
Si on pose f(t) = P([N; = 0]) (et donc f(0) = 1), la premiére hypothese traduit la continuité
de f en 0, car P([N, > 0]) =1 — f(h) et donc hlirgl f(h) = £(0).
—U+

Définition :Un processus de comptage (V) telR, tel que Ny = 0 est un processus de Poisson si

C1: (Nt)te]R+ est stationnaire
C2: (Nt)ieIr, est un processus & accroissements indépendants ;

C3: (Ny) telR, €st un processus a événements rares .

Le nom donné au processus de Poisson s’explique par ce qui suit :

Proriété : Un processus de comptage (Ny) telR, tel que Ng = 0 est un processus de Poisson si
et seulement si :

C1l: (Nt)te]R+ est stationnaire ;

C2: (IVy) telR, est un processus a accroissements indépendants ;

C3’ : il existe A > 0 tel que, pour tout ¢t > 0, la variable aléatoire Ny suive la loi de Poisson de
parametre At.

Preuve : Un processus qui vérifie C3’ vérifie également C3.
En effet, si on a C3’, alors
P([Ny, =0]) =e ™ =1—X\h + o(h)
d’oit P([Ny > 0]) = M+ o(h) et lim P([Ny, > 0]) = 0. De plus, P([Ny, = 1]) = e MX\h = A+ o(h) ~ Ah et

PNy > 1]) = 1 = P(INy = 0]) — P(INy = 1) = o(h)

et donc lim P([Nn > 1])

W P(Na =)

On va maintenant montrer que, pour un processus de Poisson, I’axiome C3’ est vérifié.

k

P([Nevs =K) = 3 P(INews = k] N [Ne = 1]) )
k
= ZP([Nt:i]ﬁ[Nt+s—Nt:k—i]) (2)
= Y PN = D P([Niws — Ni = ) 3)
k
= > PN = PN, =k~ 1) @
(On passe de (2) & (3) en utilisant C2 et de (3) & (4) en utilisant C1.)
k
On pose alors P([N; = k]) = mi(t) et on va établir que 7 (t) = e_’\t% par récurrence sur k.
Etude pour k = 0 : mo(t) = f(t) avec f qui vérifie
ft+s) = f(t)f(s) (*)
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f est continue sur IRy car %lil})(f(t +h)—ft) = }lllino F@®)(f(h)—1)=0.

Or, les seules solutions continues de (%), & valeurs dans IR, sont les fonctions de la forme f(t) = e®".

(En effet, ¢ = In f vérifie ¥(s + t) = ¥(t) + ¥(s). En particulier, ¥(nt) = ni(t), puis, avec t = l,
n
1

<ﬁ) = %1/1(1), puis v (%) = %1/}(1). On a alors 9(r) = (1) pour tout r € Q et on conclut que

¥
¥(z) = (1) par densité de Q dans R (z = limr,) et grace & la continuité de f (f(x) = lim f(r,)). Ainsi
flz) = V@ — el‘w(l)).

Ici f est & valeurs dans [0, 1], non identiquement nulle, donc a < 0. Le cas a = 0 n’a pas d’intérét car alors
on aurait P([N; = 0]) = 1 pour tout ¢. Donc, a < 0 et il existe A = —a tel que

f(t) = mo(t) = P([Ne = 0]) = e

) : e (At .
Récurrence sur k : On suppose maintenant que m;(t) = e M% pour tout t > 0 et pour tout i < k et on va
7!
e (A
(k+ 1)1
Pour cela on va établir une équation différentielle du premier ordre vérifiée par 7,41(t) : on regarde combien
d’arrivées se sont produites jusqu’a 'instant ¢ 4+ h en faisant intervenir le nombre d’arrivées qui se sont produites

jusqu’a l'instant .

montrer que mr11(t) = e

k+1
[Nt+h:k,‘+1]: U[Nt:’L]m[Nt+h—Nt:I€+1—’L]
i=0
et donc, toujours en utilisant C2 puis C1, il vient

k+1 k+1
P([Newn = k+1]) = 3 PN = i) P((Negn = Ne = k1 —i)) = 3° P(INe = i) P((N = k +1 i)

soit, avec la notation introduite ici
k+1

Ter1(t +h) = Z i () Th1-:(h)

. . N . . P([Nh > 1])
< k— —i>2.d - i) = _i(h) = FUNe > 1)) _
Or, pouri < k—1,onak+1—i > 2;d’ou P([N, = k+1—1i]) = mp41-i(h) = o(m1(h)) car }llllrb P(N»=1)) 0
et
k—1

Tet1(t +h) = Z i () Tht1—i(h) + m(R)me(t) + mo(t)mrs1(h) = m1(R)me(t) + mo(h)mrr1(t) 4 o(m(R)).
Avec mo(h) =1 — m1(h) + o(w1(h)), on obtient alors :
Tt (t + h) — meq1 (t) = ma(h) [me(t) — mrea ()] 4 o(h).

T (t 4 h})L — mea(t) = 71'1’(Lh) [mie(t) — T (B)] + @ et

(h)

T (1) = lim ZE22 [ (t) — i (0]

Donc

Or m1(h) =1 = mo(h) + o(m1(h)) donc %iino%(oh()h) =1= %1210 1= Zo(h) X 7r1}(lh) et comme
 1—m(h) . 1—e
L

=X, Aol Thyq(t) = A [mr(t) — mi1(t)], soit :

m(h)
h

c’est donc que lim
h—0

T (6) + A (£) = Am(0).

Pour résoudre cette équation différentielle linéaire du premier ordre, on applique la méthode dite “de variation
de la constante”.
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A

On a donc mx11(t) = C(t)e ™ avec

At A AR
C/(t)€7 = )\ﬂ'k(t) =e T
k+1 4k
D’ou C'(t) = At et
k!
t AkFHL ot X ARFL T g k1 t (/\t)kH
t) — = "(w)du = du = =
¢t - ) /O O luydu = =5 /0 W= {IH—JO (k+1)!
: e A
avec mi4+1(0) = C(0) = P([No = k+1]) =0 car No = 0. On a donc bien m,41(t) =€ I O

Remarque :
Pour tous s et t et pour tous i < k :

P([Nt-i-s:k]m[Ns:i]) = P([Ns:i]m[Nt-i-s_Ns:k_i])

i|)P([Niys — Ns = k —1])
— (N, = ) P(Ny =k — i),

[

3

Z
I

Ainsi,

P([Ns =] N [Nyys = K]

P([Niys = k]/[Ns =1i]) = P([N, = 1))

e (AR

= PNe=k—i) =

Ceci détermine les probabilités de transition de ¢ a k entre les instants s et ¢ + s.

2.3 Caractérisation d’un processus de Poisson par ses temps d’arrivée

Soit A, linstant de la ni*™€ arrivée : A, = inf{t > 0; N, = n}etT,le pieme temps
d’attente pour n € IN* : T,, = A,, — A,,_1 (en convenant Ay = 0).

OnaAn:ZTZ- et Ny =max{n >0; A, <t}.
i=1

Théoreme : (Nt)te]R+ est un processus de Poisson de parametre X\ si et seulement si les
variables aléatoires 7T;, sont indépendantes de méme loi exponentielle £()\) (de densité

fr, (t) = e Mg 4 oo( (1))

Preuve :
P([Ty > 1)) = P(IN: =0]) = e M =1— Fi(t)

ol Fi est la fonction de répartition de 71. On a donc bien 731 qui suit la loi exponentielle £(A).

PI=R(Ty > #)) = P(INiy4e = 1]/[Ney = 1] N[N, = 0 pour tout s < t1])
= P([Nt;4t — Ni; = 0]/[Ne; = 1] N [Ns = 0 pour tout s < t1])
P([Nt; 4+ — N, =0))
d’apres I'indépendance des accroissements.
At

Or P([Nt,4+¢t — N¢; = 0]) = P([N¢;4t—+, = 0]) = P([Ny = 0]) d’apres la stationnarité ; et c’est aussi e” " car
N, suit la loi de Poisson P(At).
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Donc T est bien indépendante de 71 et de méme loi exponentielle £(N).

De fagon plus générale,

P([Ty > t]/[Th =ti] N - [Th1 = tr_1])

P([Ntk—l“rt - Ntk—l = 0])
= P(IN,=0)=e "

Donc Ty, est indépendante de Th,--- ,Tx—1 et de méme loi exponentielle £ ().

La réciproque sera admise. a

Conséquence : Les variables aléatoires A,, suivent la loi Gamma (A, n) (ou loi d’Erlang), de
densité définie par
)\TL

fa,(t) = meﬂt "1 Mg 4 oof(t)-

Propriété : Si (V) telR, ©st un processus de Poisson de parametre A, le temps aléatoire U
qui sépare un instant # du prochain événement et le temps aléatoire V qui sépare # du dernier
événement suivent la loi exponentielle £(A).

Preuve :
P(IU > a]) = P(INoss — No = 0] = P(IN; = 0)) = ¢

car [U > z] signifie que pendant la durée x qui suit 0, il n’y a aucune arrivée. De méme,
P([V > z]) = P([Ng — No—y = 0] = P([N, = 0]) = e "

car [V > x] signifie que pendant la durée = qui précédait 0, il n’y a eu aucune arrivée. ]

Remarque : On a alors IE(U + V) =IE(U) + E(V) = ; alors que IE(T),) = % pour tout n € IN*. C’est donc que
U+ V =Ty, n’a pas méme loi que les T}, alors que sur [Ny =n], on a Tn, = Th.

On peut terminer ce paragraphe en remarquant que |IE(Ny) = A\| et |IE(T),) = —| Ainsi,

plus A est grand, plus le nombre moyen d’arrivées par unité de temps est important, et plus
I'intervalle entre 2 arrivées est court, ce qui semblait a priori évident. Pour cette raison, on
appelle également le parametre A\ 1'intensité du processus.

2.4 Propriétés supplémentaires

2.4.1 Décomposition, superposition
On peut décomposer en deux un processus de Poisson suivant un certain critére.

Exemples :

Compteur a fonctionnement aléatoire : Des particules arrivant vers un compteur forment un
processus de Poisson de parametre A = 6 part/mn. Chaque particule a la probabilité 2/3 d’étre
enregistrée par le compteur. Les particules enregistrées forment un processus de Poisson de

parametre A = 6 X 3= 4 part/mn.

De méme,
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les voitures qui passent devant une station service forment un processus de Poisson de parametre
A. Chaque voiture a la probabilité p de s’arréter a la station. Alors, les voitures qui s’arrétent
a la station forment un processus de Poisson de parametre Ap et les voitures qui passent devant
la station sans s’arréter forment un processus de Poisson de parametre A(1 — p). De plus, ces
deux processus sont indépendants.

Preuve : Ici, on va simplement montrer la propriété C3’ pour le processus (Nt(l)) des voitures qui s’arrétent
t>0
a la station.
+oo
PIND =k = 3P (INY = KI/INe = n]) P(IN: = n])
n==k
+oo “+ oo
k(A" _ & ()"
_ CFpF(1 — p)y"F a ( _ At 1—p)"
HZ:; np (1=p) e e = ;p( 2 Kl(n — k)!
k +oo m+k 1— m
= e ME M(enposantm:nfk);
kb — m/!
k k
— oM ()\Pt) e/\(l—p)t — ot (/\Pt)
B k! N k!

Inversement, on pourrait montrer que

la somme de deux processus de Poisson indépendants de parametres respectifs A\ et Ay est un
processus de Poisson de parametre A; + As.

On a alors :

Propriété : Si (Nt(1)> - et (Nt@)) o sont deux processus de Poisson indépendants de
> >

1)

parametres respectifs A; et A, alors la loi conditionnelle de Nt(l) sachant [Nt( + Nt(2) = n]

est la loi binomiale B | n, L)
A1+ A2

Preuve :

P (V0 = K/IND + N =nl) = - (W2 =M ING =n—K)  pN® = RPN = n— k)

1 2 1 2
PN + N2 = n)) PN + NP = )
k n—k
. e Mt (A}cf) et (/\(Zt—)k)! _Ck A’f,\g—’“
N e~y (Quira)O7 BRI WS

2.4.2 Processus de Poisson et loi binomiale.

Propriété : Pour s < ¢, la loi conditionnelle de Ny sachant [IV; = n] est la loi binomiale

B (n ;)

Preuve :
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Py, — gy~ P = HO N =n]) PN, = K0 [N, = N =0~ k)

P([Nt = n]) P([Nt = n])
_ P(N.= K)P(Ne— No = n— k) _ PN = K)P(INeey = n— k]
P([N: = n]) P([N: =n])
e_’\s%e#‘(t_s)70‘(;;;@),6);% 5/ S\F g\ n—k
= T OoT =ai(7) (0-3)

n!

2.4.3 Processus de Poisson et loi uniforme

La loi de (A;,Ag,---,Ay,) sachant [V,

jeme
(3

= n] est celle de (U},Us,---,Uy) ; U étant la
plus petite valeur parmi les Uy, Us, - - - , U, variables aléatoires indépendantes de méme loi
uniforme sur [0,¢]. ( En particulier Uy = min(Uy,--- ,U,) et U, = max(Uy,--- ,U,)). Cette loi
a pour densité f* définie par :

f*(817827”’ 7571) -

Ainsi, pour simuler les n premiers temps d’arrivée d’un processus de Poisson sachant que
[Nt = n], il suffit de tirer n nombres au hasard entre 0 et 1 (touche “random” de la calculatrice),
de les ranger par ordre croissant, puis de les multiplier par ¢ en faisant éventuellement les con-
versions en format horaire adéquat (heures, minutes, seconde).

2.5 Processus de Poisson composés

Pour un processus de Poisson, la condition C3 entraine I'impossibilité d’une réalisation si-
multanée de deux événements ou plus. Si on supprime cette condition, les événements peuvent
se produire par “grappes”, 'effectif de la grappe étant lui-méme aléatoire.

Exemples :

— Arrivées d’avions dans un aéroport : chaque avion transporte un certain nombre de
passagers ;

— Traffic routier : chaque accident engendre un certain nombre de blessés...

Les instants d’occurrence des grappes d’événements sont les A,, d’un processus de Poisson
de parametre .

A chaque instant A,, est associée une variable aléatoire Y,, désignant le nombre d’événements
se produisant a l'instant A,,.

On suppose les Y;, indépendantes et de méme loi.

Zy est le nombre d’événements apparus jusqu’a 'instant .

On a la relation fondamentale suivante :

Zi=Y1+Ys+ -+ Yn,.

Cette relation permet, en particulier, de déterminer la fonction génératrice de Z; et donc son
espérance et sa variance.
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Propriété : Gz, (s) = exp (A\(Gy(s) — 1)) ; IE(Z;) = MIE(Y) et var(Z;) = MIE(Y?).

Preuve : Gz,(s) =E (IEN" (SZ")) avec

]E[Nt:"] (szt) = ]E[Nt:n] (8Y1+W+Yn) = (GY(S))n

car les Y; sont indépendantes entre elles et indépendantes de N;.
Donc IE™ (szt) = (Gy(s)"* et

E (szt) —E (IEN‘ (SZ”)) —E (Gy(s)N”) — G, (Gy (s)) = exp (A(Gy (s) — 1))
car N; suit la loi de Poisson de parametre At. On a alors
G7,(5) = \GYy (5)Gz,(s) et G, (s) = MGz, (s) (Gy(s) + M(Gy (5))?) .
En prenant la limite quand s tend vers 1, on obtient IE(Z:) = MIE(Y), et

lim G7%,(s) = M ((var(Y) — IE(Y) + E(Y)?) + M(E(Y))?) = var(Z:) — IE(Z:) + (IE(Z:))?

s—1

d’olt var(Z) = At (var(Y) + IE(Y)?) = MIE(Y?). O

Ezemple :
Le nombre d’accidents par jour dans une ville suit un processus de Poisson de parameétre

2 et le nombre de personnes impliquées suit la loi géométrique de parametre % Quelle est la

moyenne et la variance du nombre de personnes accidentées durant une semaine ?
EY)=2etvar(Y) =2 =E(Y?) —IEY)? dot IE(Y?) =6 et, pour t =7, IE(Z;) = 2x 7Tx 2 = 28 et

var(Z;) =2 x 7 x 6 = 84. O

Remarque :

On a I[E(N;) = At, donc, par exemple, dans le cas de 'avion, le nombre moyen de passagers
arrivés jusqu’a l'instant ¢ est égal au nombre moyen IE(N;) d’avions arrivés jusqu’a t multiplié
par le nombre moyen de passagers par avion IE(Y'), ce qui parait évident.

2.6 Processus non homogeénes

Soit (X;)¢>0 un processus de comptage a accroissements indépendants vérifiant Xy = 0,
P([Xepn =i+ 1]/[Xe = i]) = AMt)h + o(h) et P([Xepn = i]/[ Xy = i]) =1 = A(t)h + o(h).

On note A, le '™ temps d’arrivée du processus.

¢
Propriété : X; suit la loi de Poisson de parametre A(t) = / AMu)du et Ty = A; suit la loi de
0

t
densité t — A(t) exp [—/ )\(u)du] Mo, o0 (£)-
0

Remarques :
[1] Pour un processus de Poisson (X;) d’intensité A, on a
P([Xisn =1+ 1]/[Xy =1i]) = Ah+o(h) et P([ X4 = 1]/[ Xy =1i]) =1 — Ah + o(h).
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c’est-a~dire que A ne dépend pas de t.

[2] Le processus étudié ici est une généralisation du processus de Poisson. Pour A(t) = A
constant, on retrouve que X; suit la loi de Poisson de parametre A(t) = A x t et que T} suit la
loi exponentielle de parametre .

Preuve : On reprend la méthode utilisée pour montrer que, si (X:) est un processus & accroissements indépendants,
stationnaire et & événements rares, alors X suit la loi de Poisson P(At) : on pose m,(t) = P([X: = n]) puis, en
considérant 7, (t + h) et en passant & la limite quand h — 0, on va établir une équation différentielle.

P([X¢xn =0]) = P([ Xt = 0] N [Xegn — Xt =0]) = P([Xe = 0])(1 — AM(t)h + o(h)), soit

mo(t + h) — mo(t) = —A(t)hmo(t) + o(h).
D’autre part, pour n > 1,

P(Xern=n]) = > P(Xe=kN[Xesn —Xe =n—k]
k
—  P([X: = n])(1 = A(O)R) + P([X: = n— I)A0)A + o(h)

soit mn (t + h) — mn(t) = (—A([E)Tn(t) + A(t)Tn-1(t))h + o(h). On a donc, en divisant par h et en faisant h — 0 :

avec mo(0) = 1 et m,(0) = 0 pour n > 1.

{ 7o () + A(t)mo(t) =0
T (1) + M) 70 (t) = M) 7Tn-1(t)

On résout alors, soit en utilisant les équations différentielles du premier ordre (et la méthode de variation de
la constante), soit & l'aide de la fonction génératrice de X; :

“+oo
G(z,t) = > 2"ma(t).

Premiére méthode :

= [In(mo(2))] = —A(t) et In(mo(t)) — In(mo(0)) = 7/0 Au)du.
Ainsi, mo(t) = P([X: = 0]) = exp(—A(t)). D’autre part, par la méthode de variation de la constante,
mn(t) = C(t) exp(—A(t)) avec C'(t) exp(—=A(t)) = A(#)mn—1(2)

M on a alors C'(t) = )\(t)M

et par récurrence, si on suppose que mp—1(t) = exp(—A(t)) RS =1 et, comme
C(0) =0 (m(0) = 0 pour n > 1), on a alors C(t) = (A(t|)) et on a bien :
n!
A@)"
P(X, = n]) = m(t) = exp(~ A1) LD
oG — e
Deuziéme méthode : On a E(z,t) + A()G(z,t) = A(t) Zz"wnq(t) = A(t)zG(z,t), soit el (z = 1A et,

n=1

t
comme G(0) = m(0) =1, | G(z,t) = exp {(z - 1)/ )\(u)du] . On reconnait bien la la fonction génératrice de la
0

t
loi de Poisson de parametre A(t) = / AMu)du.
0

Pour la loi de T1, P([Ty > t]) = P([X: = 0]) = exp(—A(t)) =1 — Fr, (¢t) pour ¢t > 0. On a donc bien

| /7. () = A(t) exp(=A(t)) pour t >0
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Chapitre 3

|Processus de naissance et de mort|

3.1 Généralités

Utilisés plus particulierement en biologie, démographie, physique, sociologie, pour rendre
compte de I’évolution de la taille d’'une population, les processus de naissance et de mort sont
des processus de Markov continus (T = IR, ), a valeurs dans E = IN tels que les seules tran-
sitions non négligeables possibles a partir de k soient vers k + 1 ou vers k — 1. Le générateur
infinitésimal du processus est donc une matrice dite “tridiagonale” A = (a’ivj)i,jEIN vérifiant
CLZ'J':OSi |’L—j| > 2.

On posera ag 41 = A et app—1 = pu, pour k > 1 (et ap1 = Ao ) : A, représente le
taur de naissance a partir de ’état k et ug le taur de mort a partir de 1’état k.

Les files d’attente de type Markovien (M/M) sont des cas particuliers trés importants de
processus de naissance et de mort. Leur étude complete sera effectuée dans le chapitre 6.

—Xo Ao (0)
pr o —(A 4 pr) A1
A= w2 _()\2 + ,U2) A2

M3

“n+1

Le graphe des taux de transition est constitué de “boudins”, les arcs vers la droite représentant
les taux de naissance, et ceux vers la gauche les taux de mort. Ces processus sont ’analogue
des “chemins aléatoires” dans le cas ou ’échelle des temps est continue.

3.1.1 Régime transitoire

On rappelle que si P(t) = (p;;(t)), ot p; ;(t) = P([Xugs = j]/[Xu = i]), alors



La loi de X; est alors donnée, en théorie, par 7 (t) = 7 (0)P(t). (On notera ici, par com-
modité d’écriture, 7 (t) = (my(t)),, N> avec mn(t) = P([X; = n]).

Malheureusement, le calcul de et gavere bien souvent tres compliqué (puissances de ma-
trice, puis série & sommer!). On préferera, en général, garder I'expression différentielle, méme si
celle-ci est souvent tout aussi difficile a résoudre.

Equations de Kolmogorov : On a 7 (t) = 7 (0)P(t) qui redonne, en dérivant,

T'(t) = T(0)P'(t) = T (0)P(H)A = T (£)A,

et donc 7} (t) = Z mi(t)a; ;, qui donne ici le systeme suivant, dit d’équations de Kolmogorov :

(2

/

T (t) = Am1Tn—1(t) — (An + )0 (t) + pin17n41(t) pour n > 1

{ 7T6(t) = —)\oﬂo(t) —|—,U17T1(t)

3.1.2 Régime permanent

Lorsque, quand t — +o00, les limites m, = tliin mn(t) existent et sont indépendantes de
— T 00

52 c e — g — - — .. . . .
I’état initial du processus, on a alors 7' = 0 et TA = 0 i.e. T est distribution stationnaire
du processus si le régime permanent existe. Ceci se traduit par les équations dites “de balance”

{ 0= —MXomo + p1m1
0=MA1Tp_1— ()\n + ,un)'frn + Hn41Tpy1 pour n > 1

que l'on retrouve en écrivant en chaque état ’égalité du flux entrant et du flux sortant :
e état O : H17m = )\07T0 5
o état 1 : pomo + Aommp = p1m1 + A7 5

o état N Unt1Mnt1 + An—1Tn—1 = UnTn + AT ;

+o0
auxquelles il faut ajouter I’équation Z 7y = 1 pour que 7 définisse bien une probabilité.
n=0
Ces équations se simplifient successivement pour donner finalement des égalités “boudins
par boudins” :
p1T1 = AoTo
poTy = A17m1

HnTpn = An—1Tn—1

P Ao An—1 L P W
On en déduit alors m,, = —— @y pour n > 1, avec g | 1+ E — | =1
/-’Ll PEEEEY /-’L’r[, n:1 //[/1 PR Mn

3.2 Etude de quelques cas particuliers

On étudie ici les cas particuliers des populations ou les taux de naissance et de mort sont
linéaires :
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An =N+«

— «a représente le taux d’'immigration : arrivées venant de I'extérieur. Il est supposé constant
(et donc indépendant du nombre d’individus déja présents).

— A représente le taux de naissance : chaque individu est susceptible de donner naissance
a un nouvel individu avec le taux A et s’il y a déja n individus, la probabilité qu’il y ait une
naissance sur U'intervalle [t,t 4 h[ est alors nAh + o(h).

P =np+ BFsin>1

— (3 représente le taux d’émigration : départs vers lextérieur. Il est supposé constant (sauf
s’il n’y a personne, auquel cas il est nul).

— 1 représente le taux de mort : chaque individu est susceptible de mourir avec le taux pu
et 8’il y a déja n individus, la probabilité qu’il y ait une mort sur U'intervalle [t,¢ + h[ est alors
nph + o(h).

3.2.1 Croissance pure, par immigration

C’est le cas A\, = o et u, = 0 pour tout n € IN.

{ mo(t) = —amo(t)

7 (t) = am,—1(t) — am,(t) pour n > 1

n

On retrouve les équations vérifiées par le processus de Poisson (V) de parametre . En
(at)"
n! |

particulier | X; suit la loi de Poisson P(at) : m,(t) = e~

3.2.2 Croissance pure, par naissance

C’est le cas A\, = nA et u, = 0 pour tout n € IN.

Ceci n’a de sens que si Xg > 1. On supposera que .
{ mo(t) =0
= (

o (t)

n — D)Am,—1(t) — nAm,(t) pour n > 1

Propriétés : X; suit la loi géométrique G(e ™) : 7, (t) = e M(1 — e M) 1,

Preuve : On peut trouver m,(t) par récurrence ascendante sur n (matrice A triangulaire supérieure !)
— 74 (t) = 0 donc mo(t) = w0 (0) = 0.
— 7 (t) = =Ami(t) donc w1 (t) = Ce ™ avec C = 7, (0) = 1.

— Supposons que T, 1(t) = e (1 —e )" % pourn > 2. On a
7 (1) + nAma (t) = (n — D)Ae (1 — e M2,

C’est une équation différentielle linéaire du premier ordre avec second membre donc, pour la résoudre, on
applique la méthode de la variation de la constante.
Tn(t) = C(t)e ™ avec C'(t)e ™ = (n — )Ae M(1 — e )" 2, soit

C/(t) = (n — 1))\e(n_1))\t(1 _ e—%t)n—Q
= (n— 1))\e>‘t(e>‘t — 1)”_2 - i ((ekt _ 1)n—1)
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donc C(t) — C(0) = (eM —1)""" et C(0) = p,(0) = 0 pour n > 2. Finalement,
Wn(t) _ (e)\t _ 1)n—le—n)\t — e—kt(l _ e—kt)n—l.

Xt suit donc la loi géométrique de parametre e M et, en particulier, | IE(X:) = eM

3.2.3 Décroissance pure, par déces
C’est le cas A\, = 0 et up, = nu pour tout n € IN.
On suppose Xg = N > 1. Ce modele décrit I’évolution d’un systéme composé de N disposi-

tifs indépendants non réparables, dont les durées de fonctionnement obéissent a une méme loi
exponentielle de parametre p (durée de vie moyenne 1/p).

Dans ce cas, il est immédiat que |7, (t) = Ce ™ (1 — e *)N=" pour n € {0,1,--- ,N}|.

En effet, la probabilité qu’un dispositif de durée de vie T' fonctionne encore a l'instant ¢ est
P(IT > t]) = e (donc la probabilité qu’il ne fonctionne plus est (1 — e #*)). Comme 7, ()
est la probabilité qu’il y ait exactement n dispositifs qui fonctionnent a l'instant ¢ et qu’il y a
exactement C; facons de choisir les n qui fonctionnent, on a bien le résultat.

On peut le retrouver avec les équations de Kolmogorov :

{ 7. (t) = —numy(t) + (n + D)pm,g1(t) pour n € {0,1,--- N — 1}
nhe(t) = —Npm (1) '

Propriétés : X; suit la loi binomiale B(N,e ™) : m,(t) = Ce ™ (1 — e H)N=7,

Preuve : On peut trouver m,(t) par récurrence descendante sur n (matrice A triangulaire inférieure !)
— 7N (t) + Numn (t) = 0 done wn (t) = Ce™ V" avec C = 7n(0) = 1.
— Supposons maintenant que m,41(t) = Ch' (e #)" (1 — e )N pour n e {1,--- ,N —1}. On a

() + npma (8) = (n + DO (€)1 — e )N

On applique la méthode de la variation de la constante : 7, (t) = C(t)e” ™" avec

n N! —(n pt\N—n—
c't) = e Ht o (n+1)“(n+1)!(N7n—1)!e ( +1)ut(1_e ut)N 1

. . - d . .
o _ n pt _ ptyN—n—-1 __ @ n _ pt\N—n
= (N —n)uChe (1 — e+ == (cN(1 ) )
donc C(t) — C(0) = Cp(1 — e ")V "™ avec C(0) = 7, (0) = 0 pour n < N et

Tn(t) = Che ™ (1 — e_”t)N_”.

E(X:) = Ne ™.

X; suit donc la loi binomiale B(N, e **) et, en particulier,

3.2.4 Processus de Yule-Ferry

C’est le cas A\, = nA et pu, = nu pour tout n € IN.

{ mo(t) = mmi(t)
() = (n — D)Amp_1(t) — n(A + w)mn(t) + (n + 1) pmpg1(t) pour n > 1
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Dans ce cas, la matrice A n’est plus triangulaire et les 7, (t) sont plus difficiles & déterminer.
On peut toutefois déterminer IE(X};) dans un cadre un peu plus général (autorisant I'immigration
mais pas I’émigration :

Propriétés : Si \, =nA+ a et pu, = np et si Xg = N, alors

at+ N siA=pu

M) =) =9 Nty L0 (0t 1) sin g
A—p

Preuve : On écrit les équations de Kolmogorov :

{ mo(t) = —amo(t) + pmi(t)
Tn(t) = ((n— DA+ a)mn-1(t) — (n(A + 1) + @) (t) + (0 + 1) pmnia (t) pour n > 1

On pose G(s,t) = Z s"mn(t). On a alors 92G(s,t) Z s"a, (t) qui s’écrit ici
%G(s,t) = —am(t) + pm(t) + ZS (n = DA+ a)mn_1(t) = (n(A + p) + @)mn(t) + (0 + D pmnia (2)]
+oo
= —apo(t) + pmi(t) + Z s"TH X + a)ma(t) — Z( A+ p) +a)s"ma(t) + Znus 0
n=0 n=1

avec ZS"H (MA+ a)ma(t) = s /\Zns T (t) 4+ asG(s, t) = s A1 G(s, t) + asG(s, t),

n=0

“+oo
Z(n(/\ + )+ a)s" T (t) = s(A+ n)o1G(s, t) + aG(s, t) — amo(t),

n=1

Znus “lrn(t) = pdiG(s, t) — pam(t)

d’ou finalement ‘ 802G (s,t) = (°A — s(A + p) + p)O1G(s,t) + als — 1)G(s,t) |

Cette équation se résout grace a la théorie des équations aux dérivées partielles mais I’étude de ce type de
probléemes n’est pas a 'ordre du jour et on va ici se contenter d’en déduire la taille moyenne de la population a
Pinstant ¢t :M(t) = IE(Xq).

On remarque que M (¢ Z nmy(t) = 01G(1-,t) et on va trouver une équation différentielle linéaire du

premier ordre dont M est solutlon Pour cela, on dérive I’équation précédente par rapport a s et on prend la
limite quand s — 1_ :

D182G (s,t) = (25X — (A + )G (s, 1) + (°X — s(A + p) + p) I G(s, ) + aG(s,t) + a(s — 1)1 G(s,t)
Or 01G(1-,t) = M(t), 010:G(1_,t) = 920:G(1_,t) = M'(t) et G(1_,t) = 1 donnent :

| M) = (A= )M(1) +a

o 80 =, M'(0) = a et [M(0) = at & N car M(0) = N.

e Si \ # p, 'équation sans second membre a pour solution Ce
complete est —)\L donc M(t) = Ce* Mt —
—u

A=Wt ot une solution particuliere de I’équation

i,u avec M(0) =N =C — y i et finalement

M(t) = NeQmt 4 A%.éu (e“*“” - 1) .
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3.2.5 Cas particuliers a taux non linéaires

[1] Un modéle logistique : On considére une population dont la taille X; est comprise entre 2
entiers Ni et Ny et dont les taux de naissance et de mort par individu sont

A=a(Ny — X3) et w=p(Xy — Nqp)

(plus il y a de monde, plus le taux de naissance est faible et le taux de mort fort ; moins il y a
de monde, plus le taux de naissance est fort et le taux de mort faible : les individus ont besoin
de place pour se développer !).

On suppose que les membres de cette population agissent indépendamment les uns des autres.
Les taux de naissance et de mort résultant pour la population sont alors

‘)\n =na(Ng —n) et pu, =nf(n — Ny). ‘

Propriétés : Un tel processus admet une distribution stationnaire définie par :

C k (6% k
PNi+k = mCNQ*Nl <E> pour ke {O, <o, Ny — Nl}

-1
No—N1

avec C = Z ;Cj @ ’
V == o N1+] No— Ny 5

Preuve : On pose 7, = pn,+, on on écrit les équations de “balance” :
Am—1Tm—1 = Wm Ty pOUr m € {Nl +1,--- 7]\/72}.
Avecm = N1+ k,on a Ay, =a(N1 +k)(N2 — N1 — k) et e = Bk(N1 4+ k). Ainsi, on a :

— gNl(Nngl)ﬂ_o

B 1(N1+1)
S (g) Nl(N1+1)(N2—Nl)(NQ—N1—1)ﬂ_ _ <g)2 N1 02 -
> \p 1.2.(N1 + 1)(N1 + 2) 07 \B) N2 N0

. (" NN 1) (Ni+k—1)(No = Np) - (No =Ny —k+1)  [(a\* N
”’“‘(5) RN+ 1) (N1 + k) ”°_<_) Ni+k

3 Czkvszl o
puis on détermine 7o en utilisant 7o + 71 + - + TN,—N; = 1.

[2] Un modéle génétique : On considere ici une population composée de N individus qui ont,
soit un gene type a ou un gene type A. L’état du processus X; représente le nombre d’individus
a a l'instant t. On suppose que la probabilité que ’état change pendant 'intervalle de temps
[t,t + h[ est Ah + o(h) indépendante des valeurs de X; et que la probabilité que 2 changements
ou plus se produisent pendant un tel intervalle est o(h).

Les changements dans la structure de la population s’effectuent de la fagon suivante : un
individu sera remplacé par un autre choisi au hasard dans la population ; c’est-a-dire que, si
X; = n, on choisira pour étre remplacé un type a avec la probabilité n/N et un type A avec la
probablité 1 — n/N. On parlera de cette étape comme de la mort. Ensuite, la naissance prend
place suivant la regle ci dessous :

un autre choix est fait au hasard dans la population pour déterminer le type du nouvel
individu remplacant de celui qui est mort. Le modeéle suppose que le type du nouvel individu
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soit altéré au cours de la naissance. De facon plus précise, soit v, la probabilité qu'un type a
donne par mutation un type A et v la probabilité qu'un type A donne par mutation un type
a. La probabilité que le nouvel individu ajouté a la population soit de type a est

2+ (1- %)%

(on choisit un type a et il reste @ ou bien on choisit un type A qui change).

Le taux de naissance correspondant a une augmentation d’une unité des individus de type
a, on doit avoir disparition d’un type A et apparition d’un type a soit

A () [p0 (- 2]

De méme, la probabilité que le nouvel individu ajouté a la population soit de type A est

%vl - (1 - %) (1 —12)

(on choisit un type a et il change ou bien on choisit un type A qui reste A).

Le taux de mort correspondant a une diminution d’une unité des individus de type a, on
doit avoir disparition d’un type a et apparition d’un type A soit

n

Ly, = )\% [%’yl + (1 N> (1- ’72)] :

3.3 Probleme de I’extinction de I’espéece

Lorsque 1'on étudie une population telle que Ao = 0 (quand il n’y a plus personne, c’est
définitif !), on peut chercher la probabilité qu’elle a de disparaitre un jour, et, si elle doit
disparaitre, le temps qu’elle va mettre pour disparaitre. On est donc conduit a considérer les
probabilités :

— ayj : probabilité d’extinction de ’espece si la taille initiale est k ;
ainsi que les variables aléatoires :

— T} : temps écoulé jusqu’a 'extinction de ’espece si la taille initiale est k.

On est dans le cas, ou, si X; =0, alors X, = 0 pour 7 > ¢ et

P([Ty < t]) = PPOM((X, = 0)) = pro(t).

La fonction de répartition de T}, est donc | Fr, : t +— Py (t) = mo(t) |, ol mp est déterminé par

les équations de Kolmogorov, avec la condition initiale 74 (0) = 1.
De plus, | ay, = P([T < +oc]) = lim PXo=F([x, = 0])|
——+00

En pratique, la détermination du régime transitoire est bien souvent compliquée : ainsi, on
se contentera parfois, a défaut d’avoir la loi de T}, de déterminer 7, = IE(7T}) : temps moyen
jusqu’a l'extinction, lorsque la taille initiale est k.
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Pour la détermination de aj, on considérera la chaine de Markov induite telle qu’on I'a

n

définie dans le chapitre sur les processus de Markov. On a ici py 41 m = pn et
n n
Prnn—1 = # = g, et 0 est une classe absorbante, alors que IN* constitue une classe transi-
n T HUn
toire.

On a alors les résultats suivants :

Qg P Hy etpli)\l“')\j—l 1
;= =

Piopj Al peeepo diAy
e La probabilité d’extinction a partir de la taille initiale k est :

Théoréme : On pose d; =

+oo
;k dj +oo
]_+OO si Z d; converge
1+ d; =L
j=1
1 sinon

ap =

e Le temps moyen jusqu’a 'extinction est :

400 k—1 400 400

Z pj+ Z d; Z p;j si Z p; converge
®=9 = =1 j=itl =1

+00 sinon

Preuve : La probabilité d’extinction, c’est-a-dire d’absorption par I’état 0, est déterminée en détail dans I’exercice
qui suit :

Exercice : Un joueur décide de faire des paris jusqu’'a qu'il soit ruiné ou bien qu'il ait atteint N euro. S'il dispose
de j euro quand il effectue un pari, alors, a ce pari, il gagne 1 euro avec la probabilité p; ou bien il perd 1 euro avec la
probabilité ¢; = 1 —p;. On note ay la probabilité de finir ruiné avec une fortune initiale de k euro et aﬁj) la probabilité

de finir ruiné en n paris.

a) Modéliser le probleme par une chaine de Markov et faire le graphe correspondant.
b) Déterminer an et ao.
c) Montrer que :

eV =g etal™ =pia"PVsin>2;

e pour j > 2, a§1) =0et a§") = p]-a;izl) + q]-ay:l) sin > 2.

d) En déduire que :
® a1 =q1 +piaz et a; = p;a;+1 + gja;—1 i j > 2, puis
e pj(a; —aj1) = ¢;(a;—1 —a;) pour 1 <j< N —1;

o aj —aji1 =dj(ao —a1) pour 1 < j < N —1, si on pose d; = L4
P
N-1 N1
e) Vérifier que ap = Z(U«j —aj41) pour 1 <k <N -—1letquel= (aj — aj+1), et en déduire que
Jj=k =
N-1
d;
j=k
@k = N—1
1+ 3 d;
j=1

f) En déduire, en faisant N — +oo0, la probabilité de ruine du joueur.
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a) Le processus est bien invariant dans le temps et la connaissance du processus & un instant suffit pour
déterminer la probabilité d’occupation d’un état a I'instant suivant. On a bien une chaine de Markov, de matrice

de transition P = (p; ;) ou ‘pi,iJrl =pi,piic1=qietpi;=0si|i—j]#1 ‘

b)|a1\z:0|et|a0:1|.

car alors, on est obligé de

al™ = pral" ™V sin > 2

c) e agl) =q1 | (passage de 1 & 0 en 1 étape) et
commencer par un passage de 1 & 2 pour ne pas étre absorbé directement ; il faudra ensuite n — 1 étapes pour

passer de 2 a 0.

car on ne peut pas passer directement de j a 0.

e | pour j > 2, ag-l) =0
("), on décompose en 2 cas suivant le premier déplacement : soit on commence par passer

Pour déterminer a;
de j & j + 1 (avec la probabilité p;), soit on commence par passer de j & j — 1 (avec la probabilité ¢;) ; il restera
n n—1 n—1 .
a; ) :pja;Jrl )+qja§,71 ) sin>2|

alors n — 1 déplacements a effectuer pour se rendre en 0 et

—+o0
d) e Il faut maintenant utiliser a; = Z ag.") :
n=1

n>2 n>2
De méme, si j > 2, a; = a;l) + Z agv") =pj Z aﬂ]l) + q; Zayjl), d’ou ‘ a; =pjaj+1 +qjaj_1sij>21
n>2 n>2 n>2

e On a alors, comme a; =

(pi+aj)as, ‘pj(aj —aj+1) =¢j(aj-1 —a;) pour 1 < j< N —1 ‘ (car a; = pja;+1+
gjaj—1 est encore vrai pour j = 1 puisque ag = 1).

®a; —ajt1 = q—j.(ajfl — a;) donne a1 — az = ﬂ(al — ap), puis a2 — az = q—22(a1 — ap) et de proche en
pj p1 P2 p1
Qg5

proche, | a; — aj+1 = dj(ao —a1) pour 1 < j < N — 1, si on pose d; =
piep;

i

e) (a; —aj+1) est une “somme télescopique” : tout se simplifie sauf le premier et le dernier terme qui

<.
I
Ead
[un

N—
vaut ay = 0 et donc Z(aj —ajy1)=appour 1 <k<N-—-1|
—k

<.

i

(ajfajurl):aofaw:l.

Le principe reste le méme si 'on part de j = 0. On a alors

<.
Il
o

N1
(a; — ajt1)
. j=k . . . .
Ainsi ar = — et, comme (a; — ajt+1) = dj(ap — a1) pour j > 1, on a bien, en simplifiant
> (a; —aji1)
3=0
N—1
d;
, , . . Jj=k
numérateur et dénominateur par (ap — a1), on a bien | ax = T
1+ Z d]'
j=1

= too
% si Zd]- converge.
1+ > d; =t
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Pour le temps moyen d’absorption, on procede de méme. On rappelle que le temps moyen de séjour dans un

état j est N la distribution de ce temps suit la loi exponentielle E(A; + ;).
i i
En considérant les états j + 1 et 7 — 1 qui peuvent résulter de la premiére transition, on a alors :
1 Aj 1 ,
T = + Tj4+1 + ———Tj—1 pour j > 1 3.1
D Y e AP YN (3.1)

ou par convention 79 = 0. En posant z; = 7; — Tj+1 et en réordonnant (3.1) on obtient :

1 i .
x )\—;z]-_l pour j > 1. (3.2)

Zj =

En itérant cette relation, il vient

1 1 —
Jr/Mc Jr/lk/ik 12

2 = — - P
A VRS VIS VPRI VS VI

. et on termine en suivant exactement la méme démarche que dans I’exercice précédent.
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Chapitre 4

|Processus de ramification |

Utilisé plus particulierement en démographie, en génétique ou en physique nucléaire, c’est le
modele mathématique représentant le développement dans le temps d’une polulation.
Chaque individu géneére, indépendamment des autres, un nombre aléatoire de descendants.

X; est le nombre d’individus total & l'instant ¢ dans le cas d’un processus continu (espace
des temps T'= IR ) ; dans le cas discret (T' = IN), X,, est le nombre total d’individus & la n'*™¢
génération.

Les hypotheses :

— que les individus agissent indépendamment les uns des autres ;

— que la durée de vie d’individus de méme type est la méme ou suit la méme loi ;

— que la loi de reproduction est indépendante de I'époque et du nombre d’individus exis-
tants ;

entrainent que le processus (X¢)i>0 (ou (Xn),cN) est markovien.

Problemes qui se posent :

e Déterminer la loi de X; ;

e Connaitre la taille moyenne de la population & I'instant ¢ (et éventuellement, la dispersion
autour de cette valeur moyenne) (moins précis, mais plus parlant que la loi)

e Existe-t-il une probabilité non nulle d’extinction de ’espece 7

Pour déterminer la loi de Xy, on exprimera en général sa fonction génératrice, qui la carac-
térise, et qui est définie par :

+o0
Gx,(s) = )/ P([X; = j]) = B(s™).
j=0

+o0o
On notera | G(s, t) = BIXo=1(sXt) = Z s'p1;() |
j=0

Rappel sur les fonctions génératrices :

Si X est une variable aléatoire a valeurs dans IN, on pose :

“+00

Gx(s) =) s"P(IX =k)).
k=0
—+o00
Gx est une série entiere de rayon > 1 car Gx(1) = ZP([X =k]) =1.
k=0

La fonction génératrice caractérise la loi. Lorsqu’elle a été déterminée, il est alors tres facile
de déterminer ’espérance et la variance de X. En effet,

B(X) = lim Glx(s) = Gx (1) et var(X) = G (1) + G (1-) — (G (1))
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De plus, si X et X’ sont deux variables aléatoires indépendantes & valeurs dans IN, on a
G)(+X/(S) = Gx(s) X GX/(S).

Le processus de ramification (X;)¢>o (discret ou continu) étant un processus de Markov, on
a la relation fondamentale suivante :

Théoréme : G(s,t +7) = G(G(s,7),1).

Preuve : G(s,t+ 1) Zsp17t+7

Mais, comme (Xt)tZO est Markovien, on a P(t +7) = P(t)P(7) et

+oo “+oo
Zsjpl,j(t+T Z Zpl k(0)Pr,; (T Zpl k ZS P (T Zpl k(1) IEXO=H (%)
=0 =0

Mais, si Xo =k, X7 = X714+ -+ X, 1 o X, ; représente le nombre de descendants au temps 7 du ¢-ieme
individu initial. Les X ; étant k variables indépendantes de méme loi, on a alors IE[XOZH(SX*) = G(s, T)k, puis

+oo

G(s,t+71) = ZG(S, ¥ p1k(t) = G(G(s,7),t).

k=0

4.1 Processus discret a 1 type

Ezemples :
a) Survivance des noms de famille
On suppose que seuls les hommes conservent et transmettent leur nom.

b) Multiplicateur & électrons
On dresse sur la trajectoire d’un électron une série de plaques : lorsque I’électron rencontre une
plaque, il engendre un nombre aléatoire de nouveaux électrons.

On note X,, le nombre d’individus a la n-ieme génération.

Si Y est le nombre de descendants directs d’un individu, on note G la fonction génératrice
de Y et on définit GG,, par récurrence en posant

Gi=Getpourtoutn>1, Gpy1 =GroG =G oG,

On pose également

m=IE(Y) et 0% = var(Y).

Théoréme : EX=H (sX+0) = (G, (s))k.

Preuve : Grace a ’homogénéité dans le temps, on a EXr=F] (sX“f") = [EXo=F] (SX") =G(s, n)’C
Mais G(s,1) = G(s) = Gi(s) et, si G(s,n) = Gyn(s), d’apres la relation fondamentale,

G(s,n+ 1) = G(G(s,n), 1) = G(Gn(s)) = Grra(s)
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c’est donc bien que G(s,n) = Gy(s) pour tout n > 1.

Conséquences

[1] BE=H (X, ) = km™.
n
—1
O'2mn_1m71 sim 7& 1
m — .

[2] Si X =1, alors IE(X,,) = m" et var(X,,) =
no’sim=1

(Ceci se démontre par récurrence, en dérivant une, puis deux fois Gn4+1 = G, o G comme une fonction com-

posée et en prenant la valeur en s = 1.)

Interprétation de [2] :
e sim < 1, E(X,) — 0, var(X,,) — 0 : moyenne de plus en plus significative ;
o sim > 1, IE(X,) — 400, var(X,,) — +00 : moyenne peu significative ;
esim =1, [E(X,) =1, var(X,,) — 400 : beaucoup de familles disparaissent, d’autres
proliférent énormément.

Probabilité d’extinction :

On désire déterminer la probabilité que la population finisse par disparaitre. Pour cela, il
faut supposer que P([Y = 0]) €]0, 1], car, si P([Y = 0]) = 1, la population est sire de disparaitre
et si P([Y =0]) =0, il n’y aura jamais extinction.

Théoréme : Soit my = liIJIrl P([X,, = 0]). Alors mp = 1 si et seulement si m <1 (c’est-a-dire
n—-r+oo

Gy (1) < 1) et, si m > 1, mg est la plus petite solution positive de G(s) = s.

Preuve : 7(n), = P([X, = 0]) = G»(0) si Xo =1.

Si X, =0, alors X,,11 =0, donc G (0) < Gny1(0) et (m(n),)n est croissante et majorée par 1, donc converge
vers une limite mg.

D’autre part, 7(n+ 1), = Gny41(0) = G(Gn(0)) = G(w(n),) et, comme G est continue, 1o = G(mo) par
passage a la limite.

Si so est le plus petit point fixe de G positif, on a 0 < so donc, par croissance de G, G(0) < G(so) = So, et

par applications successives de G, G»(0) < so et, par passage & la limite, mo < so, donc mp = sg car 7o est un
point fixe positif de G.

4.2 Processus permanent a 1 type

Le processus de ramification traité précédemment est limité en ce sens que les instants de
génération sont fixes. Bien que certains phénomenes, en particulier des essais expérimentaux,
la généalogie ou la génétique, s’adaptent a cette situation, la plupart des processus reproductifs
naturels se produisent de fagon continue dans le temps. Il est donc intéressant d’établir une
version a temps continu des processus de ramification.

Soit X; le nombre d’individus a l'instant ¢ : (X;);>0 est un processus de Markov continu.
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On pose py;(t) = PX=H (X, = j]). On a alors
p11(h) =14+ aith +o(h) et p1;(h) = a;h + o(h) si j # 1,

avec aj; <0, ay; > 0 pour j # 1 et Zalj = 0. On posera, pour simplifier, a1; = a;.

On a pX+=1] ([Xesn #1]) Z ag | h+o(h) et ainsi, un individu “vit” un temps exponen-
k£l
tiel £ (Z ay) avant de se transformer (on dit qu’il se transforme au temps ¢, si a cet instant, on
k£l

obtient 0 ou bien un nombre > 2 d’individus). On peut ainsi considérer qu’un individu produit,
a la fin de sa vie, un nombre D de descendants, avec D a valeurs dans IN\ {1} (D = 1 n’est pas
pris en compte car seules les variations de la taille de la population importent). La loi de D est
donnée par

P(D =j]) =

a;
> ag

k£l

On a alors, si j # 1, PX="([X,, ), = n — 1+ j]) = najh + o(h) car le changement ne peut
venir que de 'un des n individus et celui-ci est alors remplacé par j nouveaux individus.

Remarque : Siag =, ag = —A— i, ao = A et ap = 0 pour k£ > 3, on retrouve un processus de
naissance et de mort a croissance et décroissance linéaires.

—+00
On pose u(s) = E a;s’ : u est parfois appelée fonction génératrice instantannée. Alors :
Jj=0

Théoréme : On a les équations aux dérivées partielles suivantes :

(4.1){ ZQ(C:,(SS? 5: u(G(s, 7)) ot (4.2){ 5’2(G( ; ): u(s)01(G(s,t))

Preuve : On part de la relation fondamentale G(s,t 4+ 7) = G(G(s,7),t) et du développement limité, pour une
courte période h :

= Z s'p1j(h) = s+ u(s)h + o(h).

e En prenant ¢t = h, on a alors :
G(s, 7+ h) = G(G(s,7),h) = G(s,7) + u(G(s,7))h + o(h), puis :

\agc(s, 7) = u(G(s,7)). \

e En prenant 7 = h, on a également :

G(s,t+h) =G(s+u(s)h+o(h),t) = G(s,t) + u(s)h01G(s,t) + o(h), puis :

\ 32G(s,1) = u(s)G(s,1). \

On en déduit en particulier :
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Théoréme : Le nombre moyen d’individus a 'instant ¢ en partant de 1 est :

IE[XQ:I} (Xt) — eu/(l)t

Preuve : En dérivant la premieére équation de (4.2) par rapport & s, on obtient :
010G (s, 1) = u(s)9iG(s,t) + u'(s)01G(s, t)
puis, avec s = 1, et en utilisant u(1) = 0,
0102G(s,t) = 020:G(1,t) = u'(1)01G(1,1).

Or on a m(t) = 61G(1,t), donc m'(t) = 901G (1,t) = u'(1)m(t), puis m(t) = Ce' (1t et, comme m(0) = 1, on
obtient C' =1 d’ou le résultat.

Interprétation :
e si u/(1) <0, alors m; — 0 (c’est Panalogue de m < 0) ;
e si u/(1) = 0, alors m; = 1 pour tout ¢ ;
e si u/(1) > 0, alors m; — +00.

Probabilité d’extinction :

Théoréme : Soit 1y = . liin P([X; = 0]). Alors mg = 1 si et seulement si u/(1) < 0 ; mg est la
— T 00

plus petite solution positive de u(s) = 0.

Preuve : mo(t) = P([X: = 0]) = G(0,¢) si Xo = 1.
Si X; = 0, alors pour 7 > ¢, X; = 0 et mo(¢t) < mo(7) donc t — mo(t) est une fonction croissante et majorée
par 1 ; elle admet une limite mo en +oc.

mo = tl}gloo G(0,t) = tl}gloo GO, t+71)= til?oo G(G(0,t),7) = G(mo, T)

par continuité de G. Ainsi, G(mo, 7) est indépendant de 7 et 92G(mo, T) = 0.
Par la relation (4.2), on a alors u(m)01G(mo,7) = 0 pour tout 7. En particulier, pour 7 = 0, G(s,0) =
EX0=1 (5%0) = 5 donc 81G(s,0) = 1 et u(mo) = 0.
Si so est la plus petite solution de u(s) = 0 dans [0, 1], alors G(so, 7) est indépendant de 7, car 92G(sg,7) = 0.
Donc G(so, ) = G(s0,0) = so.
De plus, s — G(s,t) = Zsjpl,j(t) est croissante, donc G(0,7) < G(so,7) = so pour tout 7, donc, par
J

passage a la limite quand 7 — +o0, 7o < so, donc 7o = sg car mo € [0,1] et u(mo) = 0.

4.3 Processus discret a 2 types

Dans une population, on considere une caractéristique permettant de classer les individus en
2 types (par exemple, les gauchers et les droitiers chez les humains). Chaque individu de type
(1) peut donner naissance a des individus de type (1) et de type (2) et chaque individu de type
(2) peut donner naissance a des individus de type (1) et de type (2).

A chaque instant n, on s’intéresse, non seulement a la taille de la population, mais aussi au
nombre d’individus de type (1) et de type (2).

On suppose qu’'un individu de type (1) génére, a la fin d’une période donnée, un nombre
aléatoire Y1) de descendants de type (1), un nombre aléatoire Y ?) de descendants de type (2),
et quun individu de type (2) géneére, a la fin d’'une méme période, un nombre aléatoire Z )
de descendants de type (1), un nombre aléatoire Z ) de descendants de type (2). On suppose
également, comme pour les processus a 1 type :

43



— que les individus agissent indépendamment les uns des autres ;
— que la durée de vie de chaque individu est la méme.

On note X,, = (X, X)) le nombre d’individus & la n-itme génération.

Si X = (k1. ka), alors XU, = (V{0 44 v0) 4 (207 4 + 2{)) pour i € {1,2}. On

a alors

Pl o) (o) (1) = PEm=E0RN (X = (5, 52)]).

On pose alors e; = (1,0), e2 = (0,1) et pour i € {1,2}, p]1 ) = e, (jr,j2) (1) (probabilité

qu'un individu de type (i) ait j; rejetons de type (1) et js rejetons de type (2).
On définit également :

‘ (1) (@) , 1) (@)
GO (s1, 59) = BFo=e] (s g ) Z s{lsJ;p ) et GV (s1, s9) = [ElXo=¢il ( x5! sy > .

]1]2
Ji,J2

Théoréme :

1) 5@ k1
E[Xo=(k1,k2)] ( X5 g( > _ (GS)(SM*S?)) (G(2) $1, $9 ) Z s 32 Plk1 k) 32)( n).

J1,J2

La fonction génératrice détermine entierement la loi et permet, en particulier, d’en déduire
la taille moyenne de la population a la n-ieme génération.

Pour cela, on pose M = (m;j), ot m;; désigne le nombre moyen de rejetons de type (j) d'un
individu de type (i), c’est-a-dire :

my; = EXo=al(x D) — 9,60 (1,1).

On a alors :

Théoreme : EX=Fml(x 1) 5@y — (g )M

Probabilité d’extinction :

Théoréme : Soit my = (77(()1),77(()2)) ou w(()i) = liIJIrl plXo=el([x,, = (0,0)]) et soit p la valeur

propre de plus grande valeur absolue de M = (m;;). Alors mg = (1,1) si et seulement si p <1
1 =GW(s1,52)

et si p > 1, mp est la plus petite solution positive de )
S9 = G (81, 82)

4.4 Processus permanent a 2 types

Dans cette partie, on généralise a la fois le passage du discret au continu, et le passage de 1
type a 2 types. Les notations, bien que lourdes, demeurent cohérentes.

Ainsi, on notera Xt(i) le nombre d’individus de type (i) a l'instant ¢, e; = (1,0), e2 = (0,1).

On note également :

Pl ) ir gy (1) = PR (X 4y = (51, 42)]) et e o) (8) = B ) (8).
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On suppose que pgj)l ]2)(h) = ey (j1,jo) T ag.)lng)h + o(h) avec agi) <0, agel?j ) = 0 sinon, et

Z agz)jz) = 0, c’est-a~dire que chaque individu de type (i) donne naissance, pendant [t,t + h]

J1,J2
a j1 rejetons de types (1) et jo rejetons de type (2) avec la probabilité
(@)

_ (@)
p(]l Jg)(h) - 561',(]'1,]'2) + a(jl,jQ)h + O(h)

On pose encore ul 51,52 E s{l 5%2 1es fonctions génératrices instantannées, et

J1,J2

. _ X 4@
G (51, s9,t) = IEIX0=ei] (51 tosyt ) Z 8]1183221) Uit.2) (t). On a alors :

J1,J2

_ M @ Ky
o=k k2)] < X X, ) = (@ s1,52.8)) " (6D (s, 50.t ) N Dt ()

Ji,J2

On a ici encore, du fait que (X;) est un processus de Markov, la relation fondamentale :

Théoréme : G(i)(81,82,t +7)= G® (G(l)(sl,82,7),G(2)(81,82,7),t)

dont on peut déduire, exactement comme dans le cas a 1 type, les équations aux dérivées
partielles suivantes :

(1) 33G(i)(81, 59, T) = ’U,(Z) (G(l) (81, S92, T), G(z) (81, S92, 7'))
G (s1,52,0) = s;

3G (51, 50,t) = uV(s1,52)0,GW (51, 59, 1) + u? (51, 52)0GD (51, 59, 1)
(2) (4) o ;
G (81,82,0) = S5;

Ezemples

a)Processus de ramification avec immigration

On considere ici que PP*=([X,,, = j]) = 8o, + bjh + o(h) avec by < 0 et les autres b; > 0.
Plus précisemment, on note :
e b; le taux d’immigration de j individus ;
e a; le taux de naissance de j individus.

Pour résoudre ce genre de probleme, on considere 2 types d’individus : les réels et les fictifs,
et on s’intéressera évidemment a la taille de la population réelle. (Les fictifs constituent la
population qui nous envoie les immigrés. On peut considérer qu’elle est constituée d’'un seul
individu, pouvant produire un nombre quelconque de rejetons). On pose alors :

(1) {0 sijo #0 a(2) _{O sijo # 1

= t A
J1:52 © bj, sijo=1

aj, sijo=0 J15J2
On en déduit, si u( g a]sj et u( g bj P
g2 .
81,82 g 1's5°a ]1 32 E 81 aj, =u(s1) ;
jlva
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g2 o
81,82 g 1's5°a ]1 32 E 82b]1 = 590(81).

J1,J2

b) Remplacement d’une particule de durée de vie de loi gamma (A, 2) par 2 particules

Cet exemple permet de résoudre un probleme particulier de processus permanents pour
lesquels la durée de vie de chaque individu n’est pas de loi exponentielle (processus qui n’est
plus markovien). Pour se ramener & ce que 'on connait, on introduit 2 phases indépendantes et
successives dans la vie de chaque particule, chaque phase suivant la loi exponentielle £()).

x{

désigne ici le nombre de particules dans la phase 7 a l'instant ¢.
On s’intéresse évidemment a Xt(l) + Xt(2).
Pour simplifier, on prend A = 1. On a alors

0 —1 si (j1,42) = (1,0) o —1 si (ji,j2) = (0,1)
Yo = Lsi (j1,2) = (0.1) et @j1ga = 1 si(j1,52) = (2,0)
0 sinon 0 sinon

On en déduit u(l)(sl, S9) = s9 — 51| et u(2)(51, S9) = s% — 89 |.

46



Chapitre 5

| Premiéres notions sur les files d’attente]

5.1 Introduction

Les files d’attente peuvent étre considérées comme un phénomene caractéristique de la
vie contemporaine. On les rencontre dans les domaines d’activité les plus divers (guichet de
poste, traffic routier, central téléphonique, atelier de réparation,...). L’étude mathématique des
phénomenes d’attente constitue un champ d’application important des processus stochastiques.

On parle de phénomene d’attente chaque fois que certaines unités appelées “clients” se
présentent d’une maniere aléatoire a des “stations” afin de recevoir un service dont la durée
est généralement aléatoire.

L’objectif de ce cours est d’étudier la structure et de calculer des valeurs caractéristiques
permettant de décrire les performances de tels systemes.

5.2. La file simple

Une file simple (ou station) est un systéme constitué d’un ou plusieurs serveurs et d’un espace
d’attente. Les clients arrivent de 'extérieur, patientent éventuellement dans la file d’attente,
recoivent un service, puis quittent la station. Afin de spécifier complétement une file simple, on
doit caractériser le processus d’arrivée des clients, le temps de service ainsi que la structure et
la discipline de service de la file d’attente.

File d'attente

Serveur

Arrivée Départ

> >
des clients des clients

systeme d'attente

5.2.1 Processus d’arrivée

L’arrivée des clients a la station sera décrite a 1’aide d’un processus stochastique de comptage
(Nt)i>0. [On notera indifféremment Ny ou bien N (t)].
ieme

Si A,, désigne la variable aléatoire mesurant 'instant d’arrivée du n client dans le systeme,

on aura ainsi : Ayp = 0 (par convention) et A, = inf{t ; N; =n}.
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Si T,, désigne la variable aléatoire mesurant le temps séparant I'arrivée du (n — 1) client

et du n'“™€ client, on a alors : T, = A,, — A,_1.

Définition : Un processus de comptage (Ny)i>0 est un processus de renouvellement si et seule-
ment si les variables aléatoires (T},) sont des variables indépendantes et identiquement dis-
tribuées. La loi décrivant le temps d’interarrivée suffit alors a caractériser le processus de
renouvellement.

La plupart du temps, l'arrivée des clients a une file simple est supposée décrite par un pro-
cessus de renouvellement. Le processus d’arrivée le plus simple et le plus couramment employé
est le processus de Poisson. C’est un processus de renouvellement qui est tel que les interarrivées
sont distribuées selon une loi exponentielle.

On note A\ le taux des arrivées : ‘ 1/ est lintervalle moyen entre deux arrivées consécutives |.

5.2.2 Temps de service

Considérons tout d’abord une file a serveur unique.

On note Dy, la variable aléatoire mesurant I'instant de départ du n'®™e client du systeme et
Y,, la variable aléatoire mesurant le temps de service du n'“™ client (temps séparant le début
et la fin du service).

Un instant de départ correspond toujours a une fin de service, mais ne correspond pas
forcément & un début de service. Il se peut en effet qu'un client qui quitte la station laisse
celle-ci vide. Le serveur est alors inoccupé jusqu’a I'arrivée du prochain client.

On considérera uniquement des stations dont les temps de service consécutifs sont décrits
par des variables Y, indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d.).

On note p le taux de service : ‘ 1/p est la durée moyenne de service ‘

La distribution du temps de service la plus simple a étudier est la distribution exponen-
tielle. Cependant, la propriété “sans mémoire” de la loi exponentielle fait que celle-ci n’est
généralement pas tres réaliste pour modéliser les phénomenes réels. On est donc souvent obligé
de recourir a d’autres distributions de service.

5.2.3 Structure et discipline de la file
Nombre de serveurs

Une station peut disposer de plusieurs serveurs en parallele. Soit C' le nombre de serveurs.
Dés qu’un client arrive a la station, soit il y a un serveur de libre et le client entre instantanément
en service, soit tous les serveurs sont occupés et le client se place dans la file en attente de
libération d'un des serveurs. La plupart du temps, les serveurs sont supposés identiques (ils
possedent donc la méme distribution) et indépendants les uns des autres.

Une station particuliere est la station IS (infinite servers) dans laquelle le nombre de serveurs
est infini. Cette station ne comporte donc pas de file d’attente. Des qu'un client s’y présente, il
trouve en effet instantanément un serveur disponible et entre donc directement en service. Elle
permet de représenter des systemes pour lesquels le nombre de serveurs est toujours supérieur
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au nombre de clients qui peuvent s’y trouver.
Capacité de la file

La capacité de la file a accueillir des clients en attente de service peut étre finie ou infinie.
Soit K la capacité de la file (incluant le ou les clients en service). Une file a capacité illimitée
vérifie K = 400. Lorsque la capacité de la file est limitée et qu’un client arrive alors que cette
derniere est pleine, le client est perdu.

Discipline de service

La discipline de service détermine 'ordre dans lequel les clients sont rangés dans la file et y
sont retirés pour recevoir un service. Les disciplines les plus courantes sont :

- FIFO (first in, first out) ou FCF'S (first come first served) ou PAPS (premier arrivé, premier
servi) : c’est la file standand dans laquelle les clients sont servis dans leur ordre d’arrivée. Notons
que les disciplines FIFO et FCFS ne sont pas équivalentes lorsque la file contient plusieurs
serveurs. Dans la premiere, le premier client arrivé sera le premier a quitter la file alors que
dans la deuxieme, il sera le premier & commencer son service. Rien n’empéche alors qu’'un client
qui commence son service apres lui, dans un autre serveur, termine avant lui. En francais, le
terme PAPS comporte une ambiguité, puisqu’il ne peut différencier une file “premier arrivé,
premier servi” d’une file “premier arrivé, premier sorti”.

- LIFO (last in, first out) ou LCFS (last come, first served) ou DAPS (dernier arrivé, premier
servi). Cela correspond a une pile, dans laquelle le dernier client arrivé (donc posé sur la pile)
sera le premier traité (retiré de la pile). A nouveau, les disciplines LIFO et LCFS ne sont
équivalentes que pour une file monoserveur.

- RANDOM (aléatoire) Le prochain client qui sera servi est choisi aléatoirement dans la file
d’attente :

- Round-Robin (cyclique). Tous les clients de la file d’attente entrent en service a tour de
role, effectuant un quantum @ de leur temps de service et sont replacés dans la file, jusqu’a ce
que leur service soit totalement accompli. Cette discipline de service a été introduite afin de
modéliser des systemes informatiques ;

- PS (Processor Sharing). C’est le cas limite de la distribution Round-Robin lorsque le quan-
tum de temps @ tend vers 0. Tous les clients sont servis en méme temps, mais avec une vitesse
inversement proportionnelle au nombre de clients simultanément présents. Si le taux du serveur
est égal & p et qu’a un instant donné il y a n clients a la station, tous les clients sont donc servis
simultanément avec un taux % (Attention, dire que les n clients sont servis simultanément ne

signifie absolument pas qu’ils seront libérés simultanément)
5.2.4 Notations de Kendall

La notation de Kendall normalise la description d’une file simple :

T/Y/C/K/m)Z

avec
T : distribution d’interarrivée
Y : distribution de service
C' : nombre de serveurs
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K : capacité de la file

m : population des usagers

Z . discipline de service.

Lorsque les trois derniers éléments de la notation de Kendall ne sont pas précisés, il est sous
entendu que K = +o00, m = 400, et Z= FIFO. Le parametre m précise le nombre maximum
d’usagers susceptibles d’arriver dans la file, cette derniere étant “plongée” dans un monde fermé
contenant m clients.

5.2.5 Notion de classes de clients

Une file d’attente peut étre parcourue par différentes classes de clients. Ces différentes classes
se distingueront par :

- des processus d’arrivée différents ;

- des temps de service différents ;

- un ordonnancement dans la file d’attente fonction de leur classe.

Pour définir une file multiclasses, il faut définir pour chaque classe de clients le processus
d’arrivée et la distribution du temps de service associés. Il faut également préciser comment
les clients des différentes classes s’ordonnent dans la file d’attente. Cela permet d’introduire de
nouvelles disciplines de service dites & priorité : PR (préemption) et HOL (hold on line). Par
exemple, dans une file parcourue par deux classes de clients, les clients de la classe 1 seront alors
toujours “devant” les clients de la classe 2. Pour caractériser une discipline de service prioritaire,
il faut de plus préciser si le service est préemptible : lorsqu’un client de classe 2 est en service
et qu’un client de classe 1 arrive a la file, est-ce que ce dernier doit attendre que le client de
classe 2 ait terminé son service (sans préemption : HOL) ou est-ce que le client de la classe 2 est
instantanément remis dans la file (avec préemption : PR) afin de laisser le serveur disponible
pour le client de classe 1 7 Dans ce dernier cas, il faut encore distinguer deux sous-cas. Est-ce
que le client de classe 2 relégué mémorise le temps de service accompli ou pas 7

5.3. Les réseaux de files d’attente

Un réseau de files d’attente est un ensemble de files simples (stations) interconnectées. Soit
M le nombre de stations du réseau.

5.3.1 Les réseaux ouverts

Dans un réseau de files d’attente ouvert, les clients arrivent de I’extérieur, circulent dans le
réseau a travers les différentes stations, puis quittent le réseau. Le nombre de clients pouvant
se trouver a un instant donné dans un réseau ouvert n’est donc pas limité. Afin de spécifier
complétement un réseau ouvert, il faut bien stir caractériser chaque station, mais également le
processus d’arrivée des clients et le routage (cheminement) des clients dans le réseau.

Processus d’arrivée
Le processus d’arrivée des clients dans le réseau sera décrit, comme pour une file simple, a
l’aide d’un processus de renouvellement (et sera donc caractérisé par la distribution du temps

d’interarrivée). Sil'arrivée des clients suit un processus de Poisson, les interarrivées sont expo-
nentielles et sont caractérisées par un unique parametre : le taux d’arrivée A. Dans le cas d’'un
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processus d’arrivée non poissonien, ce parametre reste intéressant, puisqu’il indique le nombre
moyen de clients qui arrivent dans le systéeme par unité de temps, mais devient insuffisant pour
caractériser parfaitement ’arrivée des clients.

Il faut en plus préciser, lorsqu'un client arrive dans le réseau, a quelle file il se rend. On
caractérisera la plupart du temps le routage d’entrée de fagon probabiliste : soit pg; la proba-

bilité pour qu’'un client qui arrive se rende a la station i (les probabilités pg; sont bien stir telles
M

que g po; = 1). Si les arrivées dans le systéme sont poissoniennes de taux A, on montre que le
i=1

processus d’arrivée des clients (venant uniquement de l'extérieur) a la station i est poissonien

de taux pg; A.

Routage des clients

Lorsqu’un client termine son service & une station, il faut préciser ou ce client va se rendre :
soit & une autre station, soit a l'extérieur (le client quitte alors le réseau). A nouveau, le routage
des clients est trés souvent caractérisé de facon probabiliste : soit p;; la probabilité pour qu'un
client qui quitte la station i se rende a la station j et soit p;p la probabilité pour qu’un client

M

qui quitte la station 7 quitte le systéme. Les p;; sont tels que Z pij = 1.
§=0
Il existe cependant d’autres types de routages :
- le routage vers la file la plus courte (routage dynamique) : un client quittant une station
choisira, parmi toutes les destinations possibles, la station qui comporte le moins de clients ;
- le routage clyclique (routage déterministe) : les clients quittant une station choisiront a
tour de role chacune des stations parmi toutes les destinations possibles.

5.3.2 Les réseaux fermés

Dans un réseau de files d’attente fermé, les clients sont en nombre constant. Soit N le nombre
total de clients du systeme. Il n’y a donc pas d’arrivée ni de départ de clients. La spécification
d’un réseau fermé se réduit donc a celle des différentes stations et a celle du routage des clients.

Par un mécanisme de routage probabiliste, on définit p;; la probabilité qu'un client qui quitte
M

la station ¢ se rende a la station j. Les p;; sont tels que Z pij = 1.
j=1

5.3.3 Les réseaux multiclasses

Comme pour les files simples, les réseaux de files d’attente peuvent étre parcourus par
différentes classes de clients. Soit R le nombre de classes de clients. Ces différentes classes
se distingueront par :

- des processus d’arrivée différent (si le réseau est ouvert)

- des comportements différents & chaque station (service et discipline de service)

- des routages différents dans le réseau.

On est alors amené a caractériser pour chaque classe r :

- pour un réseau ouvert, le processus d’arrivée (pour un processus d’arrivée poissonien, il
suffit alors de donner le taux d’arrivée A, des clients de classe r) ;

- pour un réseau fermé, le nombre total NV, de clients de classe 7 ;
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- le routage de clients. Si on se limite aux routages probabilistes, on définit p;;; la probabilité
pour qu'un client de classe r qui quitte la station i se rende & la station j. (Si ¢ ou j est égal a
0, cela fait la différence a I’“extérieur” d’un réseau ouvert.)

La notion de réseaux multiclasses nous permet d’introduire la notion de réseau mixte qui est
un réseau ouvert vis a vis de certaines classes et fermé vis a vis des autres classes.

On peut également autoriser certains clients & changer de classe lors de leur cheminement
dans le réseau. On définit alors p,;; la probabilité pour quun client de classe r qui quitte la
station 7 se rende a la station j et se transforme en un client de classe s.

5.3.4 Les réseaux de files d’attente a capacité limitée

Les différentes stations du réseau peuvent avoir des capacités limitées. Lorsqu’une file est
pleine, plus aucun client ne peut y entrer. Cela introduit des blocages dans les autres stations
amonts et éventuellement des pertes de clients a I'entrée du systéme (si celui-ci est ouvert).

On distingue principalement deux types de blocage : le blocage avant service et le blocage
apres service.

Dans un blocage avant service (ou blocage de type “réseau de communication”), un client
voulant commencer son service a une station donnée doit tout d’abord s’assurer qu’il y a une
place de libre dans la station de destination. Si c’est le cas, son service commence. Dans le cas
contraire, le serveur de la station est bloqué et le client doit attendre la libération d’une place
en aval avant de commencer son service.

Dans un mécanisme de blocage apres service (ou blocage de type “systéeme de production”),
un client commence sans attendre son service des l'instant ou le serveur est disponible. Ce n’est
qu’a la fin de son service qu’un blocage peut survenir. Si la station de destination est pleine, le
client reste au niveau du serveur qui se trouve alors bloqué, jusqu’a ce qu’une place se libere en
aval.

5.3.5 Les réseaux de files d’attente ouverts a contrainte de population

Certains réseaux de files d’attente, bien qu’étant des modeles ouverts, peuvent étre soumis
a une limite supérieure sur le nombre total de clients pouvant s’y trouver simultanément. Cette
“contrainte de population” implique que le réseau n’est ni réellement un modele ouvert, puisque
le nombre de clients qui peuvent s’y trouver est limité, ni réellement un réseau fermé, puisque
le nombre total de clients dans le systéme n’est pas constant. On parlera de “modeéle ouvert
a contrainte de population”. Lorsqu’un client arrive dans le réseau alors que celui-ci est plein
(la contrainte de population est atteinte), deux cas peuvent étre envisagés. Soit le client est
“rejeté”, ce qui rejoint le modele de la section précédente, soit le client est “mémorisé” et se
place en attente dans une file externe (généralement FIFO). Par la suite, on ne s’intéressera
qu’au cas ou le client est mémorisé.

Un systeéme ouvert a contrainte de population est souvent modélisé a ’aide d’un formalisme
de type “sémaphore”. Une file de “jetons” contenant initialement N jetons est alors associée a
la file externe des clients. Lorsqu’un client arrive alors qu’il reste un jeton de libre, il prend le
jeton et entre instantanément dans le systeme. Il conserve alors le jeton pendant tout son séjour
dans le systeme et le libere des qu’il quitte le systeme. Le jeton revient alors instantanément
dans la file des jetons et devient a nouveau disponible pour un autre client. Lorsqu’un client
arrive alors qu’il n’y a aucun jeton de libre, il se place dans la file externe (des clients) en attente
de libération d’un jeton. Le nombre initial NV de jetons impose donc une limite supérieure sur
le nombre total de clients pouvant se trouver simultanément dans le systeéme.
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5.4. Quelques exemples de systéemes d’attente

e T/Y/C : 1file et C stations offrant le méme service ; le client qui attend va a la premieére
qui se libere.
FEzemple : toilettes d’un lieu public, guichets d’une poste...

e T'/Y /oo : infinité de serveurs ; pas d’attente.
FEzemple : lignes téléphoniques.

e 2 stations différentes, I'une plus rapide que ’autre.
Si les 2 stations sont libres, le client va dans 1'une avec la probabilité p et dans 'autre avec
la probabilité 1 — p.
1
— Sip= 3 clients de passage : ils ne voient pas la différence.
— Si p =1, pour tous les clients, la rapidité prime.

— On a en fait p € [0,1] : la rapidité peut ne pas étre le seul critere (qualité du service,
jolie ou gentille caissiere...)

e Systemes a perte 7'/Y/C/C pas d’attente
Ezxemple : Central téléphonique ou les appels non traités sont rejetés.

e Systemes T/Y/C/K ou K > C : longueur de la file limitée, dépendant de la capacité.
Ezxemple : Station service, salle d’attente...

e Systemes fermés : nombre constant de clients.

Ezxemple : m machines en marche ou en panne, C' ouvriers pour les réparer, n en panne.
— m > C': cas le plus fréquent ;
— m < C': peu intéressant car il y aurait des ouvriers jamais occupés ;
— m = C' : un ouvrier par machine.

e Réseaux : plusieurs stations offrent des services différents, chacune ayant sa file.
— réseau ouvert : on peut venir de I'extérieur ou repartir a I'extérieur ; il se peut que
chaque station offre le méme service mais chacune & sa file.
FEzemple : Remontées mécaniques au ski, caisses de grandes surfaces.
— réseau fermé : pas d’échange avec 'extérieur.
Ezxemple : Palettes dans un atelier.

5.5 Parameétres de performances opérationnels

5.5.1 Parameétres de performances en régime transitoire

Considérons le comportement du systéme sur une période de temps donnée, par exemple
entret = 0 et £ = ©. Soit Xy le nombre total de clients dans le systéme a I'instant t. S’intéresser
au comportement du systeme sur U'intervalle de temps [0, O] revient & considérer le “régime
transitoire” du systeme.

Définissons les “parametres opérationnels” suivants :
Wy, : temps de séjour du k™€ client dans le systeme : Wy, = Dy, — Ag.
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© : temps total de 1'observation.
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T(n,O) : temps total pendant lequel le systéme contient n clients ; on a bien sir :
> T(n,©)=0.
n>0
T(n,0) . . . :
P(n,0) = : proportion de temps pendant laquelle le systeme contient n clients.

a(0©) : nombre de clients arrivant dans le systeme pendant la période [0, ©].
0(©) : nombre de clients quittant le systéme pendant la période [0, ©].

A partir de ces quantités, on définit les parametres de performances en régime transitoire
suivants :

Débit moyen d’entrée : Le débit moyen d’entrée est le nombre moyen de clients arrivés dans
le systéme par unité de temps. Sur la période d’observation [0, ©], c’est donc :

d.(0) =22 (5.1)

Deébit moyen de sortie : Le débit moyen de sortie est le nombre moyen de clients ayant
quitté le systéme par unité de temps. Sur la période d’observation [0, ©], c’est donc :

(5.2)

Nombre moyen de clients : Le nombre moyen de clients présents dans le systeme est la
moyenne temporelle de X; (ou X(¢)) sur la période d’observation [0, O], c’est donc 'aire sous la
courbe de X; :
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1 +oo +oo
LO) =45 Z_;)nT(n, 0) = Z_;)nP(n, 0) (5.3)

Temps moyen de séjour : Le temps moyen de séjour d’un client dans le systeme est, par
définition, la moyenne arithmétique des temps de séjour des clients arrivés dans le systeme
pendant U'intervalle de temps [0, O] :

W(©) = ! a(g)W 5.4
()_W@); k (5.4)

Taux d’utilisateur U : Pour une file simple comportant un unique serveur, en plus des
parametres précédents, débit moyen d’entrée, débit moyen de sortie, nombre moyen de clients,
temps moyen de séjour, on peut définir un parametre de performances supplémentaire : le taux
d’utilisation du serveur. Il est défini comme la proportion de temps pendant laquelle le serveur
est occupé sur 'intervalle de temps [0, O] :

+00
U(®) =) P(n,0)=1-P(0,0) (5.5)
n=1
Cas des réseauz de files d’attente

Pour un réseau de files d’attente, on peut considérer les parametres de performances du
réseau tout entier : débit moyen d’entrée dans le réseau, temps moyen de séjour dans le réseau.
Notons que ces parametres n’ont d’intérét que pour un réseau ouvert (ou mixte). En effet, si
le réseau est fermé, le débit moyen d’entrée et le débit moyen de sortie sont nuls, le nombre
de clients est en permanence égal a la population du réseau (V) et le temps moyen de séjour
est égal a la durée d’observation © (infinie en régime permanent). Pour un réseau multiclasses
ouvert (ou mixte), on pourra s’intéresser aux parametres de performances, par classe ou toutes
classes confondues.

On peut également considérer les parametres de performances pour chacune des stations du
réseau : débit moyen d’entrée dans la station i (dg;), débit moyen de sortie de la station i (ds;),
nombre moyen de clients dans la station ¢ (L;), temps moyen de séjour dans la station i (W;).
A nouveau, pour un réseau multiclasses, on pourra s’intéresser aux parametres de performances
de chaque classe ou toutes classes confondues.

5.5.2 Parameétres de performances en régime permanent

Toutes les quantités précédentes définissent les performances du systéme en régime transitoire
(au bout d’un temps O fini). En régime permanent, on s’intéressera a ’existence et aux valeurs
(éventuelles) des limites lorsque © tend vers l'infini de tous ces parameétres :

d,= lim d,(0); dy= lim dy(O)
©—+4o00 ©—+o00

L= lim L(©); W= lim W(O)
O—+00 O—+00

U= lim U(O)
O—+00
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5.5.3 Stabilité

Définition : Un systeéme est stable si et seulement si le débit moyen asymptotique de sortie des
clients du systeme est égal au débit moyen d’entrée des clients dans le systeme :

o B(9) = glin, de(9) =4

D’apres les relations précédentes, cela implique que le nombre total de clients arrivés dans
le systeme pendant l'intervalle [0, 0], a(©) ne soit pas croitre plus rapidement que le nombre
total de clients ayant quitté le systeme §(0), lorsque © tend vers l'infini :

0(©
lim Q =1
©—+o0 Oé(@)
Ezxemple : Afin de bien comprendre la notion de stabilité d’une file simple, nous allons con-
sidérer 'exemple d’une file D/D/1 (les interarrivées et les services sont déterministes, ce qui

signifie que les clients arrivent exactement toutes les t, = — unités de temps et restent tous en

A

service pendant un temps ts; = —.

Considérons tout d’abord le cas ou ¢, > ts (A < p), par exemple : t, = 10 s, soit A = 0,1

clients/seconde, ts = 5 s, soit u = 0,2 clients/seconde.

(O 10
Sur la période d’observation [0,100], le débit moyen de sortie ds = % =100 0,1 est

bien égal au débit moyen d’entrée d. = A. La file est stable : lorsque ¢ tend vers l'infini, le
nombre de clients dans la file X; reste fini (et dans ce cas égal en alternance & 0 ou a 1).

Considérons maintenant le cas ou t, < ts (A > pu), par exemple : t, = 10 s, soit A = 0,1
clients/seconde, ts = 20 s, soit p = 0,05 clients/seconde.

0(© 5
Sur la période d’observation [0, 100], le débit moyen de sortie ds = % = — =0,05 est
différent du débit moyen d’entrée d. = A. La file est instable : lorsque ¢ tend vers l'infini, le
nombre de clients dans la file, X; tend vers I'infini.

Le probleme est exactement le méme si, au lieu de considérer des temps déterministes,
on considere des temps aléatoires (et donc si 'on consideére une file G/G/1, pour laquelle la
loi d’interarrivée et la loi de service ont des distributions générales quelconques). Les clients
s’accumulent dans la file et le serveur n’arrive jamais a “rattraper” son retard. Ce phénomene
se produit lorsque t, < ts (donc lorsque A > p) et est connu sous le nom d’instabilité.

5.5.4 Ergodicité

L’ergodicité est une notion tres importante dans le domaine des processus stochastiques.

D’un c6té, I'analyse opérationnelle s’intéresse a une évolution particuliere d’un systeme entre
deux instants t = 0 et ¢ = ©. Nous avons vu que faire tendre © vers l'infini et considérer les
limites de tous les parametres de performances opérationnels, revient a s’intéresser au régime
permanent du systéme. En fait, cela revient a s’intéresser au régime permanent d’une évolution
particuliere du systeme. Il est alors possible d’étudier différentes évolutions du systeme. La
question que 1’on se pose immédiatement est bien sir : toutes ses réalisations ont-elles le méme
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comportement asymptotique ? En d’autres termes, tous les parametres de performances con-
sidérés ont-ils la méme limite quelle que soit I’évolution du systéme considérée ?

D’un autre coté, ’analyse stochastique va associer au systeme des variables aléatoires et des
processus stochastiques : .
A}, : variable aléatoire mesurant l'instant d’arrivée du k™€ client dans le systeme ;
D, : variable aléatoire mesurant 'instant de départ du k_iéme client du systeme ;
W), : variable aléatoire mesurant le temps de séjour du k™ client dans le systéme :

Wi, = Dy, — Ay ;

(i) : processus mesurant le nombre de clients arrivés dans le systéme a l'instant ¢.
(0¢) : processus mesurant le nombre de clients ayant quitté le systéme a linstant ¢.
(X¢) : processus stochastique mesurant le nombre de clients dans le systéeme a 'instant ¢ :

Xt = 0t — 6t~
mn(t) : probabilité pour que le systéme contienne n clients a U'instant ¢ : m,(t) = P([X; = n]).

On peut alors, comme cela a été fait dans le cadre de I'analyse opérationnelle, calculer tous
les parametres de performance stochastiques, en régime transitoire et en régime permanent. Le
nombre moyen de clients présents dans le systeme a l'instant ¢ se calcule, par exemple, de la
fagon suivante :

+oo
L(t) =) nmy(t).
n=0

La question que 'on se pose est alors : comment se relient les parametres de performances
stochastiques aux parametres de performances opérationels ? Par exemple, si I'on s’intéresse a
caractériser combien de temps un individu passe, en moyenne dans sa vie, a dormir, on s’intéresse
bien a la proportion de temps pendant laquelle il dort et non a la probabilité qu’a un instant
quelconque, il soit en train de dormir ! Par ailleurs, les techniques de simulation étudient
une réalisation particuliere du processus et fournissent donc des parametres de performances
opérationnels.

La notion d’ergocité nous permet de définir une classe de systemes pour laquelle toutes les
réalisations particulieres de I’évolution du systeme sont asymptotiquement et statistiquement
identiques, c’est-a-dire :

Définition : Un systeme est ergodique si et seulement si, quelle que soit la réalisation particuliere
étudiée du processus stochastique :

+oo

+o0
GEI—EOO OnkP(n, 0) = tl}inoo Z;)nkﬂn(t) pour tout k=1,2,---
n—= n—=

Cela implique que tous les parametres de performances opérationnels en régime permanent
(mesurés ou calculés par simulation a partir de n’importe quelle réalisation particuliere du pro-
cessus) sont égaux aux parametres de performances stochastiques en régime permanent (obtenus
a partir d’une étude analytique de performances). Méme si cela n’est pas parfaitement rigoureux,
on peut donc considérer cette propriété comme définition équivalente a l’ergodicité.
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En choisissant comme parametres de performances les proportions de temps passé par le
systeme dans I’état n et les probabilités associées pour que le systeme contienne n clients, on
obtient que si le systeme est ergodique :

lim P(n,0)= lim m,(t)

O—+o0 t—+o00

Dans un systéme ergodique, on pourra donc confondre en régime permanent, proportions
de temps passé dans un état et probabilités d’étre dans cet état. On parlera indifféremment
de “probabilités en régime permanent”, de “probabilités a 1’équilibre” ou de “probabilités sta-
tionnaires”. Tous les parameétres de performances fournis par une analyse stochastique de notre
systeme seront égaux aux parametres de performances opérationnels, c’est-a-dire a ceux que
lon pourrait “observer” sur n’importe quelle réalisation particuliere (suffisamment longue) de
I’évolution de notre systéme. On parlera, de la méme fagon, des “performances stationnaires”
du systeme.

Notons toutefois qu’il existe des systémes non ergodiques. Par exemple, une chaine de
Markov non irréductible constitue un systéme non ergodique (certaines réalisations conduisent
dans une sous-chaine absorbante, d’autres dans une autre). Une chaine périodique est un autre
exemple d’un systeme non ergodique. Les probabilités stationnaires n’existent pas mais on est
cependant capable de déterminer les proportions de temps passé dans chaque état de la chaine.
Notons finalement qu’un systéme instable n’est également pas un systeme ergodique puisque la
limite lorsque © tend vers I'infini du nombre moyen de clients L(©) n’existe pas (est infinie).

5.5.5 La loi de Little

La loi de Little est une relation tres générale qui s’applique a une grande classe de systemes.
Elle ne concerne que le régime permanent du systeme. Aucune hypotheése sur les variables
aléatoires qui caractérisent le systeme (temps d’interarrivées, temps de service,...) n’est nécessaire.
La seule condition d’application de la loi de Little est que le systéeme soit stable. Le débit du
systeme est alors indifféremment, soit le débit d’entrée, soit le débit de sortie : ds = d. = d. La
loi de Little s’exprime telle que dans la propriété suivante :

Théoréme : (Formule de Little) Le nombre moyen de clients, le temps moyen passé dans
le systeme et le débit moyen d’un systeéme stable en régime permanent se relient de la fagon
suivante :

L=Wxd

Preuve :
Considérons, dans un premier temps, une durée d’observation © qui est telle que le systéme est vide au début
et & la fin de l'observation. Dans ces conditions, le nombre de clients qui ont quitté le systéme pendant [0, ©]

est égal au nombre de clients qui y sont arrivés : 6(0) = a(0). Les quantités L(O) et W(O) peuvent alors étre
décrites de la fagon suivante :

ZnPn@ 6+Z
o 2"

La formule de Little repose sur le résultat suivant :

+o0 5(©)
Z nT(n,0) = Z Wi
n=0 k=1
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On peut démontrer formellement que les deux sommations intervenant dans cette égalité représentent deux
fagons de calculer 'aire sous la courbe de X;.

Comme le débit d(©) du systéme est le rapport du nombre de clients sortis §(©) sur le temps moyen
d’observations O, on déduit immédiatement des trois relations donnant L(©), W(0O) et d(©) que : L(©) =

W(O) x d(©). On peut finalement s’affranchir de 'hypothese que le systéme est vide au début et a la fin de
5(©)

Pobservation, en faisant tendre © vers l'infini et en se rappelant que si le systéme est stable, elirJrrl @ =1.
— 400 (X

O

La loi de Little a une tres grande importance dans ’analyse des systéemes de files d’attente.
Elle permet de déduire I'une des trois quantités (L, W, d) en fonction de la connaissance des deux
autres. Elle s’applique sous des formes tres diverses. Considérons ici le cas d’une file simple
comportant un unique serveur et montrons que la loi de Little peut s’appliquer de différentes
fagons.

On a vu que la loi de Little nous dit qu’il existe une relation entre le nombre moyen de clients
dans la file (en attente ou en service) et le temps moyen total de séjour d’un client dans la file
(temps d’attente + temps de service) :

L=Wxd (5.6)

La loi de Little peut aussi s’appliquer en considérant uniquement ’attente dans la queue
(sans le service). Elle permet alors de relier le nombre moyen de clients en attente L, au temps
moyen d’attente d’un client avant service Wy, par la relation :

Ly=W,xd (5.7)

Enfin, on peut appliquer la loi de Little en ne considérant que le serveur. Dans ce cas, elle
relie le nombre moyen de clients en service Lg, au temps moyen de séjour d’un client dans le

serveur qui n’est rien d’autre que le temps moyen de service —, par la relation
7

1
LS:—Xd
n

Comme il n’y a jamais plus d’un client en service, Lg s’exprime simplement :

Ls(©) = 0P(0,0) + 1[P(1,0) + P(2,0) + P(3,0) + ---] = 1 — P(0,0).

Lg n’est donc rien d’autre que le taux d’utilisation du serveur, U, défini comme étant la
probabilité que le serveur soit occupé (ou la proportion de temps pendant laquelle le serveur est
occupé). Ainsi, dans ce cas, la loi de Little s’écrit :

1

U=-xd 5.8
. (5.8)

On a obtenu trois relations en appliquant la loi de Little successivement au systeme en-
tier, a la file d’attente seule et, enfin, au serveur seul. Ces trois relations ne sont bien str
pas indépendantes. On peut en effet déduire 'une d’entre elles a partir des deux autres en
remarquant que :

1
W=Wyt et D=Lyt Ls =Ly +U (5.9)
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Chapitre 6

File d’attente unique

L’étude mathématique d’un systeme d’attente se fait le plus souvent par I'introduction d’'un
processus stochastique approprié.

— En premier lieu, on s’intéresse au nombre X; de clients se trouvant dans le systeme a
I'instant t. En fonction des quantités qui définissent la structure du systeme, on cherche a
calculer :

e les probabilités d’état m,(t) = P([X; = n]) qui définissent le régime transitoire du
processus (X¢)>0 ;
e le régime stationnaire du processus, défini par

T, = lim m,(t) = lim P([X; =n]).

t——+o0 t——+o0

— A partir de la distribution stationnaire du processus (Xt)t>0, on pourra obtenir d’autres

caractéristiques d’exploitation du systeme telles que :

e le nombre moyen L de clients dans le systeme ;

e le nombre moyen L, de clients dans la file d’attente ;

e la durée d’attente moyenne W, d'un client ;

e la durée de séjour moyenne W dans le systeme (attente + service) ;

e le taux d’occupation des postes de service ;

e le pourcentage de clients n’ayant pu étre servis ;

e la durée d’une période d’activité, c’est-a-dire de l'intervalle de temps pendant lequel il
y a toujours au moins un client dans le systéme...

Il faut toutefois constater que le calcul explicite du régime transitoire s’avere pénible, voire
impossible, pour la plupart des modeéles considérés. Mis a part certains modeles particulierement
faciles a traiter, nous nous contenterons donc par la suite de déterminer le régime stationnaire
d’un phénomene d’attente.

Les résultats analytiques portant essentiellement sur des valeurs moyennes, en particulier,
on n’a pas acces a leurs valeurs minimum et maximum qui peuvent étre importantes par exem-
ple dans 'optique du dimensionnement de zones de stockage. Dans ce cas, la connaissance des
probabilités d’état m, [notées aussi m(n) dorénavant], peut étre tres utile.

6.1 Files d’attente markoviennes

Les files d’attentes makoviennes sont celles pour les lesquelles les interarrivées et les durées
de service sont exponentielles. Leur notation de Kendall sera de la forme M/M/--- (M comme
markovien...)

6.1.1 Processus de naissance et de mort général
L’étude de ce processus a été faite au chapitre précédent. Rappelons qu’il est caractérisé par

un nombre n d’entités qui évolue de la facon suivante :
- les arrivées et les départs d’entités obéissent a des lois exponentielles de taux respectifs

A(n) et pu(n)
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- la probabilité pour que deux événements se produisent dans un intervalle de temps dt est
négligeable (hypothese de régularité : deux événements ne peuvent pas se produire en méme
temps).

Il y a transition vers un état voisin, soit par 'arrivée d’un client (naissance), soit par le
départ d’un client (mort).

Si 7, (t) est la probabilité pour qu’il y ait n clients dans le systeme a l'instant ¢, '’équation
de Kolmogorov s’écrit, pour n > 0 :
Tn(t+dt) = (1 — (N + pn) dt)mp(t) + pins1Tn1(t) dt + A—17m—1(t) dt + o(dt)

c’est-a-dire, en faisant tendre dt vers 0, pour n > 0 :

— 70 (t) = —(An + )T (t) + 1741 () + An—1mn-1(2).
De la méme facon, on obtient pour n =0 :

%Wo(t) = —Xomo(t) + i (t).

Il est pratiquement impossible de calculer 'expression générale de m,(t), si ce n’est par simu-
lation a partir des valeurs m,(0) qui caractérisent I’état initial du systeme.

Toutefois, sil’on suppose qu’un régime permanent parvient a s’établir, les probabilités devien-
nent indépendantes du temps et on a alors, comme on I’a vu au chapitre 3 :

avec

o = +oon—1

1+Z H#H.

n=1 i=

Le processus de Poisson est un cas particulier du processus de naissance et de mort pour
lequel p, = 0 et A\, = C'te = A mais, dans ce cas, il n’y a pas de régime stationnaire.
Les équations différentielles s’écrivent alors :

d
aﬂ'o( ) == —)\Wo(t)
dott mo(t) = e M.
d
23 Tn(t) = —A(ma(t) — m1(?))
VAL —At
dont la solution est m,(t) = % (voir chapitre 2).

6.1.2 La file M/M/1

Cette file est caractérisée par une arrivée poissonienne de taux A et une durée de service
exponentielle de taux p.

On pose p = \/p.

La file peut étre considérée comme un processus de naissance et de mort, pour lequel :
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An=A

| p o osin#0
Fn=0 sin=0

La probabilité d’état (en tenant compte que p < 1 pour qu’il y ait un régime permanent) est
donnée par :

Tp = WOP”
1
= g = 1—0p
> "
n=0
donc
™ =(1—p)p".

Tous les parametres de performances sont calculés dans le cas ou la file est stable (A < p,
c’est-a-dire p < 1) et pour le régime stationnaire de la file.

Débit d

Ici d = A car A\, = A pour tout n > 0. Une autre fagon de voir les choses est de remarquer
que le service s’effectue avec un taux p dans chaque état ou le systéme contient au moins un
client :

d = Proba([file non vide])u = Zﬂnu =[1 —molp=pu=2A
n=1

On retrouve bien que si la file est stable, le débit moyen de sortie est égal au débit moyen
d’entrée.

Taux d’utilisation du serveur U

Par définition, le taux d’utilisation est la probabilité pour que le serveur de la file soit occupé

400 A

n=1

Nombre moyen de clients L

Le nombre moyen de clients se calcule a partir des probabilités stationnaires de la fagon
suivante :

+o0 +oo oo
L = Y nm=)Y n(l—p)p"=p(l—p)> (n+1)p" =p(1—p)(1+2p+3p"+--)
n=1 n=1 n=0
d , d [ 1
- p1-pL ) =p1—p) (1
pL= Dot i ) = oL -9 (2 1)
soit

L=-"_
L—p



Temps moyen de séjour W

Ce parametre est obtenu en utilisant la loi de Little :

L 1
W = - = —
d pl—p)
qui peut se décomposer en :
1 P
W=—+——-—.
po pu(l=p)

On en déduit le temps moyen passé dans la file d’attente W, :

_r
u(l—p)

Nombre moyen de clients dans la file d’attente Ly :

W, =

02

L,=\W, = .
q W, 1_p

Preuve des formules de Little dans le cas M/M/1 :

On cherche le temps moyen d’attente Wy, = IE(7y) d’un individu : celui-ci est fonction du nombre de clients
déja présents lorsqu’il arrive.
Soit E,, I'’événement “l y a n clients dans le systéme lorsque 'individu arrive”. On a alors

Wq = E(T,) = io E(Ty/En) P(En)

avec IE(Tq/E,) = L (absence de mémoire de la loi exponentielle) et P(E,) =m, = (1 — p)p™ ol p = é
1 1

“+oo
L 1 L+1
On a alors quzz(lfp)p":— etW:Wqu—:i,
n=1 K 1% o
+oo +o0 +oo
OrLy=Y (n—Dmn=>» nmp— Y mm=L—(1-m)=L-p.
n=1 n=1 n=1
+oo 1
CommeL:Zmrn:L,L+1:—*,uW, donc L = p(L + 1) = puW et on a bien L = AW.
n=1 lip lip

Deméme,Lq:L—i:)\<W—l) = \W,.
1 1

6.1.3 La file M/M/1/K

On considére un systéme a serveur simple identique a la file M /M /1 excepté que la capacité
de la file d’attente est finie. On a donc toujours les hypotheses suivantes : le processus d’arrivée
des clients dans la file est un processus de Poisson de taux A et le temps de service d’un client
est une variable aléatoire exponentielle de taux u. Soit K la capacité de la file d’attente : c’est
le nombre maximal de clients qui peuvent étre présents dans le systéme, soit en attente, soit en
service. Quand un client arrive alors qu’il y a déja K clients présents dans le systeme, il est
perdu. Ce systeme est connu sous le nom de file M /M/1/K. L’espace d’états E est maintenant
fini: £ =1{0,1,2,--- ,K}. La capacité de la file étant limitée, méme si les clients arrivent en
moyenne beaucoup plus vite que ce que le serveur de la file est capable de traiter, des que celle-ci
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est pleine, les clients qui se présentent sont rejetés. Le nombre de clients dans la file ne peut donc
jamais “partir” a Iinfini. De plus, dés qu’un client est autorisé a entrer, il sortira un jour et son
temps de séjour dans la file est fini, puisqu’il correspond au temps de service de tous les clients
devant lui et que ce nombre est limité par K. Sur un temps tres long, le débit de sortie sera
donc bien égal au débit d’entrée, ce qui correspond bien a la stabilité inconditionnelle du systeme.

Le processus de naissance et de mort modélisant ce type de file d’attente est alors défini de
la facon suivante :

A\ _{)\ sin< K

"0 sin=K
| p o osin#0
Fn=0 sin=0

L’intégration de I’équation récurrente permettant de calculer m, se fait alors comme suit :
T = mop" pour n < K

T, =0 pour n > K

1 1—p . 1 .
T = =2 zl_pK+181)\7éu(etK+151)\:u).
> "
n=0

Débit d : Le débit du systéeme peut étre calculé de deux manieres équivalentes : soit en
mesurant le taux de départ des clients en sortie du serveur, d;, soit en mesurant le taux d’arrivée
effectif des clients acceptés dans le systéme d.. On s’attend bien sir a obtenir 1’égalité de ces
deux débits.

Le débit en sortie du serveur est égal a p des 'instant ou la file n’est pas vide :

K+ M

K p— pK+1
ds = Proba(] file non vide |)u = Zlﬂnu =[1—molp= T,

Le débit effectif d’entrée dans la file est égal a A des I'instant qu’un client arrive lorsque la file
n’est pas pleine :

K—1
. . e 1—pK
de = Proba(][ file non pleine aux instants d’arrivée |)\ = ng_o A = [1 — mr]A = m)\.

A
Puisque p = —, on a bien d. = ds = d, ou d est le débit moyen de la file (d’entrée ou de

sortie) :
P

- 1_pK+1)\

Notons que, lorsque K tend vers l'infini, on retrouve bien les résultats de la M /M /1, c’est-
a~dire d = A, & condition que p < 1, ce qui correspond & la condition de stabilité de la M/M/1.

Taux d’utilisation du serveur U(K)

K K+1 K
p—p 1—p
U(K):Zﬂ-n:l_ﬂ-oz1_pK+1:p1_pK+1
n=1
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Ainsi, dans le cas d’une file a capacité limitée, le taux d’utilisation n’est plus égal a p. En
effet, le taux d’utilisation est toujours égal au rapport du débit moyen d’entrée sur le taux moyen

d
de service (loi de Little) : U = —. Mais ici d n’est plus égal a A.
w

Remarquons que, lorsque K — +o00, U(K) tend vers p si p < 1 et vers 1si p > 1.

Nombre moyen de clients L

= L=p =~ o P=p) i~ s
L = Znﬂnzl_pKH np :l—pK‘HZnP
n=0 n=0 n=1
p(1—p) i(l—pK“_l) _ p(l=p) 1= (K +1)p" + Kpi+!
1—pK+1d,0 1—p 1_pK+1 (1—/))2
p 1—(K+1)p" + Kpi+!
- 1—0p 1_pK+1

A nouveau, lorsque K tend vers I'infini et p < 1, on retrouve les résultats de la M/M/1 :

Temps moyen de séjour W

On considere ici le temps moyen de séjour d’'un client effectivement admis dans la file
d’attente. Cette quantité peut étre obtenue par application de la loi de Little :

L
W=—
d
C ticuli A 1 <K
as particulier ou = I = our n .
Y K n 0 K+ 1 p =
K\
UK)=1—my= td=——
(¥) T EF1C K+1
X on K
Nomb de clients d lﬁld’ttt:L:E = —.
ompre moyen de clients dans la 1ile attente Z K 1 B
L K+1
Temps moyen dans le systeme d’attente W = 7= %
Preuve des formules de Little dans le cas M/M/1/K :
= 1 (L-K
On a ici [E(T,) = Z ng = m (1_77:}:[{), avec T, = T jﬂ_ (client rejeté s’il y en a déja K).

n=1

L— (K + 1)p" + Kp™*™ — Kp"~'(1 - p)?

L—-—Krg = p
(1—p)(1—pK+t)
1= (K+ )" + Kp" T —Kpf (1 -2p+p°) o= Kp"~' 4 (K —1)p"
(1= p)(1 = pKtt) (1—=p)(1 = pKtt)
pi(l—p) 1=pftt—pf 4 pftt 1 pF

177TK:171_pK+1: 1 pi+t :1_pK+1
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— K—-1 _ K K K+1
W o= Wq+l:l{f’(1 Kp +(KK Dp*)  1=p—p +,0K
moop (1=p)(1=pK) (1= p)(1 = pK)
_ 1 {1*(K+1)pK+KpK+1} L La-pftYy L
p (1=p)(1—pK) ou(1—pK) — X1 —7k)
K—1
Ord:)\zﬂnZA(l—WK)etonabienL:de.
n=0 . . P .
Dernérne,L—Lq:Znﬁn—Z(n—l)ﬂn:Zﬂ-n:1—71'0 donc, comme A = = u(l — m) = d,
n=1 n=1 n=1

Lq:L—(l—wo):def%:d(W—%):deq.

6.1.4 La file M/M/C

On considére un systeme identique a la file M/M/1 excepté qu’il comporte C' serveurs iden-
tiques et indépendants les uns des autres. On conserve les hypotheses : processus d’arrivée
des clients poissonien de taux A et temps de service exponentiel de taux p (pour chacun des
serveurs). Ce systéme est connu sous le nom de file M/M/C. L’espace d’états E est, comme
pour la M/M/1 infini : £ ={0,1,2,--- }. On a un processus de naissance et de mort de taux :

An = A
0 sin=20
Un=14¢ nu si0<n<C
Cp sin>C

En effet, lorsque le processus est dans un état n < C, tous les clients sont en service et sont
donc susceptibles de quitter la file. Pour passer de n clients a n — 1 clients en un temps dt,
il faut qu'un des n clients termine son service et que les autres ne terminent pas le leur, ceci
pouvant se produire pour le premier, le deuxieéme, ..., ou le n-ieme client. Pour étre précis, il faut
également rajouter qu’aucun client n’arrive pendant ce temps dt. La propriété caractéristique
de la loi exponentielle nous dit que la probabilité pour qu'un client termine son service en un
temps dt est pdt + o(dt), la probabilité pour qu'un client ne termine pas son service est donc
1 — udt + o(dt) et la probabilité pour qu’aucun client n’arrive est 1 — Adt + o(dt). La probabilité
recherchée se calcule donc de la fagon suivante :

Pan_1(dt) = zn:(udt +o(dt)) (1 — pdt + o(dt))™1 | (1 — Adt + o(dt))
j=1

Un développement limité au premier ordre nous donne immédiatement que
Pnn—1(dt) = npdt + o(dt)

Le taux de transition de I’état n vers 1’état n — 1 est donc égal a nu. De la méme fagon, lorsque
n > (| seuls C clients sont en service et sont donc susceptibles de quitter la file, donc de faire
passer le processus de I’état n a I’état n — 1. Le taux de transition correspondant est donc égal
a C'u. Dans tous les cas, une transition d’un état n vers un état n + 1 correspond a une arrivée
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de client, soit en un temps dt, a une probabilité Adt + o(dt). Le taux de transition est donc égal
a .

La condition de stabilité est ici A < C'u et exprime le fait que le nombre moyen de clients
qui arrivent a la file par unité de temps doit étre inférieur au nombre moyen de clients que les
serveurs de la file sont capables de traiter par unité de temps.

On peut calculer m, comme suit :

Tp—1A =Tpnu pourn=1,--- ,C—1
TpiA =7m,Cpu pourn=C,C+1,---

anﬁﬂ'n,l pourn=1,--- ,C—1 A
soit h oup=—.
T = 5n-1 pourn =C,C'+1,--- H

On peut alors exprimer toutes les probabilités en fonction de 7y :

n
Wn:mﬂ'o pourn=1,--- ,C—1

Y2

T pour n=C,C+1,---

~cicna™
La condition de normalisation nous permet de calculer la probabilité my, a condition bien siir
que cette série converge. On peut aisément vérifier que la condition de convergence de cette
série est identique a la condition de stabilité de la file, soit A < Cp.

_ 1
T =c4 o .
DO Sl (o bl (o)
n=0

Lorsque C' = 1, on retrouve bien les résultats de la file M/M/1 :

7

™ =(1—p)p

Tous les parametres de performances peuvent se calculer dans le cas ou la file est stable
(A < Cp) donc p < ().

Débit d

Le service s’effectue avec un taux np dans chaque état ol le systeme contient moins de C'
clients et avec un taux C'u dans chaque état ou le systéme contient plus de C clients :

Cc-1 +o00
d= Z Tpnp + Z T Cu
n=1 n=C

En remplacgant les expressions obtenues pour les probabilités m,, et my, on retrouve bien que
la file est stable, le débit moyen de sortie est égal au débit moyen d’entrée :

d= M\

Pour la file M /M /C, il est plus simple (au niveau des calculs mis en jeu) de calculer d’abord
le temps moyen de séjour et d’en déduire le nombre moyen de clients.
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Temps moyen de séjour W

Le temps moyen de séjour d’un client se décompose en un temps moyen dans la file d’attente,
plus un temps moyen de service. Il suffit alors d’appliquer la loi de Little a la seule file :

B Ly 1 L, 1
W—Wq+S—d+H—)\+M.

Il reste alors a calculer le nombre moyen de clients en attente dans la file, L, :

+00 +00 n C41 +0

n—C—
Ly = Z(n—C’)WnZ Z(n—C)C!CpmicWo: PC!C Z(n—C') (%) 17T0
T;:C?rl 1 e pC+1 e

o

CIC (1 %)2”0 T (C—DIC —p)?

On en déduit I'expression du temps moyen de séjour

oC

V=i

27T0+;

Nombre moyen de clients L
Le nombre moyen de clients s’obtient alors par application de la loi de Little a I’ensemble de
la file :

(C—DiC—pp™ "7

6.1.5 La file M /M /oo

On considere un systeme composé d’un nombre illimité de serveurs identiques et indépendants
les uns des autres. Dés qu’un client arrive, il rentre donc instantanément en service. Danc cette
file particuliere, il n’y a donc pas d’attente. On suppose toujours que le processus d’arrivée des
clients est poissonien de taux A et que les temps de service sont exponentiels de taux p (pour
tous les serveurs). Ce systéme est connu sous le nom de file M /M /occ.

Comme cela a été fait pour la file M/M/C, on peut facilement démontrer que le taux de
transition d’un état n quelconque vers I’état n — 1 est égal a nu et correspond au taux de sortie
d’un des n clients en service. De méme, le taux de transition d’un état n vers I'état n + 1 est
égal a A\ et correspond au taux d’arrivée d’un client.

De facon intuitive, la capacité de traitement de la file est infinie puisque tout nouveau client
se présentant a ’entrée de la file est instantanément traité. La condition de stabilité exprimant
que “le nombre moyen de client arrivant a la file par unité de temps doit étre inférieure a la
capacitéde traitement de la file” est donc toujours satisfaite.

Soit 7, la probabilité stationnaire d’étre dans ’état n. Les équations d’équilibre nous donnent

Tp—1A = Tpnu pour n=1,2, -

soit 7, = Bﬂn,l pourn=1,2,---, ou p=—.
n
On peut alors exprimer toutes les probabilités en fonction de 7y :
T
T, = —mgpour n =1,2,---
n!
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La condition de normalisation nous donne alors immédiatement m :

+oo  p
Notons que la série E ,0_' converge pour toutes valeurs de p (donc de A et de ), ce qui est
n!

n=0
cohérent avec la stabilité inconditionnelle de la file. On obtient finalement :

Y2

ﬂn:%e*p pourn=1,2,---

Débit d

Le service s’effectue avec un taux nu dans chaque état ou le systeme contient n clients :

+00 +00 Pn
_ — P — 0P P — p —
d—;ﬂnn,u—e ;(n_l)!u—e pef = pu = A

On retrouve la stabilité inconditionnelle de la file.

Nombre moyen de clients L

+o0 +oo Pn
_ — P — o PpeP —
L—Zmrn—e Z(n—l)!_e pe’ =p
n=1 n=1
Temps moyen de séjour W

Intuitivement, le temps moyen passé dans le systeme est réduit au temps moyen de service,
1
soit —. On peut redémontrer ce résultat en utilisant la loi de Little :
L
W=—
d

6.2 Etude de la file M/G/1

6.2.1 Introduction

On revient a un systeme formé d’une file FIFO a capacité illimitée et d’un seul serveur.
Le processus d’arrivée des clients dans la file est toujours supposé poissonien de taux A mais,
maintenant, le temps de service Y d’un client est distribué selon une loi qui n’est plus supposée
exponentielle. Ce systéme est connu sous le nom de file M/G/1. En fait, on suppose implicite-
ment que les services successifs sont indépendants les uns des autres et distribués selon la méme
loi (donc que les variables aléatoires mesurant le temps de service des différents clients sont
i.i.d.). Il faudrait alors parler d’une file M/GI/1, “GI” faisant référence a des lois générales et
indépendantes les unes des autres.

Une file simple comportant un unique serveur est stable si le nombre moyen de clients qui
arrivent a la file par unité de temps est inférieur au nombre moyen de clients que le serveur de
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1

la station est capable de traiter, soit A < p ol p = — est le taux moyen de service de la file
m

(avec m = IE(Y)).

6.2.2 Analyse du régime permanent : Méthode de la chaine de Markov incluse.

Pour étudier simplement ce systéme, le service n’étant plus exponentiel, il ne suffit donc plus
de savoir qu’un client est en service, pour prédire quand ce service va se terminer. Il faut en
plus savoir depuis combien de temps le service a commencé.

Par exemple, dans le cas d’un service déterministe de durée 10 secondes, si le service a com-
mencé depuis 2 secondes, il se terminera exactement dans 8 secondes alors que, s’il a commencé
depuis 9 secondes, il se terminera au bout d’une seconde.

Cette information est indispensable pour prédire I’évolution future de I’état du serveur, donc
du systeme.

L’idée est de ne s’intéresser qu’a des instants particuliers de I’évolution du systeme ¢ = Dy,
k=1,2,---, correspondant aux instants de fin de service (instants “juste apres” le départ d’un
client).

Considérons le processus (Ng)i>1 = (X, )k>1 ot Xy, est le nombre de clients juste apres le
départ du £'™€ client.

Le processus (N),>1 est une chaine de Marvov ergodique pouvant étre facilement étudiée.
En particulier, on pourra obtenir les probabilités m, (k) = P([Nx = n]) pour que le départ du
k'™ client laisse derriere lui n clients, ainsi que 7, = klim (k).

— 400

On va maintenant déterminer la matrice de transition P = (g;;) de la chaine de Markov

(Ng)k>1 dite chaine de Markov incluse du processus (X¢)¢>o.

On note a, la probabilité que c¢ clients arrivent pendant un temps de service. On a

+o0 o +o0 ()\t)c Y
e = P([c arrivées pendant t]/Y =t) fy () dt = —e " fy(t)dt
0 0 ¢

En effet, les arrivées sont poissoniennes de taux A. Si le temps de service était de durée constante ¢, la

(M)
[

e ™. par définition du

probabilité pour que c clients arrivent pendant un temps de service t serait égale a
processus de Poisson. Comme le temps de service est distribué selon une loi générale de densité fv, la durée de
temps de service est égale a ¢ & dt prés avec une probabilité égale & fy (t) dt.

Notons alors ¢; ; la probabilité de transition de I'état 7 vers '’état j. On a :

0.5 = sij =0
qij = Oj—i+1 Sll§1§j+1
¢,j =0 sinon.

En effet,
— si Ny =0, [Ng+1 = j| correspond a l'arrivée de j clients pendant le service du (k + 1)
client ;

ieme
— si N =i, on a [Niy1 = j] si Ngy1 — N = j — 1, ce qui correspond a l'arrivée de j —i+1
clients, car il ne faut pas oublier que le (k + 1)'™° client vient de partir.

La matrice de la chalne de Markov incluse est donc :
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Qp 1 Qo Q3 04
Qp Q1 Q2 Q3 Q4

0 Gp a1 G2 O3
P = 0 0 ap 1 Q9
0 0 0 oy
0 0 0 0

On pourrait montrer que cette chaine de Markov est irréductible, apériodique et récurrente

positive si elle est stable (c’est-a-dire si A < ). On peut alors affirmer que le vecteur 7 des
—+00

probabilités stationnaires existe et est solution du systeme 7@ = 7 P (avec bien str Z T = 1).
n=0
La chaine de Markov (Ny) est irréductible et admet donc une unique distribution station-
naire, qui est aussi distribution limite de X;. Le théoreme suivant permet, entre autre, de
déterminer L :

+o0 +oo A
Théoréme : Sill(z) = anz”, si A(z) = Zanz” et si p = —, alors :
u
n=0 n=0

(1-pAQE)(-1)

p? + Xvar(Y)

II(z) = et L=p+
(2) z— A(z) P 2(1—p)
+oo
Preuve : La distribution stationnaire 7 doit vérifier @ = 7 P soit 7; = Z Tigi,j, ce qui s’écrit également
i=0
J+1 J+1
Tj = Q7o + Zaj7i+17r7; = a,;mo + Z Qj—j+1T; — Q4170
i=1 i=0

Si 'on multiplie cette équation par z’ et si on somme sur j, on a :

1+ ;
I(z) = moA(z) + ~ ZO ajz T — %(A(z) — ap),
i=

J +o0
1 i 1
ou a; = Za]-_im et donc . Za]-_HZJH = ;(A(z)H(z) — apmo). Alnsi,
i=0 j=0

m0A(z)(z — 1) .

1(z) = z— A(z)

On fait alors un développement limité de A(z) & 'ordre 2 en 1 :

A(L+h) = A(1) + A'(1)h + %A”(l)hg +o(h?)

puis
B 14+ A'(1)h+ 2 A" (1)R* + o(h?) 1+ A(Dh+ A" (1)R? + o(h?)
MR = o mh = LA (MR2 +o(h?) 0 1= A(1) — LA (D)h + o(h)
_ 7o / o _ A o -
= a0 [1+ A" (1)h+o(h)] {1 2(1_A/(1))h+ (h)}

- 1_”72/(1) {1+ (A’(l) + %) h+0(h)] :
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On en déduit, comme TI(1 + h) = 1+ AII'(1) + o(h) = 1 + Lh + o(h), que m9 = 1 — A’(1) et que L =

, A//(l)
A(1)+72(1_A,(1)).
+oo +oo +oo . too
_ L J —ae (At)? _ —At Azt
A(z) = ;ajz ;z /o e i fr(t) dt /0 e e fy(t) dt

+oo
donc A'(1) = )\/ tfy (t)dt = MNE(Y) = % =pet
0

A1) = N° /+oo £ fy (H)dt = NIB(Y?) = X (var(Y) + IE(Y)?) = Mvar(Y) + p°,

ce qui donne bien le résultat.

Détermination des autres parametres de performances

Débit : d= M\
00 A
Taux d’utilisation du serveur U : U = E p,=1—-m=p=—
I
n=1

Temps moyen de séjour W : d’apres la formule de Little

W= 1 N )\IE(Y)2 + var(Y)
[ 2(1-p)

Remarque : Tous les parametres de performances moyens d, U, L, W ne dépendent donc que
des deux premiers moments de la loi de service ainsi bien stir que du taux d’arrivée A, bien que
les deux premiers moments d’une loi ne suffisent pas a la caractériser, (des variables aléatoires
différentes pouvant, en effet avoir leurs deux premiers moments identiques).

6.2.3 Mise en oeuvre de ’analyse de la valeur moyenne

On calcule directement les performances moyennes de la file. Si L, est le nombre moyen de
clients dans la file d’attente seule :

400 “+o00 +00
L, = Z nProba([n clients dans la file]) = Z N1 = Z(n - )m,
n=0 n=0 n=1

Lorsqu’'un client arrive dans le systeme :

- soit il trouve 0 client et son temps d’attente dans la file est nul ;

- soit il trouve n clients et son temps d’attente dans la file est : le temps moyen résiduel du
client en service t, + le temps de service des n — 1 clients en attente devant lui dans la file.

Le temps résiduel du client en service est défini comme le temps qu’il reste au serveur, au
moment ou un client arrive dans la file, pour terminer son service. On en déduit I'expression du
temps moyen d’attente dans la file :

+oo
Wy=mox 04> multy + (n— 1)m]

n=1
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En combinant les deux relations précédentes, et en appliquant la formule de Little a la file,
on obtient :

+oo
Wy = (1—mo)tr +m > (n— Dy = (1= m)ty + mLg = ptr + mAW, = pt, + pW,
n=1
soit W, = LtT.
L—0p
Il ne reste plus qu’a calculer le temps moyen résiduel de service.

Propriété : Dans une file M/G/1, le temps moyen résiduel de service ¢, “vu” par I'arrivée d’un

client dans la file est
m ( var(Y)>
tr=—o (1+—5—
m

Preuve : Le processus d’arrivée des clients dans la file est Poissonien.

Vis-a-vis du client en service, un client arrive donc dans la file a une instant quelconque dans le temps et
a plus de chance de “tomber” sur un service long que sur un service court. Plus précisément, la probabilité de
tomber sur un service de longueur t (& dt pres) est proportionnelle & t, ainsi bien sir qu’a la fréquence avec
laquelle un service de longueur ¢ (& dt pres) a lieu. On note Z la variable aléatoire mesurant la durée d’un service
vue par larrivée d’un client (qui donc est différente de la variable aléatoire Y mesurant la durée d’un service).
La probabilité fz(t) dt s’obtient donc de la fagon suivante :

Jz(t)dt = Kty (t) dt

ou K est la constante de proportionalité.
Afin d’obtenir la valeur de K, il suffit d’intégrer les deux cotés de ’équation :

“+o0 “+oo
1:/0 fz(t)dt:K/O Ly (1) dt = Km

. P 1
ou m est le temps moyen de service. On en déduit donc que K = —.
m

Des l'instant qu’un client arrive et tombe sur un service de longueur ¢, on peut supposer qu’il a autant de
chance de tomber au début, au milieu ou a la fin du service. En d’autres termes, la variable aléatoire mesurant
le temps résiduel de service, conditionnée par le fait que le service est de longueur ¢ (& dt preés), est uniforme sur
Iintervalle [0,¢]. Le temps résiduel de service, toujours conditionné par le fait que le service est de longueur ¢ est

t
donc égal a ok

On en déduit le temps moyen résiduel de service (inconditionnel) :

+o<>t 1 +002 ma
tr = = t)dt = — t t)dt = —
| stewa= g [ e wa- g2

ot ma = IE(Y?) = m® + var(Y) est le moment d’ordre 2 de la loi de service. D’on le résultat attendu :
m var(Y)
tr=—(14+——).
2 < + m2 )

O

1
Remarque : Pour une file M/M/1, var(Y) = — = m? donc t, = m, ce qui est logique, vu

le caracteére sans mémoire de la loi exponentielle. Pour une file M/D/1, var(Y) = 0 et donc

t. = —, ce qui est tout a fait intuitif, car si le service est toujours de durée égale a m, un client

2

. N . m .
arrivant & un instant quelconque devra attendre, en moyenne, un temps 5 avant que le service

se termine.
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6.3 La file G/M/1

On considere toujours un systeme formé d’une file FIFO a capacité illimitée et d’un seul
serveur. Le processus d’arrivée des clients dans la file n’est, cette fois-ci, plus supposé pois-
sonien. En revanche, le service d’un client est supposé exponentiel de taux y. Ce systeme est
connu sous le nom de file G/M /1. Comme pour la file M /G/1, il faudrait en fait parler d’une file
GI/M/1 car on suppose implicitement que le processus d’arrivée des clients est un processus de
renouvellement, donc que les interarrivées successives sont indépendantes les unes des autres et
distribuées selon une méme loi. Soit 1" la variable aléatoire mesurant le temps séparant l’arrivée
de deux clients consécutifs. On notera fr la densité de la loi de T, A* sa transformée de Laplace
et my = IE(Tk) pour tout k > 1, avec m; = m.

On rappelle qu'une file simple est stable si le nombre moyen de clients qui arrivent a la file
par unité de temps est inférieur au nombre moyen de clients que le serveur de la station est

1
capable de traiter, soit A < p ot A = — est le taux moyen d’arrivée des clients dans la file.
m

L’idée est ici de ne s’intéresser qu’aux instants d’arrivée des clients. Considérons le processus
(Ni) = (Xa,—)k>1 : nombre de clients “juste avant” l'arrivée du Eeme client. Le processus
(Ng)k>1 est une chaine de Markov discrete pouvant étre facilement étudiée. En particulier, on
pourra obtenir les probabilités 7, (k) = P([N; = n]) pour que le k™ client trouve en arrivant
n clients dans la file. Si la chaine est ergodique, on pourra également calculer les probabilités

stationnaires aux instants d’arrivée : m, = lim m,(k).
k—+o00

On note G, la probabilité pour que c clients terminent leur service pendant un temps d’arrivée.
On a alors :

+oo c
= [ gy

c!
En effet, les services consécutifs étant des variables aléatoires exponentielles de taux p et indépendantes les
unes des autres, tant qu’il reste des clients dans la file, le processus de sortie des clients est donc un processus de

Poisson de taux p. Sile temps d’interarrivée était de durée constante ¢, la probabilité pour que c clients quittent

(pt)”
|

loi générale de densité de probabilité fr, la durée'séparant I’arrivée consécutive de deux clients est égale a t a dt

la file pendant un temps ¢ serait donc égale a e . Comme le temps d’interarrivée est distribué selon une

preés avec une probabilité fr(t) dt.

La matrice de la chalne de Markov incluse est alors :

Br Bo 0 0 O
Bo B Bo 0 O
P=| B B2 B Bo O
Bs B3 B2 B Do

En effet, si N =14, le KM€ client a trouvé en arrivant i clients dans le systeme. Le client
suivant trouvera alors ¢+ 1 clients si pendant 'interarrivée, aucun client n’a terminé son service,
i clients dans la file si un client a terminé son service et, de fagon générale i+ 1 —c clients dans la
file si pendant le temps séparant Iarrivée du k'™ client de celle du (k + 1)™ client, ¢ clients
ont terminé leur service et quitté la file. Ainsi, si g; ; est la probabilité de transition de I’état i
vers 'état j,onaq; =0sij>1+1et
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¢i,j = Bit1—j pour tout j <i+1

. — ey 2 . . .
On pourrait alors montrer que le vecteur 7 des probabilités stationnaires existe et est solu-
. N — — N ys .
tion du systeme 7® = 7 P. Ce systéme s’écrit :

—+00

T = Z Tii—k+1 pour k=0,1,---
i=h—1

On a alors le résultat suivant :

Propriété : Les probabilités stationnaires 7, possedent une distribution géométrique

T =(1—0)o"

ol o est I'unique solution strictement comprise entre 0 et 1 de 1’équation

o=A"(p— po).

Preuve : On cherche une solution du systéme de la forme m, = Ko¢" ot K est une constante :

400 ]
Ko* = Z Ko'Bi ki1

i=k—1

En divisant les deux cotés de I'égalité par Ko*1, on obtient :

—+oo —+oo
o= Z o T B g = ZU]ﬂj
i=k—1 j=0
“+oo
En posant T'(z) = Z ﬁkzk la transformée en z des probabilités [, on a immédiatement que o est solution de
k=0

Iéquation o = T'(¢). On admettra que cette équation posséde une unique solution telle que 0 < o < 1.

Par ailleurs, un calcul similaire & celui effectué dans la preuve de la propriété 3 nous permet de relier 7'(z) &
la transformée de Laplace de la loi d’interarrivée, de la fagon suivante : T'(z) = A™(u — pz). o est donc I'unique
solution de I’équation o = A™(u — po).

Il reste alors a déterminer I’expression de la constante K. La condition de normalisation des probabilités ,
nous donne immédiatement K =1 — 0.

O

Pour calculer les probabilités stationnaires de la file G/M/1, il suffit donc de calculer la
transformée de Laplace de la fonction densité de probabilité fr de la loi générale d’interarrivée
et de résoudre ’équation 0 = A*(u — po). Notons que o = 1 est toujours solution de cette
équation (car la normalisation de fr implique que A*(0) = 1). Cela permet dans tous les cas de
diminuer de un le degré de ’équation engendrée.

Nous allons appliquer cette relation a 'exemple particulier le plus simple d’une file G/M/1 :

celui d’une file M /M /1. Le temps d’interarrivée est distribué selon une loi exponentielle de taux

A
A. La transformée de Laplace de la distribution d’interarrivée est donc A*(s) = . On

A+ s

résout alors le systeme o = A*(u — po) :

= it po?® — (A A=0
o )\+,u—,u0801 po® — (A + p)o +
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A
dont la seule racine strictement comprise entre 0 et 1 est 0 = p = —. On retrouve alors le
1

résultat de la file M/M/1 : 7, = (1 — p)p".

Les parametres de performances sont toujours calculés lorsque la file est stable (A < u) et
pour le régime stationnaire.

Débit d = A

Tauz d’utilisation du serveur : U =1IE(Y) x d = — (loi de Little appliquée au serveur)

= | >

1
Temps moyen de séjour : W = — + I
poop(l—o)

Preuve directe : On calcule le temps moyen d’attente dans la file Wj,.

Lorsqu’un client arrive, il trouve, avec une probabilité m,, n clients dans le systeme, donc n — 1 clients en
attente et un client en service. Il devra donc attendre que le client en service termine son service, puis que les
n—1 clients devant lui dans la file effectuent un service complet. La propriété sans mémoire de la loi exponentielle

nous dit que le temps moyen résiduel de service est égal au temps moyen de service, soit —. W, s’exprime donc :
s

RE | 1-0o X o
Wq:Z’I’L—TFn: Zna":7.
n=0 K K n=0 u(l - U)
1
Le temps moyen de séjour W est finalement égal & W = W, + [E(Y) = ﬁ + ;
— 0

Nombre moyen de clients : L=W xd=p+ Ji (par la formule de Little)
-0

6.4 Extensions a la file G/G/1

Nous indiquons ici, sous forme d’exercice, une méthode pour traiter le cas général, méthode
qui fournit également le régime transitoire. Malheureusement, les intégrales rencontrées sont la
plupart du temps impossibles a calculer : il ne reste plus alors qu’a utiliser cette méthode avec
I’aide d’un ordinateur...

Cet exercice, traite en particulier completement le cas M/M/1, et méme le cas d’une im-
patience “a postériori’ des clients (ou les clients se sont donnés une limite 79 de temps dans le
systéme a ne pas dépasser).

Pour résoudre cet exercice, il est nécessaire d’avoir quelques connaissances élémentaires sur
la transformée de Laplace, dont nous rappelons d’abord les principales propriétés.
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Rappel sur la transformée de Laplace :

Pour f: IRy — R4, et pour p > 0, on pose :

LUWﬂ—ﬂm—Aﬂﬁpwwa

Propriétés :
1S fio e L L0 = .
2) Si f:ax— e Mg(z), L(f)(p) = L(g)(p + \) ; en particulier, avec g = 1, L(f)(p) = Zﬁ

(2), L(f)
3) L) (p) = —£(0) + pL(f)(p).
4) L(f *g) = L(f)L(g). i [ * glx /°f gz — w)du

Notations :
Pour le k™€ client qui se présente dans le systéme, on note
e A; l'instant de son arrivée ;
e D, l'instant de son départ ;
o 7, = A — Ag_1 lintervalle de temps entre la (k —

o Wy le temps d’attente dans la file, éventuellement nul, du £'“"¢ client ;

kiéme .

arrivée et la ;

e Y} le temps de service du £°™® client ; ‘
e I}, le temps passé dans le systéme par le K¢ client.

On suppose que la loi de 75 est indépendante de k, de densité a, et que la loi de Yj est
indépendante de k, de densité v, de fonction de répartition H. On note Fj la fonction de
répartition de Wy, et G}, la fonction de répartition de W.

1) Exprimer W}, en fonction de Wy, et de Y;. En déduire que, pour tout = > 0,

Gr(z) = /O " Fu(w — tyo(t)dr.

2) Exprimer Wy, en fonction de Wy_; et de 7. En déduire que, pour tout z > 0,
+00
Fk(:):) = Gk,1($ + t)a(t)dt.
0
3) Déterminer Fj(z) et montrer que les résultats précédants permettraient de déterminer
Fi(x) et Gi(z) pour tout k. Ecrire les équations vérifiées par F' et G en régime permanent.

4) On se propose de résoudre ces équations dans le cas M/M/1.

x
i) Montrer que F(z) = ¢’ F(0) — )\e)“”/ e~ MG(t)dt pour tout z > 0, puis que
0

=y _ F(0) = AG(p) = _ WD)
F(p) = ———= et que G(p) = .
r) === ) =220
N s = p+p : —(u-nz\ F(0)
ii) En déduire que F(p) = —— F'(0), puis que F(z :<,u—)\e # ) Mon-
) )= L P ) ® 0
trer enfin que F(x) = 1— Ze~ =7 of que G est la fonction de répartition d’une loi exponentielle
1
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de parametre p — A.

5) Dans le cas avec impatience “a posteriori”, on pose Wi, = W + Y = min(Wy, 79).
Exprimer Y en fonction de Yy, de 79 et de Wy;. En déduire qu’en régime permanent :

Gl - /0 H(z — )dF(t) si z < 70

1six>m

et en déduire la probabilité qu'une personne quitte le systéme avant la fin de son service.
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Chapitre 7

7.1 Introduction

La théorie de la fiabilité a pour objectif d’étudier I'aptitude de dispositifs techniques (ma-
chines, équipements,...), & accomplir une fonction requise, dans des conditions données, durant
un temps donné. Actuellement, c’est une discipline & part entiere. Prévoir la fiabilité d’un
systeéme est essentielle pour des problémes de sécurité (systemes de freinage, systémes nucléaires,
systemes informatiques...). La quasi-impossibilité de réparer certains matériels (satellites), les
problémes économiques (couts des défaillances, gestion du personnel de maintenance, mainte-
nance des stocks des pieces de rechange...) rendent nécessaire la connaissance de la fiabilité des
systemes utilisés.

Les défaillances se produisant généralement de facon aléatoire, il est logique de faire appel
au calcul des probabilités pour étudier des problemes de fiabilité. Ainsi, nous définissons la
fiabilité d’'un dispositif comme étant sa probabilité de fonctionner correctement pendant une
durée donnée, ou, ce qui revient au méme, la probabilité qu’aucune défaillance ne se produise
pendant cette durée.

7.1.1 Définitions

La variable aléatoire T', généralement absolument continue, représente la durée de vie d’un
) )
dispositif (ou la durée de bon fonctionnement jusqu’a sa premiére panne).

e Fiabilité a l'instant ¢ : R(t) = P([T > t]).

e Fonction de répartition de T' : F\(t) = P([T < t]).

e Densité de défaillance : f, densité de la loi de T'.

e Taux de défaillance instantanné : A\(t) = }llim = P>t < T <t + h)).

—0

Propriétés : L'une de ces données suffit a caractériser la loi de T'.

t +oo
Preuve : On a R(t) =1— F(t), F(t) = /0 f(uw)du, R(t) = / fw)du et f(t) = F'(t) = —R/(t).
R/(t) t

_ e _ _
De plus, A(t) = T—F@ R et R(t) = exp { /o Au) du].
m
7.1.2 Lois utilisées
1
e Loi exponentielle E(X) : f(t) = )\e*)‘tﬂ}oﬁrm[(t), T =1ET) = N At) = A (taux de

défaillance constant, caractérise les dispositifs sans usure).
o Loi de Weibull : f(t) = AB(t — t0)?te =0)" IB(T) =T (1 + B H(A(t —t0)) " .
)\a
I'(a)

e Loi gamma (A a): f(t) = ta_le_’\tll}07+oo[(t), E(T) =

@
T
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1 _@=m)?
e 222 [ IE(T)=m.

e Loi normale N/ m, a?) f(t) =
( ) ( ) g \/2_71
1 (lnt—m)2 02

= tJ\/%e 20 ]I}O,—l—oo[(t)v ]E(T) =™,

e Loi log-normale : f(t)

7.2 Systéemes non réparables

7.2.1 Généralités

On appelle systéme tout assemblage de composants, dont on suppose en général (mais pas
toujours !) que les pannes se produisent indépendamment les unes des autres.

Un systeme non réparable est un systeme pour lequel aucune réparation de composants
défaillants n’est invisageable.

A I’exception des systemes en série, les systemes ont généralement des structures redondantes :
un ou plusieurs composants peuvent tomber en panne sans que le systeme ne cesse de fonction-
ner. En renforcant la redondance du systeme, on augmente sa fiabilité. Il existe 2 types de
redondance :

— redondance active (réserve chaude) : tous les composants fonctionnent en méme temps.
— redondance passive (réserve froide) : il existe des composants en attentte, qui ne peu-
vent pas tomber en panne tant qu’ils ne sont pas mis en marche.

7.2.2 Systemes sans redondance

Un systeme de n éléments en série ne fonctionne que si les n éléments fonctionnent.
T =min(Ty,---,T},) et R(t) =[] R:(t).
Sa fiabilité est plus faible que celle du composant le moins fiable.

7.2.3 Systémes avec redondance

e Systeme en parallele : fonctionne si au moins I'un de ses n éléments fonctionne.

T =max(Ty, - ,T}) et Ft)=][FE®.
Sa fiabilité est supérieure a celle du composant le plus fiable.

e Systeme k-de-n : fonctionne si au moins k de ses n éléments fonctionnent.

e Systeme mixte : association de systémes en série et en parallele, ou d’autres systemes a
réserve chaude.

e Systeme & redondance passive (systéme & commutation) : un seul élément est en service &
la fois. Lorsqu’il tombe en panne, il est immédiatement remplacé.

T=T + - +T,.
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7.3 Systemes réparables

7.3.1 Introduction

Dans le but d’augmenter la fiabilité d’un systéme a redondance, on peut envisager de réparer
les composants qui tombent en panne. On admettra généralement qu’un composant réparé se
comporte comme un composant neuf. Pour résoudre ce type de probleme, il est nécessaire de
connaitre, non seulement la loi de la durée de bon fonctionnement, mais en plus, celle de la
durée de réparation.

Lorsque le nombre de réparateurs s est inférieur au nombre de composants du dispositif, une
file d’attente de composants en panne peut se former. Il s’agit d’un systéme fermé d’attente
(nombre de clients limité au n composants du dispositif), dont le taux d’entrée varie en fonction
de I’état dans lequel le systeme se trouve.

Pour un systeme réparable, il est nécessaire d’introduire une autre notion probabiliste : celle
de disponibilité : la disponibilité a I'instant t est la probabilité D(t) que le dispositif fonctionne
a linstant ¢. La différence avec la fiabilité est que, pour la disponibilité, il a pu étre en panne
avant l'instant ¢, mais a l'instant ¢, il fonctionne.

Remarque : D(t) > R(t) et, dans le cas d’un systéme non réparable, D(t) = R(t).
7.3.2 Méthode des processus stochastiques

Il est nécessaire de définir avec précision tous les états possibles dans lesquels le systéeme
peut se trouver. On étudie alors le processus (X)t>0, ot X; est I'état dans lequel le processus
se trouve a l'instant ¢. Un certain nombre de ces états (sous-ensemble Er de E) correspondent
au fonctionnement du dispositif, les autres (sous-ensemble Ep de E) correspondent au cas ou le
dispositif est défectueux (ne peut pas fonctionner).

On a alors D(t) = Z i (t).
keERr
Pour calculer la fiabilité, on considére le systéme non réparable correspondant en rendant

les états de Ep absorbants (taux de sortie de ces états rendus nuls).
La résolution de tels problemes s’effectue comme dans les chapitres précédents. Ainsi :
— on commence par déterminer le graphe des taux de transition ;

— on écrit les équations de Kolmogorov : en chaque état k, la variation de flux est égale a
la différence ( flux entrant - flux sortant ), c’est-a-dire :

() = aipmi(t) = Y ag jmi(t)

ik ik
(a; ; représentant le taux de transition de i vers j) ;

— Le systeme différentiel obtenu est généralement difficile a résoudre. Pourtant, méme si,
pour la disponibilité, on peut parfois se contenter du régime stationnaire, il est le plus souvent
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nécessaire de connaitre la fiabilité ou la disponibilité a un instant ¢ donné. C’est pourquoi, on
cherche généralement a résoudre le systeme a l'aide des transformées de Laplace.

En effet, étant donnné que L(m}.)(p) = pL(my)(p) — 7x(0), le systeme différentiel, se trans-
forme en systeme linéaire, beaucoup plus simple a résoudre. On obtient les L(7)(p) sous forme
de fractions rationnelles de p, que I'on décompose en éléments simples, afin de “remonter ” a

7k (t), grace a = L(t — ¢°")(p) notamment.

La “technique” évoquée ici est développée dans les exercices correspondant a ce chapitre.
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