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1 Introduction

Qu'est-ce qu'un probleme d’optimisation ?
Soient X C R" et f: R" — R.
Un probleme d 'optimisation (Py) est défini par

{ min f ()

sous la contrainte z € X

. L'ensemble X est appelé domaine ou ensemble des contraintes. Un point
x € X est dit admissible.
. La fonction f est appelée fonction colit (ou objectif, ou critere).
. Chercher une solution du probleme revient a chercher un point de mini-
mum local ou global de f dans I'ensemble des contraintes X.
On notera le probleme (Pyx) sous forme synthétique

Remarque : On pourrait noter inf f(x) (borne inférieure de I'ensemble f(X))
a la place de min f(z). De fait, c’est bien un point x € X qui réalise la valeur de
la borne inférieure qui est recherché. C'est donc la notation min f(z) (minimum
de I'ensemble f(X)) que I'on utilisera.

Définition 1.1. Un point x* € X est un minimum local de f sur X si et
seulement si il existe un voisinage V-« de x* tel que Vo € Vo N X, on a

f(z) = f(z7).

Définition 1.2. Un point z* € X est un minimum global de f sur X si et
seulement siVx € X, on a f(z) > f(x*).

Les minima sont dits stricts si les inégalités dans les définitions précédentes
sont strictes pour x # x*. Cela signifie que le minimum z* est unique, soit dans
le voisinage V,« N X (dans le cas local), soit dans I'ensemble X (dans le cas
global).

Qu'en est-il pour une probleme de recherche de valeur maximum?
Il suffit de considérer le probleme (Qx)
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Un point z* solution du probléme précédent (Q)x ) vérifie — f(z*) < — f(x), Va €
X et est donc solution du probleme

L

Grandes familles des problemes d’optimisation

. Optimisation numérique : X C R”

. Optimisation discréete : X est un ensemble fin ou dénombrable

. Commande optimale, problemes inverses : X est un ensemble de fonctions
(dimension de X infinie)

. Optimisation stochastique : X est un ensemble aléatoire

. Optimisation multicritére : on veut optimiser plusieurs fonctions objectifs
en méme temps (notion d'optimum de Pareto)

Ce cours d'optimisation s'intéresse uniquement a |'optimisation numérique.

Exemples de problemes d’optimisation

1. Probleme de gain optimal.
On suppose qu'un produit P est fabriqué dans une usine a partir de n
matieres premieres. La quantité de produits P fabriqués est donnée par
une fonction f(xy,...,z,) (dite fonction de production) qui dépend des
quantités z; > 0,...,z, > 0 des n matiéres premieres utilisées. On note
q > 0 le prix de vente unitaire du produit P, et p; > 0,...,p, > 0, les
prix unitaires correspondant aux n matieres premieres,

La fonction de gain g s'écrit alors

g(x1, ..., x) = qf (@1, ..., @) — P11 — PoXa — -+ — DpTy.

On cherche donc la solution du probleme

e

ou X est I'ensemble R7}.

2. Probléme du transport optimal.

On veut transporter des marchandises de n dépGts a m points de vente.

On connait les quantités stockées s; dans chaque dépot 4, les demandes

d; dans chaque point de vente j et le coiit de transport unitaire ¢;; pour

transporter du dépét ¢ au point de vente j. On suppose que » " | s; >
m 1 Yo N

> j—1 dj (I'offre est supérieure a la demande).



On cherche les quantités x;; transportées entre les dépdts ¢ et les points
de vente j qui minimisent le colit total de transport

n m
E E cisz'j
=1 j=1

sous les contraintes :
xijZO,Wzl,...,n,jzl,...,m,

Som i xiy=d;, Vi =1,....,m, (il faut satisfaire toutes les demandes)
> @iy < s, Vi = 1,...,n, (il ne faut pas dépasser les quantités
stockées).

La fonction colit est ici linéaire et les contraintes (de type égalités et
inégalités) sont également linéaires. Il s'agit de ce qu’'on appelle un probleme
de programmation linéaire. Ces problémes seront étudiés en détail dans le
cours " Fondamentaux de la recherche opérationnelle” du Master 2 MApI3.

Algorithmique de 'optimisation

Un algorithme associé au probleme (Pyx) consiste a générer a partir d'un
point initial zp € R™ (ou X), une suite (z3) ou zx € R™ (ou X) qui converge
vers z* solution locale ou globale du probleme (Py).

On dit que la convergence est locale si elle a lieu pour des points initiaux
dans un voisinage de z*. Sinon elle est dite globale.

Vitesse de convergence

Soit la suite (x;) générée par un algorithme telle que limz;, = x*. Les
k
définitions suivantes caractérisent les vitesses de convergence de la suite (zy).

Définition 1.3.
— La convergence est linéaire s’il existe T €]0,1[ tel que

_ *
N
E Nl — 7]

— La convergence est superlinéaire si

%
N
o —

— La convergence est d’ordre p s’il existe T > 0 tel que

e =t

T

Pour p =2, on dit que la convergence est quadratique.
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Définition 1.4. Soit f : R® — R de classe C'. On dit qu’un algorithme
générant la suite (xy) est globalement convergent siVxy € R™ on a liian(xk) =

0.

Cette propriété est justifiée par le fait qu'une solution z* du probleme (Px)
sans contraintes (X = R™) est un point critique c.-a-d. Vf(z*) = 0 (voir plus
loin théoreme 2.4). Cette condition est évidemment plus faible que la convergence
de la suite (zy) vers une solution z*.

2 Résultats d’existence et d’unicité

Dans ce chapitre on présente les résultats généraux concernant |'existence et
I'unicité de la solution du probléme de minimisation (Py)

On y énonce des conditions nécessaires et suffisantes pour qu'un point z* € X
soit un minimum local ou global du probleme (Px).
Nous commencons par un résultat classique d'existence.

Théoréme 2.1. (théoreme de Weierstrass) Si X est un ensemble non vide
compact (< fermé et borné) et f : X — R est continue, alors (Px) admet
au moins une solution.

Dans le cas ou X est uniquement fermé, il faut ajouter une propriété supplémentaire
pour garantir |'existence d'une solution.

Définition 2.1. Une fonction f : R™ — R est dite coercive sur un ensemble
X non borné de R™ si f(x) — +oo lorsque ||x|| — +00 avec x € X
(avec des quantificateurs, cela se traduit parVA >0, 3p >0, (x € X et ||z] >

p)= f(z) > A)

Théoreme 2.2. Si X est un ensemble non vide fermé et f : X — R est
continue et coercive, alors (Px) admet au moins une solution.

Preuve : La démonstration se fait en considérant un point g € X (X est
non vide) et I'ensemble Xy = {z € X | f(x) < f(zo)}. Il est facile de voir que
Xp est un ensemble non vide et compact (il est fermé car f est continue, et
borné du fait que f est coercive). Le probleme (Px,) admet donc une solution
x* € Xj. Celle-ci est aussi une solution du probleme (Px) car Vx € X\ X, on a

fa®) < flxo) < f(a).



Unicité de optimum

L'unicité de la solution repose en général sur des arguments de convexité.

Théoréme 2.3. Soit (Px) le probléme de minimisation avec X conveze et
f: X — R conveze. Alors,

— tout minimum local de (Px) est un minimum global de (Px),

— si f est strictement convexe, il y a au plus un minimum de (Px).

Rappels sur la convexité

Définition 2.2.
— On dit qu’un ensemble X C R"™ est convexe si et seulement si

Ve,y € X, Va € [0,1], ar + (1 —a)y € X.

— Soit X un ensemble convezxe. La fonction f: X — R est conveze si et
seulement si

Vr,y € X, Va € [0,1], flaz + (1 - a)y) < af(z) + (1 - a)f(y).

— On dit que f est strictement convere si linégalité précédente est
stricte pour x # y et a €0, 1].

2.1 Conditions nécessaires et suffisantes d’optimalité
dans le cas sans contraintes

On rappelle les formules de Taylor a I'ordre un et deux qui permettent d'établir
les conditions nécessaires et suffisantes d'optimalité.

On suppose que la fonction f : R®™ — R est de classe C'. La formule de
Taylor de f au point x € R™ a I'ordre un s’écrit :

fl+h)=f(z)+ V(@) h+o(hl]),

ou I'égalité est vérifiée pour tout h € R™ dans un voisinage de 0. Le reste
o(||||) est défini par la fonction o(r) (petit o de r) qui vérifie lin%o(r) = 0. Le
r—

r

reste o(||h||) peut donc s'écrire o(||h||) = ||| €(||||) ou la fonction e(r) vérifie
lime(r) = 0.
r—0

On note Vf(x) le gradient de f au point x. Il s'agit du vecteur colonne
ayant pour coordonnées les dérivées partielles %(m), i=1,...,n. Cestdoncla

transposée de la matrice jacobienne J f(x) : V f(x) = J f(x)T. Le produit vecteur



ligne x vecteur colonne V f(z)Th est donc le produit scalaire (V f(z),h) (les
vecteurs V f(x) et h sont des vecteurs colonnes).

Si I'on suppose que la fonction f est de classe C? on obtient la formule de
Taylor a I'ordre deux :

Flo+ 1) = £() + VA b+ ST )+ of 1),

ou I'égalité est vérifiée pour tout A € R™ dans un voisinage de 0. On note ici
V2 f(x) la matrice hessienne (n x n, symétrique) ayant pour coefficients ij (ligne

. . o e o2 f
i, colonne j,i=1,...,n,j=1,...,n) les dérivées secondes Far 07 (x) de f au

point x.
Dans le cas du probleme sans contraintes (c.-a-d. X = R"™) on a les deux
conditions nécessaires d'optimalité suivantes.

Condition d’optimalité d’ordre un

Théoréme 2.4. Si f est de classe C' et z* € R™ un minimum local du
probléme (Pgn), alors V f(z*) = 0.

Un point qui annule le gradient de la fonction f est dit un point critique
(ou singulier ou stationnaire) de f. Ce théoreme affirme donc que si z* est un
minimum local de f, alors z* est un point critique.

Il est facile de voir que dans le cas particulier ou f est convexe (et différentiable),
alors la condition V f(x*) = 0 est aussi suffisante pour que z* soit un mini-
mum local (et donc global puisque f est convexe). On utilise pour ¢a I'inégalité
fly) > f(z) + Vf(2)'(y — x), Vo,y € R", qui est satisfaite lorsque f est
convexe.

Rappels et compléments sur les fonctions convexes

Proposition 2.1.
— 51 f: R" = R est différentiable, on a les équivalences suivantes

1. f est convexe,
2. fly) = f(z) + Vf(2)'(y — x), Yo,y €R",
3. (Vf(y) = V@) (y—2) >0, Vz,y e R™

— On a équivalence entre la convexité stricte de f et les inégalités 2. et
3. précédentes strictes, pour x % y.



— S1 f : R" — R est deux fois différentiable, on a les équivalences
sutvantes

1. f est convexe,

2. Yz € R", la matrice hessienne V2 f(x) est semi-définie positive.

Remarques :

La proposition précédente reste vraie si la fonction f est définie sur un ouvert
convexe X C R™.

Pour la stricte convexité, dans le cas ou la fonction est deux fois différentiable,
on a uniquement I'implication (V?f(z) définie positive Vo € X) = f stricte-
ment convexe. La réciproque n'est pas vraie. Exemple : la fonction f(z) = z*
est strictement convexe mais f”(0) = 0.

Conditions d’optimalité d’ordre deux

Théoréme 2.5. Si f est de classe C? et z* € R™ un minimum local du
probléme (Pgn), alors x* est un point critique et de plus V2 f(x*) est semi-
définie positive.

Rappel : On dit que la matrice hessienne V2 f(x*) est semi-définie positive si
et seulement si

N2 f(2*)h > 0, Yh € R™,

On montre que cette propriété équivaut a dire que toutes les valeurs propres de
la matrice symétrique V2 f(x*) sont des nombres réels positifs ou nuls.
Remarque : La notion de semi-définie positivé d'une matrice n'est considérée
que si la matrice est au préalable symétrique.

La condition énoncée dans le théoreme précédent devient une condition suf-
fisante si la matrice hessienne V2 f(x*) est définie positive.

Théoréme 2.6. Si f est de classe C? et x* un point critique tel que V? f(x*)
est définie positive, alors x* est un minimum local du probléme (Pgn).

Rappel : On dit que la matrice hessienne V?f(x*) est définie positive si et
seulement si
RIV2f(x*)h > 0, YVh € R", h # 0.

On montre que cette propriété équivaut a dire que toutes les valeurs propres de
la matrice symétrique V2 f(2*) sont des nombres réels strictement positifs.

Cas particulier des fonctions elliptiques



Définition 2.3. (fonction elliptique)
On dit que la fonction de classe C* f : R™ — R est elliptique s’il existe
a > 0 (dite constante d’ellipticité) tel que

(Vf(@)=Vf(y) (x—y)>alz—y|? Vz,y € R"

Dans le cas ol la fonction f est de classe C?, la propriété d'ellipticité est
équivalente a : il existe a > 0 tel que

y'Vif(z)y > allyl]’, Yo,y € R™

Proposition 2.2. Une fonction elliptique f est strictement convexe et coer-
clve.

Pour les fonctions elliptiques, on a le résultat fondamental suivant.

Proposition 2.3. 5i X C R” est un ensemble conveze fermé et f une fonc-
tion elliptique, alors le probleme (Px) admet une solution unique.

Un exemple classique de fonction elliptique est la fonction quadratique

1
flx) = E:ETAx — b,

définie par une matrice A € R™*™ définie positive et un vecteur b € R™. On a
en effet Vf(z) — Vf(y) = A(x — y) et

(@ —y)"Alw—y) > Mz — g, Yo,y €R",

ou Ay > 0 est la plus petite valeur propre de A.

2.2 Conditions nécessaires et suffisantes d’optimalité
dans le cas général

Dans ce paragraphe on énonce des résultats généraux dans le cas ou l'en-
semble des contraintes X est quelconque.

Pour caractériser un point optimal z* € X du probleme (Px), on introduit
la notion de direction admissible et plus généralement de direction tangente en
¥
Définition 2.4. d € R" est une direction admissible en x € X s’il existe
n >0 tel que x + sd € X, Vs € [0,7).



On dit aussi que la direction d est rentrante dans X en z. On note 7%(X)
I'ensemble des directions admissibles en z (relativement a X'). On voit facilement
que I'ensemble T%(X) est un cone (c.-a-d. sid € T(X), alors ad € T(X) pour
tout a > 0).

La notion de direction tangente généralise la notion de direction admissible
en considérant la limite de directions admissibles.

Définition 2.5. d € R" est une direction tangente en x € X s’il existe une
suite (dy), dx € R™, vérifiant lilgn dr = d, et une suite (n),n, > 0, vérifiant
h,?l e = 0, telles que x + npdy, € X, VEk.

On voit facilement que cette définition est équivalente a : il existe une suite
(xk), zx € X, vérifiant lilgnxk = x, et une suite (1), nx > 0, vérifiant liin e = 0,
telles que lim == = (.

k Tk

On note T,,(X) I'ensemble des directions tangentes en x relativement X.

Proposition 2.4. T,(X) vérifie les propriétés suivantes :
1. T,(X) est un cone fermé et TH(X) C T,(X),
2. To(X) CR4(X — ),
3. Sixz ¢ X, alors T,(X) =0,

4. Six e )O(, alors T,(X) = R".

La propriété 4. montre que si X est un ouvert, alors T,,(X) = R" pour tout
r e X.

Enoncons le résultat général donnant les conditions nécessaires d'optimalité
du premier ordre pour le probleme (Py).

Théoréme 2.7. (condition nécessaire de Peano-Kantorovitch) Si f est différentiable
et x* est un minimum local du probléme (Px), alors

Vi) 'd>0,Vd € T (X).

Remarque importante : Il faut bien comprendre la différence fondamentale
entre la condition nécessaire d'optimalité dans le cas ou X = R™ (un minimum
local z* est un point critique - théoreme 2.4) et le cas général donné par le
théoreme 2.7. La condition donnée par ce théoreme n'implique pas en général
qu'un minimum local z* est un point critique. A noter toutefois le cas particulier
ol X est un ouvert, ot on a alors T,«(X) = R™, et donc par le théoreme 2.7,
on obtient V f(z*) = 0 (z* est bien dans ce cas un point critique).

Cas particulier ou X est un ensemble convexe
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Proposition 2.5. 5i X est un ensemble convexe, alors l'inclusion 2. de la
proposition 2.4 est une égalité :

T,(X) = Ry (X — 2).

Preuve : Il s'agit de montrer I'inclusion R (X —z) C T,(X). Pour cela, il
suffit de montrer I'inclusion Ry (X — x) C T9(X). Soient y € X et § > 0.
Pour tout a € [0, %], onaz+aBly—x)=(1-af)z+afyetal e |0,1].
On a donc une combinaison convexe de © € X et de y € X. On en déduit
r+ af(y —x) € X ce qui montre que B(y — z) € T#(X) par définition de
T2(X). Cette égalité montre alors que T,,(X) est aussi un ensemble convexe.

L'égalité T,+(X) = R, (X — x*) nous permet de reformuler la condition
nécessaire d'optimalité du premier ordre. Cette condition devient aussi suffisante
si la fonction f est convexe.

Théoreme 2.8. Si f est différentiable, X est convexe et x* est un minimum
local du probléeme (Px), alors

V(@) (z —2%) >0, Vo € X.

Si de plus la fonction f est convexe, alors la condition précédente est suffi-
sante pour que x* € X soit un minimum local (et donc global puisque f est
conveze) du probléme (Py).

Projection sur un ensemble convexe fermé

La projection d'un point & € R" sur un ensemble convexe fermé X est définie
comme solution du probleme

min ||z — Z|?
2
{ reX (3)

Notons d'abord que ce probleme admet bien une solution unique. En effet, la
fonction f(z) = i||z — Z||* est coercive sur X. Il existe donc au moins une
solution de ce probleme. La solution est unique du fait que la matrice hessienne
V2 f(z) est définie positive : V2 f(x) = I,,. Le théoréme précédent permet donc
de caractériser la solution unique x* (appelée projection de Z sur X). Sachant

que Vf(z*) = x* — I, x* est donc caractérisé par
(z* —3) ' (x —2*) >0, Vr € X.

On note z* = Px (7).

Dans le cas particulier ou X est un sous-espace vectoriel, on vérifie que
(Px (&) — ) est orthogonal au sous-espace vectoriel X. On montre que I'appli-
cation Py est linéaire. Cette propriété est fausse dans le cas général.
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Dans le cas général, on a cependant I'inégalité
| Px(Z) — Px(9)]| < [|z —gll, V&,y € R"

(I'application Px est contractante).

3 Conditions nécessaires et suffisantes dans
le cas de contraintes d’égalité

Dans les cas usuels, I'ensemble des contraintes X est défini a partir d'égalités
ou d'inégalités de fonctions. Considérons les fonctions i : R™ — R” et g : R” —
R?, données par h(z) = (h1(x), ..., hy(z)) et g(x) = (g1 (x), ..., g4(x)), Vo €
R™. On suppose ces fonctions différentiables. On considere des ensembles de
contraintes X définis par

X={zeR" | h(z)=0,i=1,...,p, gj(x) <0,5j=1,...,q}.

La fontion h définit ce qu'on appelle des contraintes de type égalité et la fonction
g des contraintes de type inégalité.

Dans ce paragraphe, nous considérons des sous-ensembles de contraintes X
définis uniquement par des contraintes de type égalité

X={zeR"|hi(zx)=0,i=1,...,p}. (4)

Nous allons voir que dans ce cas le cone tangent 7,,(X) est défini trés simplement
a partir de la matrice jacobienne Jh(z).

Il est facile de montrer I'inclusion 7.,(X) C Ker(Jh(z)). L'inclusion réciproque
nécessite des hypotheses supplémentaires.

Définition 3.1. On dit que x € X est régulier si les vecteurs Vh;(z), i =
1,...,p, sont linéairement indépendants.

Définition 3.2. On dit que la contrainte h(x) = 0 est qualifiée en x € X si
T.(X) = Ker(Jh(x)).

On a le résultat suivant.

Proposition 3.1. Si x € X est régqulier, alors la contrainte h(x) = 0 est
qualifiée.
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On voit en particulier que dans ce cas le cone tangent 7,(X) est un sous-
espace vectoriel de R".

Conditions nécessaires du premier ordre

Le théoreme du multiplicateur de Lagrange donne les conditions nécessaires
d’optimalité du premier ordre pour un minimum local z* € X du probleme (Px)
avec X défini par des contraintes d'égalité (4).

Théoréme 3.1. (théoréme du multiplicateur de Lagrange)
Soient f : R® — R et h : R® — RP différentiables. On suppose que la
contrainte h(z) = 0 est qualifiée en x* € X. Si a* est un minimum local du

probleme (Px), alors il existe A}, ..., \s € R, tels que
p
V(@) + ) A Vhi(z*) = 0. (5)
i=1
Le vecteur X\* = (A}, ..., \y) est appelé multiplicateur de Lagrange. Si le point

x* est réqulier, il est déterminé de maniere unique a partir de x*.

Preuve : Les conditions d'optimalité donnent V f(2*)Tv > 0, Vv € T (X).
Or T,«(X) = Ker(Jh(z*)), et donc T,«(X) est un sous-espace vectoriel de
R™. On en déduit que Vf(z*)Tv = 0, Vo € T,«(X). Le vecteur V f(z*) est
donc orthogonal & Ker(Jh(z*)). Sachant que Ker(Jh(z*))t = Im(Jh(x*)T),
on déduit donc I'existence de \* € RP tel que Vf(z*) = —Jh(z*)TA*. On
obtient I'égalité (5) en observant que les colonnes de la matrice Jh(z*)? sont
les vecteurs Vh;(z*).

Fonction de Lagrange associée au probleme (Px)

Il est commode d'introduire la fonction de Lagrange associée au probleme
(Px). On définit la fonction L : R" x R? — R appelée fonction de Lagrange

Lz, \) = f(z) + ZAihi(x).

Les conditions nécessaires du premier ordre données par le théoreme de La-
grange s'écrivent
* *
V.L(z*, \*) =0,

ou V. indique le gradient par rapport a la variable z. De fait, il faut aussi
spécifier que z* € X, c.-a-d. x* vérifie les contraintes h;(z*) = 0,i=1,...,p.
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Ces conditions sont données simplement par I'égalité V,L(xz*, \*) = 0, ou V,
indique le gradient par rapport a la variable \.
Les conditions nécessaires d'optimalité s'écrivent donc synthétiquement grace
a la fonction de Lagrange
VL(xz*,\*) =0,

ou le gradient est pris par rapport a la variable x et la variable A\. On remarque
que le systéme que I'on obtient est un systéme de n+p variables (z et \) et n+p
équations (n équations pour V,L(z*, \*) = 0, p équations pour VL(z*, \*) =
0).

Sensibilité de la valeur optimale de f par rapport aux contraintes

Le multiplicateur de Lagrange permet en outre d'évaluer la sensibilité de la
valeur optimale de f par rapport a une variation du niveau de la contrainte.

Considérons des problemes < perturbés =(Px,) définis par les contraintes
h(z) = ¢, ¢ € RP. Supposons que pour chaque ¢ proche de zéro il existe un
minimum local unique du probleme (Px,). Pour chaque ¢ on note z(c) cette
solution. Ainsi 2* = x(0) correspond a un minimum local pour ¢ = 0.

Considérons la valeur de la fonction f a I'optimum, autrement dit la fonction
¢ — f(z(c)). La proposition suivante énonce une propriété fondamentale du
multiplicateur de Lagrange \* associé au minimum local x* relativement au
gradient de la fonction f(z(c)) au point ¢ = 0.

Proposition 3.2. Supposons les fonctions f : R® — R et h : R* — R? de
classe C*. On considére la famille de probléemes (Px,)

{ min f ()

sous la contrainte h(x) =c

Supposons que pour ¢ = 0, il existe un minimum local régqulier x* et que, avec
le multiplicateur de Lagrange associé N*, il vérifie les conditions suffisantes
d’optimalité stricte du second ordre (théoréme 3.3 plus loin). Alors, pour
tout ¢ dans un voisinage de 0, il existe un minimum local x(c) solution du
probléeme (Px,), continument différentiable et tel que z* = x(0). De plus, on
a

Vef(2(0)) = =X,

ot V. indique le gradient de la fonction ¢ — f(x(c)) définie dans un voisinage

de 0.
Conditions du second ordre
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Le résultat suivant donne les conditions nécessaires du second ordre.

Théoreme 3.2.

Soient f : R" — R et h : R" — RP 2 fois différentiables. On suppose
que la contrainte h(x) = 0 est qualifiée en x* € X. Si x* est un minimum
local du probléeme (Px), alors il existe X}, . .. ; Ay € R, vérifiant les conditions
d’optimalité du premier ordre (5) et telles que

vTvizL(x*, M) >0, Vo € Ker(Jh(x*)) (6)
ot Vi, Lz, \*) = V2 f(2%) + 320, A V2 hi(a”).
Ces conditions deviennent aussi suffisantes si I'inégalité (6) est stricte.

Théoreme 3.3.

Soient f:R™ - R et h: R* — RP 2 fois différentiables. On suppose que
la contrainte h(x) = 0 est qualifiée en x* € X. S'il existe \],..., \; € R,
vérifiant I'égalité (5) (condition nécéssaire d’optimalité du premier ordre) et

VV2, L(z*, Ao > 0, Yo € Ker(Jh(x*)), v # 0, (7)

alors x* est un minimum local strict du probléme (Px).

4 Optimisation sans contraintes - Algorithmes
fondamentaux

Soit * € R™ un minimum local du probleme

(gt 5)

xR
Un algorithme de recherche de la solution x* définit une suite (xy) telle que
lim z;, = x*.
k
4.1 Méthodes de descente

On veut assurer la décroissance de la valeur de f : f(zry1) < f(xy) pour
tout k.
On définit la suite (xy) par la récurrence

Tpt1 = Ti + Prdy,

ou di € R™ et p, > 0. Le scalaire p, > 0 s'appelle pas de descente dans la
direction dj, (a partir du point xy).
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Définition 4.1. d;, € R" est une direction de descente en x;, si et seulement
St Vf($k>Tdk < 0.

Par la formule de Taylor a I'ordre un

flae+ pdi) = f(zx) + pV f(z) " die + 0(p),

on constate que si dj est une direction de descente alors, pour p suffisamment
petit, on a f(xy + pdi) < f(zk).

Si d}, est une direction de descente, se pose alors la question du choix du pas de
descente py, > 0 approprié de facon a avoir la décroissance stricte f(xx+ prdy) <
f(zx). Il faut également ne pas considérer des valeurs de p; trop petites sans
quoi I'algorithme ne progresse plus vers la solution du probleme z*.

L'idée naturelle pour le choix d'une direction de descente consiste a prendre
drp = —V f(xg). En effet —V f(x)) est bien une direction de descente puisque
V()T (=V f(xr)) = = |V f(z)||*> < 0 (on suppose bien entendu que V f () #
0 sans quoi I'algorithme se termine puisqu’on a alors que x;, est un point critique).

La direction de descente —V f(xy) est d'ailleurs optimale parmi toutes les di-
rections de descente d telles que ||d|| = ||V f(z%)||. On a en effet —d”V f(x;,) <
|V f(x1,)||? par I'inégalité de Cauchy-Schwarz et donc —||V f (x1,)||* < dT'V f(xy).
La direction —V f(x)) est appelée direction de plus forte pente de f au point
Tl

Forme générale d’un algorithme de descente de gradient

En sortie de I'algorithme on a une approximation de x* solution de V f(z) =

0.
o donné, k = 0.
Tant que le critére d'arrét n'est pas vérifié

Prendre d, = —V f ()

Recherche linéaire : trouver py > 0 tel que f(zx + prdi) < f(xk)

Tpp1 = Tp + prdy

k=k+1
Fin tant que

Ces algorithmes sont généralement faciles a mettre en ceuvre mais les condi-
tions pour assurer la convergence sont souvent fortes et la convergence lente.
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Choix du pas de descente

— Méthode du gradient a pas constant
On prend pr = p > 0 constant a chaque pas k. On a ainsi la récurrence

Tiy1 = T — pV f(T1).

— Méthode de plus profonde descente (ou méthode a pas optimal,
en anglais " steepest descent ")
On détermine p; > 0 solution du probleme

rggf (zr — pV f(21)) 9)

Cette méthode est plus efficace mais la convergence est parfois tres lente
(phénomene de < zigzag >des itérés successifs dans une vallée allongée).
On a en effet la propriété suivante : si py est solution du probleme (9),
alors V f(zx41)" Vf(xx) = 0.
En effet la fonction ¢(p) = f(xr —pV f(xx)) admet pour dérivée ¢'(p) =
—V () TV f(ay, — pV f(x1)). Si pi est solution du probléme (9), alors
@' (pr) = 0. On obtient donc le résultat puisque zx11 = zx — prV [ (k).
Il va de soi que ces deux choix de pas de descente (pas constant, pas
optimal) peuvent étre aussi bien utilisés pour toute méthode de descente
(pas nécessairement la méthode de gradient). La propriété d'orthogonalité
de deux gradients successifs n'est cependant vérifiée que dans le cas de
la méthode du gradient a pas optimal (plus profonde descente).

— Méthodes inexactes
Déterminons des conditions moins restrictives que celles données par la
méthode de la plus profonde descente, garantissant toutefois une décroissance
suffisante de f. Considérons le cas général d'une direction de descente d
a partir d'un point z.
— Inégalité d'Armijo.

Soit €; €]0, 1[. Le pas de descente p vérifie I'inégalité d'Armijo si

flz+pd) < f(x) + e1pV f(a)Td (10)

Cette inégalité assure une décroissance suffisante de la fonction f
(faire un dessin).

On peut montrer facilement qu'il existe un intervalle [0, 7], > 0, tel
que tout p € [0, ] satisfait I'inégalité d'Armijo.

Cette condition cependant n'empéche pas le pas de descente p de
devenir trop petit ce qui a pour effet d'entrainer une < fausse conver-
gence >de |'algorithme (convergence vers un point non critique). Pour
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éviter un pas de descente trop petit, on consideére la condition supplémentaire
dite de courbure.

— Inégalité de courbure.
Soit €5 €€y, 1[. Le pas de descente p Vvérifie I'inégalité de courbure si

Vi(z+pd)'d>eVf(x)'d (11)

Cette seconde condition n'est pas vérifiée pour p = 0 et donc n'est
pas vérifiée pour p > 0 suffisamment petit (faire un dessin).
Les deux conditions réunies (condition d'Armijo et de courbure) sont
appelées conditions de Wolfe. En pratique les valeurs numériques des
constantes €, €5, sont €; = 107* et €5 = 0.9.

Algorithme pour la recherche d’un pas de descente p vérifiant les
deux conditions de Wolfe

po>0donnéet p_=0,p, =4o00.
Tant que py ne Vérifie pas les deux conditions de Wolfe
Si pi, ne vérifie pas I'inégalité d'Armijo (py. est trop grand)

P+ = Pr €t prpg = E5E
Si pi, ne vérifie pas I'inégalité de courbure (p;, est trop petit)
P— = Pk .
S! Py < 400, pry1 = 5P
Si py = 400, pry1 = 2pk
k=k+1
Fin tant que
P = Pk

Il existe une autre technique simple pour obtenir une valeur de pas de descente
p qui vérifie I'inégalité d'Armijo et qui ne soit pas trop petite. C'est la technique
de rebroussement (en anglais "backtracking "). L'idée consiste de partir d'une
valeur suffisamment grande de p et de diminuer la valeur de p (par un produit
ap avec a €]0, 1], « fixé) jusqu'a ce que p vérifie I'inégalité d'Armijo.

Algorithme de rebroussement (< backtracking >)

a €]0, 1] donné et py > 0 suffisamment grand (pe. py = 1).
Tant que f(z + prd) > f(z) + e1prV f(2)Td

Pk+1 = QP
k=k+1
Fin tant que
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P = Pk
On a le résultat de validité suivant pour les conditions de Wolfe.

Proposition 4.1. Soit d une direction de descente de f en x. Si la fonction
de mérite ¢(p) = f(x+pd) dérivable est bornée inférieurement, alors il existe
p > 0 vérifiant les conditions de Wolfe.

Le théoreme suivant donne un résultat de convergence dans le cas ou le pas
de descente vérife les conditions de Wolfe.

Théoréme 4.1. (théoréme de Zoutendijk)

Soit f différentiable de gradient Lipschitz et bornée inférieurement. Soit
l’algorithme de descente xy1 = T+ prdy, ot pour tout k, dy, est une direction
de descente de [ en xy et pr > 0 un pas de descente vérifiant les conditions

de Wolfe. Alors la série Y, cos(0x)? ||V f(z)||?, ot cos(by) = %,
converge.

Ce théoreme implique que s'il existe ¢ > 0 tel que |cos(0;)| > ¢, Vk, alors la
série Y, ||V f(z)]|? est convergente et donc lilgan(a:k) = 0. L'algorithme est

alors globalement convergent (voir définition 1.4).

Résultats de convergence pour la méthode du gradient

Lemme 4.1. Si f est différentiable de gradient Lipschitz, avec L > 0 constante
de Lipschitz, alors

F6) — (@) = V@) (g - 2) < Sy = P, oy € R

Pour la méthode du gradient, sachant que dy, = —V f(zy), ce lemme implique
que si f est de gradient Lipschitz, avec L > 0 constante de Lipschitz, alors

flzr) < f(l"k)—/)k||Vf(l"k)H2+§Pi||vf($k)||2 = f(xk)JrPk(gﬂk—l)HVf(xk)HQ-

' : L
L'étude de la fonction p — ¢(p) = p(5p — 1) montre que f(2p+1) < f(zy)
si et seulement si 0 < pp < % Plus précisemment, on a le résultat suivant.

Proposition 4.2. Soit f différentiable de gradient Lipschitz, avec L > 0
constante de Lipschitz, et bornée inférieurement. Alors [’algorithme du gra-
dient xy,11 = xp — ppV f(Tk), & pas fize pp = p, avec p < %, ou & pas optimal,
est globalement convergent.
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Le théoreme de Zoutendijk montre que, sous les mémes hypotheses, I'algo-
rithme du gradient avec un pas de descente satisfaisant les conditions de Wolfe

est globalement convergent. En effet, on a dans ce cas cos(0;) = %m =
1, Vk.

Dans le cas ou la fonction f est de plus elliptique, on a le résultat suivant.

Proposition 4.3. Soit [ différentiable, elliptique, de gradient Lipschitz, avec
L > 0 constante de Lipschitz, et bornée infériecurement. Alors [’algorithme
du gradient xy,11 = xx — iV f (1), avec py, € [a,b] CJ0, [, Vk, converge vers
la solution unique x* du probléme (Pgn).

4.2 Méthode de Newton

La méthode de Newton est une méthode de descente. La direction de descente
est obtenue a partir de I'approximation d'ordre deux de la fonction f au point
courant xg.

A partir du développement de Taylor de f a l'ordre deux au point z; on
approxime f(x) par

q(z) = f(x) + V flzn) (x — z) + %(90 — 1) "V f () (2 — ).

Le point z;,1 est obtenu comme solution du probleme

in g(z)

Les conditions d'optimalité donnent

Va(rri1) = V2 f(ar) (@h1 — 21) + Vf(2) = 0.

Si I'on suppose que la matrice V2 f(zy,) est inversible, on obtient alors la récurrence
Tep1 = 2p — V2 (2p) 'V f(21). (12)

Le vecteur d, = —V?f(x,) 'V f(x}) est appelé a jouer le rdle de direction
de descente. C'est le cas en particulier si V2 f(z;) est définie positive. On a en
effet Vf(z)"dx = =V f ()" V2 f (1) "'V fax) < 0si V() # 0.

On a le résultat suivant de convergence. La convergence quadratique rend la
méthode de Newton particulierement efficace.

Théoréme 4.2. Soit f de classe C® et x* un minimum local du probléme
(Pgn) tel que V2 f(x*) est définie positive. Alors, pour xq suffisamment proche
de x*, la suite (x)) obtenue par l'algorithme de Newton (12) converge qua-
dratiquement vers x*.
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Lorsque les matrices V2 f(xy), Vk, sont définies positives on peut considérer
la méthode de Newton classique comme une méthode de descente avec un pas
de descente égal a 1. On peut cependant aussi envisager dans ce cas des pas de
descente p; > 0 distincts de 1 pour améliorer la décroissante de f.

Une des limitations de la méthode de Newton vient en particulier du calcul
de la matrice hessienne V2 f () qui dans certains cas peut s'avérer rédhibitoire.
Les méthodes de quasi-Newton constituent des alternatives intéressantes d'un
point de vue pratique puisqu’elles évitent le calcul exact de la matrice hessienne
V2f(xy) tout en exhibant de bonnes propriétés de convergence (généralement
superlinéaire).

4.3 Méthode de Gauss-Newton

Voir exercice 5. TD n°3.

5 Meéthode des directions conjuguées

5.1 Cas quadratique - Méthode du gradient conjugué

Soit A € R™"™ une matrice définie positive et ¢(z) la fonction quadratique
définie par
1
q(z) = EZL“TA{L‘ — b,

ou b € R™. On sait que la solution unique z* du probleme

{ min q()

reR"
est donnée par la solution (unique) du systeme
Ax =0,

obtenu en posant Vg(z) = 0.
A partir d’un point xg € R"”, la récurrence définie par la méthode du gradient
a pas optimal appliquée au probleme de minimisation est donnée par

Tk+1 = Tk — O Gk,

T
ol gr = Vq(x1,) = Az — b et ap = g%kjgk (voir TD).
La méthode du gradient conjugué consiste a utiliser non pas —g, comme

direction de descente mais un vecteur d; combinaison linéaire du gradient —gy,
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et de la direction de descente précédente dj_;. Plus précisemment on prend dj
de la forme d, = —gi + Br_1dr_1. Le coefficient (_1 est choisi de sorte que
d{Adk_l = 0 (orthogonalité des vecteurs d, et dj_; au sens du produit scalaire
défini par la matrice définie positive A). On obtient facilement

ngdkfl

Br—1 = T Ade

(13)

On peut ainsi écrire une version préliminaire de I'algorithme du gradient
conjugué [GC1] :

A partir de z, et dy = —go = —(Azo — b), faire
T

d
Tpy1 = Tk + apdy avec oy = —dngC'Zk et gr = VQ(%) = Azp — b

T JAd
1 = —get1+Brdi avec gep1 = V(@p11) = Az —bet f = giihdkk
k=k+1

Le coefficient ay, est le pas de descente optimal dans la direction de descente
dy et le coefficient ) implique I' A-orthogonalité (orthogonalité au sens du pro-
duit scalaire défini par la matrice définie positive A) d{HAdk = 0. On remarque
aussi que si g = 0 alors zj, est la solution du probleme et I'algorithme se termine.

On va montrer en fait que la suite des directions d; générées par I'algorithme
précédent sont A-orthogonales deux a deux, c.-a-d. d! Ad; = 0, Vi # j.

Avant de montrer cette propriété, nous allons donner deux résultats fonda-
mentaux qui découlent de I' A-orthogonalité des vecteurs dy.

Une premiere observation triviale est I'indépendance d'une suite de vecteurs
A-orthogonaux deux a deux.

Proposition 5.1. Soit {do,dy,...,dy} un ensemble de vecteurs non nuls,
A-orthogonauz deuz d deuz, c.-a-d. dI Ad; =0, Vi # j, eti,j <k. Alors ces
vecteurs sont linéairement indépendants.

La démonstration est immédiate en considérant une combinaison linéaire de
ces vecteurs.

Théoréme 5.1. Soit {dy,dy,...,d,_1} un ensemble de n vecteurs non nuls,
A-orthogonauz deuz & deuz. Alors, pour tout xo € R", la suite (xy) définie
par la récurrence
Tpp1 = T + opdy,
. gL dy,
dl Ady,
systeme Ax = b aprés n itérations, c.-a-d. x, = x*.

ol = et g = Vq(xg) = Az, — b, converge vers x* solution du
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Preuve : Les n vecteurs d; sont indépendants et constituent donc une base de
R™. Il existe donc des coefficients ~; uniques tels que

" — 20 = Yodo + -+ + Yn_1dn_1.

En prenant le produit A-scalaire des deux membres de cette égalité par le vecteur
dj, et en utilisant I"A-orthogonalité des vecteurs d;, on déduit que

= dF A(z* — o)
g dTAdT

Nous allons montrer que v, = ay pour tout £k = 1,...,n — 1. De la relation de
récurrence définissant la suite (), on déduit x = x¢+ apdo + - - - + g _1dj_1.
Utilisant I' A-orthogonalité des vecteurs d;, on déduit que d} A(z), —zo) = 0. On
a donc d} A(z* — xg) = d} A(z* — xp, + 2 — 29) = df A(x* — x3). Sachant que
dF A(z*—zp) gl di

gk = Axp — b = A(z, — z*), on déduit que vy, = TAT T T araar = O
Le résultat est démontré.

Le second résultat fondamental est le suivant.
Théoréeme 5.2. Soit {dy,dy,...,d,—1} un ensemble de n vecteurs non nuls,

A-orthogonauzr deuz a deuzx. Alors, pour tout xy € R, la suite (xy) définie
par la récurrence
Tk = Tp-1 + Qp_1dp_1,

_ g;z_ldk—1

dT_ Ady,_,
tion quadratique q(z) non seulement sur la droite xj,_1+ady_1 (par définition
du coefficient ag_1) mais aussi sur tout l’espace affine xo + By, ou
By, = s.e.v{dy,...,dr_1} est le sous-espace vectoriel généré par les vecteurs
do, c. ,dkfl.

ou g1 = vérifie la propriété suivante : Yk, x; minimise la fonc-

Preuve : La récurrence qui définit x; montre que zp = xo + apdy + - -+ +
ak_1di_1 et donc x € x9 + Bj. Montrons que g, = Vq(xy) est orthogonal a
tous vecteur de By, autrement dit g/ d; = 0,Vj = 0,...,k — 1. Cette propriété
caractérise en effet le minimum unique de g(x) sur le sous-espace affine zo + B,
(justifier cette affirmation). Montrons la propriété par récurrence sur k. Pour
k =1 la propriété est satisfaite puisque « est précisemment la valeur de a € R
qui minimise la fonction a — g(x¢ + adp). Supposons maintenant que g, L B
(hypothese de récurrence). Montrons que g1 L Byi1. De la relation xpq =
Tk +Oékdk on déduit Al‘k+1 —b= A.’Kk —b+ CkkAdk, c.-a-d. Jk+1 = Gk +OékAdk
Par définition de oy, on a d} gr.1 = 0. Pour j < k, I'égalité précédente implique
d?gkﬂ = d?gk + akd?Adk. Le premier terme du membre de droite est nul par
hypothése de récurrence et le second aussi dii a I' A-orthogonalité des directions
d;. On a donc djTng = 0. Le résultat est démontré.
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Ces deux théorémes supposent que les directions A-orthogonales d; sont
données a priori. Nous allons montrer que I'algorithme [GC1] définit de fait
des directions d; A-orthogonales. Ce résultat est obtenu en montrant certaines
propriétés des vecteurs g et di. Nous donnons également d'autres expressions
équivalentes des coefficients «y, et (3 plus utilisées dans la pratique.

Théoréme 5.3. Sila suite (xy) générée par lalgorithme du gradient conjugué
[GC1] ne se termine pas en xy, (c.-a-d. si g; #0,Vj =0,...,k,), alors

1. 5-6'7)-{90’ g1, - - 7.gk} = S-B'U-{QO’ AgOa s aAkQO}
2. s.ev{dy,dy, ... di} = s.e.v.{go, Ago, ..., A¥go}
3 dfAd;=0,Vi<k—1
4 oo = 9L gk
5

= dT Ady

T
_ Ggy19k+1
- B =T

9L 9k
Preuve : On va montrer les trois propriétés 1., 2. et 3. en méme temps par

récurrence sur k. Pour k = 0 elles sont de toute évidence satisfaites. Supposons
qu'elles soient vraies pour k et montrons qu'elles sont vraies pour k£ + 1. On a

Gr+1 = gi + o Ady,

(voir preuve du théoreme précédent). Par hypothese de récurrence, on a que g et
Ady, appartiennent au s.e.v.{go, Ago, . . ., A¥Tge}. Donc gy 1 € s.e.v.{go, Ago, . .
De plus gri1 ¢ s.e.v.{go, Ago, ..., A¥go} = s.ev.{dy,dy,..., dy} car sinon on
aurait gpy1 = 0 du fait que gpy1 est orthogonal a s.e.v.{dy,di,...,dr} (le
théoreme précédent et I'hypothese de récurrence impliquent cette propriété). On
a donc

s.e.v.{90, 91, - - g1 } = s.ev.{go, Ago, . .., A go},

ce qui montre la propriété 1. pour k + 1. A partir de I'égalité
dry1 = —Grs1 + Bedr,

et en utilisant I'hypothése de récurrence sur la propriété 2. ainsi que la propriété
1. démontrée a l'ordre k + 1, on déduit que la propriété 2. est vraie a |'ordre
k+1.

Pour montrer la propriété 3. a I'ordre k + 1 on utilise I'égalité

dZHAdj = _gg—i-lAdj + ﬁdeAdjv

déduite de dy 1 = — g1+ Brdy. Si j = k, le membre de droite est nul de par la
définition de (. Considérons j < k. Le second terme du membre de droite est
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nul par hypothese récurrence. Par ailleurs, on a Ad; € s.ev.{dy,di,...,dj1}
et donc Ad; € s.ev.{dy,dy,...,d}. Le premier terme du membre de droite
est donc aussi nul puisqu'on a gry1 L s.e.v.{do,dy,...,d;} par le théoréme
précédent. La propriété 3. est donc vérifiée a I'ordre k + 1.

Pour montrer 4. on utilise I'égalité

—grdy, = g} gk — Br_19r di_1.

Le second terme du membre de droite est nul par le théoréme précédent.
Enfin, pour montrer la propriété 5., on remarque que g,@rlgk =0 car g €
s.ev.{dy,dy,...,dy} et giyq est orthogonal as.e.v.{doy, d,...,d;} parle théoreme

précédent. De I'égalité
1
Ady = —(gr1 — k),
Qg

on déduit que
1
g]a_lAdk = _gla-lgk—i-l-
ay,

En utilisant I'expression de «, donnée par 4., on déduit le résultat.

Remarques :

— |l est clair que si la propriété 3. est vérifiée jusqu'au rang k, on a alors
I'orthogonalité d Ad; = 0, Vi # j, 4,7 < k.

— Comme cela a déja été évoqué, l'arrét de I'algorithme [GC1] survient
lorsque g = Vq(zx) = Az — b = 0. x; est la solution (unique) du
systtme Az = b (ou de maniére équivalente la solution du probleme de
minimisation de la fonction quadratique ¢(z)). Si par contre g, # 0,
I'égalité d, = gr — PBr_1dr_1 et I'orthogonalité des vecteurs g, et dy_q
montre que dj # 0. L'algorithme se poursuit a I'étape suivante k + 1.

— L'égalité g{ d;, = —g g} démontrée pour établir la propriété 4. précédente
montre que la direction d,, est bien une direction de descente.

On peut maintenant reformuler I'algorithme [GC1] en utilisant les nouvelles
expressions des coefficients oy, 5 et un test d'arrét sur la valeur de la norme du

gradient g.

Algorithme du gradient conjugué [GC2]

Soit €>0 paramétre du test d’arrét.
Soit xg donné, dy=—go=—(Axg—0b), et k=0.
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tant que |/gx]| > € faire

o — Ik
k= 4T Ady,

Tpt1 = Tk + Qpdy
Jk+1 = g + apAdy

T
_ Gk 19k+1
Br =1, —

gt g
dir1 = —Grt1 + Brdy
k=k+1

fin tant que

On montre que la vitesse de convergence de la suite () est donnée par

Vi = VA .
Rl

ol A, et \; sont respectivement la plus grande et la plus petite valeur propre
de la matrice A. On peut comparer cette inégalité avec celle obtenue pour la
méthode du gradient a pas optimal (voir TD) :

* )\n_>\1 " *
[k — 2"[[a < N [0 — |-

e — 2*lla < 2 (

5.2 Le cas non quadratique

On peut étendre I'algorithme du gradient conjugué au cas ou la fonction ob-
jectif f n’est pas quadratique. En général on ne plus alors assurer la convergence
en n étapes au maximum comme dans le cas quadratique.

De fait, I'algorithme du gradient conjugué met en jeux a chaque itération
k le gradient de la fonction g = Vf(xy) (égal a g = Axp — b dans le cas
quadratique) et la matrice hessienne V2f(x;) (constante et égale 3 A dans le
cas quadratique).

Si I'on reprend I'algorithme [GC1] en remplacant la matrice A par V2 f(zy),
on obtient I'algorithme suivant [E1GC]

A partir de xg, et dy = —go = —V f(x0), faire

_ _ gi dy, _
Tl = Ty, + Oékdk avec o = —m et g = Vf(;L’k)2
91 Vif(zr)d
dgt1 = —grt1 + Brdy, avec gry1 = V f(g41) et By = —Z%rlvzf(xkl;d:
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E=k+1

Le calcul de la matrice hessienne V2 f () a chaque itération rend cependant
cet algorithme peu intéressant dans la pratique. On voit en effet que la complexité
de cet algorithme est comparable a celle de I'algorithme de Newton pour lequel la
vitesse de convergence est en principe bien meilleure (convergence quadratique).

La matrice hessienne intervient dans le calcul des coefficients o, et ;. Dans

le cas quadratique on a donné une expression équivalente de ;. : on a montré au
T
L g 9k . T .
Théoreme 5.3 que [, = %g:l‘ Cette expression permet d'utiliser uniquement
k

les gradients de la fonction en xj, et x;. 1. D'autre part, on sait que la valeur de
oy, dans le cas quadratique, est obtenue en prenant la valeur optimale du pas de
descente dans la direction de descente dy : a4, est solution du probleme

min f(l‘k + Oédk)
a>0

En utilisant ces deux propriétés, on obtient I'algorithme dit de Fletcher-Reeves
(calqué sur I'algorithme du gradient conjugué dans le cas quadratique).

Algorithme de Fletcher-Reeves [E2GC]

Soit €>0 paramétre du test d’arrét.

Soit xg donné, dy=—go=—-Vf(zg), et k=0.

tant que |[[gx]| > € faire

ar >0 minimum de la fonction a+— f(zy + ady)
Tpp1 = T + apdy,
Gir1 = V[ (Trt1)

_ 9£+19k+1
Be = gt g
diy1 = —Grt1 + Brdy
k=k+1

fin tant que

La variante dite de Polak-Ribiére consiste a remplacer I'expression de (3, dans

T _
I'algorithme de Fletcher-Reeves par ), = W
k

le cas ou la fonction f est quadratique (on sait en effet que dans ce cas-la
919k = 0, voir démonstation du théoréme 5.3).

, expression identique dans
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Dans la pratique, le pas optimal o4 peut €tre obtenu par une méthode de
recherche linéaire approchée (conditions de Wolfe).

6 Meéthodes de quasi-Newton
On a vu que la méthode de Newton utilise la direction de descente

[l s'agit en effet d'une direction de descente dans le cas ou la matrice hessienne
V2 f(x) est définie positive.

Dans la pratique le calcul de la matrice hessienne s'avére souvent complexe
et coliteux. En s'inspirant de I'expression (14), les méthodes de quasi-Newton
utilisent des directions de descente d;, de la forme

ou la matrice Hy € R"™*" est définie positive et représente une approximation
de la matrice hessienne V2f(z;). Il existe plusieurs familles de méthodes de
quasi-Newton suivant les types d'approximations de la matrice hessienne utilisés.

Comme pour toute méthode de descente, on peut améliorer la décroissance
de la fonction en utilisant un pas de descente p; > 0 le long de la direction de
descente di. Pour un pas de descente p, > 0 vérifiant les conditions de Wolfe,

le théoreme général 4.1 (théoreme de Zoutendijk) affirme qu'on a convergence
— —Vf(ee)Tdy
IV 5 (i)l | dw ll

Un calcul simple montre que

globale si cos(6;) est uniformément minoré. On a ici cos(6y) =
V()T Hy 'V f (@)

IV £ @)l [Hy, Y f (i)l

1
cos(fy) = —
(o [ Hll2 |1 2

ou la norme matricielle || |2 indique la norme 2 subordonnée a la norme eucli-
dienne classique.

On a donc convergence globale s'il existe a > 0 tel que condy(Hy) < «, Vk,
ol condy(Hy,) = ||Hgll2 || Hy |2 est ce qu'on appelle le conditionnement pour la
norme 2 de la matrice H. En effet, on a alors

cos(6y) > l, VE.
a

Comment obtenir des familles de matrices H;, définies positives et approxi-
mant la matrice hessienne V2f(z;)? On utilise pour ¢ca une approche de type
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incrémental ou la matrice Hj | est construite a partir de la matrice Hj, et des
vecteurs gradient V f(xy) et Vf(zx41).

Le développement de Taylor a I'ordre un de la fonction V f(z) au point x;
donne

Vi(er) = V(i) + V2 (@r) (@r — 2r4a) + o2 — 2 )
Au premier ordre, on a donc

V2 f(@ri)(@r1 — 2x) = Vf(rp1) — V().

Par analogie avec cette égalité approchée, on impose a la matrice Hj., 1 de vérifier
I'équation (dite équation de la sécante ou équation de quasi-Newton)

His1(@p1 — 24) = V[ (@pp1) — V(). (16)

Bien entendu, cette équation n'est pas suffisante pour déterminer la matrice
Hy 1 a partir des points xy, zx11, et des gradients V f(zx11), Vf(xy).

Dans I'approche de type incrémental utilisée, la matrice Hy., est définie
a partir de la matrice H; comme solution du probleme d'optimisation suivant :
rechercher la matrice Hy 1 la plus proche de la matrice Hy, et vérifiant I'équation
de la sécante (16).

Afin d'obtenir des calculs plus simples, on utilise dans I'espace des matrices
la norme de Frobenius, notée || ||, et définie par

IAllF =

Cette norme est obtenue a partir du produit scalaire de Frobenius
(A, B) = aijbij,
2

suivant le procédé général. On voit qu'il s'agit d'une généralisation aux matrices
de la norme vectorielle euclidienne. Cette norme matricielle n'est cependant pas
subordonnée a la norme vectorielle euclidienne (ni d'ailleurs a aucune norme
vectorielle).

Pour simplifier les notations, on pose sy = w11 — o) et yp = Vf(Tpa1) —
V f(zr). On a le résultat suivant.
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Proposition 6.1. (Broyden - 1965)
La solution unique, notée Hyy1, du probleme de minimisation

min ||H — H11€||§7

HecRnXn
avec la contrainte Hsy = yy (équation de la sécante) est donnée par

1
Hi1 = Hy + —— (yi — Hisi)sy,-

Preuve : Voir TD.

[l faut noter dans ce résultat que la matrice Hy, différe de la matrice Hy, par
la matrice de rang un Sg%k(yk—Hksk)sf (le vecteur colonne (y;, — Hysy,) multiplié
par le vecteur ligne s donne une matrice de rang un - en termes savants, il s'agit
du produit tensoriel des deux vecteurs). La matrice (y; — Hysy)si n'étant pas
symétrique, cette proposition ne permet pas d'assurer que si la matrice Hj, est
symétrique, alors la matrice Hj 1 l'est aussi. Il sera donc difficile de pouvoir
assurer que Hj | est définie positive si Hj, |'est aussi.

Pour obtenir une solution symétrique, il suffit de modifier la formulation
précédente en ajoutant la contrainte de symétrie H = H.

Proposition 6.2. La solution unique, notée Hy,q, du probleme de minimi-
sation

. 2
Join ||H — Hillp

avec les contraintes Hsy = yy, (équation de la sécante) et HT = H (symétrie)
est donnée par

T
Hppn = Hy + Tl ((yr — HkSk)Sg + sk(yx — Hksk)T) - s kak) o Sksz-
St Sk (sis8)?

En considérant une norme de Frobenius pondérée, on obtient une formule
de mise a jour plus adaptée, qui permet en particulier de déduire simplement la
propriété que Hy,, est définie positive si Hy est définie positive.

Pour cela, on observe d'abord que I'égalité de la sécante Hy 15, = yi im-
plique que si Hy,; est définie positive, alors nécessairement s}y = s} Hyy15, >
0. On suppose donc a priori sfy; > 0. Il est facile de voir que cette hypothése
permet de définir une matrice définie positive W telle que Wy, = Wls,
(W n'est évidemment pas unique). On consideére alors la norme de Frobenius
< pondérée »par la matrice W définie par :

M| = |[WMW||p, VM € R™"
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Proposition 6.3. (formule de mise a jour DFP - Davidon, Fletcher, Powell)

On suppose sty > 0 et W une matrice définie positive telle que Wy, =
W=1tsy. La solution unique, notée Hyy,, du probléme de minimisation

. 2
Gin [LH — H|lw

avec les contraintes Hsy = yy, (équation de la sécante) et HT = H (symétrie)
est donnée par

Hior = (In — pryesy ) He(Ly — pisiyr, ) + pr Yt »

avec = .
Pk s{yk

On observe que la solution Hy,1 ne dépend pas de la matrice définie positive
W vérifiant Wy, = W1s,,.

La preuve de la proposition 6.3 est obtenue en appliquant le résultat de la
proposition 6.2 au probleme
. ! 7112
in A = H [l
avec les contraintes H'" = H' (symétrie) et H's, = y}, (équation de la sécante),
ol s, = Wls, = Wy, = y;, et H, = WH,W. La solution unique Hj_, de ce
probleme donne alors Hy 1 = W1H; W™

La direction de descente dj, étant définie par dy = —H, 'V f(x}), on a tout
intérét a définir des formules de mise a jour directement sur la matrice inverse
B, = H,;l. Le produit matrice x vecteur —B;V f(x}) donne immédiatement la
direction de descente dj, sans avoir a résoudre le systeme Hyx = —V f(xy) qui
a un colit numérique supérieur.

La proposition suivante donne la formule de mise a jour BFGS (Broyden,
Fletcher, Goldfarb, Shanno) qui, du fait de sa complexité intéressante, est dans
la pratique plus utilisée que la formule DFP. Pour la matrice B, = ij:l
I'équation de la tangente devient By 1yx = Sg.

Proposition 6.4. (formule de mise a jour BFGS - Broyden, Fletcher, Gold-
farb, Shanno)

On suppose sty > 0 et W une matrice définie positive telle que Wsj, =
W=ty,. La solution unique, notée By,1, du probléme de minimisation

. 2
Gin ||B — Bl
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avec les contraintes By = ) (équation de la sécante) et BT = B (symétrie)
est donnée par
Bii1 = (I = pesiyp ) Be(In — pryrsy) + pr sksy s
avec pr = %
I est intéressant de comparer la formule de mise a jour BFGS avec la formule
DFP. On passe d'une formule a I'autre par échange de Hj. et By et de y; et si.
Pour compléter cette présentation on peut mentionner les formules dites
duales des formules DFP et BFGS obtenues en utilisant la formule de mise a
jour de Sherman-Morrison-Woodbury (SMW) qui donne I'inverse d'une matrice.
Plus exactement, connaissant l'inverse d'un matrice A (supposée inversible), la
formule de SMW donne I'inverse de la matrice (A — BD~'C') sous I'hypothése
que les matrices D et (D — C A™!B) sont inversibles. On montre en effet que,
sous ces hypotheses, la matrice (A — BD™1(C') est inversible et

(A-BD'C)'=A14+A'B(D-CA'B)'CA.

Pour assurer la consistance de cette formule, il faut considérer bien siir que les
matrices inversibles A et D sont carrées, A € R"*" D € R™*™ avec m,n € N*
quelconques et B € R™*™, C' € R™*™.

La formule de SMW est intéressante dans le cas ou m << n. |l faut la voir
comme une formule de mise a jour de la matrice inverse A~! lorsque la matrice A
est < perturbée >par une matrice de rang m petit devant n (la matrice BD~'C
est de rang < m).

La formule duale de DFP donne la formule de mise a jour de l'inverse By, :

1 1
Bkykyk By, + T—sksg.

By = By, —
- Bk Yk S Yk

La formule duale de BFGS donne la formule de mise a jour de I'inverse Hy, :

1 1
Hyspst Hy +
THkkkkkk kyykyk

Hy1 = Hy —

Comme pour les formules DFP et BFGS on passe d'une formule duale a
I'autre par échange de Hj, et By et de y, et si.

La définie positivité de la suite des matrices By, obtenues par la formule BFGS
est précisée par le résultat suivant.

Proposition 6.5. Si By est définie positive et styy > 0, alors Byyi est
définie positive.
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Enfin, si le long de la direction de descente d, = — B,V f(z}) on prend un pas
de descente py > 0 vérifiant les conditions de Wolfe (plus exactement I'inégalité
de courbure, voir (11)), on a

(Vf(r0) =V [ (@) (@rr—ax) = pr(V f (@100) =V (@) di > prlea—1)V f (2x)) dy, > 0.

La condition ygsk > 0 est alors vérifiée. Si By, est définie positive, alors By
I'est aussi.

La formule de mise a jour BFGS associée avec un pas de descente pp > 0
satisfaisant I'inégalité de courbure (11) permet donc de définir pour tout k les
directions de descente d, = —B;V f(x). L'algorithme est initialisé avec une
matrice By définie positive. En |'absence de toute information, on peut prendre
By = I,,, c.-a-d. une premiere direction de descente donnée par le gradient.

7 Conditions nécessaires et suffisantes d’op-
timalité dans le cas de contraintes d’égalité
et d’inégalité

7.1 Contraintes d’inégalité

Nous commencons pas considérer les conditions nécessaires d'optimalité du
premier ordre pour le probléeme (Pyx) dans le cas ou les contraintes définies par
I'ensemble X sont de type inégalités

X={reR"|gi(z) <0,j=1,...,¢}.
Les fonctions f et g sont supposées de classe C.

Définition 7.1. Soit + € X. On dit que g; est active en x si gj(x) = 0. g;
est dite inactive en x si gj(x) <O.

Qu'en est-il du cone tangent T,(X) dans le cas des contraintes d'inégalité ?

Définition 7.2. Soit x € X. On appelle cone linéarisant en x [’ensemble
L(z) défini par

L(z) = {v € R"| Vg;(x)Tv <0, pour tout j =1,...,q, tel que g; est active en x}.
On montre I'inclusion 7,.(X) C L(zx), pour tout x € X.

Définition 7.3. On dit que les contraintes g(x) < 0, sont qualifiées en v € X
st T,(X) = L(x).
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Pour avoir I'égalité T,,(X) = L(x), on doit faire des hypotheses supplémentaires
sur x € X.

Proposition 7.1. (conditions suffisantes de qualification)

Soit x € X. Si les vecteurs Vg;(x), pour tous les indices j = 1,...,q,
tels que g; est active en x, sont indépendants, alors les contraintes g(z) < 0,
sont qualifiées en x.

Pour établir les conditions nécessaires d'optimalité d'ordre un exprimées a
I'aide d'un multiplicateur de Lagrange (voir théoréme 3.1 du multiplicateur de La-
grange pour le cas de contraintes d'égalité) il est nécessaire d'utiliser un résultat
de géométrie des ensembles convexes.

Lemme 7.1. (lemme de Farkas)
Soit K ={By|ly € R",y >0} ou BER™ ety>0«sy; >0,Vj =

1,...,m. Alors, pour tout g € R™, on a une et une seule des deux alternatives
suivantes :
1. g € K,

2. il existe d € R, d # 0, tel que g*d < 0 et BTd > 0.

Remarques :
— L'inégalité BTd > 0 est équivalente a 27d > 0, Vz € K.
— L'alternative 2 exprime le fait que I'on peut séparer par un hyperplan
(d’équation d”'z = 0) I'ensemble convexe fermé K et le vecteur g.

Théoréme 7.1. Soit 2* € X minimum local du probléme (Px) vérifiant les
conditions suffisantes de qualification des contraintes g(x) < 0 (proposition
7.1). Alors il existe p* = (ui, ... ,,u;)T €RY, u; >0,V),j=1,...,q, tel que

Vi(a®) + Zu;wj(x*) =0, (17)

et

(conditions de complémentarité).

Preuve : Soit K = {— > 1 Vg;(z*), Vi, > 0}. Montrons que
jlg; active en x*

Vf(z*) € K. Raisonnons par l'absurde. Si Vf(z*) ¢ K, par le lemme de

Farkas et la définition de K, il existe alors un vecteur d tel que Vf(x*)Td <
0 et —Vg,(z*)"d > 0, pour tout indice j tel que g; est active en z*. Par
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définition du c6ne linéaire L(z*), on a donc d € L(z*). Sachant que L(z*) =
T,+(X) (qualification des contraintes), on aboutit ainsi a une contradiction avec
la condition nécessaire d'optimalité donnée par le théoreme de Peano-Kantorovich
(théoreme 2.7) V f(z*)Td >, Vd € T, (X).

Enfin, pour obtenir I'égalité (17), il suffit d’ajouter les termes 115V g;(z*) avec
w; = 0, pour tous les indices j pour lesquels g; est inactive en x*. Ceci entraine
les conditions de complémentarité p7g;(v*) = 0, j = 1,...,q (soit g;(z*) = 0,
soit i = 0).

7.2 Contraintes d’égalité et d’inégalité

Nous considérons dans ce paragraphe le probleme de minimisation (Px) dans
le cas général ou les contraintes sont du type égalités et inégalités :

X={zeR"|hi(x)=0,i=1,...,p, gj(x) <0,j=1,...,q¢}

Les fonctions f, g et h sont supposées de classe C.
La définition de cOne linéarisant s'étend au cas ou on a des contraintes
d'égalité et d'inégalité.

Définition 7.4. Soit x € X. On appelle cone linéarisant en x l’ensemble
L(z) défini par

Liz)={veR"| Vh(z)'v=0,Vi,i=1,...,p, et

Vgi(x)Tv <0,Vj,5=1,...,q, tel que g; est active en x}.
(18)

On a, de la méme fagon que précédemment, l'inclusion 7,.(X) C L(z), pour
tout z € X. La proposition suivante donne une condition suffisante pour avoir
I'égalité T,(X) = L(zx) (on dit qu'on a alors qualification des contraintes en ).

Proposition 7.2. (condition suffisante de qualification)

Soit v € X. Si les vecteurs V fi(z), Vi, i =1,...,p, et Vg;(x), pour tous
les indices j = 1,...,q, tels que g; est active en x, sont indépendants, alors
les contraintes d’égalité et d’inégalité h(x) = 0,g(x) < 0, sont qualifiées en
x.

Pour obtenir les conditions nécessaires d'optimalité, on fait appel a une ver-
sion étendue du lemme de Farkas vu précédemment.
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Lemme 7.2. (lemme de Farkas étendu)

Soit K = {By + Cw|y € R™,y > 0, w € RP} défini par B € R™™,
et C € R"™P. Alors, pour tout g € R™ on a une et une seule des deux
alternatives suivantes :

1. g€ K,

2. il existe d € R, d # 0, tel que g*d < 0, et BTd >0, CTd = 0.
Remarques :

— Les deux propriétés BTd > 0, CTd = 0 sont équivalentes a z7d >
0,Vz e K.
— Comme précedemment, I'alternative 2 exprime le fait que I'on peut séparer
par un hyperplan (d'équation d”x = 0) I'ensemble convexe fermé K et
le vecteur g.
On peut énoncer le théoreme de Karush-Kuhn-Tucker (KKT) donnant les
conditions nécessaires d'optimalité du premier ordre.

Théoréme 7.2. (théoréme KKT)

Soit z* € X minimum local du probléme (Px) vérifiant la condition suf-
fisante de qualification des contraintes h(x) = 0, g(x) < 0 (proposition 72)
Alors il existe X* = (Xf,...,\)" € RP, et p* = (i, ..., ;)" € R, pi >
0,Vj,7=1,...,q, tel que

) + Z ANV hy(2*) + Z 1V g(x*) =0, (19)

et

(conditions de complémentarité).

Preuve : La démonstration se fait de la méme facon que pour le théoreme 7.1
en montrant que V f(z*) appartient a I'ensemble convexe fermé K

p
K={=Y \NVh(z*)— > p;Vg(z), YA, Yu; > 0}.

jlg; active en x*

Remarques :

1. Il est évident que les conditions nécessaires d'optimalité données par les
égalités (17) et (19) peuvent s'exprimer respectivement a |'aide des fonc-
tions de Lagrange

L(z,p) = f(x) + Z 11595()
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et
q
L(w, A, ) +ZAh )+ > 1igi(x)
=1

Les égalités (17) et (19) s'écrivent respectivement V,L(z*, u*) = 0, et
Vi L(x*, X, %) = 0.

2. I est facile de voir que les conditions de complémentarité p7g;(z*) =
0,Vj =1,...,q, peuvent s'écrire de maniére concise p*7g(xz*) = 0, du
fait que g(z*) <0 et u* > 0.

Dans le cas ou les fonctions f et g sont convexes et h affine, alors les condi-
tions nécessaires d'optimalité données par le théoreme KKT sont aussi suffisantes.

Théoréeme 7.3. (CNS dans le cas conveze)

On suppose que les fonctions différentiables f, g sont convexes, que h
est affine, et que x* € X wvérifie la condition suffisante de qualification des
contraintes h(zx) = 0, g(z) < 0. Alors x* est solution du probleme (Px) si et
seulement si [’égalité (19) est vérifiée (avec \* € RP, p* € RY, p* > 0) ainsi
que la condition de complémentarité u** g(z*) = 0.

Preuve :

La preuve dans un sens est donnée par le théoreme KKT (théoreme 7.2). II
suffit donc de montrer que si (x*, \*, u*) vérifie les conditions données par le
théoreme KKT, alors z* est solution du probleme (Py).

Il est facile de voir que la fonction x — L(z, \*, u*) est convexe. On remarque
ici que I'hypothése h est affine permet de garantir la convexité de I'application
xr — Y P Ahi(x), ce qui n'aurait pas été possible en supposant uniquement
h convexe, car les coefficients A} ne sont pas nécessairement positifs. L'égalité
(19) permet de conclure que

L(z*, N\, u*) < Lz, \*, u*), Vo € R",

car on a l'équivalence V, L(xz*, \*, u*) = 0 < 2 est le minimum de la fonc-
tion convexe x — L(x, \*, u*). La condition de complémentarité et le fait que
x* E X, implique L(z*, \*, u*) = f(2*). Par ailleurs, pour tout x € X, on a

Arhi(z) + 320 w5gi(x) <0, car h(x) =0, g(zr) < 0et " >0.0na
donc L(m, N ) < f(x), Vo € X. Le résultat est démontré.

7.3 Conditions nécessaires et suffisantes du second ordre

De la méme fagon que dans le cas du probléme avec contrainte d’égalité (voir
théoreme 3.2), les conditions nécessaires d'optimalité du second ordre expriment
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une propriété de la matrice hessienne V2 L(z*, \*, u*). Les fonctions f, g et h
sont supposées de classe C2.

Soit z* € X un minimum local du probleme (Px) et \* € RP, u* € RY, p* >
0, des multiplicateurs vérifiant I'équation (19).

A partir du cone linéarisant L(z*) (voir définition 7.4), on définit le sous-
ensemble C'(z*, \*, u*) appelé cone critique :

Clx*, X, u*) = {veR"|ve L") et

Vyg; (x)Tv = 0 pour tout indice j tel que g; est active en z* et pu > 0}.

[l faut noter que cet ensemble dépend non seulement de z* € X mais également
des multiplicateurs des Lagrange A\* et u* vérifiant I'égalité (19).

Théoréme 7.4. (condition nécessaire d’optimalité du second ordre)

Soit * € X un minimum local du probléme (Px) vérifiant la condition
suffisante de qualification des contraintes (proposition 7.2). Soient \* € RP,
pw* e R p* > 0, des multiplicateurs de Lagrange vérifiant les conditions
nécessaires d’optimalité du premier ordre (théoreme 7.2) associées a x*. On
a alors

I V2 L(z*, N, u*)v > 0, Yo € C(z*, \*, 1),

Cette condition nécessaire devient une condition suffisante pour que x* € X
soit un minimum local, si I'inégalité précédente est remplacée par une inégalité
stricte pour tout v € C'(x*, \*, u*), v # 0.

Théoréme 7.5. (condition suffisante d’optimalité)

Soit x* € X vérifiant la condition suffisante de qualification des contraintes
(proposition 7.2) et les conditions nécessaires d’optimalité du premier ordre
avec \* € R, p* € R, p* > 0, les multiplicateurs de Lagrange. St

vIV2 L(x*, N 1 )v > 0, Yo € C(2*, N, 1*), v # 0,

alors x* est un minimum local du probléeme (Px).

8 Dualité pour le probleme d’optimisation avec
contraintes

L'approche par dualité du probleme d'optimisation avec contraintes apporte
des informations intéressantes pour I'étude du probleme et permet en outre de
définir de nouvelles méthodes numériques pour le calcul de la solution.

38



Le théoreme de Lagrange (théoreme 3.1) montre qu'en un point optimum
x* on peut associer un multiplicateur de Lagrange \* € RP tel que le gradient
de la fonction de Lagrange V,L(x*, A*) s'annule. La fonction de Lagrange L
(x,\) = L(z,\) = f(x) + Mh(z) associe la fonction objectif et la contrainte
et permet de caractériser une solution z* du probleme (Pyx) en tant que point
singulier de la fonction z — L(x, \*), lorsque la variable A (appelée aussi variable
duale) est fixée et égale a la valeur particuliere \*.

Dans le cas de contraintes générales (égalités et inégalités), le théoreme KKT
(théoréme 7.2) généralise le théoreme de Lagrange. En un point optimum x* on
peut associer deux multiplicateurs de Lagrange \* € R? et p* € R, tels que le
gradient de la fonction de Lagrange V,L(x*, \*, u*) s'annule.

Probleme primal

On peut formuler le probleme (Px) a partir uniquement de la fonction de
Lagrange L : R" x R? x RY — R, L(z, A\, p) = f(z) + ATh(z) + uPg(x).

Pour tout =z € R", on définit la fonction primale f(x) :

F@)= s LlzAp).

(A ) ERP XRE

On voit facilement que

fa={ {558

On voit ainsi que
X ={z e R"| f(z) < +o0}.
L'ensemble des contraintes X est aussi appelé domaine admissible primal.
Le probleme primal (Py)
inf f(zx)
{ reX

peut donc se formuler _
{ inf f(x)

reR"

autrement dit

inf( sup  L(x, A\, p) (20)
(Asp)

z€R™ ERPXRY

(probléme d'inf-sup).
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Le probleme dual consiste a échanger ce probleme d'inf-sup en un probleme de
sup-inf.

Probleme dual
Pour tout (A, i) € R? x R%, on définit la fonction duale f* :
FrOsp) = inf L(z, A ),
et X* le domaine admissible dual
X = {(\ ) € BRY x RY| f*(\ 1) > —o0).
Le probleme dual est défini par

sup f*(\, 1)
{ (A p) € X7

On montre facilement que X™ est un ensemble convexe et que la fonction
duale f* est concave.
Ecartant le cas sans intérét ou X* = &, on a

sup fr(A\ )= sup  fT(Ap),

* q
(Amex (A, ) ERPXRY

et donc le probleme dual peut se formuler

sup ( inf L(z, A, u)) (21)
z€R™

() ERP XRE
(probleme de sup-inf).

Quelle relation existe-t'il entre le probleme primal (20) et le probléme dual
(21) et dans quel cas y-a-t'il équivalence (dans un sens a préciser) des deux
problémes ?

Voici quelques résultats généraux sur la dualité. Pour simplifier les nota-
tions on formule les résultats suivants en considérant une fonction de couplage
générique ¢ entre la variable primale x € X et la variable duale y € Y ,
(z,y) = o(z,y).

Le probleme inf-sup

inf su x,
inf yegw( y)
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est appelé probleme primal.
On dit que T € X est une solution du probleme primal si

sup (7, y) = inf sup p(z,y),
yey reX yey

autrement dit T € X réalise I'inf de la fonction primale définie par z +— sup p(z,y).
yey

De méme, le probléme sup-inf

sup inf ¢(z,y)
yey zeX

est appelé probleme dual.
On dit que 7 € Y est une solution du probleme dual si

f = f
inf p(2,9) = sup inf p(z,y),

autrement dit ¥ € Y réalise le sup de la fonction duale définie par y —
inf .
inf o(z,y)

L'inégalité suivante entre le probleme dual et le probleme primal est toujours
vérifiée.
Proposition 8.1. (inégalité de dualité faible)

On a

sup inf p(z,y) < mf sup p(z,y)
yey T€X X yey

Preuve : Pour tout (2/,9) € X x Y, on a in)f(ap(x,y’) < p(2',y") et donc
[AS

sup 1nf o(z,y) < sup o(2',y). Le membre de gauche de cette inégalité étant

yey =€

mdependant de 2 E X, on déduit le résultat.

La différence inf sup ¢(x,y) — sup inf ¢(x,y) est appelé saut de dualité.
rzeX yEY yEY xE

La notion de point-selle joue un role clé dans la dualité.

Définition 8.1. (point-selle)

Le couple (T,7) € X XY est un point-selle de ¢ sur X XY si et seulement
St
e(T,y) < (T, 1) < e(z,7), V(z,y) € X XY
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Proposition 8.2. (caractérisation d’un point-selle)
Le couple (Z,7) € X XY est un point-selle de p sur X XY si et seulement
st T est solution du probleme primal, y est solution du probleme dual, et

sup inf o(z,y) = ¢(Z,y) = inf sup(z,y).
sup inf o(e,y) = @(@,§) = Inf supp(z.y)
Preuve : Pour tout (Z,7) € X x Y, on a

inf (z,y) <sup inf p(z,y) < inf supp(z,y) <supp(T,y),  (22)
zeX yey r€X zeX yey yeY
la seconde inégalité provenant de la dualité faible, les deux autres des définitions
de borne sup et borne inf.
Si (7,7) est un point-selle, les termes extrémes de I'équation (22) sont donc
égaux puisque

¢(@,y) = inf (x,7) = sup p(T,y).
xeX er

On a alors égalité partout dans (22). En particulier, I'égalité

- o -
;gxw(ar,y) 325 ;gxw(x,y),

montre que ¥ est solution du probleme dual. L'égalité

inf sup p(z,y) = sup (7, y),
reX yey yeyY
montre que T est solution du probléme primal. L'égalité du milieu montre que le
saut de dualité est égal a zéro.
Réciproquement : on constate qu'on a égalité partout dans (22). On a donc

p(7.y) = nf ¢(z,7)
et

sup (7, y) = ¢(7,7).
yey

Le couple (Z,¥) est un point-selle.

Cette proposition montre que la propriété pour T € X d'étre associé a un
point 7 € Y tel que le couple (Z,7) est un point-selle de ¢ sur X x Y est plus
forte que la propriété d'étre simplement solution du probleme primal.

Revenons a la dualité donnée par la fonction de Lagrange L définie par
Lz, A\ p) = f(z) + \Th(z) + pTg(z), avec x € R™ variable primale et (\, i) €
R? x R% variable duale.

Supposons que T soit solution du probleme (Px). Dans quelles conditions
peut-on dire qu'un point dual (A7) € R? x R est tel que (T, \,7i) est un
point-selle de la fonction de Lagrange L7
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Proposition 8.3. 5i T € X est solution du probleme (Px) et s’il existe
(A1) € R? x R% tel que

f(T) = minL(x, \, 71),

TzeR™
alors (T, \, i) est un point-selle de la fonction de Lagrange L.

Preuve :

On a f(z) < L(x,\R) = f(@) +A"g(@). Or i g(z
et g(Z) < 0. On en déduit " g(T) = 0 et f(T) =
L(, A\, p) = f(@) + p"g(T), et donc L(T, A\, p1) < f(T) =
(A, ) € R? x R%. Le résultat est démontré.

Dans le cas convexe, les hypothéses de la proposition précédente sont satis-
faites.

< Ocarpmg >0
). Par ailleurs,

A, 1) pour tout

)
A
(z,

Proposition 8.4. On suppose que les fonctions différentiables f, g sont
convezes, que h est affine, et que T € X wvérifie la condition suffisante de
qualification des contraintes h(z) = 0, g(z) < 0. Alors T est un minimum
global (Px) si et seulement si (T, \,Ji) est un point-selle de la fonction de La-
grange L, ot (\, 1) € RP x R%, sont des multiplicateurs de Lagrange vérifiant
les conditions d’optimalité données par le théoréme KKT (théoréme 7.2).

Preuve : On utilise la convexité de la fonction x — L(z, \,7i) qui implique
I'équivalence

L(Z,\, i) = minL(z, \, 1) < V,.L(z, \, 1) = 0.

rER™

Pour conclure, on utilise la proposition précédente 8.3 ainsi que le théoreme 7.3
(CNS dans le cas convexe).

9 Meéthodes numériques pour 'optimisation
avec contraintes

9.1 Meéthode du gradient projeté

On suppose que X est un ensemble convexe fermé.

La méthode du gradient projeté consiste simplement a modifier la méthode
du gradient (utilisée dans le cas du probléeme sans contraintes) de fagon a garantir
qu'a chaque étape k, x; € X.

L'itération est alors définie par

Trp1 = Px(zr — piV f (1)), (23)
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ou Py est I'opérateur de projection sur I'ensemble convexe fermé X et pp > 0
le pas de descente (qui peut étre fixé ou dépendre de k).

Cette méthode est bien adaptée aux cas ol |'opération de projection sur X
est simple a calculer. C'est le cas en particulier lorsque X est défini par des
contraintes de bornes : X = {x € R"|a < x < b}, avec a,b € R".

Propriétés de la méthode du gradient projeté

Proposition 9.1. Soit dy, = x4 — Tk, 0U Ty est défini par litération (23)
du gradient projeté. On a les propriétés suivantes :

1. Sidy #0, alors dy est un direction de descente, c.-d-d. V f(xy)7dy, <
0.

2. Sidy =0, alors V f(x)T (y—xx) > 0, Vy € X (z vérifie les conditions
nécessaires et suffisantes d’optimalité dans le cas convexe).

3. xp + ady € X, Va € [0,1].
Preuve :
1. Le point projeté Px(xy — prV f(xy)) vérifie I'inégalité
(@r—pV f (1) = Px (z—pV f (24)))" (y—Px (zx—piV f(21))) <0, Vy € X,
Par définition de dj, on a donc
(di + prV (1) (y — 2 — di) > 0, ¥y € X. (24)

En prenant y = zy, on a donc V f(x;,)7d), < —pikd;{dk < 0.
2. Se déduit de (24) avec d = 0.

3. Sachant que xy, x41 € X, le résultat est évident.

Résultats de convergence

Proposition 9.2. Soit X un convexe fermé et f une fonction de classe C*,
de gradient Lipschitz (constante de Lipschitz L > 0) et bornée inférieurement.
Alors la suite (zy) définie par la méthode du gradient projeté xy1 = Px(x) —
peV f(xr)), avee py € [a,b] CJ0, 2[, Yk, vérifie

li — = 0.
(I, (e — a3) =0

Tout point adhérent x* € X de la suite (zy) vérifie la condition nécessaire
d’optimalité (théoréme 2.8)

V(@) (y —a*), ¥y € X.
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Preuve : On a

F(kn) < @)+ VI @) (s = 20) + 2 owes =l

et donc f(zxr1) < f(xp) — IinkH? + L|dy||?, en utilisant la définition de dj, et
la proposition précédente (voir preuve de la propriété 1.). On a donc

1 L., .,
(= = Iell” < flae) = fzasa)-

Pr 2
Si pi. € [a,b] C]0, Z[, alors --— % > 0. La série de terme général f(xy) — f(w541)
est donc positive. Cette série est convergente puisque ses sommes partielles S; =
Zizo(f(xk) — f(zrs1)) = f(zo) — f(x151) sont majorées du fait que fonction
f est minorée. La série positive de terme général ||d||? est donc convergente et
li —xy) = 0.
i (@ =)

Pour tout point d'adhérence x* de la suite (), on peut extraire une sous-
suite (que I'on note également (zy)) qui converge vers x*. Du fait que p; €
[a,b], Yk, la suite (py) converge également vers une valeur p* € [a,b] (quitte a
considérer une sous-suite de (py) et donc a nouveau une sous-suite de (zx)). On

a également lim xp,.; = z* du fait que lim (2541 — 2x) = 0. Par passage a
k—+o00 k—+4o00

la limite de |'égalité
Tri1 = Px(xp — piV f(21)),

on a donc
x* = Px (2" — p*V f(x)).

Par définition de I'opérateur de projection, on a donc
(" = (¢" = p"Vf(a") (y —a") 2 0, Vy € X,

et donc Vf(z*)T(y —x*) >0, Vy € X.

Si la fonction f est de plus elliptique, on a le résultat suivant.

Proposition 9.3. Soit X un convexe fermé et f une fonction de classe C*,
elliptique (constante d’ellipticité o > 0), de gradient Lipschitz (constante de
Lipschitz L > 0) et bornée inférieurement. Alors la suite (zy) définie par la
méthode du gradient projeté x,1 = Px(xr — prV [f(xy)), avec pp € la,b] C
10, %O‘[, Vk, converge vers la solution unique x* du probléme (Px).

Preuve : On utilise I'égalité 2* = Px(x* — p,V f(x*)), Vérifiée par la solution
unique z* du probléme (Px) (voir preuve précédente). Utilisant la propriété que
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Px est contractante et les propriétés de la fonction f, on obtient facilement
I'inégalité

|z —2*|* < (1 + Lpj, — 2p5) |2y, — 2",
Si on prend pj, € [a,b] CJ0, 22[, Vk, on a alors

[epr = 2% < wllzy — 2],

avec k €)0, 1[. La suite (x)) converge donc vers z*.

9.2 Meéthode SQP

La méthode SQP (en anglais Sequential Quadratic Programming) peut se
définir comme une méthode de Newton appliquée a la résolution du systeme
d’'optimalité dans le cas général ol I'ensemble de contraintes X n'est pas |'espace
R™ entier. On se limite ici au cas ou les contraintes sont du type égalité h(z) = 0,
mais cette méthode est aussi applicable au cas des contraintes d'inégalité g(z) <
0 et plus généralement mixte (égalité et inégalité).

On considere donc le probleme (Px) avec X = {z € R"|h(z) = 0}, ou
h:R"™ — RP.

Les conditions nécessaires d'optimalité du premier ordre pour z* € X mini-
mum local de (Px) sont données par

V.L(z*,\*) =0
ViaL(z*, A*) =0
ot L(z,\) = f(z) + ATh(z) est la fonction de Lagrange associée au probléme
(Px) et A* € R? un multiplicateur de Lagrange associé a x*.
Le couple (z*, \*) apparait ainsi comme une solution du systeme

{ Vf(z)+ Jh(z)TA =0

h(z) 0 (25)

de n + p équations a n + p inconnues (les couples (z, \)).

Il s'agit donc de résoudre le systeme (25). On peut pour cela faire appel
a la méthode de Newton qui offre des propriétés de convergence intéressantes
(convergence quadratique).

Rappel et remarque :

1. L'algorithme de Newton appliquée a la résolution d'un systeme général
F(z) = 0, de m équations a m inconnues (z € R™), est basé sur la
linéarisation de la fonction [' autour d’'un point courant z

F(zps1) = F(zp) + JF (2) (241 — 2k)-
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L'égalité F'(zy)+JF(zk)(zk1—2k) = 0 définit ainsi I'itération de Newton
21 = 2, — (JF(2)) 7 F(21)

(on suppose ici que la matrice jacobienne JF(zy) est inversible).

2. Il faut remarquer que si la fonction F'(z) est de la forme V¢(z) avec ¢ :
R™ — R, on retrouve l'itération de Newton associée au probléme d'op-
timisation (voir équation (12)) mﬂi{n ¢(z) (il faut noter que J(Vo)(z) =

zeR™

V2(2))-

L'itération de Newton appliquée au systeme (25) donnant (Zgi1, Ak+1) @
partir de (xy, Ax) conduit donc a considérer le systeme

Tp4+1 — Tk VxL(mlm )\k)
H = — ) 26
g < Net1 = Ak ) ( h(@r) (26)
ou Hy, est la matrice jacobienne du systeme (25) au point (xy, \x). La matrice
H,. est donnée par

o= (T )

On est amené a se poser la question de I'inversibilité de la matrice Hj, du systeme.

Un résultat classique d'algebre linéaire (vu en TD) montre que si A € R"*"

symétrique est définie positive sur le sous-espace vectoriel ker(B), ou B € RP*"
L s : A BT . .
est de rang égal a p, alors la matrice M = B 0 est inversible.

Ces propriétés sont vérifiées pour A = V2 L(z* \*) et B = Jh(z*) lorsque
(x*, \*) vérifie les conditions suffisantes d'optimalité du second ordre données
par le théoreme 3.3. Pour (zy, \x) suffisamment proche de (z*,\*), on peut
supposer que ces propriétés sont également vérifiées.

En posant dy, = x1 — xy, le systéme (26) devient

{ V2, L(xg, Ap)di + Jh(zp)" (A1 — M) = —VoL(zg, Ag) (27)

Jh(zy,)dy, = —h(y)

En éliminant de la premigre ligne le terme —.Jh(z;)T A\, qui apparait a gauche et
a droite de I'égalité, on obtient le systeme

{ Ve L, M)dy + Th(zp) Ak = =V f(ap) (28)
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[l est remarquable d'observer que ce systeme exprime les conditions nécessaires
d’'optimalité du probleme

in g, (d
(?61}(11%( )

ol ¢ est la fonction quadratique
1
a(d) = QdTvixL(ﬂUk, Me)d + V() d,

et X = {d € R"| Jh(zg)d+h(x) = 0}. La variable A\x;; du systeme (28) joue
le role de multiplicateur de Lagrange associé a la solution du probléeme (gn}(n qx(d).
€Xg

La méthode SQP consiste donc a résoudre une suite de problemes quadra-
tiques Clirnin qr(d) avec des contraintes linéaires.
eXy

Algorithme SQP

(xg,\g) donné
tant que le critére d’arrét n’est pas satisfait

calcul de la solution (di,Ary1) du systéme (28),
Try1 = T + dy,
k=k+1

fin tant que

Convergence de l’algorithme

Proposition 9.4. Soit 2* € X est un minimum local du probléme (Px).
Sous les hypothéses que
— x* est réqulier (voir définition 3.1),
— le couple (x*, \*) satisfait les conditions d’optimalité du premier ordre
et les conditions suffisantes d’optimalité du second ordre données par
le théoreme 3.3,
— les fonction f et h sont de classe C* et de dérivées secondes lipschit-
ziennes,
alors si le couple (xg, No) est suffisamment proche de (x*, X*), la suite ((zx, \x))
générée par l'algorithme SQP converge quadratiquement vers (x*, \*).
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9.3 Méthode d’Uzawa

La méthode d'Uzawa est basée sur la résolution du probleme dual.

On se place dans le cas ou la fonction f est convexe et |'espace des contraintes
X de type inégalités g(z) < 0 avec g convexe (les fonctions f et g sont de classe
ch).

D’apres la proposition 8.4 on sait qu'un minimum global z* est associé a
un multiplicateur de Lagrange p* > 0 tel que le couple (z*, u*) est un point-
selle de la fonction de Lagrange L(x, ) = f(x) + pulg(x). Ceci légitime le fait
d’'envisager une approche duale du probleme.

On peut également considérer le cas de contraintes d'égalités h(z) = 0 avec
h affine de facon a conserver la convexité de X et la convexité de la fonction de
Lagrange par rappport a la variable x.

On rappelle le probleme dual :

inf L(z, ).
HSGUR% inf L(z, )

Le probleme dual consiste donc a chercher le sup (en fait le max) de la fonction
duale f*(pn) = in]Rf L(z, p).
TER™
L'algorithme d'Uzawa est basé la structure sup-inf du probleme dual. Il se
décompose en deux étapes :

1. a partir d'une valeur courante y;, € R%, calcul de z;, € R™ solution de

o)

2. réalisation d'une itération de I'algorithme du gradient projeté pour la fonc-
tion duale f*(u) a partir du point 4 de fagon a faire croitre la valeur de
celle-ci (f*(ps1) > f*(1x) : on cherche de fait le max de la fonction
duale).

L'étape 2. de I'algorithme nécessite le calcul du gradient de la fonction duale
V f*(u) au point p. Sachant que par définition f*(u) = ian L(z,p), on ale
zeR™

résultat suivant.

Proposition 9.5. Pour tout 1 € R%, on a

V() = g(x(w)),

ot x(p) est la solution (qu’on suppose unique) de l’équation V,L(z,p) = 0.
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Preuve :
On dérive par rapport a la variable p I'égalité f*(u) = L(z(u),n). On a
eV

V() = VuL(w(w), 1) + Jo(p) "V, Lz (p), p). Sachant que V, L(x(u), 1) =
0, et V,L(x(p), 1) = g(x(p)), on obtient le résultat.

Pour I'étape 2. de I'algorithme, on utilise donc I'égalité V f*(ux) = g(x).

Algorithme d’Uzawa

Soit p>0 fixé, k=0 et pp>0 donné
tant que le critére d’arrét n’est pas satisfait

calcul de z; solution du probléme ian L(z, py),
TER™
pk+1 = Paa (e + prg(zr)) avec pp >0
k=k+1
fin tant que

Supposons que le couple (z*, u*) avec p* > 0, soit un point-selle de la
fonction de Lagrange. On a alors

L(z*,p) < L(z*, 1) < L(z, 1), V(z, p) € R* x RY.

L'inégalité de gauche montre que (1 — p*)Tg(x*) <0, Vu € R, qu'on peut
reformuler
(0= ) (0" + prg(x”)) — ) <0,V € RY,

avec pi > 0. Cette inégalité montre que
po = Prs (1" + prg(a™)), (29)
par définition et unicité de la projection sur un ensemble convexe (ici R%). On

voit ainsi que p* est un point fixe de |'itération de I'étape 2. de I'algorithme
d'Uzawa.

Résultat de convergence

Proposition 9.6. On suppose que la fonction f est elliptique (constante
d’ellipticité a > 0), que la fonction g est conveze et Lipschitz (constante de
Lipschitz M > 0) et que la solution x* € X du probleme (Px) vérifie la
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condition suffisante de qualification des contraintes g(x) < 0. Alors la suite
(zx) définie par Ualgorithme d’Uzawa avec py € [a,b] CJ0, 2%, Vk, converge
vers x*.

Preuve :
La condition d'optimalité de z* est donnée par

Vf(a*) + Jg(a*) " =0, (30)
avec p* > 0. Par ailleurs, la convexité de g implique
g9(x) = g(a”) + Jg(a™)(x — 2¥), Vo € R"
(inégalité sur toutes les composantes des vecteurs). Sachant que p* > 0, on
a donc (z — )T Jg(x*) ' p* < (g(z) — g(x*))Tp*. Utilisant I'égalité (30) et
I'inégalité précédente, on déduit
V(@) (@ —a") + (g(z) — g(«")) " > 0, Vo € R™. (31)

Le point x;, solution du probleme irﬁ{ L(z, py), vérifie également I'égalité (30)
z€ER™

Vf(xx) + Jg(aw) e =0,
de laquelle on déduit de la méme facon
Vf(z)' (x —x) + (9(z) — g(op) p > 0, Vo € R™ (32)
En prenant « = x; dans I'inéquation (31) et © = z* dans I'inéquation (32) et en
combinant les deux expressions on obtient
(Vf(@r) = V()" (wr = 27) < —(g(ar) — 9(@")" (e — 1)
L'ellipticité de la fonction f donne alors
alley — 2 |1* < —(g(xx) — g(a*)" (e — p17). (33)
Sachant que le couple (z*, u*) est un point-selle (voir proposition 8.4), on a
I'égalité (29). Grace a la propriété de contraction de la projection PRi on a
o — 1% < [l (e = 17) + prlg(r) — g(z) 1.
En développant le second membre de cette inégalité et en utilisant I'inégalité
(33) ainsi que I'inégalité de Lipschitz vérifiée par la fonction g, on obtient
s = 117 < N — w112 = 2pal| — 272 + pi M [y — 2|12,
On a donc
pr (200 = pi MP) g — 2|1 < [l — 1P = N — 1712
Sachant que py.(2a — p.M?) > a(2a —bM?) > 0, on déduit que la suite (|| —
p*||) est décroissante et donc convergente (puisque minorée par 0). L'inégalité
a(20—bM?) |z — |2 < s —pr* |2 = |1 — 27|, montre que () converge
vers x*.
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