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1 Introduction

Qu’est-ce qu’un problème d’optimisation ?
Soient X ⊂ Rn et f : Rn −→ R.
Un problème d ’optimisation (PX) est défini par{

min f(x)
sous la contrainte x ∈ X

. L’ensemble X est appelé domaine ou ensemble des contraintes. Un point
x ∈ X est dit admissible.

. La fonction f est appelée fonction coût (ou objectif, ou critère).

. Chercher une solution du problème revient à chercher un point de mini-
mum local ou global de f dans l’ensemble des contraintes X.

On notera le problème (PX) sous forme synthétique{
min f(x)
x ∈ X (1)

Remarque : On pourrait noter inf f(x) (borne inférieure de l’ensemble f(X))
à la place de min f(x). De fait, c’est bien un point x ∈ X qui réalise la valeur de
la borne inférieure qui est recherché. C’est donc la notation min f(x) (minimum
de l’ensemble f(X)) que l’on utilisera.

Définition 1.1. Un point x∗ ∈ X est un minimum local de f sur X si et
seulement si il existe un voisinage Vx∗ de x∗ tel que ∀x ∈ Vx∗ ∩ X, on a
f(x) ≥ f(x∗).

Définition 1.2. Un point x∗ ∈ X est un minimum global de f sur X si et
seulement si ∀x ∈ X, on a f(x) ≥ f(x∗).

Les minima sont dits stricts si les inégalités dans les définitions précédentes
sont strictes pour x 6= x∗. Cela signifie que le minimum x∗ est unique, soit dans
le voisinage Vx∗ ∩ X (dans le cas local), soit dans l’ensemble X (dans le cas
global).

Qu’en est-il pour une problème de recherche de valeur maximum ?
Il suffit de considérer le problème (QX){

min −f(x)
x ∈ X
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Un point x∗ solution du problème précédent (QX) vérifie−f(x∗) ≤ −f(x), ∀x ∈
X et est donc solution du problème{

max f(x)
x ∈ X

Grandes familles des problèmes d’optimisation

. Optimisation numérique : X ⊂ Rn

. Optimisation discrète : X est un ensemble fin ou dénombrable

. Commande optimale, problèmes inverses : X est un ensemble de fonctions
(dimension de X infinie)

. Optimisation stochastique : X est un ensemble aléatoire

. Optimisation multicritère : on veut optimiser plusieurs fonctions objectifs
en même temps (notion d’optimum de Pareto)

Ce cours d’optimisation s’intéresse uniquement à l’optimisation numérique.

Exemples de problèmes d’optimisation

1. Problème de gain optimal.

On suppose qu’un produit P est fabriqué dans une usine à partir de n
matières premières. La quantité de produits P fabriqués est donnée par
une fonction f(x1, . . . , xn) (dite fonction de production) qui dépend des
quantités x1 ≥ 0, . . . , xn ≥ 0 des n matières premières utilisées. On note
q > 0 le prix de vente unitaire du produit P, et p1 > 0, . . . , pn > 0, les
prix unitaires correspondant aux n matières premières,

La fonction de gain g s’écrit alors

g(x1, . . . , xn) = qf(x1, . . . , xn)− p1x1 − p2x2 − · · · − pnxn.

On cherche donc la solution du problème{
max g(x)
x ∈ X

où X est l’ensemble Rn
+.

2. Problème du transport optimal.

On veut transporter des marchandises de n dépôts à m points de vente.
On connâıt les quantités stockées si dans chaque dépôt i, les demandes
dj dans chaque point de vente j et le coût de transport unitaire cij pour
transporter du dépôt i au point de vente j. On suppose que

∑n
i=1 si ≥∑m

j=1 dj (l’offre est supérieure à la demande).
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On cherche les quantités xij transportées entre les dépôts i et les points
de vente j qui minimisent le coût total de transport

n∑
i=1

m∑
j=1

cijxij

sous les contraintes :
xij ≥ 0,∀i = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,m,∑n

i=1 xij = dj, ∀j = 1, . . . ,m, (il faut satisfaire toutes les demandes)∑m
j=1 xij ≤ si,∀i = 1, . . . , n, (il ne faut pas dépasser les quantités

stockées).
La fonction coût est ici linéaire et les contraintes (de type égalités et
inégalités) sont également linéaires. Il s’agit de ce qu’on appelle un problème
de programmation linéaire. Ces problèmes seront étudiés en détail dans le
cours ”Fondamentaux de la recherche opérationnelle” du Master 2 MApI3.

Algorithmique de l’optimisation

Un algorithme associé au problème (PX) consiste à générer à partir d’un
point initial x0 ∈ Rn (ou X), une suite (xk) où xk ∈ Rn (ou X) qui converge
vers x∗ solution locale ou globale du problème (PX).

On dit que la convergence est locale si elle a lieu pour des points initiaux x0
dans un voisinage de x∗. Sinon elle est dite globale.

Vitesse de convergence

Soit la suite (xk) générée par un algorithme telle que lim
k
xk = x∗. Les

définitions suivantes caractérisent les vitesses de convergence de la suite (xk).

Définition 1.3.
— La convergence est linéaire s’il existe τ ∈]0, 1[ tel que

lim
k

‖xk+1 − x∗‖
‖xk − x∗‖

= τ

— La convergence est superlinéaire si

lim
k

‖xk+1 − x∗‖
‖xk − x∗‖

= 0

— La convergence est d’ordre p s’il existe τ ≥ 0 tel que

lim
k

‖xk+1 − x∗‖
‖xk − x∗‖p

= τ

Pour p = 2, on dit que la convergence est quadratique.
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Définition 1.4. Soit f : Rn → R de classe C1. On dit qu’un algorithme
générant la suite (xk) est globalement convergent si ∀x0 ∈ Rn on a lim

k
∇f(xk) =

0.

Cette propriété est justifiée par le fait qu’une solution x∗ du problème (PX)
sans contraintes (X = Rn) est un point critique c.-à-d. ∇f(x∗) = 0 (voir plus
loin théorème 2.4). Cette condition est évidemment plus faible que la convergence
de la suite (xk) vers une solution x∗.

2 Résultats d’existence et d’unicité

Dans ce chapitre on présente les résultats généraux concernant l’existence et
l’unicité de la solution du problème de minimisation (PX){

min f(x)
x ∈ X (2)

On y énonce des conditions nécessaires et suffisantes pour qu’un point x∗ ∈ X
soit un minimum local ou global du problème (PX).

Nous commençons par un résultat classique d’existence.

Théorème 2.1. (théorème de Weierstrass) Si X est un ensemble non vide
compact (⇔ fermé et borné) et f : X → R est continue, alors (PX) admet
au moins une solution.

Dans le cas où X est uniquement fermé, il faut ajouter une propriété supplémentaire
pour garantir l’existence d’une solution.

Définition 2.1. Une fonction f : Rn → R est dite coercive sur un ensemble
X non borné de Rn si f(x)→ +∞ lorsque ‖x‖ → +∞ avec x ∈ X
(avec des quantificateurs, cela se traduit par ∀A > 0, ∃ρ > 0, (x ∈ X et ‖x‖ ≥
ρ)⇒ f(x) ≥ A).

Théorème 2.2. Si X est un ensemble non vide fermé et f : X → R est
continue et coercive, alors (PX) admet au moins une solution.

Preuve : La démonstration se fait en considérant un point x0 ∈ X (X est
non vide) et l’ensemble X0 = {x ∈ X | f(x) ≤ f(x0)}. Il est facile de voir que
X0 est un ensemble non vide et compact (il est fermé car f est continue, et
borné du fait que f est coercive). Le problème (PX0) admet donc une solution
x∗ ∈ X0. Celle-ci est aussi une solution du problème (PX) car ∀x ∈ X\X0 on a
f(x∗) ≤ f(x0) < f(x).
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Unicité de l’optimum

L’unicité de la solution repose en général sur des arguments de convexité.

Théorème 2.3. Soit (PX) le problème de minimisation avec X convexe et
f : X → R convexe. Alors,

— tout minimum local de (PX) est un minimum global de (PX),
— si f est strictement convexe, il y a au plus un minimum de (PX).

Rappels sur la convexité

Définition 2.2.
— On dit qu’un ensemble X ⊂ Rn est convexe si et seulement si

∀x, y ∈ X, ∀α ∈ [0, 1], αx+ (1− α)y ∈ X.

— Soit X un ensemble convexe. La fonction f : X → R est convexe si et
seulement si

∀x, y ∈ X, ∀α ∈ [0, 1], f(αx+ (1− α)y) ≤ αf(x) + (1− α)f(y).

— On dit que f est strictement convexe si l’inégalité précédente est
stricte pour x 6= y et α ∈]0, 1[.

2.1 Conditions nécessaires et suffisantes d’optimalité
dans le cas sans contraintes

On rappelle les formules de Taylor à l’ordre un et deux qui permettent d’établir
les conditions nécessaires et suffisantes d’optimalité.

On suppose que la fonction f : Rn → R est de classe C1. La formule de
Taylor de f au point x ∈ Rn à l’ordre un s’écrit :

f(x+ h) = f(x) +∇f(x)Th+ o(‖h‖),

où l’égalité est vérifiée pour tout h ∈ Rn dans un voisinage de 0. Le reste
o(‖h‖) est défini par la fonction o(r) (petit o de r) qui vérifie lim

r→0

o(r)
r

= 0. Le

reste o(‖h‖) peut donc s’écrire o(‖h‖) = ‖h‖ ε(‖h‖) où la fonction ε(r) vérifie
lim
r→0

ε(r) = 0.

On note ∇f(x) le gradient de f au point x. Il s’agit du vecteur colonne
ayant pour coordonnées les dérivées partielles ∂f

∂xi
(x), i = 1, . . . , n. C’est donc la

transposée de la matrice jacobienne Jf(x) :∇f(x) = Jf(x)T . Le produit vecteur
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ligne × vecteur colonne ∇f(x)Th est donc le produit scalaire 〈∇f(x), h〉 (les
vecteurs ∇f(x) et h sont des vecteurs colonnes).

Si l’on suppose que la fonction f est de classe C2 on obtient la formule de
Taylor à l’ordre deux :

f(x+ h) = f(x) +∇f(x)Th+
1

2
hT∇2f(x)h+ o(‖h‖2),

où l’égalité est vérifiée pour tout h ∈ Rn dans un voisinage de 0. On note ici
∇2f(x) la matrice hessienne (n×n, symétrique) ayant pour coefficients ij (ligne

i, colonne j, i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , n) les dérivées secondes ∂2f
∂xi ∂xj

(x) de f au

point x.
Dans le cas du problème sans contraintes (c.-à-d. X = Rn) on a les deux

conditions nécessaires d’optimalité suivantes.

Condition d’optimalité d’ordre un

Théorème 2.4. Si f est de classe C1 et x∗ ∈ Rn un minimum local du
problème (PRn), alors ∇f(x∗) = 0.

Un point qui annule le gradient de la fonction f est dit un point critique
(ou singulier ou stationnaire) de f . Ce théorème affirme donc que si x∗ est un
minimum local de f , alors x∗ est un point critique.

Il est facile de voir que dans le cas particulier où f est convexe (et différentiable),
alors la condition ∇f(x∗) = 0 est aussi suffisante pour que x∗ soit un mini-
mum local (et donc global puisque f est convexe). On utilise pour ça l’inégalité
f(y) ≥ f(x) + ∇f(x)T (y − x), ∀x, y ∈ Rn, qui est satisfaite lorsque f est
convexe.

Rappels et compléments sur les fonctions convexes

Proposition 2.1.
— Si f : Rn → R est différentiable, on a les équivalences suivantes

1. f est convexe,

2. f(y) ≥ f(x) +∇f(x)T (y − x), ∀x, y ∈ Rn,

3. (∇f(y)−∇f(x))T (y − x) ≥ 0, ∀x, y ∈ Rn.

— On a équivalence entre la convexité stricte de f et les inégalités 2. et
3. précédentes strictes, pour x 6= y.

7



— Si f : Rn → R est deux fois différentiable, on a les équivalences
suivantes

1. f est convexe,

2. ∀x ∈ Rn, la matrice hessienne ∇2f(x) est semi-définie positive.

Remarques :
La proposition précédente reste vraie si la fonction f est définie sur un ouvert

convexe X ⊂ Rn.
Pour la stricte convexité, dans le cas où la fonction est deux fois différentiable,

on a uniquement l’implication (∇2f(x) définie positive ∀x ∈ X) ⇒ f stricte-
ment convexe. La réciproque n’est pas vraie. Exemple : la fonction f(x) = x4

est strictement convexe mais f ′′(0) = 0.

Conditions d’optimalité d’ordre deux

Théorème 2.5. Si f est de classe C2 et x∗ ∈ Rn un minimum local du
problème (PRn), alors x∗ est un point critique et de plus ∇2f(x∗) est semi-
définie positive.

Rappel : On dit que la matrice hessienne ∇2f(x∗) est semi-définie positive si
et seulement si

hT∇2f(x∗)h ≥ 0, ∀h ∈ Rn.

On montre que cette propriété équivaut à dire que toutes les valeurs propres de
la matrice symétrique ∇2f(x∗) sont des nombres réels positifs ou nuls.
Remarque : La notion de semi-définie positivé d’une matrice n’est considérée
que si la matrice est au préalable symétrique.

La condition énoncée dans le théorème précédent devient une condition suf-
fisante si la matrice hessienne ∇2f(x∗) est définie positive.

Théorème 2.6. Si f est de classe C2 et x∗ un point critique tel que ∇2f(x∗)
est définie positive, alors x∗ est un minimum local du problème (PRn).

Rappel : On dit que la matrice hessienne ∇2f(x∗) est définie positive si et
seulement si

hT∇2f(x∗)h > 0, ∀h ∈ Rn, h 6= 0.

On montre que cette propriété équivaut à dire que toutes les valeurs propres de
la matrice symétrique ∇2f(x∗) sont des nombres réels strictement positifs.

Cas particulier des fonctions elliptiques
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Définition 2.3. (fonction elliptique)
On dit que la fonction de classe C1 f : Rn → R est elliptique s’il existe

α > 0 (dite constante d’ellipticité) tel que

(∇f(x)−∇f(y))T (x− y) ≥ α‖x− y‖2, ∀x, y ∈ Rn.

Dans le cas où la fonction f est de classe C2, la propriété d’ellipticité est
équivalente à : il existe α > 0 tel que

yT∇2f(x)y ≥ α‖y‖2, ∀x, y ∈ Rn.

Proposition 2.2. Une fonction elliptique f est strictement convexe et coer-
cive.

Pour les fonctions elliptiques, on a le résultat fondamental suivant.

Proposition 2.3. Si X ⊂ Rn est un ensemble convexe fermé et f une fonc-
tion elliptique, alors le problème (PX) admet une solution unique.

Un exemple classique de fonction elliptique est la fonction quadratique

f(x) =
1

2
xTAx− bTx,

définie par une matrice A ∈ Rn×n définie positive et un vecteur b ∈ Rn. On a
en effet ∇f(x)−∇f(y) = A(x− y) et

(x− y)TA(x− y) ≥ λ1‖x− y‖2, ∀x, y ∈ Rn,

où λ1 > 0 est la plus petite valeur propre de A.

2.2 Conditions nécessaires et suffisantes d’optimalité
dans le cas général

Dans ce paragraphe on énonce des résultats généraux dans le cas où l’en-
semble des contraintes X est quelconque.

Pour caractériser un point optimal x∗ ∈ X du problème (PX), on introduit
la notion de direction admissible et plus généralement de direction tangente en
x∗.

Définition 2.4. d ∈ Rn est une direction admissible en x ∈ X s’il existe
η > 0 tel que x+ sd ∈ X, ∀s ∈ [0, η].
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On dit aussi que la direction d est rentrante dans X en x. On note T ax (X)
l’ensemble des directions admissibles en x (relativement à X). On voit facilement
que l’ensemble T ax (X) est un cône (c.-à-d. si d ∈ T ax (X), alors αd ∈ T ax (X) pour
tout α > 0).

La notion de direction tangente généralise la notion de direction admissible
en considérant la limite de directions admissibles.

Définition 2.5. d ∈ Rn est une direction tangente en x ∈ X s’il existe une
suite (dk), dk ∈ Rn, vérifiant lim

k
dk = d, et une suite (ηk), ηk > 0, vérifiant

lim
k
ηk = 0, telles que x+ ηkdk ∈ X, ∀k.

On voit facilement que cette définition est équivalente à : il existe une suite
(xk), xk ∈ X, vérifiant lim

k
xk = x, et une suite (ηk), ηk > 0, vérifiant lim

k
ηk = 0,

telles que lim
k

xk−x
ηk

= d.

On note Tx(X) l’ensemble des directions tangentes en x relativement X.

Proposition 2.4. Tx(X) vérifie les propriétés suivantes :

1. Tx(X) est un cône fermé et T ax (X) ⊂ Tx(X),

2. Tx(X) ⊂ R+(X − x),
3. Si x /∈ X, alors Tx(X) = ∅,

4. Si x ∈
◦
X, alors Tx(X) = Rn.

La propriété 4. montre que si X est un ouvert, alors Tx(X) = Rn pour tout
x ∈ X.

Enonçons le résultat général donnant les conditions nécessaires d’optimalité
du premier ordre pour le problème (PX).

Théorème 2.7. (condition nécessaire de Peano-Kantorovitch) Si f est différentiable
et x∗ est un minimum local du problème (PX), alors

∇f(x∗)Td ≥ 0, ∀d ∈ Tx∗(X).

Remarque importante : Il faut bien comprendre la différence fondamentale
entre la condition nécessaire d’optimalité dans le cas où X = Rn (un minimum
local x∗ est un point critique - théorème 2.4) et le cas général donné par le
théorème 2.7. La condition donnée par ce théorème n’implique pas en général
qu’un minimum local x∗ est un point critique. À noter toutefois le cas particulier
où X est un ouvert, où on a alors Tx∗(X) = Rn, et donc par le théorème 2.7,
on obtient ∇f(x∗) = 0 (x∗ est bien dans ce cas un point critique).

Cas particulier où X est un ensemble convexe
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Proposition 2.5. Si X est un ensemble convexe, alors l’inclusion 2. de la
proposition 2.4 est une égalité :

Tx(X) = R+(X − x).

Preuve : Il s’agit de montrer l’inclusion R+(X − x) ⊂ Tx(X). Pour cela, il
suffit de montrer l’inclusion R+(X − x) ⊂ T ax (X). Soient y ∈ X et β > 0.
Pour tout α ∈ [0, 1

β
], on a x + αβ(y − x) = (1 − αβ)x + αβy et αβ ∈ [0, 1].

On a donc une combinaison convexe de x ∈ X et de y ∈ X. On en déduit
x + αβ(y − x) ∈ X ce qui montre que β(y − x) ∈ T ax (X) par définition de
T ax (X). Cette égalité montre alors que Tx(X) est aussi un ensemble convexe.

L’égalité Tx∗(X) = R+(X − x∗) nous permet de reformuler la condition
nécessaire d’optimalité du premier ordre. Cette condition devient aussi suffisante
si la fonction f est convexe.

Théorème 2.8. Si f est différentiable, X est convexe et x∗ est un minimum
local du problème (PX), alors

∇f(x∗)T (x− x∗) ≥ 0, ∀x ∈ X.

Si de plus la fonction f est convexe, alors la condition précédente est suffi-
sante pour que x∗ ∈ X soit un minimum local (et donc global puisque f est
convexe) du problème (PX).

Projection sur un ensemble convexe fermé

La projection d’un point x̃ ∈ Rn sur un ensemble convexe fermé X est définie
comme solution du problème {

min 1
2
‖x− x̃‖2

x ∈ X (3)

Notons d’abord que ce problème admet bien une solution unique. En effet, la
fonction f(x) = 1

2
‖x − x̃‖2 est coercive sur X. Il existe donc au moins une

solution de ce problème. La solution est unique du fait que la matrice hessienne
∇2f(x) est définie positive : ∇2f(x) = In. Le théorème précédent permet donc
de caractériser la solution unique x∗ (appelée projection de x̃ sur X). Sachant
que ∇f(x∗) = x∗ − x̃, x∗ est donc caractérisé par

(x∗ − x̃)T (x− x∗) ≥ 0, ∀x ∈ X.

On note x∗ = PX(x̃).
Dans le cas particulier où X est un sous-espace vectoriel, on vérifie que

(PX(x̃)− x̃) est orthogonal au sous-espace vectoriel X. On montre que l’appli-
cation PX est linéaire. Cette propriété est fausse dans le cas général.
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Dans le cas général, on a cependant l’inégalité

‖PX(x̃)− PX(ỹ)‖ ≤ ‖x̃− ỹ‖, ∀x̃, ỹ ∈ Rn

(l’application PX est contractante).

3 Conditions nécessaires et suffisantes dans

le cas de contraintes d’égalité

Dans les cas usuels, l’ensemble des contraintes X est défini à partir d’égalités
ou d’inégalités de fonctions. Considérons les fonctions h : Rn → Rp, et g : Rn →
Rq, données par h(x) = (h1(x), . . . , hp(x)) et g(x) = (g1(x), . . . , gq(x)), ∀x ∈
Rn. On suppose ces fonctions différentiables. On considère des ensembles de
contraintes X définis par

X = {x ∈ Rn |hi(x) = 0, i = 1, . . . , p, gj(x) ≤ 0, j = 1, . . . , q}.

La fontion h définit ce qu’on appelle des contraintes de type égalité et la fonction
g des contraintes de type inégalité.

Dans ce paragraphe, nous considérons des sous-ensembles de contraintes X
définis uniquement par des contraintes de type égalité

X = {x ∈ Rn |hi(x) = 0, i = 1, . . . , p}. (4)

Nous allons voir que dans ce cas le cône tangent Tx(X) est défini très simplement
à partir de la matrice jacobienne Jh(x).

Il est facile de montrer l’inclusion Tx(X) ⊂ Ker(Jh(x)). L’inclusion réciproque
nécessite des hypothèses supplémentaires.

Définition 3.1. On dit que x ∈ X est régulier si les vecteurs ∇hi(x), i =
1, . . . , p, sont linéairement indépendants.

Définition 3.2. On dit que la contrainte h(x) = 0 est qualifiée en x ∈ X si
Tx(X) = Ker(Jh(x)).

On a le résultat suivant.

Proposition 3.1. Si x ∈ X est régulier, alors la contrainte h(x) = 0 est
qualifiée.
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On voit en particulier que dans ce cas le cône tangent Tx(X) est un sous-
espace vectoriel de Rn.

Conditions nécessaires du premier ordre

Le théorème du multiplicateur de Lagrange donne les conditions nécessaires
d’optimalité du premier ordre pour un minimum local x∗ ∈ X du problème (PX)
avec X défini par des contraintes d’égalité (4).

Théorème 3.1. (théorème du multiplicateur de Lagrange)
Soient f : Rn → R et h : Rn → Rp différentiables. On suppose que la

contrainte h(x) = 0 est qualifiée en x∗ ∈ X. Si x∗ est un minimum local du
problème (PX), alors il existe λ∗1, . . . , λ

∗
p ∈ R, tels que

∇f(x∗) +
p∑
i=1

λ∗i∇hi(x∗) = 0. (5)

Le vecteur λ∗ = (λ∗1, . . . , λ
∗
p) est appelé multiplicateur de Lagrange. Si le point

x∗ est régulier, il est déterminé de manière unique à partir de x∗.

Preuve : Les conditions d’optimalité donnent ∇f(x∗)Tv ≥ 0, ∀v ∈ Tx∗(X).
Or Tx∗(X) = Ker(Jh(x∗)), et donc Tx∗(X) est un sous-espace vectoriel de
Rn. On en déduit que ∇f(x∗)Tv = 0, ∀v ∈ Tx∗(X). Le vecteur ∇f(x∗) est
donc orthogonal à Ker(Jh(x∗)). Sachant que Ker(Jh(x∗))⊥ = Im(Jh(x∗)T ),
on déduit donc l’existence de λ∗ ∈ Rp tel que ∇f(x∗) = −Jh(x∗)Tλ∗. On
obtient l’égalité (5) en observant que les colonnes de la matrice Jh(x∗)T sont
les vecteurs ∇hi(x∗).

Fonction de Lagrange associée au problème (PX)

Il est commode d’introduire la fonction de Lagrange associée au problème
(PX). On définit la fonction L : Rn × Rp → R appelée fonction de Lagrange

L(x, λ) = f(x) +

p∑
i=1

λihi(x).

Les conditions nécessaires du premier ordre données par le théorème de La-
grange s’écrivent

∇xL(x
∗, λ∗) = 0,

où ∇x indique le gradient par rapport à la variable x. De fait, il faut aussi
spécifier que x∗ ∈ X, c.-à-d. x∗ vérifie les contraintes hi(x

∗) = 0, i = 1, . . . , p.
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Ces conditions sont données simplement par l’égalité ∇λL(x
∗, λ∗) = 0, où ∇λ

indique le gradient par rapport à la variable λ.
Les conditions nécessaires d’optimalité s’écrivent donc synthétiquement grâce

à la fonction de Lagrange
∇L(x∗, λ∗) = 0,

où le gradient est pris par rapport à la variable x et la variable λ. On remarque
que le système que l’on obtient est un système de n+p variables (x et λ) et n+p
équations (n équations pour ∇xL(x

∗, λ∗) = 0, p équations pour ∇λL(x
∗, λ∗) =

0).

Sensibilité de la valeur optimale de f par rapport aux contraintes

Le multiplicateur de Lagrange permet en outre d’évaluer la sensibilité de la
valeur optimale de f par rapport à une variation du niveau de la contrainte.

Considérons des problèmes � perturbés �(PXc) définis par les contraintes
h(x) = c, c ∈ Rp. Supposons que pour chaque c proche de zéro il existe un
minimum local unique du problème (PXc). Pour chaque c on note x(c) cette
solution. Ainsi x∗ = x(0) correspond à un minimum local pour c = 0.

Considérons la valeur de la fonction f à l’optimum, autrement dit la fonction
c 7→ f(x(c)). La proposition suivante énonce une propriété fondamentale du
multiplicateur de Lagrange λ∗ associé au minimum local x∗ relativement au
gradient de la fonction f(x(c)) au point c = 0.

Proposition 3.2. Supposons les fonctions f : Rn → R et h : Rn → Rp de
classe C2. On considère la famille de problèmes (PXc){

min f(x)
sous la contrainte h(x) = c

Supposons que pour c = 0, il existe un minimum local régulier x∗ et que, avec
le multiplicateur de Lagrange associé λ∗, il vérifie les conditions suffisantes
d’optimalité stricte du second ordre (théorème 3.3 plus loin). Alors, pour
tout c dans un voisinage de 0, il existe un minimum local x(c) solution du
problème (PXc), continument différentiable et tel que x∗ = x(0). De plus, on
a

∇cf(x(0)) = −λ∗,

où ∇c indique le gradient de la fonction c 7→ f(x(c)) définie dans un voisinage
de 0.

Conditions du second ordre
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Le résultat suivant donne les conditions nécessaires du second ordre.

Théorème 3.2.
Soient f : Rn → R et h : Rn → Rp 2 fois différentiables. On suppose

que la contrainte h(x) = 0 est qualifiée en x∗ ∈ X. Si x∗ est un minimum
local du problème (PX), alors il existe λ∗1, . . . , λ

∗
p ∈ R, vérifiant les conditions

d’optimalité du premier ordre (5) et telles que

vT∇2
xxL(x

∗, λ∗)v ≥ 0, ∀v ∈ Ker(Jh(x∗)) (6)

où ∇2
xxL(x

∗, λ∗) = ∇2f(x∗) +
∑p

i=1 λ
∗
i∇2hi(x

∗).

Ces conditions deviennent aussi suffisantes si l’inégalité (6) est stricte.

Théorème 3.3.
Soient f : Rn → R et h : Rn → Rp 2 fois différentiables. On suppose que

la contrainte h(x) = 0 est qualifiée en x∗ ∈ X. S’il existe λ∗1, . . . , λ
∗
p ∈ R,

vérifiant l’égalité (5) (condition nécéssaire d’optimalité du premier ordre) et

vT∇2
xxL(x

∗, λ∗)v > 0, ∀v ∈ Ker(Jh(x∗)), v 6= 0, (7)

alors x∗ est un minimum local strict du problème (PX).

4 Optimisation sans contraintes - Algorithmes

fondamentaux

Soit x∗ ∈ Rn un minimum local du problème{
min f(x)
x ∈ Rn (8)

Un algorithme de recherche de la solution x∗ définit une suite (xk) telle que
lim
k
xk = x∗.

4.1 Méthodes de descente

On veut assurer la décroissance de la valeur de f : f(xk+1) < f(xk) pour
tout k.

On définit la suite (xk) par la récurrence

xk+1 = xk + ρkdk,

où dk ∈ Rn et ρk > 0. Le scalaire ρk > 0 s’appelle pas de descente dans la
direction dk (à partir du point xk).
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Définition 4.1. dk ∈ Rn est une direction de descente en xk si et seulement
si ∇f(xk)Tdk < 0.

Par la formule de Taylor à l’ordre un

f(xk + ρdk) = f(xk) + ρ∇f(xk)Tdk + o(ρ),

on constate que si dk est une direction de descente alors, pour ρ suffisamment
petit, on a f(xk + ρdk) < f(xk).

Si dk est une direction de descente, se pose alors la question du choix du pas de
descente ρk > 0 approprié de façon à avoir la décroissance stricte f(xk+ρkdk) <
f(xk). Il faut également ne pas considérer des valeurs de ρk trop petites sans
quoi l’algorithme ne progresse plus vers la solution du problème x∗.

L’idée naturelle pour le choix d’une direction de descente consiste à prendre
dk = −∇f(xk). En effet −∇f(xk) est bien une direction de descente puisque
∇f(xk)T (−∇f(xk)) = −‖∇f(xk)‖2 < 0 (on suppose bien entendu que∇f(xk) 6=
0 sans quoi l’algorithme se termine puisqu’on a alors que xk est un point critique).

La direction de descente −∇f(xk) est d’ailleurs optimale parmi toutes les di-
rections de descente d telles que ‖d‖ = ‖∇f(xk)‖. On a en effet −dT∇f(xk) ≤
‖∇f(xk)‖2 par l’inégalité de Cauchy-Schwarz et donc−‖∇f(xk)‖2 ≤ dT∇f(xk).
La direction −∇f(xk) est appelée direction de plus forte pente de f au point
xk.

Forme générale d’un algorithme de descente de gradient

En sortie de l’algorithme on a une approximation de x∗ solution de ∇f(x) =
0.
x0 donné, k = 0.
Tant que le critère d’arrêt n’est pas vérifié

Prendre dk = −∇f(xk)
Recherche linéaire : trouver ρk > 0 tel que f(xk + ρkdk) < f(xk)
xk+1 = xk + ρk dk
k = k + 1

Fin tant que

Ces algorithmes sont généralement faciles à mettre en œuvre mais les condi-
tions pour assurer la convergence sont souvent fortes et la convergence lente.
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Choix du pas de descente

— Méthode du gradient à pas constant
On prend ρk = ρ > 0 constant à chaque pas k. On a ainsi la récurrence

xk+1 = xk − ρ∇f(xk).

— Méthode de plus profonde descente (ou méthode à pas optimal,
en anglais ”steepest descent ”)
On détermine ρk > 0 solution du problème

min
ρ>0

f(xk − ρ∇f(xk)) (9)

Cette méthode est plus efficace mais la convergence est parfois très lente
(phénomène de � zigzag �des itérés successifs dans une vallée allongée).
On a en effet la propriété suivante : si ρk est solution du problème (9),
alors ∇f(xk+1)

T ∇f(xk) = 0.
En effet la fonction φ(ρ) = f(xk−ρ∇f(xk)) admet pour dérivée φ′(ρ) =
−∇f(xk)T∇f(xk − ρ∇f(xk)). Si ρk est solution du problème (9), alors
φ′(ρk) = 0. On obtient donc le résultat puisque xk+1 = xk − ρk∇f(xk).
Il va de soi que ces deux choix de pas de descente (pas constant, pas
optimal) peuvent être aussi bien utilisés pour toute méthode de descente
(pas nécessairement la méthode de gradient). La propriété d’orthogonalité
de deux gradients successifs n’est cependant vérifiée que dans le cas de
la méthode du gradient à pas optimal (plus profonde descente).

— Méthodes inexactes
Déterminons des conditions moins restrictives que celles données par la
méthode de la plus profonde descente, garantissant toutefois une décroissance
suffisante de f . Considérons le cas général d’une direction de descente d
à partir d’un point x.
— Inégalité d’Armijo.

Soit ε1 ∈]0, 1[. Le pas de descente ρ vérifie l’inégalité d’Armijo si

f(x+ ρd) ≤ f(x) + ε1ρ∇f(x)Td (10)

Cette inégalité assure une décroissance suffisante de la fonction f
(faire un dessin).
On peut montrer facilement qu’il existe un intervalle [0, η], η > 0, tel
que tout ρ ∈ [0, η] satisfait l’inégalité d’Armijo.
Cette condition cependant n’empêche pas le pas de descente ρ de
devenir trop petit ce qui a pour effet d’entrâıner une � fausse conver-
gence �de l’algorithme (convergence vers un point non critique). Pour
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éviter un pas de descente trop petit, on considère la condition supplémentaire
dite de courbure.

— Inégalité de courbure.
Soit ε2 ∈]ε1, 1[. Le pas de descente ρ vérifie l’inégalité de courbure si

∇f(x+ ρd)Td ≥ ε2∇f(x)Td (11)

Cette seconde condition n’est pas vérifiée pour ρ = 0 et donc n’est
pas vérifiée pour ρ > 0 suffisamment petit (faire un dessin).

Les deux conditions réunies (condition d’Armijo et de courbure) sont
appelées conditions de Wolfe. En pratique les valeurs numériques des
constantes ε1, ε2, sont ε1 = 10−4 et ε2 = 0.9.

Algorithme pour la recherche d’un pas de descente ρ vérifiant les
deux conditions de Wolfe

ρ0 > 0 donné et ρ− = 0, ρ+ = +∞.
Tant que ρk ne vérifie pas les deux conditions de Wolfe

Si ρk ne vérifie pas l’inégalité d’Armijo (ρk est trop grand)
ρ+ = ρk et ρk+1 =

ρ−+ρ+
2

Si ρk ne vérifie pas l’inégalité de courbure (ρk est trop petit)
ρ− = ρk

Si ρ+ < +∞, ρk+1 =
ρ−+ρ+

2

Si ρ+ = +∞, ρk+1 = 2ρk
k = k + 1

Fin tant que
ρ = ρk

Il existe une autre technique simple pour obtenir une valeur de pas de descente
ρ qui vérifie l’inégalité d’Armijo et qui ne soit pas trop petite. C’est la technique
de rebroussement (en anglais ”backtracking ”). L’idée consiste de partir d’une
valeur suffisamment grande de ρ et de diminuer la valeur de ρ (par un produit
αρ avec α ∈]0, 1[, α fixé) jusqu’à ce que ρ vérifie l’inégalité d’Armijo.

Algorithme de rebroussement (� backtracking �)

α ∈]0, 1[ donné et ρ0 > 0 suffisamment grand (pe. ρ0 = 1).
Tant que f(x+ ρkd) > f(x) + ε1ρk∇f(x)Td

ρk+1 = αρk
k = k + 1

Fin tant que
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ρ = ρk

On a le résultat de validité suivant pour les conditions de Wolfe.

Proposition 4.1. Soit d une direction de descente de f en x. Si la fonction
de mérite φ(ρ) = f(x+ρd) dérivable est bornée inférieurement, alors il existe
ρ > 0 vérifiant les conditions de Wolfe.

Le théorème suivant donne un résultat de convergence dans le cas où le pas
de descente vérife les conditions de Wolfe.

Théorème 4.1. (théorème de Zoutendijk)
Soit f différentiable de gradient Lipschitz et bornée inférieurement. Soit

l’algorithme de descente xk+1 = xk+ρkdk, où pour tout k, dk est une direction
de descente de f en xk et ρk > 0 un pas de descente vérifiant les conditions

de Wolfe. Alors la série
∑

k cos(θk)
2 ‖∇f(xk)‖2, où cos(θk) = −∇f(xk)T dk

‖∇f(xk)‖ ‖dk‖
,

converge.

Ce théorème implique que s’il existe c > 0 tel que | cos(θk)| ≥ c, ∀k, alors la
série

∑
k ‖∇f(xk)‖2 est convergente et donc lim

k
∇f(xk) = 0. L’algorithme est

alors globalement convergent (voir définition 1.4).

Résultats de convergence pour la méthode du gradient

Lemme 4.1. Si f est différentiable de gradient Lipschitz, avec L > 0 constante
de Lipschitz, alors

f(y)− f(x)−∇f(x)T (y − x) ≤ L

2
‖y − x‖2, ∀x, y ∈ Rn.

Pour la méthode du gradient, sachant que dk = −∇f(xk), ce lemme implique
que si f est de gradient Lipschitz, avec L > 0 constante de Lipschitz, alors

f(xk+1) ≤ f(xk)−ρk‖∇f(xk)‖2+
L

2
ρ2k‖∇f(xk)‖2 = f(xk)+ρk(

L

2
ρk−1)‖∇f(xk)‖2.

L’étude de la fonction ρ 7→ ϕ(ρ) = ρ(L
2
ρ− 1) montre que f(xk+1) < f(xk)

si et seulement si 0 < ρk <
2
L
. Plus précisemment, on a le résultat suivant.

Proposition 4.2. Soit f différentiable de gradient Lipschitz, avec L > 0
constante de Lipschitz, et bornée inférieurement. Alors l’algorithme du gra-
dient xk+1 = xk−ρk∇f(xk), à pas fixe ρk = ρ, avec ρ < 2

L
, ou à pas optimal,

est globalement convergent.
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Le théorème de Zoutendijk montre que, sous les mêmes hypothèses, l’algo-
rithme du gradient avec un pas de descente satisfaisant les conditions de Wolfe

est globalement convergent. En effet, on a dans ce cas cos(θk) =
−∇f(xk)T dk
‖∇f(xk)‖ ‖dk‖

=
1, ∀k.

Dans le cas où la fonction f est de plus elliptique, on a le résultat suivant.

Proposition 4.3. Soit f différentiable, elliptique, de gradient Lipschitz, avec
L > 0 constante de Lipschitz, et bornée inférieurement. Alors l’algorithme
du gradient xk+1 = xk− ρk∇f(xk), avec ρk ∈ [a, b] ⊂]0, 2

L
[, ∀k, converge vers

la solution unique x∗ du problème (PRn).

4.2 Méthode de Newton

La méthode de Newton est une méthode de descente. La direction de descente
est obtenue à partir de l’approximation d’ordre deux de la fonction f au point
courant xk.

À partir du développement de Taylor de f à l’ordre deux au point xk on
approxime f(x) par

q(x) = f(xk) +∇f(xk)T (x− xk) +
1

2
(x− xk)T∇2f(xk)(x− xk).

Le point xk+1 est obtenu comme solution du problème

min
x∈Rn

q(x)

Les conditions d’optimalité donnent

∇q(xk+1) = ∇2f(xk)(xk+1 − xk) +∇f(xk) = 0.

Si l’on suppose que la matrice∇2f(xk) est inversible, on obtient alors la récurrence

xk+1 = xk −∇2f(xk)
−1∇f(xk). (12)

Le vecteur dk = −∇2f(xk)
−1∇f(xk) est appelé à jouer le rôle de direction

de descente. C’est le cas en particulier si ∇2f(xk) est définie positive. On a en
effet ∇f(xk)Tdk = −∇f(xk)T∇2f(xk)

−1∇f(xk) < 0 si ∇f(xk) 6= 0.
On a le résultat suivant de convergence. La convergence quadratique rend la

méthode de Newton particulièrement efficace.

Théorème 4.2. Soit f de classe C3 et x∗ un minimum local du problème
(PRn) tel que ∇2f(x∗) est définie positive. Alors, pour x0 suffisamment proche
de x∗, la suite (xk) obtenue par l’algorithme de Newton (12) converge qua-
dratiquement vers x∗.
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Lorsque les matrices ∇2f(xk), ∀k, sont définies positives on peut considérer
la méthode de Newton classique comme une méthode de descente avec un pas
de descente égal à 1. On peut cependant aussi envisager dans ce cas des pas de
descente ρk > 0 distincts de 1 pour améliorer la décroissante de f .

Une des limitations de la méthode de Newton vient en particulier du calcul
de la matrice hessienne ∇2f(xk) qui dans certains cas peut s’avérer rédhibitoire.
Les méthodes de quasi-Newton constituent des alternatives intéressantes d’un
point de vue pratique puisqu’elles évitent le calcul exact de la matrice hessienne
∇2f(xk) tout en exhibant de bonnes propriétés de convergence (généralement
superlinéaire).

4.3 Méthode de Gauss-Newton

Voir exercice 5. TD n◦3.

5 Méthode des directions conjuguées

5.1 Cas quadratique - Méthode du gradient conjugué

Soit A ∈ Rn×n une matrice définie positive et q(x) la fonction quadratique
définie par

q(x) =
1

2
xTAx− bTx,

où b ∈ Rn. On sait que la solution unique x∗ du problème{
min q(x)
x ∈ Rn

est donnée par la solution (unique) du système

Ax = b,

obtenu en posant ∇q(x) = 0.
À partir d’un point x0 ∈ Rn, la récurrence définie par la méthode du gradient

à pas optimal appliquée au problème de minimisation est donnée par

xk+1 = xk − αkgk,

où gk = ∇q(xk) = Axk − b et αk =
gTk gk
gTk Agk

(voir TD).

La méthode du gradient conjugué consiste à utiliser non pas −gk comme
direction de descente mais un vecteur dk combinaison linéaire du gradient −gk
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et de la direction de descente précédente dk−1. Plus précisemment on prend dk
de la forme dk = −gk + βk−1dk−1. Le coefficient βk−1 est choisi de sorte que
dTkAdk−1 = 0 (orthogonalité des vecteurs dk et dk−1 au sens du produit scalaire
défini par la matrice définie positive A). On obtient facilement

βk−1 =
gTkAdk−1
dTk−1Adk−1

. (13)

On peut ainsi écrire une version préliminaire de l’algorithme du gradient
conjugué [GC1] :

À partir de x0, et d0 = −g0 = −(Ax0 − b), faire

xk+1 = xk + αkdk avec αk = −
gTk dk
dTkAdk

et gk = ∇q(xk) = Axk − b

dk+1 = −gk+1+βkdk avec gk+1 = ∇q(xk+1) = Axk+1−b et βk =
gTk+1Adk

dTkAdk

k = k + 1

Le coefficient αk est le pas de descente optimal dans la direction de descente
dk et le coefficient βk implique l’A-orthogonalité (orthogonalité au sens du pro-
duit scalaire défini par la matrice définie positive A) dTk+1Adk = 0. On remarque
aussi que si gk = 0 alors xk est la solution du problème et l’algorithme se termine.

On va montrer en fait que la suite des directions dk générées par l’algorithme
précédent sont A-orthogonales deux à deux, c.-à-d. dTi Adj = 0, ∀i 6= j.

Avant de montrer cette propriété, nous allons donner deux résultats fonda-
mentaux qui découlent de l’A-orthogonalité des vecteurs dk.

Une première observation triviale est l’indépendance d’une suite de vecteurs
A-orthogonaux deux à deux.

Proposition 5.1. Soit {d0, d1, . . . , dk} un ensemble de vecteurs non nuls,
A-orthogonaux deux à deux, c.-à-d. dTi Adj = 0, ∀i 6= j, et i, j ≤ k. Alors ces
vecteurs sont linéairement indépendants.

La démonstration est immédiate en considérant une combinaison linéaire de
ces vecteurs.

Théorème 5.1. Soit {d0, d1, . . . , dn−1} un ensemble de n vecteurs non nuls,
A-orthogonaux deux à deux. Alors, pour tout x0 ∈ Rn, la suite (xk) définie
par la récurrence

xk+1 = xk + αkdk,

où αk = − gTk dk
dTkAdk

et gk = ∇q(xk) = Axk − b, converge vers x∗ solution du

système Ax = b après n itérations, c.-à-d. xn = x∗.
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Preuve : Les n vecteurs dj sont indépendants et constituent donc une base de
Rn. Il existe donc des coefficients γj uniques tels que

x∗ − x0 = γ0d0 + · · ·+ γn−1dn−1.

En prenant le produit A-scalaire des deux membres de cette égalité par le vecteur
dk et en utilisant l’A-orthogonalité des vecteurs dj, on déduit que

γk =
dTkA(x

∗ − x0)
dTkAd

T
k

.

Nous allons montrer que γk = αk pour tout k = 1, . . . , n− 1. De la relation de
récurrence définissant la suite (xk), on déduit xk = x0 +α0d0 + · · ·+αk−1dk−1.
Utilisant l’A-orthogonalité des vecteurs dj, on déduit que dTkA(xk−x0) = 0. On
a donc dTkA(x

∗ − x0) = dTkA(x
∗ − xk + xk − x0) = dTkA(x

∗ − xk). Sachant que

gk = Axk − b = A(xk − x∗), on déduit que γk =
dTkA(x

∗−xk)
dTkAd

T
k

= − gTk dk
dTkAd

T
k
= αk.

Le résultat est démontré.
Le second résultat fondamental est le suivant.

Théorème 5.2. Soit {d0, d1, . . . , dn−1} un ensemble de n vecteurs non nuls,
A-orthogonaux deux à deux. Alors, pour tout x0 ∈ Rn, la suite (xk) définie
par la récurrence

xk = xk−1 + αk−1dk−1,

où αk−1 = −
gTk−1dk−1

dTk−1Adk−1
vérifie la propriété suivante : ∀k, xk minimise la fonc-

tion quadratique q(x) non seulement sur la droite xk−1+αdk−1 (par définition
du coefficient αk−1) mais aussi sur tout l’espace affine x0 + Bk, où
Bk = s.e.v.{d0, . . . , dk−1} est le sous-espace vectoriel généré par les vecteurs
d0, . . . , dk−1.

Preuve : La récurrence qui définit xk montre que xk = x0 + α0d0 + · · · +
αk−1dk−1 et donc xk ∈ x0 + Bk. Montrons que gk = ∇q(xk) est orthogonal à
tous vecteur de Bk, autrement dit gTk dj = 0,∀j = 0, . . . , k − 1. Cette propriété
caractérise en effet le minimum unique de q(x) sur le sous-espace affine x0 +Bk
(justifier cette affirmation). Montrons la propriété par récurrence sur k. Pour
k = 1 la propriété est satisfaite puisque α0 est précisemment la valeur de α ∈ R
qui minimise la fonction α 7→ q(x0 + αd0). Supposons maintenant que gk ⊥ Bk
(hypothèse de récurrence). Montrons que gk+1 ⊥ Bk+1. De la relation xk+1 =
xk+αkdk on déduit Axk+1− b = Axk− b+αkAdk, c.-à-d. gk+1 = gk+αkAdk.
Par définition de αk, on a dTk gk+1 = 0. Pour j < k, l’égalité précédente implique
dTj gk+1 = dTj gk + αkd

T
j Adk. Le premier terme du membre de droite est nul par

hypothèse de récurrence et le second aussi dû à l’A-orthogonalité des directions
dj. On a donc dTj gk+1 = 0. Le résultat est démontré.

23



Ces deux théorèmes supposent que les directions A-orthogonales dj sont
données à priori. Nous allons montrer que l’algorithme [GC1] définit de fait
des directions dj A-orthogonales. Ce résultat est obtenu en montrant certaines
propriétés des vecteurs gk et dk. Nous donnons également d’autres expressions
équivalentes des coefficients αk et βk plus utilisées dans la pratique.

Théorème 5.3. Si la suite (xk) générée par l’algorithme du gradient conjugué
[GC1] ne se termine pas en xk (c.-à-d. si gj 6= 0, ∀j = 0, . . . , k,), alors

1. s.e.v.{g0, g1, . . . , gk} = s.e.v.{g0, Ag0, . . . , Akg0}
2. s.e.v.{d0, d1, . . . , dk} = s.e.v.{g0, Ag0, . . . , Akg0}
3. dTkAdj = 0, ∀i ≤ k − 1

4. αk =
gTk gk
dTkAdk

5. βk =
gTk+1gk+1

gTk gk

Preuve : On va montrer les trois propriétés 1., 2. et 3. en même temps par
récurrence sur k. Pour k = 0 elles sont de toute évidence satisfaites. Supposons
qu’elles soient vraies pour k et montrons qu’elles sont vraies pour k + 1. On a

gk+1 = gk + αkAdk

(voir preuve du théorème précédent). Par hypothèse de récurrence, on a que gk et
Adk appartiennent au s.e.v.{g0, Ag0, . . . , Ak+1g0}. Donc gk+1 ∈ s.e.v.{g0, Ag0, . . . , Ak+1g0}.
De plus gk+1 /∈ s.e.v.{g0, Ag0, . . . , Akg0} = s.e.v.{d0, d1, . . . , dk} car sinon on
aurait gk+1 = 0 du fait que gk+1 est orthogonal à s.e.v.{d0, d1, . . . , dk} (le
théorème précédent et l’hypothèse de récurrence impliquent cette propriété). On
a donc

s.e.v.{g0, g1, . . . , gk+1} = s.e.v.{g0, Ag0, . . . , Ak+1g0},

ce qui montre la propriété 1. pour k + 1. À partir de l’égalité

dk+1 = −gk+1 + βkdk,

et en utilisant l’hypothèse de récurrence sur la propriété 2. ainsi que la propriété
1. démontrée à l’ordre k + 1, on déduit que la propriété 2. est vraie à l’ordre
k + 1.

Pour montrer la propriété 3. à l’ordre k + 1 on utilise l’égalité

dTk+1Adj = −gTk+1Adj + βkd
T
kAdj,

déduite de dk+1 = −gk+1+βkdk. Si j = k, le membre de droite est nul de par la
définition de βk. Considérons j < k. Le second terme du membre de droite est
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nul par hypothèse récurrence. Par ailleurs, on a Adj ∈ s.e.v.{d0, d1, . . . , dj+1}
et donc Adj ∈ s.e.v.{d0, d1, . . . , dk}. Le premier terme du membre de droite
est donc aussi nul puisqu’on a gk+1 ⊥ s.e.v.{d0, d1, . . . , dk} par le théorème
précédent. La propriété 3. est donc vérifiée à l’ordre k + 1.

Pour montrer 4. on utilise l’égalité

−gTk dk = gTk gk − βk−1gTk dk−1.

Le second terme du membre de droite est nul par le théorème précédent.
Enfin, pour montrer la propriété 5., on remarque que gTk+1gk = 0 car gk ∈

s.e.v.{d0, d1, . . . , dk} et gk+1 est orthogonal à s.e.v.{d0, d1, . . . , dk} par le théorème
précédent. De l’égalité

Adk =
1

αk
(gk+1 − gk),

on déduit que

gTk+1Adk =
1

αk
gTk+1gk+1.

En utilisant l’expression de αk donnée par 4., on déduit le résultat.

Remarques :
— Il est clair que si la propriété 3. est vérifiée jusqu’au rang k, on a alors

l’orthogonalité dTi Adj = 0, ∀i 6= j, i, j ≤ k.
— Comme cela a déjà été évoqué, l’arrêt de l’algorithme [GC1] survient

lorsque gk = ∇q(xk) = Axk − b = 0. xk est la solution (unique) du
système Ax = b (ou de manière équivalente la solution du problème de
minimisation de la fonction quadratique q(x)). Si par contre gk 6= 0,
l’égalité dk = gk − βk−1dk−1 et l’orthogonalité des vecteurs gk et dk−1
montre que dk 6= 0. L’algorithme se poursuit à l’étape suivante k + 1.

— L’égalité gTk dk = −gTk gTk démontrée pour établir la propriété 4. précédente
montre que la direction dk est bien une direction de descente.

On peut maintenant reformuler l’algorithme [GC1] en utilisant les nouvelles
expressions des coefficients αk, βk et un test d’arrêt sur la valeur de la norme du
gradient gk.

Algorithme du gradient conjugué [GC2]

Soit ε > 0 paramètre du test d’arrêt.

Soit x0 donné , d0 = −g0 = −(Ax0 − b), et k = 0.
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tant que ‖gk‖ > ε faire

αk =
gTk gk
dTkAdk

xk+1 = xk + αkdk
gk+1 = gk + αkAdk

βk =
gTk+1gk+1

gTk gk

dk+1 = −gk+1 + βkdk
k = k + 1

fin tant que

On montre que la vitesse de convergence de la suite (xk) est donnée par

‖xk − x∗‖A ≤ 2

(√
λn −

√
λ1√

λn +
√
λ1

)k
‖x0 − x∗‖A,

où λn et λ1 sont respectivement la plus grande et la plus petite valeur propre
de la matrice A. On peut comparer cette inégalité avec celle obtenue pour la
méthode du gradient à pas optimal (voir TD) :

‖xk − x∗‖A ≤
(
λn − λ1
λn + λ1

)k
‖x0 − x∗‖A.

5.2 Le cas non quadratique

On peut étendre l’algorithme du gradient conjugué au cas où la fonction ob-
jectif f n’est pas quadratique. En général on ne plus alors assurer la convergence
en n étapes au maximum comme dans le cas quadratique.

De fait, l’algorithme du gradient conjugué met en jeux à chaque itération
k le gradient de la fonction gk = ∇f(xk) (égal à gk = Axk − b dans le cas
quadratique) et la matrice hessienne ∇2f(xk) (constante et égale à A dans le
cas quadratique).

Si l’on reprend l’algorithme [GC1] en remplaçant la matrice A par ∇2f(xk),
on obtient l’algorithme suivant [E1GC]

À partir de x0, et d0 = −g0 = −∇f(x0), faire

xk+1 = xk + αkdk avec αk = −
gTk dk

dTk∇2f(xk)dk
et gk = ∇f(xk)

dk+1 = −gk+1 + βkdk avec gk+1 = ∇f(xk+1) et βk =
gTk+1∇

2f(xk)dk

dTk∇2f(xk)dk
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k = k + 1

Le calcul de la matrice hessienne ∇2f(xk) à chaque itération rend cependant
cet algorithme peu intéressant dans la pratique. On voit en effet que la complexité
de cet algorithme est comparable à celle de l’algorithme de Newton pour lequel la
vitesse de convergence est en principe bien meilleure (convergence quadratique).

La matrice hessienne intervient dans le calcul des coefficients αk et βk. Dans
le cas quadratique on a donné une expression équivalente de βk : on a montré au

Théorème 5.3 que βk =
gTk+1gk+1

gTk gk
. Cette expression permet d’utiliser uniquement

les gradients de la fonction en xk et xk+1. D’autre part, on sait que la valeur de
αk, dans le cas quadratique, est obtenue en prenant la valeur optimale du pas de
descente dans la direction de descente dk : αk est solution du problème{

min f(xk + αdk)
α > 0

En utilisant ces deux propriétés, on obtient l’algorithme dit de Fletcher-Reeves
(calqué sur l’algorithme du gradient conjugué dans le cas quadratique).

Algorithme de Fletcher-Reeves [E2GC]

Soit ε > 0 paramètre du test d’arrêt.

Soit x0 donné , d0 = −g0 = −∇f(x0), et k = 0.

tant que ‖gk‖ > ε faire

αk > 0 minimum de la fonction α 7→ f(xk + αdk)
xk+1 = xk + αkdk
gk+1 = ∇f(xk+1)

βk =
gTk+1gk+1

gTk gk

dk+1 = −gk+1 + βkdk
k = k + 1

fin tant que

La variante dite de Polak-Ribière consiste à remplacer l’expression de βk dans

l’algorithme de Fletcher-Reeves par βk =
gTk+1(gk+1−gk)

gTk gk
, expression identique dans

le cas où la fonction f est quadratique (on sait en effet que dans ce cas-là
gTk+1gk = 0, voir démonstation du théorème 5.3).
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Dans la pratique, le pas optimal αk peut être obtenu par une méthode de
recherche linéaire approchée (conditions de Wolfe).

6 Méthodes de quasi-Newton

On a vu que la méthode de Newton utilise la direction de descente

dk = −∇2f(xk)
−1∇f(xk). (14)

Il s’agit en effet d’une direction de descente dans le cas où la matrice hessienne
∇2f(xk) est définie positive.

Dans la pratique le calcul de la matrice hessienne s’avère souvent complexe
et coûteux. En s’inspirant de l’expression (14), les méthodes de quasi-Newton
utilisent des directions de descente dk de la forme

dk = −H−1k ∇f(xk), (15)

où la matrice Hk ∈ Rn×n est définie positive et représente une approximation
de la matrice hessienne ∇2f(xk). Il existe plusieurs familles de méthodes de
quasi-Newton suivant les types d’approximations de la matrice hessienne utilisés.

Comme pour toute méthode de descente, on peut améliorer la décroissance
de la fonction en utilisant un pas de descente ρk > 0 le long de la direction de
descente dk. Pour un pas de descente ρk > 0 vérifiant les conditions de Wolfe,
le théorème général 4.1 (théorème de Zoutendijk) affirme qu’on a convergence

globale si cos(θk) =
−∇f(xk)T dk
‖∇f(xk)‖ ‖dk‖

est uniformément minoré. On a ici cos(θk) =
∇f(xk)TH−1

k ∇f(xk)
‖∇f(xk)‖ ‖H−1

k ∇f(xk)‖
. Un calcul simple montre que

cos(θk) =
1

‖Hk‖2 ‖H−1k ‖2
,

où la norme matricielle ‖ ‖2 indique la norme 2 subordonnée à la norme eucli-
dienne classique.

On a donc convergence globale s’il existe α > 0 tel que cond2(Hk) ≤ α, ∀k,
où cond2(Hk) = ‖Hk‖2 ‖H−1k ‖2 est ce qu’on appelle le conditionnement pour la
norme 2 de la matrice Hk. En effet, on a alors

cos(θk) ≥
1

α
, ∀k.

Comment obtenir des familles de matrices Hk définies positives et approxi-
mant la matrice hessienne ∇2f(xk) ? On utilise pour ça une approche de type

28



incrémental où la matrice Hk+1 est construite à partir de la matrice Hk et des
vecteurs gradient ∇f(xk) et ∇f(xk+1).

Le développement de Taylor à l’ordre un de la fonction ∇f(x) au point xk+1

donne

∇f(xk) = ∇f(xk+1) +∇2f(xk+1)(xk − xk+1) + o(‖xk − xk+1‖).

Au premier ordre, on a donc

∇2f(xk+1)(xk+1 − xk) ≈ ∇f(xk+1)−∇f(xk).

Par analogie avec cette égalité approchée, on impose à la matrice Hk+1 de vérifier
l’équation (dite équation de la sécante ou équation de quasi-Newton)

Hk+1(xk+1 − xk) = ∇f(xk+1)−∇f(xk). (16)

Bien entendu, cette équation n’est pas suffisante pour déterminer la matrice
Hk+1 à partir des points xk, xk+1, et des gradients ∇f(xk+1), ∇f(xk).

Dans l’approche de type incrémental utilisée, la matrice Hk+1 est définie
à partir de la matrice Hk comme solution du problème d’optimisation suivant :
rechercher la matrice Hk+1 la plus proche de la matrice Hk et vérifiant l’équation
de la sécante (16).

Afin d’obtenir des calculs plus simples, on utilise dans l’espace des matrices
la norme de Frobenius, notée ‖ ‖F , et définie par

‖A‖F =

√∑
i,j

a2ij.

Cette norme est obtenue à partir du produit scalaire de Frobenius

〈A,B〉F =
∑
i,j

aijbij,

suivant le procédé général. On voit qu’il s’agit d’une généralisation aux matrices
de la norme vectorielle euclidienne. Cette norme matricielle n’est cependant pas
subordonnée à la norme vectorielle euclidienne (ni d’ailleurs à aucune norme
vectorielle).

Pour simplifier les notations, on pose sk = xk+1 − xk et yk = ∇f(xk+1) −
∇f(xk). On a le résultat suivant.
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Proposition 6.1. (Broyden - 1965)
La solution unique, notée Hk+1, du problème de minimisation

min
H∈Rn×n

‖H −Hk‖2F

avec la contrainte Hsk = yk (équation de la sécante) est donnée par

Hk+1 = Hk +
1

sTk sk
(yk −Hksk)s

T
k .

Preuve : Voir TD.

Il faut noter dans ce résultat que la matrice Hk+1 diffère de la matrice Hk par
la matrice de rang un 1

sTk sk
(yk−Hksk)s

T
k (le vecteur colonne (yk−Hksk) multiplié

par le vecteur ligne sTk donne une matrice de rang un - en termes savants, il s’agit
du produit tensoriel des deux vecteurs). La matrice (yk − Hksk)s

T
k n’étant pas

symétrique, cette proposition ne permet pas d’assurer que si la matrice Hk est
symétrique, alors la matrice Hk+1 l’est aussi. Il sera donc difficile de pouvoir
assurer que Hk+1 est définie positive si Hk l’est aussi.

Pour obtenir une solution symétrique, il suffit de modifier la formulation
précédente en ajoutant la contrainte de symétrie HT = H.

Proposition 6.2. La solution unique, notée Hk+1, du problème de minimi-
sation

min
H∈Rn×n

‖H −Hk‖2F

avec les contraintes Hsk = yk (équation de la sécante) et HT = H (symétrie)
est donnée par

Hk+1 = Hk +
1

sTk sk
((yk −Hksk)s

T
k + sk(yk −Hksk)

T )− (yk −Hksk)
T sk

(sTk sk)
2

sks
T
k .

En considérant une norme de Frobenius pondérée, on obtient une formule
de mise à jour plus adaptée, qui permet en particulier de déduire simplement la
propriété que Hk+1 est définie positive si Hk est définie positive.

Pour cela, on observe d’abord que l’égalité de la sécante Hk+1sk = yk im-
plique que si Hk+1 est définie positive, alors nécessairement sTk yk = sTkHk+1sk >
0. On suppose donc à priori sTk yk > 0. Il est facile de voir que cette hypothèse
permet de définir une matrice définie positive W telle que Wyk = W−1sk
(W n’est évidemment pas unique). On considère alors la norme de Frobenius
� pondérée �par la matrice W définie par :

‖M‖W = ‖WMW‖F ,∀M ∈ Rn×n.
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Proposition 6.3. (formule de mise à jour DFP - Davidon, Fletcher, Powell)

On suppose sTk yk > 0 et W une matrice définie positive telle que Wyk =
W−1sk. La solution unique, notée Hk+1, du problème de minimisation

min
H∈Rn×n

‖H −Hk‖2W

avec les contraintes Hsk = yk (équation de la sécante) et HT = H (symétrie)
est donnée par

Hk+1 = (In − ρkyksTk )Hk(In − ρkskyTk ) + ρk yky
T
k ,

avec ρk =
1

sTk yk
.

On observe que la solution Hk+1 ne dépend pas de la matrice définie positive
W vérifiant Wyk = W−1sk.

La preuve de la proposition 6.3 est obtenue en appliquant le résultat de la
proposition 6.2 au problème

min
H′∈Rn×n

‖H ′ −H ′k‖2F

avec les contraintes H ′T = H ′ (symétrie) et H ′s′k = y′k (équation de la sécante),
où s′k = W−1sk = Wyk = y′k et H ′k = WHkW. La solution unique H ′k+1 de ce
problème donne alors Hk+1 = W−1H ′k+1W

−1.

La direction de descente dk étant définie par dk = −H−1k ∇f(xk), on a tout
intérêt a définir des formules de mise à jour directement sur la matrice inverse
Bk = H−1k . Le produit matrice × vecteur −Bk∇f(xk) donne immédiatement la
direction de descente dk sans avoir à résoudre le système Hkx = −∇f(xk) qui
a un coût numérique supérieur.

La proposition suivante donne la formule de mise à jour BFGS (Broyden,
Fletcher, Goldfarb, Shanno) qui, du fait de sa complexité intéressante, est dans
la pratique plus utilisée que la formule DFP. Pour la matrice Bk+1 = H−1k+1

l’équation de la tangente devient Bk+1yk = sk.

Proposition 6.4. (formule de mise à jour BFGS - Broyden, Fletcher, Gold-
farb, Shanno)

On suppose sTk yk > 0 et W une matrice définie positive telle que Wsk =
W−1yk. La solution unique, notée Bk+1, du problème de minimisation

min
B∈Rn×n

‖B −Bk‖2W
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avec les contraintes Byk = sk (équation de la sécante) et BT = B (symétrie)
est donnée par

Bk+1 = (In − ρkskyTk )Bk(In − ρkyksTk ) + ρk sks
T
k ,

avec ρk =
1

sTk yk
.

Il est intéressant de comparer la formule de mise à jour BFGS avec la formule
DFP. On passe d’une formule à l’autre par échange de Hk et Bk et de yk et sk.

Pour compléter cette présentation on peut mentionner les formules dites
duales des formules DFP et BFGS obtenues en utilisant la formule de mise à
jour de Sherman-Morrison-Woodbury (SMW) qui donne l’inverse d’une matrice.
Plus exactement, connaissant l’inverse d’un matrice A (supposée inversible), la
formule de SMW donne l’inverse de la matrice (A − BD−1C) sous l’hypothèse
que les matrices D et (D − CA−1B) sont inversibles. On montre en effet que,
sous ces hypothèses, la matrice (A−BD−1C) est inversible et

(A−BD−1C)−1 = A−1 + A−1B(D − CA−1B)−1CA−1.

Pour assurer la consistance de cette formule, il faut considérer bien sûr que les
matrices inversibles A et D sont carrées, A ∈ Rn×n, D ∈ Rm×m, avec m,n ∈ N∗
quelconques et B ∈ Rn×m, C ∈ Rm×n.

La formule de SMW est intéressante dans le cas où m << n. Il faut la voir
comme une formule de mise à jour de la matrice inverse A−1 lorsque la matrice A
est � perturbée �par une matrice de rang m petit devant n (la matrice BD−1C
est de rang ≤ m).

La formule duale de DFP donne la formule de mise à jour de l’inverse Bk :

Bk+1 = Bk −
1

yTkBkyk
Bkyky

T
kBk +

1

sTk yk
sks

T
k .

La formule duale de BFGS donne la formule de mise à jour de l’inverse Hk :

Hk+1 = Hk −
1

sTkHksk
Hksks

T
kHk +

1

sTk yk
yky

T
k .

Comme pour les formules DFP et BFGS on passe d’une formule duale à
l’autre par échange de Hk et Bk et de yk et sk.

La définie positivité de la suite des matrices Bk obtenues par la formule BFGS
est précisée par le résultat suivant.

Proposition 6.5. Si Bk est définie positive et sTk yk > 0, alors Bk+1 est
définie positive.
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Enfin, si le long de la direction de descente dk = −Bk∇f(xk) on prend un pas
de descente ρk > 0 vérifiant les conditions de Wolfe (plus exactement l’inégalité
de courbure, voir (11)), on a

(∇f(xk+1)−∇f(xk))T (xk+1−xk) = ρk(∇f(xk+1)−∇f(xk))Tdk ≥ ρk(ε2−1)∇f(xk))Tdk > 0.

La condition yTk sk > 0 est alors vérifiée. Si Bk est définie positive, alors Bk+1

l’est aussi.

La formule de mise à jour BFGS associée avec un pas de descente ρk > 0
satisfaisant l’inégalité de courbure (11) permet donc de définir pour tout k les
directions de descente dk = −Bk∇f(xk). L’algorithme est initialisé avec une
matrice B0 définie positive. En l’absence de toute information, on peut prendre
B0 = In, c.-à-d. une première direction de descente donnée par le gradient.

7 Conditions nécessaires et suffisantes d’op-

timalité dans le cas de contraintes d’égalité

et d’inégalité

7.1 Contraintes d’inégalité

Nous commençons pas considérer les conditions nécessaires d’optimalité du
premier ordre pour le problème (PX) dans le cas où les contraintes définies par
l’ensemble X sont de type inégalités

X = {x ∈ Rn | gj(x) ≤ 0, j = 1, . . . , q}.

Les fonctions f et g sont supposées de classe C1.

Définition 7.1. Soit x ∈ X. On dit que gj est active en x si gj(x) = 0. gj
est dite inactive en x si gj(x) < 0.

Qu’en est-il du cône tangent Tx(X) dans le cas des contraintes d’inégalité ?

Définition 7.2. Soit x ∈ X. On appelle cône linéarisant en x l’ensemble
L(x) défini par

L(x) = {v ∈ Rn | ∇gj(x)Tv ≤ 0, pour tout j = 1, . . . , q, tel que gj est active en x}.

On montre l’inclusion Tx(X) ⊂ L(x), pour tout x ∈ X.

Définition 7.3. On dit que les contraintes g(x) ≤ 0, sont qualifiées en x ∈ X
si Tx(X) = L(x).
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Pour avoir l’égalité Tx(X) = L(x), on doit faire des hypothèses supplémentaires
sur x ∈ X.

Proposition 7.1. (conditions suffisantes de qualification)
Soit x ∈ X. Si les vecteurs ∇gj(x), pour tous les indices j = 1, . . . , q,

tels que gj est active en x, sont indépendants, alors les contraintes g(x) ≤ 0,
sont qualifiées en x.

Pour établir les conditions nécessaires d’optimalité d’ordre un exprimées à
l’aide d’un multiplicateur de Lagrange (voir théorème 3.1 du multiplicateur de La-
grange pour le cas de contraintes d’égalité) il est nécessaire d’utiliser un résultat
de géométrie des ensembles convexes.

Lemme 7.1. (lemme de Farkas)
Soit K = {By | y ∈ Rm, y ≥ 0} où B ∈ Rn×m et y ≥ 0 ⇔ yj ≥ 0,∀j =

1, . . . ,m. Alors, pour tout g ∈ Rn, on a une et une seule des deux alternatives
suivantes :

1. g ∈ K,
2. il existe d ∈ Rn, d 6= 0, tel que gTd < 0 et BTd ≥ 0.

Remarques :
— L’inégalité BTd ≥ 0 est équivalente à zTd ≥ 0, ∀z ∈ K.
— L’alternative 2 exprime le fait que l’on peut séparer par un hyperplan

(d’équation dTx = 0) l’ensemble convexe fermé K et le vecteur g.

Théorème 7.1. Soit x∗ ∈ X minimum local du problème (PX) vérifiant les
conditions suffisantes de qualification des contraintes g(x) ≤ 0 (proposition
7.1). Alors il existe µ∗ = (µ∗1, . . . , µ

∗
q)
T ∈ Rq, µ∗j ≥ 0, ∀j, j = 1, . . . , q, tel que

∇f(x∗) +
q∑
j=1

µ∗j∇gj(x∗) = 0, (17)

et
µ∗jgj(x

∗) = 0, ∀j = 1, . . . , q

(conditions de complémentarité).

Preuve : Soit K = {−
∑

j|gj active en x∗
µj∇gj(x∗), ∀µj ≥ 0}. Montrons que

∇f(x∗) ∈ K. Raisonnons par l’absurde. Si ∇f(x∗) /∈ K, par le lemme de
Farkas et la définition de K, il existe alors un vecteur d tel que ∇f(x∗)Td <
0 et −∇gj(x∗)Td ≥ 0, pour tout indice j tel que gj est active en x∗. Par
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définition du cône linéaire L(x∗), on a donc d ∈ L(x∗). Sachant que L(x∗) =
Tx∗(X) (qualification des contraintes), on aboutit ainsi à une contradiction avec
la condition nécessaire d’optimalité donnée par le théorème de Peano-Kantorovich
(théorème 2.7) ∇f(x∗)Td ≥, ∀d ∈ Tx∗(X).

Enfin, pour obtenir l’égalité (17), il suffit d’ajouter les termes µ∗j∇gj(x∗) avec
µ∗j = 0, pour tous les indices j pour lesquels gj est inactive en x∗. Ceci entrâıne
les conditions de complémentarité µ∗jgj(x

∗) = 0, j = 1, . . . , q (soit gj(x
∗) = 0,

soit µ∗j = 0).

7.2 Contraintes d’égalité et d’inégalité

Nous considérons dans ce paragraphe le problème de minimisation (PX) dans
le cas général où les contraintes sont du type égalités et inégalités :

X = {x ∈ Rn |hi(x) = 0, i = 1, . . . , p, gj(x) ≤ 0, j = 1, . . . , q}.

Les fonctions f , g et h sont supposées de classe C1.
La définition de cône linéarisant s’étend au cas où on a des contraintes

d’égalité et d’inégalité.

Définition 7.4. Soit x ∈ X. On appelle cône linéarisant en x l’ensemble
L(x) défini par

L(x) = {v ∈ Rn | ∇hi(x)Tv = 0,∀i, i = 1, . . . , p, et

∇gj(x)Tv ≤ 0,∀j, j = 1, . . . , q, tel que gj est active en x}.
(18)

On a, de la même façon que précédemment, l’inclusion Tx(X) ⊂ L(x), pour
tout x ∈ X. La proposition suivante donne une condition suffisante pour avoir
l’égalité Tx(X) = L(x) (on dit qu’on a alors qualification des contraintes en x).

Proposition 7.2. (condition suffisante de qualification)
Soit x ∈ X. Si les vecteurs ∇fi(x), ∀i, i = 1, . . . , p, et ∇gj(x), pour tous

les indices j = 1, . . . , q, tels que gj est active en x, sont indépendants, alors
les contraintes d’égalité et d’inégalité h(x) = 0, g(x) ≤ 0, sont qualifiées en
x.

Pour obtenir les conditions nécessaires d’optimalité, on fait appel à une ver-
sion étendue du lemme de Farkas vu précédemment.
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Lemme 7.2. (lemme de Farkas étendu)
Soit K = {By + Cw | y ∈ Rm, y ≥ 0, w ∈ Rp} défini par B ∈ Rn×m,

et C ∈ Rn×p. Alors, pour tout g ∈ Rn, on a une et une seule des deux
alternatives suivantes :

1. g ∈ K,
2. il existe d ∈ Rn, d 6= 0, tel que gTd < 0, et BTd ≥ 0, CTd = 0.

Remarques :
— Les deux propriétés BTd ≥ 0, CTd = 0 sont équivalentes à zTd ≥

0, ∀z ∈ K.
— Comme précedemment, l’alternative 2 exprime le fait que l’on peut séparer

par un hyperplan (d’équation dTx = 0) l’ensemble convexe fermé K et
le vecteur g.

On peut énoncer le théorème de Karush-Kuhn-Tucker (KKT) donnant les
conditions nécessaires d’optimalité du premier ordre.

Théorème 7.2. (théorème KKT)
Soit x∗ ∈ X minimum local du problème (PX) vérifiant la condition suf-

fisante de qualification des contraintes h(x) = 0, g(x) ≤ 0 (proposition 7.2).
Alors il existe λ∗ = (λ∗1, . . . , λ

∗
p)
T ∈ Rp, et µ∗ = (µ∗1, . . . , µ

∗
q)
T ∈ Rq, µ∗j ≥

0, ∀j, j = 1, . . . , q, tel que

∇f(x∗) +
p∑
i=1

λ∗i∇hi(x∗) +
q∑
j=1

µ∗j∇gj(x∗) = 0, (19)

et
µ∗jgj(x

∗) = 0, ∀j = 1, . . . , q

(conditions de complémentarité).

Preuve : La démonstration se fait de la même façon que pour le théorème 7.1
en montrant que ∇f(x∗) appartient à l’ensemble convexe fermé K

K = {−
p∑
i=1

λi∇hi(x∗)−
∑

j|gj active en x∗

µj∇gj(x∗), ∀λi, ∀µj ≥ 0}.

Remarques :

1. Il est évident que les conditions nécessaires d’optimalité données par les
égalités (17) et (19) peuvent s’exprimer respectivement à l’aide des fonc-
tions de Lagrange

L(x, µ) = f(x) +

q∑
j=1

µjgj(x),
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et

L(x, λ, µ) = f(x) +

p∑
i=1

λihi(x) +

q∑
j=1

µjgj(x).

Les égalités (17) et (19) s’écrivent respectivement ∇xL(x
∗, µ∗) = 0, et

∇xL(x
∗, λ∗, µ∗) = 0.

2. Il est facile de voir que les conditions de complémentarité µ∗jgj(x
∗) =

0, ∀j = 1, . . . , q, peuvent s’écrire de manière concise µ∗Tg(x∗) = 0, du
fait que g(x∗) ≤ 0 et µ∗ ≥ 0.

Dans le cas où les fonctions f et g sont convexes et h affine, alors les condi-
tions nécessaires d’optimalité données par le théorème KKT sont aussi suffisantes.

Théorème 7.3. (CNS dans le cas convexe)
On suppose que les fonctions différentiables f , g sont convexes, que h

est affine, et que x∗ ∈ X vérifie la condition suffisante de qualification des
contraintes h(x) = 0, g(x) ≤ 0. Alors x∗ est solution du problème (PX) si et
seulement si l’égalité (19) est vérifiée (avec λ∗ ∈ Rp, µ∗ ∈ Rq, µ∗ ≥ 0) ainsi
que la condition de complémentarité µ∗Tg(x∗) = 0.

Preuve :
La preuve dans un sens est donnée par le théorème KKT (théorème 7.2). Il

suffit donc de montrer que si (x∗, λ∗, µ∗) vérifie les conditions données par le
théorème KKT, alors x∗ est solution du problème (PX).

Il est facile de voir que la fonction x 7→ L(x, λ∗, µ∗) est convexe. On remarque
ici que l’hypothèse h est affine permet de garantir la convexité de l’application
x 7→

∑p
i=1 λ

∗
ihi(x), ce qui n’aurait pas été possible en supposant uniquement

h convexe, car les coefficients λ∗i ne sont pas nécessairement positifs. L’égalité
(19) permet de conclure que

L(x∗, λ∗, µ∗) ≤ L(x, λ∗, µ∗), ∀x ∈ Rn,

car on a l’équivalence ∇xL(x
∗, λ∗, µ∗) = 0 ⇔ x∗ est le minimum de la fonc-

tion convexe x 7→ L(x, λ∗, µ∗). La condition de complémentarité et le fait que
x∗ ∈ X, implique L(x∗, λ∗, µ∗) = f(x∗). Par ailleurs, pour tout x ∈ X, on a∑p

i=1 λ
∗
ihi(x) +

∑q
j=1 µ

∗
jgj(x) ≤ 0, car h(x) = 0, g(x) ≤ 0 et µ∗ ≥ 0. On a

donc L(x, λ∗, µ∗) ≤ f(x), ∀x ∈ X. Le résultat est démontré.

7.3 Conditions nécessaires et suffisantes du second ordre

De la même façon que dans le cas du problème avec contrainte d’égalité (voir
théorème 3.2), les conditions nécessaires d’optimalité du second ordre expriment
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une propriété de la matrice hessienne ∇2
xxL(x

∗, λ∗, µ∗). Les fonctions f , g et h
sont supposées de classe C2.

Soit x∗ ∈ X un minimum local du problème (PX) et λ∗ ∈ Rp, µ∗ ∈ Rq, µ∗ ≥
0, des multiplicateurs vérifiant l’équation (19).

À partir du cône linéarisant L(x∗) (voir définition 7.4), on définit le sous-
ensemble C(x∗, λ∗, µ∗) appelé cône critique :

C(x∗, λ∗, µ∗) = {v ∈ Rn | v ∈ L(x∗) et

∇gj(x)Tv = 0 pour tout indice j tel que gj est active en x∗ et µ∗j > 0}.

Il faut noter que cet ensemble dépend non seulement de x∗ ∈ X mais également
des multiplicateurs des Lagrange λ∗ et µ∗ vérifiant l’égalité (19).

Théorème 7.4. (condition nécessaire d’optimalité du second ordre)
Soit x∗ ∈ X un minimum local du problème (PX) vérifiant la condition

suffisante de qualification des contraintes (proposition 7.2). Soient λ∗ ∈ Rp,
µ∗ ∈ Rq, µ∗ ≥ 0, des multiplicateurs de Lagrange vérifiant les conditions
nécessaires d’optimalité du premier ordre (théorème 7.2) associées à x∗. On
a alors

vT∇2
xxL(x

∗, λ∗, µ∗)v ≥ 0, ∀v ∈ C(x∗, λ∗, µ∗).

Cette condition nécessaire devient une condition suffisante pour que x∗ ∈ X
soit un minimum local, si l’inégalité précédente est remplacée par une inégalité
stricte pour tout v ∈ C(x∗, λ∗, µ∗), v 6= 0.

Théorème 7.5. (condition suffisante d’optimalité)
Soit x∗ ∈ X vérifiant la condition suffisante de qualification des contraintes

(proposition 7.2) et les conditions nécessaires d’optimalité du premier ordre
avec λ∗ ∈ Rp, µ∗ ∈ Rq, µ∗ ≥ 0, les multiplicateurs de Lagrange. Si

vT∇2
xxL(x

∗, λ∗, µ∗)v > 0, ∀v ∈ C(x∗, λ∗, µ∗), v 6= 0,

alors x∗ est un minimum local du problème (PX).

8 Dualité pour le problème d’optimisation avec

contraintes

L’approche par dualité du problème d’optimisation avec contraintes apporte
des informations intéressantes pour l’étude du problème et permet en outre de
définir de nouvelles méthodes numériques pour le calcul de la solution.
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Le théorème de Lagrange (théorème 3.1) montre qu’en un point optimum
x∗ on peut associer un multiplicateur de Lagrange λ∗ ∈ Rp tel que le gradient
de la fonction de Lagrange ∇xL(x

∗, λ∗) s’annule. La fonction de Lagrange L
(x, λ) 7→ L(x, λ) = f(x) + λTh(x) associe la fonction objectif et la contrainte
et permet de caractériser une solution x∗ du problème (PX) en tant que point
singulier de la fonction x 7→ L(x, λ∗), lorsque la variable λ (appelée aussi variable
duale) est fixée et égale à la valeur particulière λ∗.

Dans le cas de contraintes générales (égalités et inégalités), le théorème KKT
(théorème 7.2) généralise le théorème de Lagrange. En un point optimum x∗ on
peut associer deux multiplicateurs de Lagrange λ∗ ∈ Rp et µ∗ ∈ Rq

+, tels que le
gradient de la fonction de Lagrange ∇xL(x

∗, λ∗, µ∗) s’annule.

Problème primal

On peut formuler le problème (PX) à partir uniquement de la fonction de
Lagrange L : Rn × Rp × Rq

+ → R, L(x, λ, µ) = f(x) + λTh(x) + µTg(x).
Pour tout x ∈ Rn, on définit la fonction primale f(x) :

f(x) = sup
(λ,µ)∈Rp×Rq

+

L(x, λ, µ).

On voit facilement que

f(x) =

{
f(x) si x ∈ X
+∞ si x 6= X

On voit ainsi que
X = {x ∈ Rn | f(x) < +∞}.

L’ensemble des contraintes X est aussi appelé domaine admissible primal.
Le problème primal (PX) {

inf f(x)
x ∈ X

peut donc se formuler {
inf f(x)
x ∈ Rn

autrement dit

inf
x∈Rn

(
sup

(λ,µ)∈Rp×Rq
+

L(x, λ, µ)

)
(20)

(problème d’inf-sup).
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Le problème dual consiste à échanger ce problème d’inf-sup en un problème de
sup-inf.

Problème dual

Pour tout (λ, µ) ∈ Rp × Rq
+, on définit la fonction duale f ∗ :

f ∗(λ, µ) = inf
x∈Rn

L(x, λ, µ),

et X∗ le domaine admissible dual

X∗ = {(λ, µ) ∈ Rp × Rq
+ | f ∗(λ, µ) > −∞}.

Le problème dual est défini par {
sup f ∗(λ, µ)
(λ, µ) ∈ X∗

On montre facilement que X∗ est un ensemble convexe et que la fonction
duale f ∗ est concave.

Écartant le cas sans intérêt où X∗ = ∅, on a

sup
(λ,µ)∈X∗

f ∗(λ, µ) = sup
(λ,µ)∈Rp×Rq

+

f ∗(λ, µ),

et donc le problème dual peut se formuler

sup
(λ,µ)∈Rp×Rq

+

(
inf
x∈Rn

L(x, λ, µ)

)
(21)

(problème de sup-inf).

Quelle relation existe-t’il entre le problème primal (20) et le problème dual
(21) et dans quel cas y-a-t’il équivalence (dans un sens à préciser) des deux
problèmes ?

Voici quelques résultats généraux sur la dualité. Pour simplifier les nota-
tions on formule les résultats suivants en considérant une fonction de couplage
générique ϕ entre la variable primale x ∈ X et la variable duale y ∈ Y ,
(x, y) 7→ ϕ(x, y).

Le problème inf-sup
inf
x∈X

sup
y∈Y

ϕ(x, y)
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est appelé problème primal.
On dit que x ∈ X est une solution du problème primal si

sup
y∈Y

ϕ(x, y) = inf
x∈X

sup
y∈Y

ϕ(x, y),

autrement dit x ∈ X réalise l’inf de la fonction primale définie par x 7→ sup
y∈Y

ϕ(x, y).

De même, le problème sup-inf

sup
y∈Y

inf
x∈X

ϕ(x, y)

est appelé problème dual.
On dit que y ∈ Y est une solution du problème dual si

inf
x∈X

ϕ(x, y) = sup
y∈Y

inf
x∈X

ϕ(x, y),

autrement dit y ∈ Y réalise le sup de la fonction duale définie par y 7→
inf
x∈X

ϕ(x, y).

L’inégalité suivante entre le problème dual et le problème primal est toujours
vérifiée.

Proposition 8.1. (inégalité de dualité faible)
On a

sup
y∈Y

inf
x∈X

ϕ(x, y) ≤ inf
x∈X

sup
y∈Y

ϕ(x, y)

Preuve : Pour tout (x′, y′) ∈ X × Y, on a inf
x∈X

ϕ(x, y′) ≤ ϕ(x′, y′) et donc

sup
y∈Y

inf
x∈X

ϕ(x, y) ≤ sup
y∈Y

ϕ(x′, y). Le membre de gauche de cette inégalité étant

indépendant de x′ ∈ X, on déduit le résultat.

La différence inf
x∈X

sup
y∈Y

ϕ(x, y)− sup
y∈Y

inf
x∈X

ϕ(x, y) est appelé saut de dualité.

La notion de point-selle joue un rôle clé dans la dualité.

Définition 8.1. (point-selle)

Le couple (x, y) ∈ X×Y est un point-selle de ϕ sur X×Y si et seulement
si

ϕ(x, y) ≤ ϕ(x, y) ≤ ϕ(x, y), ∀(x, y) ∈ X × Y.
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Proposition 8.2. (caractérisation d’un point-selle)
Le couple (x, y) ∈ X×Y est un point-selle de ϕ sur X×Y si et seulement

si x est solution du problème primal, y est solution du problème dual, et

sup
y∈Y

inf
x∈X

ϕ(x, y) = ϕ(x, y) = inf
x∈X

sup
y∈Y

ϕ(x, y).

Preuve : Pour tout (x, y) ∈ X × Y, on a

inf
x∈X

ϕ(x, y) ≤ sup
y∈Y

inf
x∈X

ϕ(x, y) ≤ inf
x∈X

sup
y∈Y

ϕ(x, y) ≤ sup
y∈Y

ϕ(x, y), (22)

la seconde inégalité provenant de la dualité faible, les deux autres des définitions
de borne sup et borne inf.

Si (x, y) est un point-selle, les termes extrêmes de l’équation (22) sont donc
égaux puisque

ϕ(x, y) = inf
x∈X

ϕ(x, y) = sup
y∈Y

ϕ(x, y).

On a alors égalité partout dans (22). En particulier, l’égalité

inf
x∈X

ϕ(x, y) = sup
y∈Y

inf
x∈X

ϕ(x, y),

montre que y est solution du problème dual. L’égalité

inf
x∈X

sup
y∈Y

ϕ(x, y) = sup
y∈Y

ϕ(x, y),

montre que x est solution du problème primal. L’égalité du milieu montre que le
saut de dualité est égal à zéro.

Réciproquement : on constate qu’on a égalité partout dans (22). On a donc

ϕ(x, y) = inf
x∈X

ϕ(x, y)

et
sup
y∈Y

ϕ(x, y) = ϕ(x, y).

Le couple (x, y) est un point-selle.
Cette proposition montre que la propriété pour x ∈ X d’être associé à un

point y ∈ Y tel que le couple (x, y) est un point-selle de ϕ sur X × Y est plus
forte que la propriété d’être simplement solution du problème primal.

Revenons à la dualité donnée par la fonction de Lagrange L définie par
L(x, λ, µ) = f(x) + λTh(x) + µTg(x), avec x ∈ Rn variable primale et (λ, µ) ∈
Rp × Rq

+ variable duale.
Supposons que x soit solution du problème (PX). Dans quelles conditions

peut-on dire qu’un point dual (λ, µ) ∈ Rp × Rq
+ est tel que (x, λ, µ) est un

point-selle de la fonction de Lagrange L ?
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Proposition 8.3. Si x ∈ X est solution du problème (PX) et s’il existe
(λ, µ) ∈ Rp × Rq

+ tel que

f(x) = min
x∈Rn

L(x, λ, µ),

alors (x, λ, µ) est un point-selle de la fonction de Lagrange L.

Preuve :
On a f(x) ≤ L(x, λ, µ) = f(x) + µTg(x). Or µTg(x) ≤ 0 car µ ≥ 0

et g(x) ≤ 0. On en déduit µTg(x) = 0 et f(x) = L(x, λ, µ). Par ailleurs,
L(x, λ, µ) = f(x) + µTg(x), et donc L(x, λ, µ) ≤ f(x) = L(x, λ, µ) pour tout
(λ, µ) ∈ Rp × Rq

+. Le résultat est démontré.
Dans le cas convexe, les hypothèses de la proposition précédente sont satis-

faites.

Proposition 8.4. On suppose que les fonctions différentiables f , g sont
convexes, que h est affine, et que x ∈ X vérifie la condition suffisante de
qualification des contraintes h(x) = 0, g(x) ≤ 0. Alors x est un minimum
global (PX) si et seulement si (x, λ, µ) est un point-selle de la fonction de La-
grange L, où (λ, µ) ∈ Rp×Rq

+, sont des multiplicateurs de Lagrange vérifiant
les conditions d’optimalité données par le théorème KKT (théorème 7.2).

Preuve : On utilise la convexité de la fonction x 7→ L(x, λ, µ) qui implique
l’équivalence

L(x, λ, µ) = min
x∈Rn

L(x, λ, µ)⇔ ∇xL(x, λ, µ) = 0.

Pour conclure, on utilise la proposition précédente 8.3 ainsi que le théorème 7.3
(CNS dans le cas convexe).

9 Méthodes numériques pour l’optimisation

avec contraintes

9.1 Méthode du gradient projeté

On suppose que X est un ensemble convexe fermé.
La méthode du gradient projeté consiste simplement à modifier la méthode

du gradient (utilisée dans le cas du problème sans contraintes) de façon à garantir
qu’à chaque étape k, xk ∈ X.

L’itération est alors définie par

xk+1 = PX(xk − ρk∇f(xk)), (23)
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où PX est l’opérateur de projection sur l’ensemble convexe fermé X et ρk > 0
le pas de descente (qui peut être fixé ou dépendre de k).

Cette méthode est bien adaptée aux cas où l’opération de projection sur X
est simple à calculer. C’est le cas en particulier lorsque X est défini par des
contraintes de bornes : X = {x ∈ Rn | a ≤ x ≤ b}, avec a, b ∈ Rn.

Propriétés de la méthode du gradient projeté

Proposition 9.1. Soit dk = xk+1−xk, où xk+1 est défini par l’itération (23)
du gradient projeté. On a les propriétés suivantes :

1. Si dk 6= 0, alors dk est un direction de descente, c.-à-d. ∇f(xk)Tdk <
0.

2. Si dk = 0, alors ∇f(xk)T (y−xk) ≥ 0, ∀y ∈ X (xk vérifie les conditions
nécessaires et suffisantes d’optimalité dans le cas convexe).

3. xk + αdk ∈ X, ∀α ∈ [0, 1].

Preuve :

1. Le point projeté PX(xk − ρk∇f(xk)) vérifie l’inégalité

(xk−ρk∇f(xk)−PX(xk−ρk∇f(xk)))T (y−PX(xk−ρk∇f(xk))) ≤ 0, ∀y ∈ X.

Par définition de dk, on a donc

(dk + ρk∇f(xk))T (y − xk − dk) ≥ 0, ∀y ∈ X. (24)

En prenant y = xk, on a donc ∇f(xk)Tdk ≤ − 1
ρk
dTk dk < 0.

2. Se déduit de (24) avec dk = 0.

3. Sachant que xk, xk+1 ∈ X, le résultat est évident.

Résultats de convergence

Proposition 9.2. Soit X un convexe fermé et f une fonction de classe C1,
de gradient Lipschitz (constante de Lipschitz L > 0) et bornée inférieurement.
Alors la suite (xk) définie par la méthode du gradient projeté xk+1 = PX(xk−
ρk∇f(xk)), avec ρk ∈ [a, b] ⊂]0, 2

L
[, ∀k, vérifie

lim
k→+∞

(xk+1 − xk) = 0.

Tout point adhérent x∗ ∈ X de la suite (xk) vérifie la condition nécessaire
d’optimalité (théorème 2.8)

∇f(x∗)T (y − x∗), ∀y ∈ X.
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Preuve : On a

f(xk+1) ≤ f(xk) +∇f(xk)T (xk+1 − xk) +
L

2
‖xk+1 − xk‖2,

et donc f(xk+1) ≤ f(xk)− 1
ρk
‖dk‖2 + L

2
‖dk‖2, en utilisant la définition de dk et

la proposition précédente (voir preuve de la propriété 1.). On a donc

(
1

ρk
− L

2
)‖dk‖2 ≤ f(xk)− f(xk+1).

Si ρk ∈ [a, b] ⊂]0, 2
L
[, alors 1

ρk
− L

2
≥ 0. La série de terme général f(xk)−f(xk+1)

est donc positive. Cette série est convergente puisque ses sommes partielles Sl =∑l
k=0(f(xk) − f(xk+1)) = f(x0) − f(xl+1) sont majorées du fait que fonction

f est minorée. La série positive de terme général ‖dk‖2 est donc convergente et
lim

k→+∞
(xk+1 − xk) = 0.

Pour tout point d’adhérence x∗ de la suite (xk), on peut extraire une sous-
suite (que l’on note également (xk)) qui converge vers x∗. Du fait que ρk ∈
[a, b],∀k, la suite (ρk) converge également vers une valeur ρ∗ ∈ [a, b] (quitte à
considérer une sous-suite de (ρk) et donc à nouveau une sous-suite de (xk)). On
a également lim

k→+∞
xk+1 = x∗ du fait que lim

k→+∞
(xk+1 − xk) = 0. Par passage à

la limite de l’égalité
xk+1 = PX(xk − ρk∇f(xk)),

on a donc
x∗ = PX(x

∗ − ρ∗∇f(x∗)).

Par définition de l’opérateur de projection, on a donc

(x∗ − (x∗ − ρ∗∇f(x∗)))T (y − x∗) ≥ 0, ∀y ∈ X,

et donc ∇f(x∗)T (y − x∗) ≥ 0, ∀y ∈ X.

Si la fonction f est de plus elliptique, on a le résultat suivant.

Proposition 9.3. Soit X un convexe fermé et f une fonction de classe C1,
elliptique (constante d’ellipticité α > 0), de gradient Lipschitz (constante de
Lipschitz L > 0) et bornée inférieurement. Alors la suite (xk) définie par la
méthode du gradient projeté xk+1 = PX(xk − ρk∇f(xk)), avec ρk ∈ [a, b] ⊂
]0, 2α

L
[, ∀k, converge vers la solution unique x∗ du problème (PX).

Preuve : On utilise l’égalité x∗ = PX(x
∗ − ρk∇f(x∗)), vérifiée par la solution

unique x∗ du problème (PX) (voir preuve précédente). Utilisant la propriété que

45



PX est contractante et les propriétés de la fonction f , on obtient facilement
l’inégalité

‖xk+1 − x∗‖2 ≤ (1 + Lρ2k − 2ρkα)‖xk − x∗‖2.
Si on prend ρk ∈ [a, b] ⊂]0, 2α

L
[, ∀k, on a alors

‖xk+1 − x∗‖ ≤ κ‖xk − x∗‖,

avec κ ∈]0, 1[. La suite (xk) converge donc vers x∗.

9.2 Méthode SQP

La méthode SQP (en anglais Sequential Quadratic Programming) peut se
définir comme une méthode de Newton appliquée à la résolution du système
d’optimalité dans le cas général où l’ensemble de contraintes X n’est pas l’espace
Rn entier. On se limite ici au cas où les contraintes sont du type égalité h(x) = 0,
mais cette méthode est aussi applicable au cas des contraintes d’inégalité g(x) ≤
0 et plus généralement mixte (égalité et inégalité).

On considère donc le problème (PX) avec X = {x ∈ Rn |h(x) = 0}, où
h : Rn → Rp.

Les conditions nécessaires d’optimalité du premier ordre pour x∗ ∈ X mini-
mum local de (PX) sont données par{

∇xL(x
∗, λ∗) = 0

∇λL(x
∗, λ∗) = 0

où L(x, λ) = f(x) + λTh(x) est la fonction de Lagrange associée au problème
(PX) et λ∗ ∈ Rp un multiplicateur de Lagrange associé à x∗.

Le couple (x∗, λ∗) apparâıt ainsi comme une solution du système{
∇f(x) + Jh(x)Tλ = 0

h(x) = 0
(25)

de n+ p équations à n+ p inconnues (les couples (x, λ)).
Il s’agit donc de résoudre le système (25). On peut pour cela faire appel

à la méthode de Newton qui offre des propriétés de convergence intéressantes
(convergence quadratique).

Rappel et remarque :

1. L’algorithme de Newton appliquée à la résolution d’un système général
F (z) = 0, de m équations à m inconnues (z ∈ Rm), est basé sur la
linéarisation de la fonction F autour d’un point courant zk

F (zk+1) ≈ F (zk) + JF (zk)(zk+1 − zk).
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L’égalité F (zk)+JF (zk)(zk+1−zk) = 0 définit ainsi l’itération de Newton

zk+1 = zk − (JF (zk))
−1F (zk)

(on suppose ici que la matrice jacobienne JF (zk) est inversible).

2. Il faut remarquer que si la fonction F (z) est de la forme ∇φ(z) avec φ :
Rm → R, on retrouve l’itération de Newton associée au problème d’op-
timisation (voir équation (12)) min

z∈Rm
φ(z) (il faut noter que J(∇φ)(z) =

∇2φ(z)).

L’itération de Newton appliquée au système (25) donnant (xk+1, λk+1) à
partir de (xk, λk) conduit donc à considérer le système

Hk

(
xk+1 − xk
λk+1 − λk

)
= −

(
∇xL(xk, λk)

h(xk)

)
, (26)

où Hk est la matrice jacobienne du système (25) au point (xk, λk). La matrice
Hk est donnée par

Hk =

(
∇2
xxL(xk, λk) Jh(xk)

T

Jh(xk) 0

)
.

On est amené à se poser la question de l’inversibilité de la matrice Hk du système.

Un résultat classique d’algèbre linéaire (vu en TD) montre que si A ∈ Rn×n

symétrique est définie positive sur le sous-espace vectoriel ker(B), où B ∈ Rp×n

est de rang égal à p, alors la matrice M =

(
A BT

B 0

)
est inversible.

Ces propriétés sont vérifiées pour A = ∇2
xxL(x

∗, λ∗) et B = Jh(x∗) lorsque
(x∗, λ∗) vérifie les conditions suffisantes d’optimalité du second ordre données
par le théorème 3.3. Pour (xk, λk) suffisamment proche de (x∗, λ∗), on peut
supposer que ces propriétés sont également vérifiées.

En posant dk = xk+1 − xk, le système (26) devient{
∇2
xxL(xk, λk)dk + Jh(xk)

T (λk+1 − λk) = −∇xL(xk, λk)
Jh(xk)dk = −h(xk)

(27)

En éliminant de la première ligne le terme −Jh(xk)Tλk qui apparâıt à gauche et
à droite de l’égalité, on obtient le système{

∇2
xxL(xk, λk)dk + Jh(xk)

Tλk+1 = −∇f(xk)
Jh(xk)dk = −h(xk)

(28)
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Il est remarquable d’observer que ce système exprime les conditions nécessaires
d’optimalité du problème

min
d∈Xk

qk(d)

où qk est la fonction quadratique

qk(d) =
1

2
dT∇2

xxL(xk, λk)d+∇f(xk)Td,

et Xk = {d ∈ Rn | Jh(xk)d+h(xk) = 0}. La variable λk+1 du système (28) joue
le rôle de multiplicateur de Lagrange associé à la solution du problème min

d∈Xk

qk(d).

La méthode SQP consiste donc à résoudre une suite de problèmes quadra-
tiques min

d∈Xk

qk(d) avec des contraintes linéaires.

Algorithme SQP

(x0, λ0) donné

tant que le critère d’arrêt n’est pas satisfait

. calcul de la solution (dk, λk+1) du système (28),

. xk+1 = xk + dk,

. k = k + 1

fin tant que

Convergence de l’algorithme

Proposition 9.4. Soit x∗ ∈ X est un minimum local du problème (PX).
Sous les hypothèses que

— x∗ est régulier (voir définition 3.1),
— le couple (x∗, λ∗) satisfait les conditions d’optimalité du premier ordre

et les conditions suffisantes d’optimalité du second ordre données par
le théorème 3.3,

— les fonction f et h sont de classe C2 et de dérivées secondes lipschit-
ziennes,

alors si le couple (x0, λ0) est suffisamment proche de (x∗, λ∗), la suite ((xk, λk))
générée par l’algorithme SQP converge quadratiquement vers (x∗, λ∗).
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9.3 Méthode d’Uzawa

La méthode d’Uzawa est basée sur la résolution du problème dual.
On se place dans le cas où la fonction f est convexe et l’espace des contraintes

X de type inégalités g(x) ≤ 0 avec g convexe (les fonctions f et g sont de classe
C1).

D’après la proposition 8.4 on sait qu’un minimum global x∗ est associé à
un multiplicateur de Lagrange µ∗ ≥ 0 tel que le couple (x∗, µ∗) est un point-
selle de la fonction de Lagrange L(x, µ) = f(x) + µTg(x). Ceci légitime le fait
d’envisager une approche duale du problème.

On peut également considérer le cas de contraintes d’égalités h(x) = 0 avec
h affine de façon à conserver la convexité de X et la convexité de la fonction de
Lagrange par rappport à la variable x.

On rappelle le problème dual :

sup
µ∈Rq

+

inf
x∈Rn

L(x, µ).

Le problème dual consiste donc à chercher le sup (en fait le max) de la fonction
duale f ∗(µ) = inf

x∈Rn
L(x, µ).

L’algorithme d’Uzawa est basé la structure sup-inf du problème dual. Il se
décompose en deux étapes :

1. à partir d’une valeur courante µk ∈ Rq
+, calcul de xk ∈ Rn solution de

inf
x∈Rn

L(x, µk),

2. réalisation d’une itération de l’algorithme du gradient projeté pour la fonc-
tion duale f ∗(µ) à partir du point µk de façon à faire crôıtre la valeur de
celle-ci (f ∗(µk+1) > f ∗(µk) : on cherche de fait le max de la fonction
duale).

L’étape 2. de l’algorithme nécessite le calcul du gradient de la fonction duale
∇f ∗(µ) au point µk. Sachant que par définition f ∗(µ) = inf

x∈Rn
L(x, µ), on a le

résultat suivant.

Proposition 9.5. Pour tout µ ∈ Rq
+, on a

∇f ∗(µ) = g(x(µ)),

où x(µ) est la solution (qu’on suppose unique) de l’équation ∇xL(x, µ) = 0.
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Preuve :
On dérive par rapport à la variable µ l’égalité f ∗(µ) = L(x(µ), µ). On a

∇f ∗(µ) = ∇µL(x(µ), µ)+Jx(µ)
T∇xL(x(µ), µ). Sachant que ∇xL(x(µ), µ) =

0, et ∇µL(x(µ), µ) = g(x(µ)), on obtient le résultat.

Pour l’étape 2. de l’algorithme, on utilise donc l’égalité ∇f ∗(µk) = g(xk).

Algorithme d’Uzawa

Soit ρ > 0 fixé , k = 0 et µ0 ≥ 0 donné

tant que le critère d’arrêt n’est pas satisfait

. calcul de xk solution du problème inf
x∈Rn

L(x, µk),

. µk+1 = PRq
+
(µk + ρkg(xk)) avec ρk > 0

. k = k + 1

fin tant que

Supposons que le couple (x∗, µ∗) avec µ∗ ≥ 0, soit un point-selle de la
fonction de Lagrange. On a alors

L(x∗, µ) ≤ L(x∗, µ∗) ≤ L(x, µ∗), ∀(x, µ) ∈ Rn × Rq
+.

L’inégalité de gauche montre que (µ−µ∗)Tg(x∗) ≤ 0, ∀µ ∈ Rq
+, qu’on peut

reformuler
(µ− µ∗)T ((µ∗ + ρkg(x

∗))− µ∗) ≤ 0, ∀µ ∈ Rq
+,

avec ρk > 0. Cette inégalité montre que

µ∗ = PRq
+
(µ∗ + ρkg(x

∗)), (29)

par définition et unicité de la projection sur un ensemble convexe (ici Rq
+). On

voit ainsi que µ∗ est un point fixe de l’itération de l’étape 2. de l’algorithme
d’Uzawa.

Résultat de convergence

Proposition 9.6. On suppose que la fonction f est elliptique (constante
d’ellipticité α > 0), que la fonction g est convexe et Lipschitz (constante de
Lipschitz M > 0) et que la solution x∗ ∈ X du problème (PX) vérifie la
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condition suffisante de qualification des contraintes g(x) ≤ 0. Alors la suite
(xk) définie par l’algorithme d’Uzawa avec ρk ∈ [a, b] ⊂]0, 2α

M2 [, ∀k, converge
vers x∗.

Preuve :
La condition d’optimalité de x∗ est donnée par

∇f(x∗) + Jg(x∗)Tµ∗ = 0, (30)

avec µ∗ ≥ 0. Par ailleurs, la convexité de g implique

g(x) ≥ g(x∗) + Jg(x∗)(x− x∗), ∀x ∈ Rn

(inégalité sur toutes les composantes des vecteurs). Sachant que µ∗ ≥ 0, on
a donc (x − x∗)TJg(x∗)Tµ∗ ≤ (g(x) − g(x∗))Tµ∗. Utilisant l’égalité (30) et
l’inégalité précédente, on déduit

∇f(x∗)T (x− x∗) + (g(x)− g(x∗))Tµ∗ ≥ 0, ∀x ∈ Rn. (31)

Le point xk solution du problème inf
x∈Rn

L(x, µk), vérifie également l’égalité (30)

∇f(xk) + Jg(xk)
Tµk = 0,

de laquelle on déduit de la même façon

∇f(xk)T (x− xk) + (g(x)− g(xk))Tµk ≥ 0, ∀x ∈ Rn. (32)

En prenant x = xk dans l’inéquation (31) et x = x∗ dans l’inéquation (32) et en
combinant les deux expressions on obtient

(∇f(xk)−∇f(x∗))T (xk − x∗) ≤ −(g(xk)− g(x∗))T (µk − µ∗).
L’ellipticité de la fonction f donne alors

α‖xk − x∗‖2 ≤ −(g(xk)− g(x∗))T (µk − µ∗). (33)

Sachant que le couple (x∗, µ∗) est un point-selle (voir proposition 8.4), on a
l’égalité (29). Grâce à la propriété de contraction de la projection PRq

+
on a

‖µk+1 − µ∗‖2 ≤ ‖(µk − µ∗) + ρk(g(xk)− g(x∗))‖2.
En développant le second membre de cette inégalité et en utilisant l’inégalité
(33) ainsi que l’inégalité de Lipschitz vérifiée par la fonction g, on obtient

‖µk+1 − µ∗‖2 ≤ ‖µk − µ∗‖2 − 2ρkα‖xk − x∗‖2 + ρ2kM
2‖xk − x∗‖2.

On a donc

ρk(2α− ρkM2)‖xk − x∗‖2 ≤ ‖µk − µ∗‖2 − ‖µk+1 − µ∗‖2.
Sachant que ρk(2α− ρkM2) ≥ a(2α− bM2) > 0, on déduit que la suite (‖µk−
µ∗‖) est décroissante et donc convergente (puisque minorée par 0). L’inégalité
a(2α−bM2)‖xk−x∗‖2 ≤ ‖µk−µ∗‖2−‖µk+1−µ∗‖2, montre que (xk) converge
vers x∗.
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9.4 Méthodes de pénalisation

52


