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Ce doument sert de support au ours Courbes et Surfaes donn�e atuellement endeuxi�eme ann�ee de Master SMIS (Master Professionnel M3I). Il pr�esente une introdution�a la th�eorie des fontions splines et leur utilisation pour la repr�esentation de ourbes etsurfaes en mod�elisation g�eom�etrique et en CAO. A�n de r�eduire le volume dudoument les r�esultats sont g�en�eralement pr�esent�es sans d�emonstrations.
1 Espae des fontions splinesPour repr�esenter des ourbes et des surfaes une premi�ere id�ee naturelle onsiste �a uti-liser les fontions polynomiales qui ont l'avantage d'être simples �a aluler et permettentde repr�esenter (ou approher) un ensemble de formes relativement important. Cependant,on sait que les variations des fontions polynomiales peuvent être tr�es importantes d�es queleur degr�e augmente. Ce omportement limite leur utilisation en CAO et en mod�elisationg�eom�etrique o�u il est important de pouvoir ontrôler la r�egularit�e des formes. Une alter-native int�eressante est donn�ee par l'espae des polynômes par moreaux qui d'unepart enrihit l'espae des polynômes en o�rant plus de degr�e de libert�e et d'autre part,omme on la verra dans e ours, permet de mieux ontrôler la r�egularit�e des fontionset d'obtenir en partiulier des formes lisses.1.1 Espae des polynômes par moreauxSoit [a; b℄ un intervalle born�e de IR et �k = fx1; : : : ; xkg un ensemble de k pointsdistints de ℄a; b[; ave a < x1 < : : : < xk < b. Notons a = x0, b = xk+1; et m 2 IN; m � 1:D�e�nition 1.1 L'espae des fontions splines d'ordre m not�e Sm(�k) est l'espae desfontions d�e�nies sur [a; b℄ telles que leur restrition �a haque intervalle Ii = [xi; xi+1[; i =0; : : : ; k; est un polynôme de degr�e (m�1) et qui ont des d�eriv�ees ontinues jusqu'�a l'ordre(m� 2) en haque point xi; i = 1; : : : ; k:Globalement les fontions splines de Sm(�k) sont don des fontions ontinûmentdi��erentiables jusqu'�a l'ordre (m� 2) (fontions de lasse Cm�2) si m � 2. Pour m = 1, ils'agit par onvention de l'espae des fontions onstantes par moreaux et �eventuellementdisontinues aux points xi; i = 1; : : : ; k:On montre que dim(Sm(�k)) = m + k: (1.1)G�en�eralisationOn note M = (m1; : : : ; mk) le k-uplet de INk ave 1 � mi � m; pour i = 1; : : : ; k:D�e�nition 1.2 L'espae Sm(�k;M) est l'espae des fontions d�e�nies sur [a; b℄ tellesque leur restrition �a haque intervalle Ii = [xi; xi+1[; i = 0; : : : ; k; est un polynôme dedegr�e (m � 1) et qui ont des d�eriv�ees ontinues jusqu'�a l'ordre (m � 1 �mi) en haquepoint xi; i = 1; : : : ; k:
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On remarque que si mi = 1 pour tout i, on retrouve l'espae Sm(�k) d�e�ni plus haut.Si mi = m, les fontions peuvent être disontinues au point xi:On montre que dim(Sm(�k;M)) = m+ kXi=1mi: (1.2)1.2 Base de Sm(�k)Il est lair que l'espae Pm�1 des polynômes de degr�e (m� 1) est inlus dans Sm(�k):Pour tout k 2 IN; on d�e�nit la fontion puissane tronqu�eexk+ = ( xk si x � 00 si x < 0. (1.3)Pour k � 1; sa d�eriv�ee est donn�ee par(xk+)0 = ( kxk�1 si x � 00 si x < 0: (1.4)Pour k � 2, la fontion x 7! xk+ est don ontinûment d�erivable au point x = 0: Lad�eriv�ee d'ordre (k � 1) de la fontion x 7! xk+ est ontinue et est donn�ee par (xk+)(k�1) =k! x+.On d�e�nit de la même fa�on la fontion puissane tronqu�ee translat�ee : soit y �x�e(x� y)k+ = ( (x� y)k si x � y0 si x < y. (1.5)Consid�erons alors les fontions x 7! (x�xi)m�1+ ; i = 1; : : : ; k: Ces fontions sont ontinûmentd�erivables jusqu'�a l'ordre (m� 2) et appartiennent don �a l'espae Sm(�k):On a le r�esultat suivant :Proposition 1.1 Une base de Sm(�k) est donn�ee parf1; x; x2; : : : ; xm�1g [ f(x� x1)m�1+ ; (x� x2)m�1+ ; : : : ; (x� xk)m�1+ g: (1.6)Pour l'espae Sm(�k;M), on a le r�esultat suivant :Proposition 1.2 Une base de Sm(�k;M) est donn�ee parf1; x; x2; : : : ; xm�1g S f (x� x1)m�1+ ; : : : ; (x� x1)m�m1+ ;(x� x2)m�1+ ; : : : ; (x� x2)m�m2+ ;: : :(x� xk)m�1+ ; : : : ; (x� xk)m�mk+ g: (1.7)
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2 Les fontions B-splinesDans la pratique on utilise d'autres bases des espaes Sm(�k) et Sm(�k;M). Il s'agitdes bases obtenues par les fontions B-splines qui ont l'avantage d'avoir un support om-pat et de meilleures propri�et�es num�eriques.Nous allons d�e�nir les fontions B-splines �a partir de la di��erene divis�ee de la fontionpuissane tronqu�ee. Pour ela, il onvient de rappeler la d�e�nition de la di��erene divis�eed'une fontion.2.1 Di��erene divis�ee d'une fontionConsid�erons d'abord k + 1 valeurs distintes de IR, u0; u1; : : : ; uk; et f une fontionr�eelle d�e�nie sur IR. Notons pk(x) = Pkj=0 �jxj, le polynôme de Pk qui interpole f auxpoints ui; .-�a-d. tel que pk(ui) = f(ui); pour i = 0; : : : ; k: On sait que e polynôme estunique.D�e�nition 2.1 On appelle di��erene divis�ee d'ordre k de f au points ui; i = 0; : : : ; k;que l'on note [u0; : : : ; uk℄f , le oeÆient �k de xk du polynôme d'interpolation pk 2 Pk def aux points ui; i = 0; : : : ; k.Les formules de Cramer donnent diretement l'expression de [u0; : : : ; uk℄f:On a
[u0; : : : ; uk℄f =

1 u0 � � � uk�10 f(u0)1 u1 � � � uk�11 f(u1)... ... ... ...... ... ... ...1 uk � � � uk�1k f(uk)1 u0 � � � uk�10 uk01 u1 � � � uk�11 uk1... ... ... ...... ... ... ...1 uk � � � uk�1k ukk
(2.1)

La formule (2.1) se g�en�eralise au as o�u les points ui sont onfondus. Consid�eronsd'abord le as u0 = u1 et supposons que la fontion f soit d�erivable en u0. Par passage �ala limite lorsque u1 ! u0; la formule (2.1) onduit �a poser
[u0; u0; u2; : : : ; uk℄f =

1 u0 � � � uk�10 f(u0)0 1 � � � (k � 1)uk�20 f 0(u0)1 u2 � � � uk�12 f(u2)... ... ... ...1 uk � � � uk�1k f(uk)1 u0 � � � uk�10 uk00 1 � � � (k � 1)uk�20 kuk�101 u2 � � � uk�12 uk2... ... ... ...1 uk � � � uk�1k ukk
(2.2)
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On obtient ette expression en d�erivant les seondes lignes des d�eterminants au num�erateuret au d�enominateur par rapport �a la variable u1: Pour des valeurs u0; u2; : : : ; uk distintes,on montre que le d�eterminant au d�enominateur (d�eterminant de Vandermonde g�en�eralis�e)est distint de 0.Exemple pour k = 1 [u0; u0℄f = 1 f(u0)0 f 0(u0)1 u00 1 = f 0(u0):Pour trois points onfondus u0 = u1 = u2; et en supposant la fontion f deux foisdi��erentiable en u0, la formule (2.2) devient
[u0; u0; u0; u3; : : : ; uk℄f =

1 u0 � � � � � � uk�10 f(u0)0 1 2u0 � � � (k � 1)uk�20 f 0(u0)0 0 2 � � � (k � 1)(k � 2)uk�30 f 00(u0)1 u3 � � � � � � uk�13 f(u3)... ... ... ...1 uk � � � � � � uk�1k f(uk)1 u0 � � � � � � uk�10 uk00 1 2u0 � � � (k � 1)uk�20 kuk�100 0 2 � � � (k � 1)(k � 2)uk�30 k(k � 1)uk�201 u3 � � � � � � uk�13 uk3... ... ... ...1 uk � � � � � � uk�1k ukk
(2.3)

La d�e�nition se g�en�eralise ais�ement �a un nombre quelonque de points onfondus.On voit que dans e as-l�a, la di��erene divis�ee est donn�ee par le oeÆient �k de xk dupolynôme d'interpolation pk 2 Pk d�e�ni par des onditions d'interpolation sur les d�eriv�eessuessives de la fontion f aux points ui (onditions d'Hermite).2.2 Propri�et�e de la di��erene divis�eeFormule de r�eurreneSi ui 6= uj, on a une formule de r�eurrene qui donne la di��erene divis�ee d'ordre k�a partir de la di��erene de deux di��erenes divis�ees d'ordre k � 1. Cette r�eurrene peutd'ailleurs servir �a d�e�nir la di��erene divis�ee dans le as de points distints.[u0; u1; : : : ; uk℄f = [u0; u1; : : : ; ui�1; ui+1; : : : ; uk℄f � [u0; u1; : : : ; uj�1; uj+1; : : : ; uk℄fuj � ui :(2.4)Invariane par permutation des indies6



Pour toute permutation � sur l'ensemble des indies f0; : : : ; kg, on a[u0; u1; : : : ; uk℄f = [u�(0); u�(1); : : : ; u�(k)℄f: (2.5)Autre expression de la di��erene divis�ee pour des points distintsSi les points ui; i = 0; : : : ; k; sont distints, on peut exprimer le polynôme d'interpo-lation pk �a l'aide de la base de Lagrange. En identi�ant les oeÆients de xk, on obtientalors la la formule suivante :[u0; u1; : : : ; uk℄f = kXi=0 f(ui)kYj = 0j 6= i (ui � uj) : (2.6)
Relation ave la d�eriv�ee k-i�eme de fSi la fontion f est d�erivable �a l'ordre k, il existe � 2℄ mini(ui);maxi(ui)[ tel que[u0; u1; : : : ; uk℄f = f (k)(�)k! : (2.7)En partiulier si u0 = : : : = uk; alors [u0; u0; : : : ; u0℄f = f(k)(u0)k! :Di��erene divis�ee d'ordre k d'un polynôme de degr�e (k � 1)Si p 2 Pk�1, la formule (2.7) implique[u0; u1; : : : ; uk℄p = 0: (2.8)2.3 D�e�nition des fontions B-splinesPour m � 1, onsid�erons m + 1 points ordonn�es ui � ui+1 � : : : � ui+m; ertainspoints pouvant être onfondus.Si ui < ui+m; on poseQmi (x) = (�1)m[ui; : : : ; ui+m℄(x� u)m�1+ : (2.9)La di��erene divis�ee d'ordre m est appliqu�ee �a la fontion u 7! (x� u)m�1+ , la variable xrestant �x�ee. L'expression ainsi d�e�nie est une fontion qui d�epend de x.Si tous les points uj; j = i; : : : ; i +m sont onfondus, on pose Qmi (x) = 0; 8x 2 IR:Par d�e�nition, la fontion x 7! Qmi (x) est la fontion B-spline d'ordre m bas�ee sur lespoints ui; : : : ; ui+m (qu'on appelle aussi noeuds). Il est lair que la fontion Qmi d�ependdes valeurs des noeuds ui; : : : ; ui+m: 7



2.4 Propri�et�es des fontions B-splinesSi l'on regroupe les m + 1 valeurs nodales ui � ui+1 � : : : � ui+m qui d�e�nissent lafontion B-spline Qmi par paquets de valeurs identiques, on obtient d valeurs distintes�1 < : : : < �d: Chaque valeur �j est r�ep�et�ee mj fois dans la liste ui � ui+1 � : : : � ui+m;ave 1 � mj � m et Pdj=1mj = m+ 1.Le d�eveloppement par rapport �a la derni�ere olonne du d�eterminant au num�erateurde l'expression (2.1) de la di��erene divis�ee montre que Qmi est de la formeQmi (x) = dXj=1 mjXk=1�jk(x� �j)m�k+ : (2.10)R�egularit�e et supportL'expression (2.10) montre que la fontion Qmi est un polynôme de degr�e (m� 1) surhaque intervalle [�j; �j+1℄; j = 1; : : : ; d� 1:Pour x < �1; les fontions puissanes tronqu�ees sont toutes nulles et don Qmi (x) =0: Pour x > �d, la d�e�nition de Qmi (x) montre que la di��erene divis�ee d'ordre m estappliqu�ee �a un polynôme de degr�e (m � 1) et don Qmi (x) = 0: Le support de Qmi estdon ontenu dans l'intervalle [ui; ui+m℄:La formule de r�eurrene donn�ee plus loin (�equation (2.13)) montre que Qmi (x) > 0pour x 2℄ui; ui+m[: On a don supp(Qmi ) = [ui; ui+m℄:Les d�eriv�ees de Qmi en haque point �j sont ontinues jusqu'�a l'ordre (m�1�mj): Onmontre de plus que les oeÆients �jmj ; j = 1; : : : ; d dans la formule (2.10) sont distintsde z�ero.Multipliit�e maximale des noeudsIl s'agit du as d = 2 : on a uniquement deux valeurs distintes de noeuds.Il y a deux possibilit�es.Soit m1 = m et m2 = 1; e qui orrespond �a ui = : : : = ui+m�1 < ui+m. On obtientdans e as Qmi (x) = ( (ui+m�x)m�1(ui+m�ui)m si ui � x < ui+m0 sinon. (2.11)Soit m1 = 1 et m2 = m; e qui orrespond �a ui < ui+1 = : : : = ui+m, et on obtientQmi (x) = ( (x�ui)m�1(ui+m�ui)m si ui � x < ui+m0 sinon. (2.12)8



RemarqueDans le as de multipliit�e maximale des noeuds, par exemple ui = ui+1 = : : : =ui+m�1; la formule qui d�e�nit Qmi fait intervenir la d�eriv�ee d'ordre (m� 1) de la fontionu 7! (x � u)m�1+ . Pour x = ui; la d�eriv�ee d'ordre (m � 1) n'est pas d�e�nie et on a uned�eriv�ee �a gauhe distinte de la d�eriv�ee �a droite. Pour e point on prend par d�e�nition lad�eriv�ee �a droite donn�ee par (�1)m�1(m� 1)!Formule de r�eurreneOn a la formule de r�eurreneQmi (x) = (x� ui)Qm�1i (x) + (ui+m � x)Qm�1i+1 (x)(ui+m � ui) : (2.13)Dans ette formule, il faut onsid�erer que Qm�1i est la fontion B-spline d'ordre (m�1)bas�ee sur les noeuds ui; : : : ; ui+m�1; et Qm�1i+1 est la fontion B-spline d'ordre (m � 1)bas�ee sur les noeuds ui+1; : : : ; ui+m (voir la d�e�nition g�en�erale (2.9)). Cette formule peutd'ailleurs servir �a d�e�nir les fontions B-splines par r�eurrene sur l'ordre m:D�eriv�ee de QmiPour m > 1, on a ddxQmi (x) = (m� 1)Qm�1i (x)�Qm�1i+1 (x)(ui+m � ui) : (2.14)
B-spline normalis�eeOn normalise la fontion Qmi de la fa�on suivanteNmi (x) = (ui+m � ui)Qmi (x): (2.15)La formule de r�eurrene pour les B-splines normalis�ees devientNmi (x) = (x� ui)(ui+m�1 � ui)Nm�1i (x) + (ui+m � x)(ui+m � ui+1)Nm�1i+1 (x): (2.16)La formule de d�erivation s'�eritddxNmi (x) = (m� 1) " Nm�1i (x)(ui+m�1 � ui) � Nm�1i+1 (x)(ui+m � ui+1)# : (2.17)Partition de l'unit�e 9



Consid�erons la suite in�nie ordonn�ee de noeuds : : : � uj�m+1 � uj�m+2 � : : : � uj <uj+1 � : : : � uj+m:::; ave uj < uj+1:Pour tout x 2 [uj; uj+1℄, on a la formule dite de partition de l'unit�eXi Nmi (x) = 1: (2.18)Dans ette formule, l'indie de sommation i est pris sur l'ensemble �ni des valeurs pourlesquelles la fontion orrespondante Nmi est non nulle sur l'intervalle [uj; uj+1℄. Dans l'in-tervalle [uj; uj+1℄, on a m fontions Nmi non nulles. Il s'agit des fontions Nmj�m+1; : : : ; Nmj :Pour tout x 2 [uj; uj+1℄, la formule de partition de l'unit�e s'�erit donXi Nmi (x) = jXi=j�m+1Nmi (x) = 1: (2.19)Plus g�en�eralement, pour tout x 2 [uj; uj+1℄, on a la formule suivantejXi=j�m+1 m�1Yk=1 (ui+k � y)Nmi (x) = (x� y)m�1: (2.20)En �egalant les oeÆients des puissanes suessives de y, on obtient l'expression desmonômes xk, k = 0; : : : ; (m � 1); sous forme de ombinaisons lin�eaires des fontions B-splines d'ordre m: On dit que l'on a reprodution des polynômes de degr�e (m� 1) par lesfontions B-splines d'ordre m: En partiulier, on obtient les �egalit�esjXi=j�m+1 m�1Xk=1 ui+km� 1 Nmi (x) = x; (2.21)et jXi=j�m+1 (m�1Yk=1 ui+k)Nmi (x) = xm�1: (2.22)Noeuds �equidistantsConsid�erons des noeuds entiers ui = i, ave i 2 IN:�A partir de la d�e�nition (2.9), on obtientQm0 (x) = (�1)m[0; 1; : : : ; m℄(x� u)m�1+ : (2.23)Cette fontion est appel�ee B-spline de r�ef�erene d'ordre m. On la note simplementQm(x): De même, la B-spline normalis�ee de r�ef�erene d'ordre m est d�e�nie par Nm0 (x) =mQm(x) et est not�ee Nm(x):Pour tout i 2 IN, on montre que la B-spline Nmi (x) s'exprime �a partir de Nm(x): Ona Nmi (x) = Nm(x� i): (2.24)Pour les formules de r�eurrene et de d�erivation, on obtientNm(x) = xNm�1(x) + (m� x)Nm�1(x� 1)m� 1 ; (2.25)et 10



ddxNm(x) = Nm�1(x)�Nm�1(x� 1): (2.26)La B-spline de r�ef�erene est sym�etrique par rapport au point m2 milieu de [0; m℄:Quelques valeurs de fontions B-splines �a onnâ�treLa fontion N1 est donn�ee parN1(x) = ( 1 si x 2 [0; 1[0 sinon. (2.27)La r�eurrene (2.25) montre que la fontion N2 est la fontion hapeau d�e�nie surl'intervalle [0; 2℄ par : N2(x) = 8><>: x si x 2 [0; 1℄2� x si x 2 [1; 2℄0 sinon. (2.28)�A l'aide de la sym�etrie des fontions, des formules de partition de l'unit�e et der�eurrene, on obtient failement les valeurs partiuli�eres :N3(1) = N3(2) = 12 ; N4(1) = N4(3) = 16 ; N4(2) = 23 :
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Fig. 1 { B-splines de r�ef�erene d'ordre m = 2; 3; 4; 5Si les noeuds ui sont �equidistants, .-�a-d. ui+1�ui = h; 8i; ave un pas h > 0 onstant,alors la B-spline de r�ef�erene donneNmi (x) = Nm(x� uih ) (2.29)11



2.5 Base de Sm(�k)Pour montrer l'ind�ependane des fontions Qmi (et don des fontions Nmi ) on utilisele lemme suivant.Lemme 2.1 Soient d valeurs distints �1; �2; : : : ; �d, et d valeurs enti�eres mi, 1 � mi �m. Alors si Pdi=1mi � m; les polynômes (x � �i)m�ji; i = 1; : : : ; d; ji = 1; : : : ; mi; sontlin�eairement ind�ependants.Proposition 2.1 Les fontions B-splines Nmi�m+1; : : : ; Nmi relatives �a la suite de pointsnodaux : : : � ui�m+1 � : : : � ui < ui+1 � : : : ; sont ind�ependantes sur l'intervalle[ui; ui+1℄:On peut don d�e�nir une base de Sm(�k) onstitu�ee de fontions B-splines.Proposition 2.2 Les (m+k) B-splines normalis�eesNmi ; i = 0; : : : ; (m+k�1); onstruites�a partir du veteur nodalu0 � : : : � um�1 � a < um = x1 < um+1 = x2 < : : : < um+k�1 = xk < b � um+k � : : : � u2m+k�1;forment une base de l'espae Sm(�k) quelque soit le hoix des noeuds u0 � : : : � um�1 � aet b � um+k � : : : � u2m+k�1:Dans la pratique, on utilise les deux veteurs nodaux suivants :{ Veteur nodal de type I (points nodaux distints aux extr�emit�es) : on prendu0 < : : : < um�1 = a et b = um+k < : : : < u2m+k�1:{ Veteur nodal de type II (points nodaux onfondus aux extr�emit�es) : on prendu0 = : : : = um�1 = a et b = um+k = : : : = u2m+k�1:Pour m = 4, �4 = f1; 2; 3; 4g et l'intervalle [a; b℄ = [0; 5℄, la �gure 2 montre les8 fontions de base B-splines de S4(�4) obtenues ave le veteur nodal de type II :u0 = u1 = u2 = u3 = 0; u4 = 1; u5 = 2; u6 = 3; u7 = 4; u8 = u9 = u10 = u11 = 5:
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Fig. 2 { Base de S4(�4), ave �4 = f1; 2; 3; 4gLa proposition pr�e�edente se g�en�eralise pour l'espae Sm(�k;M). On utilise les nota-tions des paragraphes (1.1), (1.2), et on pose K = Pki=1mi:12



Proposition 2.3 Les (m + K) B-splines normalis�ees Nmi ; i = 0; : : : ; (m + K � 1);onstruites �a partir du veteur nodalu0 � : : : � um�1 � a < x1 = um = : : : = um+m1�1 < : : : << xk = um+K�mk = : : : = um+K�1 < b � um+K � : : : � u2m+K�1forment une base de l'espae Sm(�k;M) quelque soit le hoix des noeuds u0 � : : : �um�1 � a et b � um+K � : : : � u2m+K�1:
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3 Courbes B-splines3.1 D�e�nition des ourbes B-splinesUne ourbe B-spline d'ordre m est une ourbe param�etrique P d�e�nie par :P (u) = nXi=0Nmi (u)Pi; (3.1)o�u les fontions Nmi sont des fontions B-splines normalis�ees et Pi sont des points de IRd(d = 2 ourbe dans le plan, d = 3 ourbe dans l'espae). Les points Pi sont appel�es pointsde ontrôle de la ourbe B-spline. Il d�eterminent le polygone de ontrôle de la ourbe P .Pour d�e�nir une ourbe B-spline il faut don se donner des points de ontrôle Pi et unveteur nodal permettant de d�e�nir les fontions B-splines Nmi :Les (n+1) fontions B-splines Nmi ; d'ordre m; sont d�etermin�ees par un veteur nodalde dimension (n+ 1 +m), u0 � u1 � : : : : : : � un+m:L'image P ([uk; uk+1℄) d�e�nit un ar de ourbe d�elimit�e par les points P (uk); P (uk+1).Sur haque ar de ourbe la fontion P (u) est polynomiale de degr�e (m � 1). Les ra-ords entre les di��erents ars sont de r�egularit�e maximale Cm�2 si les points nodaux sontdistints.Pour assurer la o��nidene de la ourbe ave les points extrêmes P0 et Pn, on onsid�ereun veteur nodal de type II. On prend donu0 = u1 = : : : = um�1 � um � : : : � un � un+1 = un+2 = : : : = un+m: (3.2)En e�et, pour u = u0, on a Nm0 (u0) = 1 et Nmi (u0) = 0 pour tout i > 0: DonP (u0) = P0.De même, pour u = un+m, on a Nmn (un+m) = 1 et Nmi (un+m) = 0 pour tout i < n. Ona don P (un+m) = Pn:Pour un veteur nodal de type II, la ourbe P (u) poss�ede en outre la propri�et�e d'êtretangente �a son polygone de ontrôle aux points extrêmes P0 et Pn. En e�et, en utilisantla formule (2.17) de d�erivation des fontions Nmi , on obtient la d�eriv�ee de P (u) :P 0(u) = (m� 1) n�1Xi=0 Nm�1i+1 (u)(ui+m � ui+1) (Pi+1 � Pi): (3.3)Ainsi P 0(u0) = m� 1(um � u1)(P1 � P0) = m� 1(um � u1)��!P0P1; (3.4)et P 0(un+m) = m� 1(un+m�1 � un)(Pn � Pn�1) = m� 1(un+m�1 � un)����!Pn�1Pn: (3.5)
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Fig. 3 { Courbe B-spline d'ordre m = 43.2 Autres propri�et�es des ourbes B-splinesModi�ation d'un point de ontrôleSi l'on modi�e un point de ontrôle Pi de la ourbe P (u), m ars de ourbe de P (u)sont modi��es. En e�et, l'expression de P (u) montre que 'est le oeÆient de la fontionNmi qui est modi��e et don m ars de ourbe sont modi��es puisque la fontion Nmi estd�e�nie sur les m intervalles [ui; ui+1℄; : : : ; [ui+m�1; ui+m℄:Enveloppe onvexe des points de ontrôlesDu fait que pour tout u 2 [u0; un+m℄; on a Pni=0Nmi (u) = 1 et Nmi (u) � 0, la d�e�nitionde la ourbe P montre que P (u) appartient �a l'enveloppe onvexe des points de ontrôlePi; i = 0; : : : ; n: Plus pr�eisement, pour u 2 [uk; uk+1℄, les seules fontions Nmi non nullesen u sont les fontions Nmk�m+1; : : : ; Nmk . On a donP (u) = kXi=k�m+1Nmi (u)Pi; pour u 2 [uk; uk+1℄ (3.6)et le point P (u) appartient �a l'enveloppe onvexe des points Pk�m+1; : : : ; Pk:Quelques as partiuliersPour m = 2, la ourbe P (u) o��nide ave son polygone de ontrôle. De mani�ereg�en�erale, plus m augmente, plus la ourbe P (u) s'�eloigne de son polygone de ontrôle.15



Consid�erons le as partiulier m = 3. L'�egalit�e (3.6) appliqu�ee �a u = uk montre queP (uk) 2 [Pk�2; Pk�1℄:De plus, si Pk�2 = Pk�1, on a P (uk) = Pk�2 = Pk�1 et don, sahant que P (uk�1) 2[Pk�3; Pk�2℄, on obtient que [P (uk�1); P (uk)℄ � [Pk�3; Pk�2℄:3.3 Algorithme d'�evaluation de De BoorL'algorithme de De Boor permet de aluler P (�u) orrespondant �a la valeur du pa-ram�etre �u: Bien entendu, la formule de d�e�nition (3.1) de P (u) montre qu'il suÆt pourela de aluler les valeurs Nmi (�u) et de les multiplier ensuite par les valeurs des points deontrôle Pi. L'algorithme de De Boor utilise la formule de r�eurrene (2.16) des fontionsNmi (�u) et regroupe ensuite les oeÆients assoi�es �a haque fontion Nm�1i d'ordre (m�1)qui apparaissent dans la r�eurrene de Nmi : On obtient ainsi un algorithme de omplexit�eoptimale. Cette propri�et�e est int�eressante lorsqu'il s'agit par exemple de repr�esenter gra-phiquement une ourbe B-spline ou une surfae B-spline. En e�et, dans e as on doitutiliser l'algorithme d'�evaluation pour aluler un grand nombre de points de la ourbeet ensuite joindre par des segments de droite les points obtenus. On omprend alors queet algorithme joue un rôle entral dans l'utilisation des fontions B-splines omme outilsde CAO.On d�erit d'abord l'algorithme dans le as partiulier o�u m = 4 et �u 2 [uk; uk+1℄:�Etape I1) On onsid�ere �u dans l'intervalle [uk; uk+3℄. On a don�u = �10uk + (1� �10)uk+3; (3.7)ave �10 2 [0; 1℄ (plus exatement, �10 = uk+3��uuk+3�uk ). On d�e�nit le point P 1k sur lesegment [Pk�1; Pk℄ suivant le "même rapport" �10 :P 1k (�u) = P 1k = �10Pk�1 + (1� �10)Pk: (3.8)2) On onsid�ere �u dans l'intervalle [uk�1; uk+2℄. On a don�u = �11uk�1 + (1� �11)uk+2; (3.9)ave �11 2 [0; 1℄: On d�e�nit le point P 1k�1 sur le segment [Pk�2; Pk�1℄ :P 1k�1 = �11Pk�2 + (1� �11)Pk�1: (3.10)3) On onsid�ere �u dans l'intervalle [uk�2; uk+1℄. On a don�u = �12uk�2 + (1� �12)uk+1; (3.11)ave �12 2 [0; 1℄: On d�e�nit le point P 1k�2 sur le segment [Pk�3; Pk�2℄ :P 1k�2 = �12Pk�3 + (1� �12)Pk�2: (3.12)
16



�A l'�etape I, on a ainsi g�en�er�e trois points P 1k ; P 1k�1; P 1k�2:�Etape II1) On onsid�ere �u dans l'intervalle [uk; uk+2℄. On a don�u = �20uk + (1� �20)uk+2; (3.13)ave �20 2 [0; 1℄: On d�e�nit le point P 2k sur le segment [P 1k�1; P 1k ℄ :P 2k = �20P 1k�1 + (1� �20)P 1k : (3.14)2) On onsid�ere �u dans l'intervalle [uk�1; uk+1℄. On a don�u = �21uk�1 + (1� �21)uk+1; (3.15)ave �21 2 [0; 1℄: On d�e�nit le point P 2k�1 sur le segment [P 1k�2; P 1k�1℄ :P 2k�1 = �21P 1k�2 + (1� �21)P 1k�1: (3.16)�A l'�etape II, on a ainsi g�en�er�e deux points P 2k ; P 2k�1:�Etape III1) On onsid�ere �u dans l'intervalle [uk; uk+1℄. On a don�u = �30uk + (1� �30)uk+1; (3.17)ave �30 2 [0; 1℄: On d�e�nit le point P 2k sur le segment [P 2k�1; P 2k ℄ :P 3k = �30P 2k�1 + (1� �30)P 2k : (3.18)Le point P 3k est le point reherh�e P (�u):La d�emonstration de et algorithme repose sur l'�egalit�e suivante :P (�u) = kXi=k�3N4i (�u)Pi = kXi=k�3( (�u� ui)(ui+3 � ui)N3i (�u)+ (ui+4 � �u)(ui+4 � ui+1)N3i+1(�u))Pi = kXi=k�2N3i (�u)P 1i ;(3.19)ave P 1i donn�e par l'�etape I. Cette �egalit�e est r�ep�et�ee jusqu'�a obtenir P (�u) = N1k (�u)P 3k =P 3k :
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Algorithme de De Boor - Cas g�en�eralSoit une ourbe B-spline P (u) d'ordre m � 2 et �u 2 [uk; uk+1℄:pour i = 0 �a m� 1 faire (boule d'initialisation)P 0k�i = Pk�i�n pour ipour j = 1 �a m� 1 faire (boule des �etapes)pour i = 0 �a m� 1� j (boule de g�en�eration des m� j points �a haque �etape)�ji = (uk�i+m�j � �u)(uk�i+m�j � uk�i)P jk�i = �jiP j�1k�i�1 + (1� �ji )P j�1k�i�n pour i�n pour jOn obtient P (�u) = Pm�1k
RemarqueLe oeÆient �ji 2 [0; 1℄ d�e�ni plus haut v�eri�e l'�egalit�e �u = �jiuk�i+(1��ji )uk�i+m�j:
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4 Polynômes de B�ezierLes polynômes de B�ezier sont d�e�nis par :Bni (t) =  ni ! (1� t)n�i ti; (4.1)pour t 2 [0; 1℄, et i = 0; : : : ; n:L'exposant n est le degr�e des polynômes Bni (t). On va voir que les polynômes Bnionstituent une base de Pn et qu'ils font partie d'une famille partiuli�ere de fontionsB-splines issues d'un veteur nodal partiulier.Donnons quelques exemples de polynômes Bni (t) : pourn = 0 , on a B00(t) = 1,n = 1 , on a B10(t) = (1� t); B11(t) = t;n = 2 , on a B20(t) = (1� t)2; B11(t) = 2(1� t)t; B22(t) = t2:4.1 Propri�et�es �el�ementaires des polynômes Bni (t):Les propri�et�es suivantes des polynômes Bni d�eoulent diretement de leur d�e�nition.- Positivit�e : 8t 2 [0; 1℄; Bni (t) � 0: (4.2)- Valeurs aux bords de l'intervalle de d�e�nition :Bn0 (0) = 1; et Bni (0) = 0; pour i = 1; : : : ; n: (4.3)Bnn(1) = 1; et Bni (1) = 0; pour i = 0; : : : ; n� 1: (4.4)- R�eurrene : Bni (t) = (1� t)Bn�1i (t) + tBn�1i�1 (t): (4.5)- D�eriv�ee : ddtBni (t) = n(Bn�1i�1 (t)� Bn�1i (t)): (4.6)- D�eriv�ee d'ordre k : dkdtkBni (t) = n!(n� k)!�kBni (t) (4.7)o�u on pose �Bni (t) = Bn�1i�1 (t)�Bn�1i (t) et �kBni (t) = �(�k�1Bni (t)):- Partition de l'unit�e : 8t 2 [0; 1℄; nXi=0Bni (t) = 1: (4.8)- Sym�etrie : 8t 2 [0; 1℄; Bni (t) = Bnn�i(1� t): (4.9)- Maximum : Bni ( in) = maxt2[0;1℄Bni (t): (4.10)- Convergene dans C0([0; 1℄) muni de la norme kfk1 = maxt2[0;1℄ j f(t) j (th�eor�emede Bernstein) : pour toute fontion f 2 C0([0; 1℄), on d�e�nit le polynôme de degr�en, Pn(f)(t) = Pni=0 f( in)Bni (t): On a alorskPn(f)� fk1 ! 0 (4.11)pour n!1: 19



- Base de Pn : les polynômes Bni (t); i = 0; : : : ; n; onstituent une base de l'espae Pn:En partiulier, on a une expression simple du monôme t dans la base Bni (t) :nXi=0 in Bni (t) = t: (4.12)4.2 Courbes de B�ezierEn prenant des ombinaisons lin�eaires des polynômes Bni (t), on peut onstruire, de lamême fa�on que pour les fontions B-splines, des ourbes param�etriques.�A partir des points Pi; i = 0; : : : ; n; appartenant �a IR2 ou �a IR3, on d�e�nit la ourbeparam�etrique P (t) = nXi=0Bni (t)Pi: (4.13)La base des polynômesBni (t) permet de r�ealiser un "ontrôle g�eom�etrique" de la ourbeP (t) �a partir des points Pi: Il faut remarquer que dans l'expression (4.13) le nombre depoints de ontrôle Pi utilis�es orrespond au degr�e +1 des polynômes Bni (t):Propri�et�es de la ourbe P (t)De la positivit�e des fontions Bni (t) et de la propri�et�e de la partition de l'unit�e, ond�eduit que pour toute valeur du param�etre t; le point P (t) appartient �a l'enveloppe onvexedes points de ontrôle Pi; i = 0; : : : ; n:Aux extr�emit�es, on a P (0) = P0 et P (1) = Pn.La d�eriv�ee de P (t) est donn�ee parddtP (t) = n n�1Xi=0 Bn�1i (t)�Pi; (4.14)ave �Pi = Pi+1 � Pi:On a don ddtP (0) = n(P1 � P0) et ddtP (1) = n(Pn � Pn�1):Algorithme d'�evaluation de De CasteljauDe la même fa�on que pour les ourbes B-splines, on a un algorithme de omplexit�eminimale qui donne la valeur P (�t) pour �t �x�e. Il utilise la formule de r�eurrene (4.5) desfontions Bni (t): Algorithme d'�evaluation de De CasteljauSoit P (t) une ourbe de B�ezier de degr�e n.20



pour i = 0 �a n faire (initialisation)P 0i = Pi�n pour ipour j = 1 �a n fairepour i = 0 �a n� j P ji = (1� �t)P j�1i + �tP j�1i+1 (4.15)�n pour i�n pour jOn a P (�t) = P n0On peut repr�esenter les di��erentes �etapes de l'algorithme de De Casteljau par le tableautriangulaire suivant : P 0nP 0n�1 P 1n�1... ... . . .P 01 P 11 � � � P n�11P 00 P 10 � � � P n�10 P n0 :Chaque point P ji est obtenu par une ombinaison onvexe (r�eurrene (4.15)) despoints P j�1i et P j�1i+1 situ�es sur la olonne �a gauhe de P ji et respetivement sur la mêmeligne et sur la ligne imm�ediatement au-dessus.La proposition suivante montre l'�equivalene entre les fontions de B�ezier et une famillepartiuli�ere de fontions B-splines.Proposition 4.1 Les m fontions B-splines Nmi (t); i = 0; : : : ; m�1; obtenues en prenantle veteur nodal u0 = : : : = um�1 = 0 et um = : : : = u2m�1 = 1; v�eri�ent l'�egalit�eNmi (t) = Bm�1i (t); 8t 2 [0; 1℄:On montre ette proposition par r�eurrene sur le degr�e m.Les propri�et�es des polynômes de B�ezier sont ainsi une ons�equene direte de ette�equivalene. En partiulier, l'algorithme de De Casteljau s'obtient �a partir de l'algorithmede De Boor appliqu�e �a e veteur nodal partiulier.4.3 Fontions et ourbes param�etriquesConsid�erons une fontion B-spline y(u) de la formey(u) = nXi=0 yiNmi (u);o�u yi 2 IR: On veut exprimer ette fontion sous la forme d'une ourbe B-spline pa-ram�etrique u 7! P (u) = (u; y(u)) de la forme standard (3.1). Pour ela, il faut d�eterminer21



les oordonn�ees des points de ontrôle Pi: L'ordonn�ee de Pi est �evidemment �egale �a yi.L'�egalit�e (2.21) donne nXi=0 ui+1 + : : :+ ui+m�1m� 1 Nmi (u) = u:On a ainsi P (u) = (u; y(u)) = nXi=0Nmi (u)Pi;ave Pi = (ui+1+:::+ui+m�1m�1 ; yi):De la même fa�on, pour une fontion y(t) de B�ezier de la formey(t) = nXi=0 yiBni (t);on obtient la ourbe param�etrique orrespondanteP (t) = (t; y(t)) = nXi=0Bni (t)Pi;en prenant Pi = ( in ; yi):On notera au passage que l'�egalit�e (4.12) est obtenue �a partir de (2.21) en utilisant leveteur nodal partiulier donn�e par la proposition (4.1).
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5 Surfaes B-splinesOn d�e�nit des surfaes B-splines param�etriques P : IR2 ! IR3 par produit tensorieldes fontions B-splines : P (u; v) = n1Xi=0 n2Xj=0Nm1i (u)Nm2j (v)Pij; (5.1)o�u les points de ontrôle Pij appartiennent �a IR3: On appelle polygone (ou aussipoly�edre) de ontrôle l'ensemble des points Pij; i = 0; : : : ; n1; j = 0; : : : ; n2.Pour d�e�nir les fontions B-splines Nm1i ; Nm2j , il faut se donner deux veteurs nodaux :un veteur nodal U = [u0; u1; : : : ; un1+m1 ℄ pour les fontions Nm1i (u), et un veteur nodalV = [v0; v1; : : : ; vn2+m2 ℄ pour les fontions Nm2j (v):On hoisit dor�enavant pour U et V des veteurs nodaux de type II (noeuds onfondusaux extr�emit�es). On a ainsiU = [u0 = : : : = um1�1; um1; : : : ; un1; un1+1 = : : : = un1+m1 ℄;et V = [v0 = : : : = vm2�1; vm2 ; : : : ; vn2; vn2+1 = : : : = vn2+m2 ℄:En prenant les polynômes de B�ezier Bni (t), on g�en�ere de la même fa�on, une surfaede B�ezier : P (t; s) = n1Xi=0 n2Xj=0Bn1i (t)Bn2j (s)Pij; (5.2)pour t; s 2 [0; 1℄:5.1 Propri�et�es de la surfae P (u; v)Si l'on �xe le param�etre �v, on parourt sur la surfae P (u; v) la ourbe d�e�nie parP (u; �v) = n1Xi=0Nm1i (u) [ n2Xj=0Nm2j (�v)Pij℄: (5.3)On voit qu'il s'agit d'une ourbe B-spline ayant pour points de ontrôle les pointsPi(�v) = Pn2j=0Nm2j (�v)Pij:En g�en�eral les points Pi(�v) ne font pas partie du poly�edre de ontrôle Pij de la surfaeP (u; v): Cependant, pour la valeur �v = v0, on a Nm20 (v0) = 1 et Nm2j (v0) = 0; pour j =1; : : : ; n2 +m2: Don Pi(v0) = Pi0; etP (u; v0) = n1Xi=0Nm1i (u)Pi0: (5.4)De même, pour �v = vn2+m2 ; on aP (u; vn2+m2) = n1Xi=0Nm1i (u)Pin2: (5.5)23



Sym�etriquement, en �xant le param�etre �u, on parourt sur la surfae la ourbe d�e�niepar P (�u; v) = n2Xj=0Nm2j (v) [ n1Xi=0Nm1i (�u)Pij℄: (5.6)Il s'agit de la ourbe B-spline ayant pour points de ontrôle les points Pj(�u) =Pn1i=0Nm1i (�u)Pij:Pour �u = u0; on trouve P (u0; v) = n2Xj=0Nm2j (v)P0j; (5.7)et pour �u = un1+m1 ; on aP (un1+m1 ; v) = n2Xj=0Nm2j (v)Pn1j: (5.8)Aux quatre extr�emit�es, on aP (u0; v0) = P00; P (u0; vn2+m2) = P0n2;P (un1+m1 ; v0) = Pn10; P (un1+m1 ; vn2+m2) = Pn1 n2 : (5.9)Le plan tangent �a la surfae P (u; v) est d�e�ni par les deux veteurs d�eriv�ees partiellesP 0u(u; v) et P 0v(u; v): La formule de d�erivation (3.3) donne pour la surfaeP 0u(u; v) = (m1 � 1) n1�1Xi=0 n2Xj=0Nm1�1i+1 (u)Nm2j (v)Qij; (5.10)o�u Qij = Pi+1 j�Pij(ui+m1�ui+1) ; etP 0v(u; v) = (m2 � 1) n1Xi=0 n2�1Xj=0 Nm1i (u)Nm2�1j+1 (v)Rij; (5.11)o�u Rij = Pi j+1�Pij(vj+m2�vj+1) :En partiulier, P 0u(u0; v0) = m1�1(um1�u1) (P10 � P00) et P 0v(u0; v0) = m2�1(vm2�v1) (P01 � P00):Le plan tangent est ii d�etermin�e par les trois points de ontrôle P00; P01; P10: On a unr�esultat analogue aux trois autres extr�emit�es de la surfae.Du fait que le support des fontions B-splines est ompat, on d�eduit que pour u 2[uk; uk+1℄ et v 2 [vl; vl+1℄, on aP (u; v) = kXi=k�m1+1 lXj=l�m2+1Nm1i (u)Nm2j (v)Pij: (5.12)Le point P (u; v) est dans l'enveloppe onvexe des m1 �m2 points de ontrôle Pij; i =k �m1 + 1; : : : ; k; et j = l �m2 + 1; : : : ; l:Algorithme d'�evaluation d'un point de la surfae24
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Fig. 4 { Surfae B-spline d'ordre m1 = m2 = 4Pour aluler P (�u; �v) = n1Xi=0Nm1i (�u) [ n2Xj=0Nm2j (�v)Pij℄; (5.13)on utilise l'algorithme de De Boor dans les deux �etapes suivantes :1) on �evalue d'abord les (n1 + 1) points Pi(�v) = Pn2j=0Nm2j (�v)Pij;2) on �evalue ensuite P (�u; �v) = Pn1i=0Nm1i (�u)Pi(�v):
5.2 Surfaes partiuli�eres1) Surfaes ylindriquesUne surfae ylindrique est d�e�nie �a partir d'une ourbe (C) et d'un veteur de trans-lation �!V : Si la ourbe (C) est une ourbe B-spline d'�equation param�etrique P (u) =Pni=0Nmi (u)Pi; la surfae ylindrique B-spline est donn�ee parP (u; v) = nXi=0 1Xj=0Nmi (u)N2j (v)Pij; (5.14)ave Pi0 = Pi et Pi1 = Pi +�!V :Pour �u �x�e, on a P (�u; v) = 1Xj=0N2j (v) [ nXi=0Nmi (�u)Pij℄; (5.15)et on d�erit un segment d'extr�emit�es [Pni=0Nmi (�u)Pi℄ et [Pni=0Nmi (�u)Pi℄ +�!V :2) Surfaes r�egl�ees 25



Fig. 5 { Surfae ylindriqueUne surfae r�egl�ee est d�e�nie par deux ourbes jointes par des segments de droites. Sil'on onsid�ere deux ourbes B-splines P (u) = Pni=0Nmi (u)Pi et Q(u) = Pni=0Nmi (u)Qi demême ordre m et ayant le même nombre n de points de ontrôle, on d�e�nit une surfaer�egl�ee B-spline P (u; v) = nXi=0 1Xj=0Nmi (u)N2j (v)Pij; (5.16)ave Pi0 = Pi et Pi1 = Qi:

Fig. 6 { Surfae r�egl�ee
26



2) Surfaes oniquesUne surfae onique est une surfae r�egl�ee dans laquelle une de deux ourbes qui lad�e�nit est r�eduite �a un point, par exemple Q(u) = Q. Alors Qi = Q; i = 0; : : : ; n; et onobtient la surfae onique B-splineP (u; v) = nXi=0 1Xj=0Nmi (u)N2j (v)Pij; (5.17)ave Pi0 = Pi et Pi1 = Q:

Fig. 7 { Surfae oniqueLa onstrution de surfaes de r�evolution, �egalement tr�es utilis�ees pour la repr�esentationde formes, ne peut ependant pas être obtenue �a l'aide du produit tensoriel de fontionsB-splines. En e�et, il n'est pas possible d'obtenir des oniques (et don des erles) �a partirdes fontions B-splines. Le hapitre suivant introduit les ourbes B-splines rationnelles(NURBS en anglais) qui permettent de g�en�erer des oniques.
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6 Courbes et surfaes B-splines rationnelles (NURBS)On peut d�e�nir des ars de oniques et en partiulier de erles �a partir de pa-ram�etrisations rationnelles. On onnait par exemple la param�etrisation lassique d'unar de erle (quart de erle) : C(t) = (1� t21 + t2 ; 2t1 + t2 ); (6.1)pour t 2 [0; 1℄:Les ourbes B-splines rationnelles sont obtenues �a partir de frations rationnelles deB-splines.D�e�nition 6.1 �A partir d'un veteur nodal U = [u0; : : : ; un+m℄ et d'un veteur de poidsW = [w0; : : : ; wn℄ ave wi > 0; on d�e�nit n+1 fontions B-splines rationnelles de base etd'ordre m Rmi (u) = wiNmi (u)Pnk=0wkNmk (u) : (6.2)Ces fontions sont des fontions rationnelles par moreaux. Une ourbe B-spline ra-tionnelle (en anglais NURBS pour Non Uniform Rational B-Spline) est d�e�nie parR(u) = nXi=0Rmi (u)Pi; (6.3)o�u Pi sont des points de ontrôle de IR2 ou IR3:On a don R(u) = Pni=0wiNmi (u)PiPni=0wiNmi (u) :La param�etrisation du erle (6.1) est ainsi obtenue en prenant U = [0; 0; 0; 1; 1; 1℄(il s'agit don des polynômes de B�ezier), W = [1; 1; 2℄, et les points de ontrôle P0 = 10 ! ; P1 =  11 ! ; P2 =  01 ! :On peut onsid�erer qu'une ourbe B-spline rationnelle est obtenue par transformationprojetive d'une ourbe B-spline lassique. Consid�erons la ourbe B-spline de IRd+1, d =2; 3, P (u) = nXi=0Nmi (u) wiPiwi ! ; (6.4)d�e�nie par les points de ontrôle  wiPiwi ! ;ave Pi 2 IRd.La projetion onique � de entre 0 sur le plan d'�equation xd+1 = 1 est l'appliation� : IRd+1 n fxd+1 = 0g �! IRd d�e�nie par :28



�(x1; : : : ; xd+1) = ( x1xd+1 ; : : : ; xdxd+1 ):On onstate que la B-spline rationnelleR(u) est l'image de la ourbe P (u) par la projetion� : �(P (u)) = R(u) (6.5)pour toute valeur du param�etre u: Sahant que � wiPiwi ! = Pi; on obtient don R(u) =�(P (u)) = Pni=0Rmi (u) � wiPiwi ! :
D'un point de vue pratique, l'�evaluation de R(u) pour une valeur du param�etre us'obtient en utilisant l'algorithme de De Boor pour la ourbe (6.4) suivi par la projetion� (6.5).Propri�et�es des fontions B-splines rationnelles de base Rmi et des ourbes ra-tionnelles ROn prend dor�enavant un veteur nodal U de type II.Positivit�e : 8u 2 [u0; un+m℄; Rmi (u) � 0:Valeurs aux bords de l'intervalle [u0; un+m℄ :Rm0 (u0) = 1 et Rmi (u0) = 0; pour i = 1; : : : ; n:Rmn (un+m) = 1 et Rmi (un+m) = 0; pour i = 0; : : : ; n� 1:Partition de l'unit�e : nXi=0Rmi (u) = 1; 8u 2 [u0; un+m℄:Support et r�egularit�e :On a supp(Rmi ) = [ui; ui+m℄: Dans haque intervalle [uj; uj+1℄, les fontions Rmi sont desfontions rationnelles et aux noeuds uj elles sont ontinûment d�erivables jusqu'�a l'ordre(m� 1�mj) o�u mj est la multipliit�e du noeud.Si tous les poids wi sont �egaux �a 1, on retrouve les fontions B-splines Nmi :Pour les ourbes rationnelles R, on a les propri�et�es suivantes.29



Pour tout u 2 [u0; un+m℄; R(u) appartient �a l'enveloppe onvexe des points deontrôle Pi. Plus pr�eisement, pour u 2 [uk; uk+1℄, les seules fontions non nulles enu sont les fontions Rmk�m+1; : : : ; Rmk et R(u) appartient don �a l'enveloppe onvexedes points Pk+m�1; : : : ; Pk:Les valeurs aux extrêmit�es sont :R(u0) = P0 et R(un+m) = Pn:Les d�eriv�ees aux extrêmit�es sont donn�ees par :R0(u0) = m� 1(um � u0) w1w0 (P1 � P0);et R0(un+m) = m� 1(un+m � un) wn�1wn (Pn � Pn�1):Ar d'une oniqueL'ar d'une onique est obtenu �a l'aide d'une fontion de B�ezier rationnelle de la formeR(u) = B20(u)w0P0 +B21(u)w1P1 +B22(u)w2P2B20(u)w0 +B21(u)w1 +B22(u)w2 ; (6.6)o�u u 2 [0; 1℄; et B20 ; B21 ; B22 ; sont les trois polynômes de B�ezier de degr�e 2. En raison dela sym�etrie des fontions B20 et B22 et du fait que les poids sont d�e�nis �a une onstantemultipliative pr�es (voir expression (6.2), on peut �xer w0 = w2 = 1:On obtient la lassi�ation suivante :Proposition 6.1 Pour w1 < 1, R([0; 1℄) est un ar d'ellipse,pour w1 = 1, R([0; 1℄) est un ar de parabole,pour w1 > 1, R([0; 1℄) est un ar d'hyperbole.Soit M le milieu du segment [P0; P2℄ et S = R(12): On montre que les points M;S etP1 sont align�es et que w1 = k��!SMkk��!SP1k : (6.7)
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Fig. 8 { Ar de onique (w1 = 2)Ar de erleLe as partiulier du erle est obtenu en prenant k��!P1P0k = k��!P1P2k: Notons � l'angledP1P0P2: On montre que w1 = os(�): (6.8)Appliationsa) Pour � = �4 , on a w1 = p22 :Ainsi, pour dP1P0P2 = �4 et le veteur de poids W = [1; p22 ; 1℄; on a l'ar de erlesuivant :
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Fig. 9 { Quart de erle obtenu ave � = �=431



b) Pour � = �3 , on a w1 = 12 :Ainsi, pour dP1P0P2 = �3 et le veteur de poids W = [1; 12 ; 1℄; on a l'ar de erlesuivant :
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 Fig. 10 { Tiers de erle obtenu ave � = �=3Constrution d'un erlea) Pour obtenir un erle omplet dans le as o�u � = �4 , il faut g�en�erer suessivement4 ars de erles.De fait, on peut obtenir le erle omplet diretement en prenant les 9 points deontrôle P0; P1; : : : ; P7 et P8 = P0; pla�es aux sommets d'un arr�e et au milieu de haqueôt�e (voir �gure 12) ave le veteur nodalU = [0; 0; 0; 14 ; 14 ; 12 ; 12 ; 34 ; 34 ; 1; 1; 1℄ (6.9)et le veteur de poids W = [1; p22 ; 1; p22 ; 1; p22 ; 1; p22 ; 1℄: (6.10)En e�et, le veteur nodal U donne 9 B-splines de base d'ordre 3 (polynômes de degr�e 2 parmoreaux). La fontion N32 d�e�nie sur l'intervalle [0; 12 ℄ est �egale �a B22 sur l'intervalle [0; 14 ℄et �a B20 sur l'intervalle [14 ; 12 ℄ 1 apr�es translation et homoth�etie des arguments. Il en est demême pour les fontions N34 et N36 qui donnent haune naissane aux deux polynômesde B�ezier B22 et B20 : Pour les autres fontions, on obtient failement leur identi�ationave des polynômes de B�ezier de degr�e 2. Le veteur nodal U donne ainsi dans haqueintervalle [0; 14 ℄; [14 ; 12 ℄; [12 ; 34 ℄; [34 ; 1℄; les trois polynômes de B�ezier B20 ; B21 ; B22 .b) Pour obtenir un erle omplet dans le as o�u � = �3 ; il faut g�en�erer suessivement3 ars de erles.1En e�et, la formule de r�eurrene (2.16) des fontions B-splines montre que deux fontions Nmi et ~Nmid�etermin�ees respetivement par les noeuds ui; : : : ; ui+m et ~ui; : : : ; ~ui+m; ave ui+1 = ~ui+1; : : : ; ui+m =~ui+m; alors Nmi = ~Nmi sur l'intervalle [ui+m�1; ui+m℄: De même, si ui = ~ui; : : : ; ui+m�1 = ~ui+m�1; alorsNmi = ~Nmi sur l'intervalle [ui; ui+1℄: 32
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Fig. 11 { Fontions B-splines obtenues par le veteur nodal U =[0; 0; 0; 14 ; 14 ; 12 ; 12 ; 34 ; 34 ; 1; 1; 1℄
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 Fig. 12 { Cerle omplet obtenu ave � = �=4Dans e as aussi, le erle est obtenu diretement en prenant 7 points de ontrôleP0; P1; : : : ; P5 et P6 = P0; pla�es aux sommets d'un triangle �equilat�eral et au milieu dehaque ôt�e (voir �gure 13) ave le veteur nodal U = [0; 0; 0; 13 ; 13 ; 23 ; 23 ; 1; 1; 1℄ et le veteurdes poids W = [1; 12 ; 1; 12 ; 1; 12 ; 1℄. La d�emonstration est la même que dans le as a).6.1 Surfaes de r�evolutionOn d�e�nit une surfae de r�evolution en "faisant tourner" une ourbe situ�ee sur unplan autour d'un axe de r�evolution � situ�e sur e même plan.Consid�erons une ourbe B-spline (�eventuellement rationnelle) P (u) = Pni=0Nmi (u)Pi,ave les points de ontrôle Pi situ�es sur un même plan.Pour g�en�erer un erle, on peut utiliser le pro�ed�e a) donn�e i-dessus. On d�e�nit alors
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 Fig. 13 { Cerle omplet obtenu ave � = �=3la surfae B-spline rationnelleP (u; v) = nXi=0 8Xj=0Nmi (u)R3j(v)Pij; (6.11)o�u les B-splines rationnelles R3j(v) = wjN3j (v)P8k=0wkN3k (v) ; (6.12)sont d�e�nies par le veteur nodal U (6.9) et le veteur des poids W (6.10).Pour d�e�nir les points de ontrôle Pij, on onsid�ere pour tout i le plan �i perpendi-ulaire �a l'axe � et passant par le point Pi. Sur e plan, on d�e�nit le arr�e Ci entr�e aupoint I intersetion de �i et � et ayant le point Pi pour milieu d'un ot�e. Les points Pijsont d�e�nis par Pi0 = Pi8 = Pi; et Pij pour j = 1; : : : ; 7; sont dispos�es sur les sommets etles milieux des ôt�es de Ci (voir �gure 14).
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Fig. 14 { Points de ontrôle Pij de la surfae g�en�er�es �a partir de Pi
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Fig. 15 { Surfae de r�evolutionExemples
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 Fig. 16 { Demi-erle permettant de g�en�erer une sph�erePour obtenir une sph�ere, on g�en�ere d'abord un demi-erleP (u) = 4Xi=0R3i (u)Pi; (6.13)o�u les B-splines rationnelles R3i sont d�e�nies par le veteur nodal U = [0; 0; 0; 12 ; 12 ; 1; 1; 1℄et le veteur de poids W = [1; p22 ; 1; p22 ; 1℄:La sph�ere est obtenue en \faisant tourner" le demi-erle autour d'un axe � passantpar les points P0 et P4 : 35



P (u; v) = 4Xi=0 8Xj=0R3i (u)R3j(v)Pij: (6.14)

Fig. 17 { Sph�ereDe même, un tore s'obtient en \faisant tourner" un erle omplet autour d'un axe �oplanaire ave e erle et ne le oupant pas.

Fig. 18 { Tore
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7 Interpolation par fontions splinesLe probl�eme de l'interpolationConsid�erons n + 1 points Qi; i = 0; : : : ; n de IRd; d = 1; 2; 3: Le probl�eme de l'interpo-lation de es points Qi par une ourbe B-spline onsiste �a herher une ourbe B-splined'ordre m, P (u) = Pni=0Nmi (u)Pi; v�eri�ant les n+ 1 onditions d'interpolationP (�uj) = Qj; j = 0; : : : ; n: (7.1)Pour ela, il faut d�e�nir un veteur nodal U = [u0; : : : ; un+m℄ permettant de g�en�erer lesn + 1 B-splines Nmi d'ordre m. Il faut se donner �egalement les valeurs du param�etre�uj; j = 0; : : : ; n: On d�e�nit ainsi le veteur �U = [�u0; : : : ; �un℄; ave des valeurs �uj ordonn�eeset v�eri�ant u0 � �u0 � : : : � �un � un+m:Les inonnues du probl�eme sont les points de ontrôle Pi. Consid�erons par exemple leas d = 2. Posons Pi = (�i; �i) et Qj = (aj; bj): La solution du probl�eme d'interpolationonduit �a r�esoudre les 2 syst�emes lin�eaires suivants :nXi=0Nmi (�uj)�i = aj; j = 0; : : : ; n; (7.2)et nXi=0Nmi (�uj)�i = bj; j = 0; : : : ; n: (7.3)La matrie arr�ee M 2 IR(n+1)�(n+1) ommune �a es deux syst�emes est donn�ee par :M = (Nmi (�uj));ave j indie de ligne et i indie de olonne. Les deux syst�emes (7.2) et (7.3) s'�eriventdon ( M� = a;M� = b;ave les veteurs inonnus � = (�0; : : : ; �n)T ; � = (�0; : : : ; �n)T ; et les veteurs desdonn�ees a = (a0; : : : ; an)T ; b = (b0; : : : ; bn)T :Le r�esultat suivant donne une ondition n�eessaire et suÆsante pour que la matrieMsoit inversible et don pour que le syst�eme de l'interpolation admette une solution unique.Proposition 7.1 Une ondition n�eessaire et suÆsante pour que la matrieM = (Nmi (�uj))soit inversible est que ses termes diagonaux Nmi (�ui); i = 0; : : : ; n; soient tous distints dez�ero.On remarque que M est une matrie stohastique 2 ave une struture bande dedemi-largeur m� 1. 3 Dans le as o�u elle est inversible (f. prop. pr�e�edente), son ondi-tionnement est g�en�eralement faible.2La matrie M = (mij) est dite stohastique si mij � 0;8i; j = 1; : : : ; n; et Pnj=1mij = 1;8i =1; : : : ; n:3La matrie M = (mij) a une struture bande de demi-largeur p si mij = 0 pour j i� j j> p:37



Choix du veteur nodal U et du veteur �U:Supposons que le veteur nodal U soit donn�e. Un hoix des valeurs �uj satisfaisant auxonditions de la proposition (7.1) est le suivant :�uj = uj+1 + : : :+ uj+m�1m� 1 ; j = 0; : : : ; n: (7.4)Souvent, le probl�eme d'interpolation est d�e�ni uniquement par les points Qj. Il fautalors d�eterminer les veteurs U et �U . On dispose de plusieurs hoix onduisant aux ondi-tions de la proposition (7.1).a) Si les points d'interpolation Qj sont r�eguli�erement espa�es, on peut prendre �uj = jn :b) Si les points Qj sont irr�eguli�erement r�epartis, il est pr�ef�erable, pour obtenir desourbes d'interpolation plus r�eguli�eres, de prendre des valeurs du param�etre �u en relationave la distane mutuelle des points Qj:On prend : �uj = Pji=1 kQi �Qi�1kPni=1 kQi �Qi�1k ; pour j = 1; : : : ; n; (7.5)et �u0 = 0:On hoisit ensuite le veteur nodal U �a partir des valeurs de �U: On peut prendre :u0 = : : : = um�1 = 0; un+1 = : : : = un+m = 1; et uk+m = �uk+1 + : : :+ �uk+m�1m� 1 ; k = 0; : : : ; n�m:(7.6)Il est faile de voir qu'ave e hoix, les onditions de la proposition (7.1) sont satis-faites.Fontion B-spline d'interpolationSupposons donn�es des points (xj; yj) 2 IR2. On herhe une fontion B-spline �(x) =Pni=0Nmi (x)�i v�eri�ant les onditions d'interpolation�(xj) = yj; j = 0; : : : ; n: (7.7)Ii, le param�etrage est �x�e : �uj = xj:Le hoix de U peut se faire suivant les formules du type pr�e�edent :u0 = : : : = um�1 = x0; un+1 = : : : = un+m = xn; et uk+m = xk+1 + : : :+ xk+m�1m� 1 ; k = 0; : : : ; n�m:(7.8)Surfae spline d'interpolationConsid�erons (n1 + 1) � (n2 + 1) points d'interpolation Qkl 2 IR3; k = 0; : : : ; n1; l =0; : : : ; n2; et des valeurs de param�etre orrespondantes (�uk; �vl):38



Le probl�eme de l'interpolation onsiste �a herher une surfae B-spline P (u; v) =n1Xi=0 n2Xj=0Nm1i (u)Nm2j (v)Pij; v�eri�ant les (n1 + 1)� (n2 + 1) onditions d'interpolationP (�uk; �vl) = Qkl; k = 0; : : : ; n1; l = 0; : : : ; n2:On obtient la surfae d'interpolation en r�esolvant (n1 + 1)� (n2 + 1) probl�emes d'in-terpolation de ourbes B-splines.On peut onsid�erer d'abord les (n2 + 1) ourbes B-splinesRl(u) = n1Xi=0Nm1i (u)Ril; l = 0; : : : ; n2;obtenues �a partir des probl�emes d'interpolationRl(�uk) = Qkl; k = 0; : : : ; n1:La r�esolution de es probl�emes d'interpolation fait intervenir la matrie M = (Nm1i (�uk));qui d'apr�es la proposition 7.1 est inversible si et seulement si ses termes diagonauxNm1i (�ui); sont tous distints de z�ero.�A partir des points Ril obtenus, on d�e�nit les (n1+1) ourbes B-splines d'interpolationSi(v) = n2Xj=0Nm2j (v)Sij; i = 0; : : : ; n1;v�eri�ant les onditions d'interpolationSi(�vl) = Ril; l = 0; : : : ; n2:La matrie assoi�ee �a es probl�emes d'interpolation est la matrie N = (Nm2j (�vl)); quiest inversible si et seulement si ses termes diagonaux Nm2j (�vj); sont tous distints de z�ero.On observe alors que la surfae B-splineP (u; v) = n1Xi=0Nm1i (u)Si(v) = n1Xi=0 n2Xj=0Nm1i (u)Nm2j (v)Sij;v�eri�e les onditions d'interpolationP (�uk; �vl) = n1Xi=0Nm1i (�uk)Si(�vl) = n1Xi=0Nm1i (�uk)Ril = Qkl;pour k = 0; : : : ; n1; l = 0; : : : ; n2: Il s'agit bien de la surfae B-spline d'interpolationreherh�ee.Spline naturelle d'interpolationLe probl�eme de l'interpolation par fontion B-spline (7.7) peut se formuler de mani�ereassez naturelle en prenant pour absisses d'interpolation xj des noeuds de raordement.Cela revient �a herher la fontion � dans l'espae Sm(�n+1), ave �n+1 = fx0; : : : ; xng ;39



et a < x0; xn < b: Sahant que dim(Sm(�n+1)) = n + 1 + m, il faut don d�e�nir monditions suppl�ementaires pour r�esoudre e probl�eme.Par exemple, pourm = 4 (spline ubique), il s'agit de �xer 4 onditions suppl�ementaires.Les 4 onditions �00(a) = 0; �00(b) = 0 et �000(a) = 0; �000(b) = 0; d�e�nissent e qu'on appelleune spline ubique d'interpolation naturelle. Ces onditions onduisent don �a onsid�ererdans Sm(�n+1), le sous-espae des fontions qui admettent pour restrition aux intervalles[a; x0℄ et [xn; b℄ des polynômes de degr�e 1. Il s'agit d'un espae de fontion splines ditesnaturelles.On montre par ailleurs que ette fontion est l'unique solution du probl�eme variationnelg�en�eral minf2H2(a;b)f(xj)=yj ; j=0;:::;n Z ba f 00(x)2 dx: (7.9)L'espae H2(a; b) d�esigne l'espae vetoriel des fontions appartenant �a C1(a; b) etposs�edant une d�eriv�ee g�en�eralis�ee d'ordre 2 appartenant �a L2(a; b): Sahant qu'on peutonsid�erer la d�eriv�ee seonde f 00(x) omme une approximation de la ourbure de la fon-tion, la propri�et�e (7.9) montre ainsi que la spline ubique naturelle d'interpolation est unefontion qui a des propri�et�es optimales relativement �a la r�egularit�e (ourbure minimale).Cette propri�et�e explique en partie pourquoi es fontions jouent un rôle important dansla pratique.
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Fig. 19 { Interpolation par spline ubique (m = 4) naturelle sur 6 points (not�es o)Plus g�en�eralement, pour tout ordre pair m = 2q; on peut d�e�nir l'espae des fontionssplines naturelles SNm(�n+1), omme �etant le sous-espae de Sm(�n+1) pour lequel lesfontions restreintes aux intervalles [a; x0℄ et [xn; b℄ sont des polynômes de degr�e q�1: Cetespae est de dimension n + 1. La même propri�et�e variationnelle ave la d�eriv�ee q-i�emef (q) est v�eri��ee par les fontions interpolantes de SNm(�n+1).
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8 Algorithmes de subdivisionConsid�erons �k et �l deux subdivisions de [a; b℄ telles que �k � �l. Il est lair queSm(�k) � Sm(�l): Les algorithmes de subdivision sont bas�es sur ette propri�et�e fonda-mentale. Ils onsistent �a augmenter le nombre de points nodaux d'un veteur nodal donn�eet �a exprimer les aniennes fontions de base B-splines dans la nouvelle base onstruite �apartir du veteur nodal augment�e. Pour une ourbe B-spline donn�ee, on obtient alors unenouvelle expression de elle-i �a partir de la nouvelle base (augment�ee).Ce pro�ed�e peut être r�ep�et�e plusieurs fois sur une ourbe donn�ee, par exemple enins�erant haque fois des noeuds au milieu de haque intervalle. On montre que lorsque lenombre de points nodaux augmente, il y a onvergene du polygone de ontrôle vers laourbe.En ins�erant plusieurs fois un noeud au même endroit (noeud onfondu), on �nit parpartager une ourbe donn�ee en deux.L'int�erêt de es pro�ed�es est de pouvoir utiliser le polygone de ontrôle omme uneapproximation (de tr�es bonne qualit�e si le nombre de noeuds ins�er�es est suÆsant) dela ourbe B-spline. Plusieurs op�erations, omme la reherhe de l'intersetion de deuxourbes, l'estimation de la valeur de la fontion ou de sa d�eriv�ee, peuvent être obtenues�a partir du polygone de ontrôle.8.1 Insertion d'un noeudC'est le m�eanisme de base �a tous es pro�ed�es.Consid�erons P (u) = Pni=0Nmi (u)Pi; une ourbe B-spline donn�ee, d�e�nie par un ve-teur nodal U = [u0; u1; : : : ; uk; uk+1; : : : ; un+m℄:On ins�ere un noeud �u dans l'intervalle [uk; uk+1℄: Notons U le nouveau veteur nodalobtenu �a partir de U apr�es ajout du noeud �u :U = [�u0 = u0; �u1 = u1; : : : ; �uk = uk; �uk+1 = �u; �uk+2 = uk+1; : : : ; �un+m+1 = un+m℄:Sahant que U � U , il est lair que les fontions Nmi obtenues �a partir du veteur nodalU peuvent s'exprimer �a partir des fontions Nmi obtenues �a partir du veteur nodal U . Onobtient ainsi la ourbe P (u) exprim�ee sous forme de ombinaison lin�eaire des nouvellesfontions Nmi : P (u) = nXi=0Nmi (u)Pi = n+1Xi=0 Nmi (u)P i: (8.1)On a le r�esultat suivant :Proposition 8.1 Pour tout i = k �m+ 1; : : : ; k; on aNmi (u) = (�u� �ui)(�ui+m � �ui)Nmi (u) + (�ui+m+1 � �u)(�ui+m+1 � �ui+1)Nmi+1(u): (8.2)Pour i = k �m + 2; : : : ; k � 1; on peut aussi exprimer l'�egalit�e (8.2) en utilisant lesnoeuds ui : Nmi (u) = (�u� ui)(ui+m�1 � ui)Nmi (u) + (ui+m � �u)(ui+m � ui+1)Nmi+1(u): (8.3)41
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Fig. 20 { Ajout du noeud �u = 2:5 au veteur nodal [0 1 2 3 4℄. La fontion N4 (ourbeen trait plein) est �egale �a la somme de 2:53 N 40 (ourbe en tiret�e) et de 1:53 N41 (ourbe enpoint-tiret�e) d'apr�es la formule de subdivision (8.3)En exprimant Nmi par rapport �a Nmi et Nmi+1; dans l'�egalit�e (8.1) et en fatorisant parrapport Nmi ; on obtient l'expression de P i :P i = �iPi + (1� �i)Pi�1; (8.4)ave �i = 8>><>>: 1 si i � k �m + 1(�u�ui)(ui+m�1�ui) si i = k �m+ 2; : : : ; k0 si i � k + 1: (8.5)
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Fig. 21 { Courbe B-spline d'ordre m = 4, U = [0 0 0 0 1 2 3 4 5 6 7 7 7 7℄. Insertion desnoeuds 2:7 et 4:3. Les nouveaux points de ontrôle sont not�es *
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8.2 Diminution de variation des ourbes B-splinesUne appliation des formules d'insertion d'un noeud (8.4) et (8.5) est la propri�et�e dediminution de variation des ourbes B-splines.D�e�nition 8.1 Soit � = (�0; �1; : : : ; �n) une suite de nombres r�eels. On appelle variationde �, not�ee V (�), le nombre de hangements de signes de la suite �, .-�a-d. , le nombred'indies i tels que �i�i+k < 0, ave �i+1 = : : : = �i+k�1 = 0:Pour une fontion f , on d�e�nit de même la variation V (f).D�e�nition 8.2 Soit f : [a; b℄! R; on note V (f) la variation de f , le nombre sup V (f(x1); : : : ; f(xn));pour toute suite �nie stritement ordonn�ee (x1; : : : ; xn) de points de [a; b℄:G�eom�etriquement V (f) repr�esente le nombre d'intersetions (au sens large) de laourbe u 7! (u; f(u)) ave l'axe des absisses.Soit f(u) = Pni=0 �iNmi (u), une fontion B-spline que l'on onsid�ere sur l'intervalle[a; b℄; ave u0 � : : : � um�1 � a et b � un+1 � : : : � un+m:On a la propri�et�e suivante :Proposition 8.2 Si f(u) = Pni=0 �iNmi (u), alors V (f) � V (�); o�u on note � = (�0; : : : ; �n):Consid�erons une ourbe B-spline de IR2 : P (u) = (f(u); g(u)) = Pni=0Nmi (u)Pi, avePi = (�i; �i): Notons (d) une droite de IR2 : (d) = f(x; y) 2 IR2 j rx+ sy + t = 0g:D�e�nissons la fontion h(u) = rf(u)+ sg(u)+ t. Alors h(u) est une fontion B-spline :h(u) = Pni=0 iNmi (u); ave i = r�i + s�i + t:Un point P (u) qui est sur la droite (d) si et seulement si h(u) = 0:La proposition pr�e�edente montre que V (h) � V (); o�u  = (0; : : : ; n); autrementdit, le nombre d'intersetions de P (u) ave la droite (d) est major�e par le nombre d'inter-setions de son polygone de ontrôle Pi ave la droite (d):8.3 Insertion de noeuds onfondusConsid�erons une ourbe B-spline d'ordre m, P (u) = Pni=0Nmi (u)Pi. Si l'on ins�eresuessivement m�1 noeuds onfondus en �u 2℄uk; uk+1[; on obtient la nouvelle expressionde P : P (u) = Pn+m�1i=0 Nmi (�u)P i: Or, la fontion Nmk est telle que Nmk (�u) = 1 (voir la�gure 22), et don P (�u) = Pn+m�1i=0 Nmi (�u)P i = P k:Si l'on ajoute �a nouveau le noeud �u (qui devient alors de multipliit�e maximale m), laourbe P (u) est partag�ee en deux ourbes :P1(u) = P (u) = kXi=0Nmi (u)P i; (8.6)d�e�nie sur l'intervalle [u0; �u℄ etP2(u) = P (u) = n+m�1Xi=k Nmi (u)P i; (8.7)d�e�nie sur l'intervalle [�u; un+m℄:
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Fig. 22 { Fontion B-spline d'ordre m = 4, U = [0 1 1 1 2℄8.4 Subdivision pour une ourbe de B�ezierConsid�erons une ourbe de B�ezier de degr�e n : P (t) = Pni=0Bni (t)Pi; t 2 [0; 1℄: Parla proposition (4.1), on sait qu'une ourbe de B�ezier de degr�e n est une ourbe B-splined'ordre n + 1 obtenue �a partir du veteur nodal u0 = : : : = un = 0; et un+1 = : : : =u2n+1 = 1:Si l'on ins�ere n + 1 noeuds onfondus en �t = 12 ; les formules (8.4) et (8.5) r�ep�et�eesn+ 1 fois onduisent au r�esultat suivant :Proposition 8.3 0n a P (t) = nXi=0Bni (2t)P i0;pour t 2 [0; 12 ℄ et P (t) = nXi=0Bni (2t� 1)P n�ii ;pour t 2 [12 ; 1℄; o�u P ji ; j = 0; : : : ; n; i = 0; : : : ; n�j; sont les points d�e�nis par l'algorithmede De Casteljau (base et diagonale du tableau triangulaire - voir hapitre 4). La ourbeP (t) est ainsi divis�ee en deux ourbes de B�ezier respetivement d�e�nies sur les intervalles[0; 12 ℄ et [12 ; 1℄:On peut ensuite reommener ette op�eration sur haun des intervalles [0; 12 ℄ et [12 ; 1℄:�A la ki�eme �etape on obtient ainsi 2k ourbes de B�ezier. Si l'on note �k la r�eunion despolygones de ontrôle des 2k ourbes de B�ezier, on montre que la suite (�k) onverge versla ourbe de B�ezier P (t) ave une vitesse de onvergene en �2k ; o�u � est une onstanteind�ependante de k:
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