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Démos sans les mots

Démos sans les mots
Jean-Baptiste Hiriart-Urruty et Patrice Lassere

Mots clés : Fonctions trigonométriques, fonction arctangente.

Résumé. Nous présentons des « Démos sans les mots » de quatre résultats choisis de trigonomeé-
trie : deux en trigonométrie directe, deux en trigonométrie inverse.

1. Introduction

Les « Preuves sans mots » , traduction de 'anglais « Proofs without words », auquel nous préférons
I'appellation « Démos sans les mots » (la rime est plus riche!), est une maniere de suggérer et de
visualiser, a I’aide de dessins, certains résultats mathématiques. Il ne s’agit pas de démonstrations a
proprement parler — on peut méme se faire piéger par un dessin — mais d’illustrations graphiques
a la maniere d'un rébus, souvent convaincantes et parfois lumineuses, pour deviner (aprés une
plus ou moins longue réflexion) la marche a suivre de la démonstration (rigoureuse) suggérée. Les
ouvrages [1], [2], et [4] sont des compilations de « Démos sans les mots » de résultats d’algebre
élémentaire, combinatoire, géométrie dans le plan, suites et séries, calcul différentiel et intégral.
Certaines de ces visualisations graphiques sont un peu « tirées par les cheveux », reconnaissons-le.
D’autres, en majorité, sont fort intéressantes, parfois méme inattendues et percutantes.

Nous avons pris le parti ici de présenter un échantillon limité de quatre exemples, choisis dans un
domaine bien particulier des mathématiques, celui de la trigonométrie directe (celle concernant
le sinus, le cosinus ou la tangente d’un angle) et inverse (concernant la fonction arctangente). Ils
nous ont semblé particulierement démonstratifs de ce qu’est une « Démo sans les mots ». Trois
des quatre exemples sont des versions détaillées de choses présentées un peu succinctement dans
[1], [2], et [4], I'exemple de la section 3.1 (due au second auteur) est inédite a notre connaissance.

Les activités de recherche sur ces « Démos sans les mots » continuent toujours, comme en témoigne
la note [5] centrée sur la fonction arctangente, le nombre d’or et l'inverse du nombre d’or.

2. Deux exemples en trigonométrie directe

Les deux exemples de visualisation qui vont suivre sont basés sur une méme maniere de faire,
celle d'un « triangle rectangle (une équerre) s’appuyant par son sommet d’angle droit sur un mur
vertical ». Pour la comprendre, il suffit de regarder la Figure 1 ci-aprés (1) :

— Le triangle OBD, rectangle en B, est posé ou s’appuie sur le mur vertical ABC'; ainsi, il
est facile de vérifier que 'angle a entre OA et OB se retrouve entre BC' et BD ;
— L’angle a + [ entre OA et OD est aussi celui entre DO et DE.

Il suffira ensuite de jouer avec les trois triangles rectangles OAB, OBD et BC'D.

1. Les cinq figures de la présente note ont été réalisées avec le logiciel GeoGebra et converties ensuite en Tikz
pour les besoins de la mise en page.
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2.1. Le cosinus et le sinus de ’angle double

La formule de trigonométrie (directe) la plus célebre, et sans doute la plus simple, est
cos?(a) + sin?(a) = 1;

c’est une élégante illustration du théoreme de PYTHAGORE, valable pour tout angle «, et dont la
visualisation est simple dans un triangle rectangle dont ’hypoténuse est de longueur 1 et I'un des
angles a.

Juste apres, ressemblant au signe pres a celle que nous venons de rappeler, arrive la formule qui
donne le cosinus de 2 en fonction du cosinus et du sinus de a : cos(2a) = cos?(a) — sin?(a). Elle
est accompagnée de la formule qui donne le sinus de 2« en fonction du sinus et du cosinus de « :
sin(2a) = 2sin(a) x cos(a). Bien que moins directe a visualiser que cos?(a) +sin?(a) = 1, on peut
néanmoins « voir » ces deux formules du cosinus et du sinus de I’angle double a partir d’une figure
construite selon la technique du « triangle rectangle s’appuyant sur un mur vertical ». Suivre sur
la Figure 2.

Le triangle ABC, rectangle en B, d’hypoténuse 1 et d’angle «, est posé sur un mur vertical H K ;
I’angle de pose, c’est-a-dire celui entre AB et le sol horizontal AK est de nouveau a. Il n’y a plus
qu’a compléter par L de maniére a avoir un rectangle AK H L. Voyons a présent ce que nous lisons
sur cette figure :

— Dans le triangle rectangle ABC, AB = cos(a) et BC' = sin(«).

— Dans le triangle rectangle AKB, AK = AB x cos(a) = cos*(a) et BK = AB x sin(a) =
sin(a) x cos(a).

— Dans le triangle BHC, rectangle en H, BH = BC X cos(a) = sin(«) x cos(a) et CH =
BC' x sin(a) = sin?(«).
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Fig. 2 : cos(2a) = cos?(a) — sin®(a) et sin(2a) = 2 cos(a) sin(a).

Tous les ingrédients sont la. Lisons maintenant les résultats sur le triangle rectangle restant AC'L
ou son symétrique ACC" :

AC" = AC x cos(2a) = cos(2ar), ou bien
AC" = AK — 'K = AK — CH = cos*(a) — sin®*(a).
(st bien l'illustration de la formule cos(2a) = cos?(a) — sin?(a).

Continuons avec

CC’" = AC x sin(2a) = sin(2a), ou bien
CC'" = BH + BK = 2sin(a) x cos(a).

On a ainsi visualisé la formule sin(2«) = 2sin(«) X cos(a).

2.2. La tangente d’une somme de deux angles

La formule donnant la tangente de a + 3 en fonction de la tangente de a et de la tangente de (8
est, disons-le tout de suite, un peu dangereuse et a manier avec prudence. Cette formule,

tan(a) + tan(p)

tan(a + 8) = 1 — tan(a) x tan(3)’ M)

n’est pas valable pour n’importe quels a et §; nous ne la considérons ici que dans un contexte
sir, a savoir lorsque a > 0, 8> 0 et a + 8 < 7.
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Ici aussi, ou peut « voir » la formule (1) & partir d’une figure construite selon la technique du
« triangle rectangle s’appuyant sur un mur vertical ». La voici, suivre sur la Figure 3.
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tan(«) + tan(f)

Fig. 3 : tan(a + ) = T~ tan(a) x tan(3)’

Le triangle OAB, rectangle en A, avec OA = 1, est posé au sol; 'angle au sol, c¢’est-a-dire celui
entre OA et OB est a. On pose sur OB un nouveau triangle, rectangle en B, et dont ’angle de
pose sur OB est 8. Ainsi apparait un nouveau sommet D, et donc le triangle rectangle OBD. Il

n’y a plus qu’a compléter par C' et E de maniere a avoir un rectangle OAC'E. Voyons a présent
ce que nous lisons sur cette figure :

Dans le triangle rectangle OAB, on « voit » directement tan(a) puisque c’est AB (car

AB AB 1
tan(a) = 04" T) Dans le méme triangle, OB = o)’
BD t
Dans le triangle rectangle OBD, tan() = —, d’ou BD = tan(f) x OB = M.
OB cos()
Dans le triangle BC'D, rectangle en C';, BC = BD x cos(a) = tan(f). Ici on « voit »
donc directement tan(/) puisque c’est BC. Dans le méme triangle, tan(a) = BC’ d’on

DC = tan(«) x tan(f).

Etonnant que sur la méme figure on voit tan(a), tan(3), leur somme et leur produit. Tout est en
place pour conclure. En effet :

OF = AC = AB + BC = tan(«) + tan(p),
ED = EC — DC =0A— DC =1 —tan(a) x tan(f);

E
tan(a + 5) = g—D
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On a ainsi visualisé la formule (1).

3. Deux exemples de la trigonométrie inverse

Les deux exemples que nous présentons dans ce paragraphe traitent de la fonction arctangente
T
(y = arctan(x) doit étre lue dans sa téte comme « y est 'arc (I’angle) de } 35 [ dont la tangente

est z »).

3.1. L’arctangente de r additionnée a celle de son inverse %

Deés la premiere année d’université, les étudiants sont amenés a démontrer la relation suivante :

1

arctan(z) + arctan (—) = g pour tout x € ]0, +o0[ ; (2)
x
1 T

arctan(z) + arctan (—) = —5 pour tout x € |—o00,0[. (3)
T

La méthode la plus efficace pour démontrer ce résultat est d’utiliser les résultats et techniques
1

issues du calcul différentiel. La fonction z — f(x) = arctan(z) + arctan <—) est dérivable pour
x

tout x # 0 avec une dérivée f'(x) = 0. En conséquence, la fonction f est constante sur tout
intervalle de R ne contenant pas 0. La valeur de la constante sur 0, +o00[ (dans la situation (2))
s’obtient en prenant une valeur particuliere de x, x = 1 par exemple, ou bien en déterminant
lim, , . f(z). Cet exercice est excellent pour deux raisons au moins. La premiere est qu’il illustre
le fait qu’avoir une fonction f a dérivée nulle sur un ensemble I ne permet de déduire que f est
constante sur I que lorsque I est un intervalle. La deuxieme est plus subtile : bien qu’on soit
tenté d’utiliser le fait (essentiel) que tan(arctan(y)) = y, la formule de la tangente d’une somme,
tan(a) + tan(b)
1 — tan(a)tan(b)’
I'utilisation, dans des forums de discussion comme dans des vidéos, ot on divise allegrement par
0 (et on commente méme le résultat en disant que cela doit faire + oo!).

tan(a + b) = évoquée en (1), est inopérante ici. Pourtant, nous en avons vu

On « voit » la formule (2) sur la Figure 4 ci-apres.

Soit en effet le triangle OAB, rectangle en A, avec OA = 1, AB = z, et d’angle a en O. Regardons
dans le sens horizontal : clairement, cela a été fait pour x = tan(a) et a = arctan(z).

Regardons maintenant dans l'autre sens, le sens vertical. On prolonge la droite OB, de pente =,
jusqu’a rencontrer la droite d’équation y = 1; ainsi le point d’intersection D est de coordonnées

1 1

(—, 1). Le triangle OCD est rectangle en C, avec OC = 1,CD = —, et d’angle [ en O. Ainsi,
x x

1 1

— =1t t 0 = tan(—).

" an(f) et § = arc an(x)

Comme o+ 8 = g, on a bien visualisé la formule (2).
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[ = arctan (1)

xT

r = tan(a)

a = arctan(z)

Fig. 4 : arctan(z) + arctan(1) = 2.
3.2. Une formule plus élaborée sur ’arctangente

La formule (ou identité) que nous considérons dans ce paragraphe est bien plus élaborée; elle est
due, semble-t-il, a L. EULER. Pour x > 0 et y > 0, on a :

1 1 Y
arctan | — | = arctan + arctan | ——— | . (4)
T r+y 24+ ay+1

Cette identité peut étre démontrée de diverses maniéres, parmi lesquelles 1'utilisation (encore) du
calcul différentiel (sur les fonction réelles de deux variables). Mais peut-on la « voir » sur une
figure 7 Eh bien, de maniere assez étonnante, la réponse est oui.

Ce sera encore la méme maniere de faire qu’au paragraphe 1, celle d'un « triangle rectangle
s’appuyant par un sommet sur un mur vertical (ou horizontal) ». Suivre sur la Figure 5.

Soit le triangle OAB, rectangle en A, de c6té OA = 1 et AB = z. L’angle o en B, c’est-a-dire
1

entre BO et BA, est tel que tan(a) = —.
x

On prolonge AB jusqu’a C, en prenant BC' = y. On construit le triangle OBD, rectangle en O,
et on complete la figure en construisant le rectangle DCA(O)E.




Démos sans les mots

Tty .

a /2
/2
~ E O A v
z(x +y) 1
( .......................................................................... x.-........-.-........-.-........-.-........-.-)

1 1
Fig. 5 : arctan | — | = arctan + arctan S .
x r+y 2 +axy+1

Voyons a présent ce qu’on peut dire des longueurs de segments et des angles qui apparaissent sur
la figure :

1
— L’angle a, entre BO et BA, dont la tangente est —, se retrouve entre OF et OD (toujours
x

la méme technique du triangle rectangle posé sur une droite). Comme DE = AC = =+,
on en déduit que OF = z(x +v). Par suite, FA = EO+0OA =x(z+y)+1=2>+ay+1;
c’est aussi DC.

— Deux autres angles apparaissent : v entre DC' et DB, et [ entre DO et DB.

, ., . BC | Y
La tangente de v est toute trouvée, c’est ——, soit —————.
¢ +ay+1

DC

La détermination de la tangente de [ requiert qu’on calcule les longueurs de OB et OD. Par le
théoreme de PYTHAGORE, d’abord dans le triangle rectangle O AB puis dans le triangle rectangle

OB 1
OFED,ona:O0OB=+1+2?et OD = (x +y)vV1+ 2. En conséquence, tan(s) = oD 114
rTy

Avec la relation a = 4+, on a bien visualisé la relation (4).

Conclusion

Avec cet échantillon de quatre exemples, choisis dans un domaine bien particulier (celui de la
trigonométrie directe et inverse), nous espérons avoir suscité la curiosité, l'intérét, peut-étre la
surprise, que peuvent apporter ces visualisations de résultats mathématiques, bref ces « Démos
sans les mots ».
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