
Questions & ŕeponses

Réponses

R544. Toute matrice carŕee ŕeelle est-elle le produit de deux matrices syḿetriques
r éelles ? (J.-B. Hiriart-Urruty)

Solution de P. Lass̀ere.

La solution repose sur la propriét́e suivante que l’on va ensuiteétendrèa toutMn(R) : (( soit
A une matrice carrée ŕeelle cyclique (i.e. semblablèa une matrice compagnon). Il existe une
matrice syḿetrique ŕeelle inversibleS telle queA = S tAS−1. ))
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est une matrice syḿetrique et par conséquent

AS = t(AS) = S tA, doncA = S tAS−1.
Il en résulte imḿediatement que toute matrice de Frobenius (i.e. une matrice constituée de
blocs diagonaux cycliques)F admet une matrice de passageà sa transposéeS symétrique
réelle (F = S tFS−1).
Vérifions maintenant que cette propriét́e se ǵeńeraliseà toutes les matrices.
Comme toute matriceA ∈ Mn(R) est semblablèa une matrice de Frobenius (c’est le
théor̀eme de d́ecomposition de Frobenius analogue cyclique du théor̀eme de d́ecomposition
de Jordan), il existeP ∈ GLn(R), S ∈ Sn(R) ∩ GLn(R) et F matrice de Frobenius, telles
queA = PFP−1 etF = S tFS−1.
Ainsi
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1 ,

où S1 = PS tP .
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La matrice de passageS1 est clairement syḿetrique ; nous avons donc démontŕe que pour
toute matrice carrée ŕeelleA, il existe une matrice de passage symétriqueS telle queA =
S tAS−1.
Mais alors, on peut́ecrire A = SS′ où S′ = tAS−1, et commetS′ = t

(
tAS−1

)
=

tS−1A = S−1A = S′, S′ est syḿerique et le tour est joúe puisqueA = SS′.

Remarque.On peut consulter(( The factorisation of a square matrix into two symmetric ma-
trices)) Amer.Math.Monthly 1986-6, page 462/64 pour une approche via la décomposition de
Jordan. On y apprend aussi que ce résultat est d̂u à Frobenius.


