Questions & eponses

Réponses

R544. Toute matrice caree réelle est-elle le produit de deux matrices syatriques
reelles ? (J.-B. Hiriart-Urruty)

Solution de P. Lassre.

La solution repose sur la propte suivante que I'on va ensuiétendrea tout M, (R) : « soit
A une matrice caée Eelle cyclique (i.e. semblableune matrice compagnon). Il existe une
matrice synétrique Eelle inversibleS telle qued = SAS~ . »
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AS = (AS) = S'A,doncA = STAS™!.
Il en résulte imnédiatement que toute matrice de Frobenius (i.e. une matrice cé@astiu
blocs diagonaux cycliquedy admet une matrice de passagsa transpd@e S symétrique
reelle F = S'FS™1).
Vérifions maintenant que cette pragé se @réralisea toutes les matrices.
Comme toute matriced € M, (R) est semblablé une matrice de Frobenius (c’est le
théoeme de écomposition de Frobenius analogue cyclique doime de écomposition
de Jordan), il exist®® € GL,(R), S € S,(R) N GL,(R) et F matrice de Frobenius, telles
queA = PFP 'etF = S'FS™1.
Ainsi
A=P(S'FST P '=(PS) (‘PP 'F("PPTY) (STTPTY)

= (PS'P)("P~V'F'P) ("PTISTIPTY) = (PS'P)PA(TPTISTIPTY)

= (PS'P)'A(PS'P)™' = S, TAS !,
ou S1=PS tp.
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La matrice de passag® est clairement systrique ; nous avons don@&ohonté que pour
toute matrice caée Eelle A, il existe une matrice de passage €jriguesS telle queA =
StASTL,

Mais alors, on peuécrire A = S5’ ot §' = ‘AS™', et comme’s’ = ('AS™!) =
tS71A =814 =9 5" estsynerique et le tour est jaipuisqued = SS’.

RemarqueOn peut consulter The factorisation of a square matrix into two symmetric ma-
trices» Amer.Math.Monthly 1986-6, page 462/64 pour une approche viadamhposition de
Jordan. Ony apprend aussi que esultat est @ a Frobenius.



