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Des Fonctions très Spéciales :

Thomae & Volterra versus Baire
par Jean-Baptiste HIRIART-URRUTY* et Patrice LASSÈRE

I Introduction

On se propose d’étudier quelques exemples fonc-

tions « pathologiques » autour de la continuité ; des

exemples parfois bien utiles pour illustrer un exposé

d’oral sans être trop techniquement compliqués.

Lors du premier contact avec la notion de conti-

nuité, on dit souvent pour une fonction continue sur

un intervalle « qu’on peut parcourir son graphe avec le

crayon sans le lever... », c’est une bonne description,

(encore que le chemin pourrait être long vu qu’il existe

des fonctions continues sur un segment à longueur de

graphe infini...)

Le point qui nous occupe aujourd’hui est le

domaine de continuité C f d’une fonction f : R→ R

et plus précisément quelle peut être sa forme ? peut-on

choisir n’importe quelle partie de R ?

• Commençons par l’ensemble vide : si on cherche

une fonction f : R → R partout discontinue,

l’exemple canonique est la fonction de Dirichlet :

f (x) =

{
1, si x 6∈Q,

0, si x ∈Q.

Par contre, voici une observation amusante :

« Pour toute fonction f : R→R, il existe au moins
un réel x et une suite (xn)n dans R \ {x} convergente
de limite x et telle que limn f (xn) = f (x). »

Autrement dit : on ne peut pas demander à une fonc-

tion discontinue sur un intervalle I d’être discontinue

au point que pour tout x ∈ I et toute suite (xn)n conver-

gente et de limite x la suite ( f (xn))n ne converge pas

vers f (x).
Voici l’idée de la preuve : associons à toute fonc-

tion f : R → R son graphe A f = {(x, f (x)), x ∈
R}. A f est une partie non dénombrable de R2 et par
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conséquent admet au moins un point d’accumulation

(a, f (a)) dans R2 : il existe donc une suite (xn)n dans R

telle que limn(xn, f (xn)) = (a, f (a)) soit : limn xn = a
et limn f (xn) = f (a). En remplaçant R par un inter-

valle I on en déduit que cette propriété est même vraie

sur un ensemble dense dans R.

On en déduit aussi que pour toute fonction f : R→
R, il existe une partie dense D ⊂R telle que la restric-

tion f : D → R soit continue sur D .

• Pour la continuité en un unique point : existe-t-il une

fonction f : R → R telle que C f = {0} (ou C f =
{a}, a∈R en remplaçant f (x) par f (x+a) ) ? En voici

deux :

g(x) =

{
x, si x 6∈Q,

0, si x ∈Q.

h(x) =

{
e−1/x2

, si x 6∈Q,

0, si x ∈Q.

La fonction h est intéressante à plus d’un titre car

elle est continue et dérivable uniquement en x = 0,

nulle part deux fois dérivable mais toutefois h admet

en x = 0 un développement limité à tout ordre 1.

• Avec l’exemple précédent, on en déduit facilement

l’existence de fonctions continues en seulement un

nombre fini de points i.e. C f = {a1,a2, . . . ,an}.

La question naturelle qui suit est : « et si C f est

infini ? » par exemple C f = Q ou R \Q ? (nous lais-

sons au lecteur le soin de trouver une fonction f conve-

nable pour laquelle C f soit un intervalle donné). Les

cas C f =Q ou R\Q sont précisément l’objet des pro-

chains paragraphes.

1. En effet h(x) = o(xn) pour tout entier n, admet donc en x =
0 un développement limité à l’ordre n dont la partie principale

est donc le polynôme nul. A ce propos il faut se souvenir que

si une fonction est n fois dérivable à l’origine, alors elle admet

un développement limité à l’ordre n (c’est Taylor-Young) mais la

réciproque est fausse dès que n ≥ 2.
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II La Fonction de Thomae :

C f = R\Q

Figure 1. Carl Johannes Thomae (1840-1921)

C’est en 1881 que le mathématicien allemand Carl

Johannes Thomae (1840-1921) propose l’exemple

d’une fonction T : R → R continue sur R \Q mais

discontinue sur Q :

T (x) =





1/q, si x = p
q , avec p∧q = 1

(i.e. p et q premiers entre eux),

1, si x = 0,

0, si x 6∈Q.

Et voici le programme Python rédigé par notre col-

lègue Hervé Carrieu (Aix-en-Provence) pour réaliser

la figure 2.

import math as m

import matplotlib.pyplot as plt

def fct_thomae(q):

X=[p/q for p in range(1,q+1)]

Y=[1/(q/m.gcd(p,q)) for p in

range(1,q+1)]

plt.plot(X,Y,’bo’,markersize=1)

plt.axis([0,1,0,0.5])

plt.show()

La fonction de Thomae est aussi connue comme la

« fonction popcorn », ce qui est clairement justifié vu

l’esquisse de son graphe ci dessous.

La fonction de Thomae répond à notre question

mais possède aussi d’autres propriétés singulières

résumées ci-dessous :

Théorème 1. L’application f : R → R de Thomae
est définie par :

T (x) =





1/q, si x = p
q , avec p∧q = 1

(i.e. p et q premiers entre eux),

1, si x = 0,

0, si x 6∈Q.

Alors

Figure 2. La fonction de Thomae ou « popcorn » sur l’intervalle
[0,1].

1. T est 1-périodique.

2. T est discontinue sur Q.

3. T est continue sur R\Q.

4. T est nulle part dérivable.

5. Pour tout réel x : limx6=y→x T (y) = 0 ; en particulier,
T est semi-continue supérieurement sur R.

6. T présente en tout x ∈ Q un maximum local strict
et en tout x ∈R\Q un minimum global (non strict).

Démonstration.

1. Si x est irrationnel il en est de même pour x+1 donc

T (x) = T (x + 1) = 0. Si x = p/q avec p∧ q = 1

alors x + 1 = (p + q)/q et comme (p + q)∧ q =
p∧ q = 1 on aura encore T (x+ 1) = T (x). Enfin

T (n) = 1 = T (0) pour tout n ∈ Z. f est donc bien

périodique de période 1.

2. Si x ∈ Q⋆, x = p/q avec p∧ q = 1 alors T (x) =
1/q > 0 ; mais par densité de R\Q dans R il existe

aussi une suite (xn)n de nombre irrationnels qui

converge vers x (par exemple xn = 10−nE(10nx)+√
2/n) : par définition de T , la suite (T (xn))n est

identiquement nulle et ne peut donc converger vers

T (x) > 0. Le même argument marche pour x = 0

puisque T (x) = 1 > 0. T est bien discontinue sur

Q.

3. Pour la continuité sur R \Q, on peut se contenter

de travailler sur [0,1]\Q vu (1).

On propose trois démonstrations chacune reposant

sur l’une des trois caractérisations de la continuité

(epsilonesque, par les suites et enfin les images réci-

proques d’ouverts) :

• Avec les suites : Soit x ∈ [0,1] \Q, par la carac-

térisation séquentielle de la continuité il faut mon-

trer que pour toute suite de réels (xn)n de limite x,

la suite (T (xn))n converge vers T (x) = 0. Mais T
est identiquement nulle sur R \Q, il est donc suf-

fisant de supposer que la suite (xn)n est constituée
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de rationnels, disons xn = pn/qn (avec pn∧qn = 1).

Alors

lim
n→+∞

T (xn) = lim
n→+∞

1

qn
= 0 = T (x).

• Preuve « epsilonesque » : Soit x∈ [0,1]\Q, pour

ε > 0 posons Sε := {p/q ∈ [x − 1,x + 1]∩ [0,1] :

q ∈ {1,2, . . . ,E(ε−1)} }. Cet ensemble est fini, il

existe donc un voisinage ]x−δ ,x+δ [ de x tel que

]x − δ ,x + δ [∩Sε = /0. Montrons que |x − y| < δ
implique |T (x)−T (y)|< ε : si y ∈]x−δ ,x+δ [\Q
alors |T (x)−T (y)| = 0 < ε ; si y = p/q, p∧q = 1

alors comme y 6∈ {1,2, . . . ,E(ε−1)} nécessairement

q > E(ε−1)> ε−1 soit |T (x)−T (y)| = 1/q < ε .

• Avec les voisinages : T sera continue au point

x ∈ [0,1] \Q si et seulement si l’image réciproque

de tout voisinage de T (x) contient un voisinage de

x (ce n’est rien d’autre que la traduction en terme

de voisinages de la définition epsilonesque et idem

pour la preuve). Comme on l’a observé dans l’ar-

gument epsilonesque l’ensemble des rationnels r =
p/q avec q < 1/ε (et p∧q = 1) est fini, par consé-

quent il existe δ > 0 tel que |y− x| ≤ δ implique

|T (y)−T (x)| ≤ ε soit T−1([T (x)− ε ,T (x)+ ε ]) ∋
[x−δ ,x+δ ].

4. Il reste à montrer que T n’est nulle part dérivable :

T n’étant déjà pas continue sur Q, seule la dériva-

bilité en les points irrationnels est douteuse. Soit

donc x ∈ [0,1]∩ (R \Q), comme αn := x+ n−1 ∈
R \Q on aura

T (αn)−T (x)
αn−x = 0 quel que soit n ∈ N⋆,

par conséquent si T est dérivable au point x la seule

alternative est que T ′(x) = 0.

Mais pour tout entier n ≥ 1 il existe xn ∈Z vérifiant

| xn
n − x| ≤ 1

n (il en existe forcément au moins un).

Alors par définition de T on a T
( xn

n

)
≥ 1

n et par

suite

∣∣∣∣∣
T
( xn

n

)
−T(x)

xn
n − x

∣∣∣∣∣=
T
( xn

n

)
∣∣ xn

n − x
∣∣ ≥ 1, ∀n ∈ N⋆,

rendant T ′(x) = 0 impossible. T n’est bien nulle

part dérivable.

5. • Si x est irrationnel c’est évident vu que T est

continue au point x avec T (0) = 0 (c’est (3)).

• Si x est rationnel, disons x = p/q avec p∧ q =
1, alors T (x) = 1/q > 0. En reprenant la preuve

« epsilonesque » de (3) on a en fait démontré que

pour tout ε > 0, il existe δ > 0 tel que 0 < |y−x|<
δ implique

|T (y)|=
{

0, si y ∈ R\Q,

1/n < ε , si y = m/n ∈Q

(car dans tout voisinage de x, il n’existe qu’un

nombre fini de rationnels m/n avec 1 ≤ n ≤ 1/ε).

Ainsi pour tout réel x :

lim
y<x, y→x

T (y) = 0 = lim
y>x, y→x

T (y).

6. Tout nombre irrationnel est un minimum global

pour T et pour a ∈ Q, T (a) > 0 mais, vu (5), il

existe δ > 0 tel que 0 ≤ T (x) < T (a)/2 pour tout

x ∈ [x− δ ,x+ δ ] \ {a} : a est bien un maximum

local. CQFD.

Remarques.

• On a donc pour tout réel a

lim
t→a
t 6=a

T (x) =

{
0 = T (a), si a ∈R\Q,

0 6= T (a)> 0, si a ∈Q.

• La dernière propriété est à rapprocher de l’exercice
assez classique (voir par exemple [7], exercice 4.32
page 259 ou [1]) : « une fonction continue présentant
en tout point un extremum local est constante »

• Dans [12], Zoltán Kánnai modifie légèrement f
pour un exemple injectif avec même T (x) = x pour
tout x ∈ R \Q (attention : T̃ (x) := x+ T (x) semble
être un bon candidat mais elle n’est pas injective :
T̃ (1/4) = T̃ (3/8) !).

• Dans le même esprit la fonction h(x) = x+1Q(x)
donne l’exemple d’une bijection h : R → R partout
discontinue.

La fonction de Thomae est bien connue et figure

dans nombreux ouvrages. Moins connue est l’applica-

tion qu’en fait Volterra ci-dessous pour montrer qu’il

n’existe pas de fonction V : R→R telle que CV =Q,

objet du prochain paragraphe.

III Le Théorème de Volterra :

C f 6=Q

La question naturelle qu’on doit alors se poser est :

existe-t-il aussi une fonction f : R→ R discontinue

sur R\Q mais continue sur Q ?

La réponse est cette fois négative et (surprise !) la

fonction de Thomae est la clef de la solution due au

mathématicien italien Vito Volterra 2 (1860-1940).

Théorème 2 (V. Volterra, 1881). Il n’existe pas de
fonction V : R → R qui soit discontinue sur R \Q
mais continue sur Q (autrement dit, l’équation CV =
Q n’admet pas de solution V ).

2. Sources des images : Wilkipedia et

https://www.deutsche-digitale-bibliothek.de/item/

TSZGU2VLU7DQ6AAGMT3VTIAPURWGEDJ4
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Figure 3. Vito Volterra (1860-1940).

Figure 4. La note de Volterra [16] qui nous intéresse.

Remarque. Il existe bien entendu un argument repo-
sant sur le théorème de Baire qui interdit l’existence
d’une telle fonction (on y reviendra en guise d’appen-
dice). L’élégance de la preuve de Volterra est juste-
ment son caractère élémentaire : elle repose unique-
ment sur la définition de la continuité et le théorème
des segments emboités via la fonction de Thomae (elle
est outre antérieure au résultat de Baire).

Il faut toutefois raison garder, l’argument de Vol-
terra n’explique pas pourquoi une telle fonction ne
peut exister alors que la théorie de Baire explique tout ;
on consultera avec grand profit l’opus de Gilles Gode-
froy « Introduction aux méthodes de Baire » [9] qui
sur 700 pages nous présente ses innombrables appli-
cations.

Il n’est pas surprenant de trouver le couple Baire-

Volterra dans cette histoire : lorsque Volterra publie

Figure 5. René Baire (1874-1932).

Figure 6. La thèse de Baire sur les fonctions discontinues.

son article, René Baire (1874-1932) est encore un

enfant mais c’est à la fin des années 1890, lors de la

rédaction de sa thèse que les deux hommes se rap-

prochent autour de ce thème. En effet c’est dans sa

thèse « Sur les fonctions de variables réelles » (sou-
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tenue en 1899) sur la compréhension de la notion de

continuité (il étudie par exemple les problèmes sui-

vants : « que dire de l’ensemble des points de conti-

nuité d’une limite simple de fonctions continues ou

d’une fonction de deux variables séparément conti-

nue ») que Baire combinant théorie des ensembles et

analyse introduit pour la première fois la notion d’en-

semble rare (réunion dénombrable de fermés d’inté-

rieur vide) pour son fameux théorème et ses multiples

applications. D’ailleurs en 1898 Baire rencontre Vol-

terra à Turin, et on peut lire dans l’article de Dugac [5]

leur correspondance autour de ce thème.

Démonstration ([16], [14]). Pour la démonstration

sans argument topologique, le sésame est la fonction

T de Thomae. L’idée de la preuve est la suivante :

supposons qu’une telle fonction V : R → R existe,

on va montrer qu’alors il existe un réel α ∈ R en

lequel T et V sont continues ce qui est absurde vu que

CV ∩CT = /0.

Soit r ∈Q, V étant continue au point r, il existe 0 <
δ < 1/2 tel que

|V (x)−V (r)|< 1/2, ∀x ∈ [r−δ ,r+δ ].

En particulier

|V (x)−V (y)| ≤ |V (x)−V (r)|+ |V (r)−V (y)|
< 1/2+1/2 = 1, ∀x,y ∈ [r−δ ,r+δ ].

Mais par densité de R \Q, il existe aussi un nombre

irrationnel ζ ∈ [r−δ ,r+δ ] et par continuité de T en ζ ,

le même argument que celui appliqué à V nous assure

qu’il existe deux réels a1 < b1 tels que [a1,b1] ⊂ [r−
δ ,r+δ ] et

|T (x)−T (y)|< 1, ∀x,y ∈ [a1,b1].

En résumé, il existe donc a1 < b1 tels que 0 < b1 −
a1 < 1 et

|V (x)−V (y)|< 1

et |T (x)−T (y)|< 1, ∀x,y ∈ [a1,b1].

Si l’on reprend ce même argument on est assuré qu’il

existe deux réels a2 < b2 tels que 0 < b2 −a2 < 1/2 et

|V (x)−V (y)|< 1/2

et |T (x)−T (y)|< 1/2, ∀x,y∈ [a2,b2]⊂]a1,b1[.

On réitère alors ce processus pour construire une suite

décroissante d’intervalles ([an,bn])n vérifiant

bn −an < 2−n+1, |V (x)−V (y)|< 2−n+1

et |T (x)−T (y)| < 2−n+1, ∀x,y ∈ [an,bn].

On en déduit immédiatement qu’il existe (c’est

le théorème des segments emboités) un réel α

tel que {α} =
⋂

n [an,bn]. Alors les inégalités

|V (x) − V (y)| < 2−n+1 et |T (x) − T (y)| <
2−n+1, ∀x,y ∈ [an,bn] nous assurent facilement

la continuité de T et V au point α . Contradiction !

CQFD.

Remarques.

• Pour la dérivabilité c’est plus délicat : dans [13],
Marc Lynch construit une fonction g : R→ R qui est
continue sur tout R mais dérivable exactement sur Q.

• On trouve dans la littérature de nombreux exemples
de fonctions continues sur R et nulle part dérivables
(par exemple [4], [15]).

IV Plus sur les fonctions de type

Thomae

Souvenons nous, que la fonction de Thomae

T (x) =





1/q, si x =
p

q
, avec p∧q = 1,

1, si x = 0,

0, si x 6∈Q,

n’est dérivable en aucun point de CT =R\Q (les seuls

candidats possibles). Dans [2] les auteurs tentent de

modifier T légèrement sur les rationnels pour la rendre

dérivable.

Ils considèrent la version modifiée de la fonction de

Thomae suivante :

T̃a(x) =





aq, si x =
p

q
, avec p∧q = 1,

1, si x = 0,

0, si x 6∈Q,

où a = (aq)q est une suite de réels décroissante de

limite nulle (pour aq = 1/q on retrouve la fonction de

Thomae). Alors on a les résultats remarquables :

Théorème 3 ([2]). Soit a = (aq)q une suite de réels
strictement positifs de limite nulle . Alors

1. T̃a n’est pas dérivable sur une partie dense non
dénombrable de R\Q.

2. Pour toute famille dénombrable d’irrationels
{αi, i ∈ N} ⊂ R \Q il existe une fonction T̃a qui
est dérivable sur {αi, i ∈ N}.

3. Soit a= (an)n une suite décroissante vers 0 de réels
telle que liminfn n2an > 0 alors T̃a n’est nulle part
dérivable.

Démonstration. Soit donc a = (aq)q une suite de réels

strictement positifs et Ta la fonction de Thomae asso-

ciée ; suivons à la lettre [2]

Juillet-août-septembre 2024 5
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1. • (rn)n est une énumération de Q. On se donne un

nombre rationnel que l’on note x1.

Comme x1 ∈ Q : f (x1) > 0, il existe donc un seg-

ment I1 de longueur ℓ(I1) strictement inférieure à 1

tel que

r0 6∈ I1, x1 ∈ I1 et f (x1)≥ |x1 − x|, ∀x ∈ I1.

On continue : il existe un segment I2 et un rationnel

x2 vérifiant

I2 ⊂ I1, ℓ(I2)< 1/2, x2 ∈ I2, r0,r1 6∈ I2

et f (x2)≥ |x2 − x|, ∀x ∈ I2.

En réitérant ce processus on obtient une suite de

rationnels (xn)n et une suite de segments (In)n véri-

fiant pour tout entier n :

◦ In+1 ⊂ In et ℓ(In+1)< 1/2n,

◦ xn+1 ∈ In+1 ∩Q et f (xn+1)≥ |xn+1 − x|,
∀x ∈ In+1,

◦ r0,r1, . . . rn 6∈ In+1.

Par le théorème des segments emboités, il existe un

réel α tel que
⋂

n≥0

In = {α} et α = lim
n

xn.

Alors α 6∈Q (sinon, il existerait un entier i0 ∈N tel

que α = ri0 et ceci est absurde car par construction

r0,r1, . . . rn 6∈ In+1 pour tout entier n et donc ri0 6∈
In, ∀n > i0).

Montrons maintenant que T̃a n’est pas dérivable

en α . Comme pour la fonction de Thomae, la

seule alternative si T̃a est dérivable au point α est

T̃a
′
(α) = 0. Mais ceci est impossible : en effet,

sinon comme α = limn xn on aurait

lim
n

T̃a(xn)− T̃a(α)

xn −α
= T̃a

′
(α) = 0

Mais α ∈ In pour tout entier n et donc par construc-

tion∣∣∣∣∣
T̃a(xn)− T̃a(α)

xn −α

∣∣∣∣∣=
T̃a(xn)

|xn −α | ≥ 1, ∀n ∈ N,

Contradiction : T̃a est bien non dérivable en l’irra-

tionnel α .

• Si l’on observe la construction précédente, on a

en fait montré que pour tout intervalle I non réduit

à un point, il existe un irrationnel α en lequel T̃a

n’est pas dérivable. On a donc en fait montré qu’il

existe une partie dense E de nombres irrationnels

sur laquelle T̃a n’est pas dérivable.

• Il reste à montrer que E n’est pas dénombrable.

Supposons E , dénombrable et soit (bn)n une énu-

mération de E , alors, en reprenant la construction

précédente de nos suites (xn)n et (In)n :

◦ In+1 ⊂ In et ℓ(In+1)< 1/2n,

◦ xn+1 ∈ In+1 ∩Q et f (xn+1)≥ |xn+1 − x|,
∀x ∈ In+1,

◦ r0,r1, . . . rn 6∈ In+1,

mais en rajoutant aussi la condition :

◦ b0,b1, . . .bn 6∈ In+1

on produit alors un irrationnel α 6∈ E en lequel T̃a

n’est pas dérivable ce qui contredit la définition de

E . CQFD.

2. Soit {αi, i ∈N} ⊂R\Q. Pour tout entier i, on défi-

nit l’application gi : N⋆ → R⋆
+ par

gi(n) = min
{ ∣∣∣

m

n
−αi

∣∣∣ , n∧m = 1
}
, ∀n∈N⋆

et g : N⋆ → R⋆
+ définie par

g(n) = min
1≤i≤n

gi(n).

Alors la fonction de Thomae T̃ associée à la suite

(g(n)2)n :

T̃ (x) =





g(n)2, si x =
m

n
, avec m∧n = 1,

1, si x = 0,

0, si x 6∈Q,

répond à notre question : elle est bien dérivable en

tous les αi.

En effet, pour i ≥ 1 et m,n premiers entre eux, pour

n ≥ i :

∣∣∣∣∣
T̃ (m/n)− T̃ (αi)

m/n−αi

∣∣∣∣∣=
g(n)2

|m/n−αi|

≤ gi(n)2

|m/n−αi|

≤ gi(n)2

gi(n)
= gi(n) −→

n→∞
0.

(en effet comme on l’a observé pour la fonction

de Thomae il est suffisant de se concentrer sur les

suites de rationnels (mk/nk)k convergeant vers αi

et de se souvenir que comme αi n’est pas rationnel

on a forcément limk nk = +∞, enfin limn gi(n) = 0

vu l’inégalité évidente 0 < gi(n)< 1/n). CQFD.

µ(a) = sup

{
d > 0 : 0 <

∣∣∣
m

n
−a

∣∣∣<
1

nd

admette une infinité de solutions m/n

}
.

Ou bien µ(a) est la borne inférieure des réels d > 0

pour lesquels il existe A > 0 tel que
∣∣m

n −a
∣∣ ≥ 1

nd

pour tout m/n 6= a (autrement dit, l’équation 0 <

6 Quadrature no 133



✐

✐

“jbhu133” — 2024/4/24 — 21:31 — page 7 — #7
✐

✐

✐

✐

✐

✐

∣∣m
n −a

∣∣ < 1
nd n’admet qu’un nombre fini de solu-

tions).

Un théorème de Lagrange ([10], Théorème 187,

page 202) nous assure que pour tout nombre irra-

tionnel a ∈ R \Q : µ(a) ≥ 2 3 (pour un nombre

rationnel il n’est pas difficile de montrer que

µ(a) = 1).

Soit a= (an)n une suite décroissante vers 0 de réels

telle que liminfn n2an > 0 et T̃a la fonction de Tho-

mae associée.

Pour α ∈ R \Q, souvenons nous que T̃a sera déri-

vable en α si et seulement si pour toute suite

(pn/qn)n de rationnels convergente vers α on a

lim
n→∞

∣∣∣∣∣
T̃a(pn/qn)− T̃a(α)

pn/qn −α

∣∣∣∣∣= lim
n→∞

∣∣∣∣∣
T̃a(pn/qn)

pn/qn −α

∣∣∣∣∣

= lim
n→∞

aqn

|pn/qn −α | = 0.

Mais cette dernière limite est impossible car en

vertu du théorème de Lagrange |pn/qn−α | ≥ q2
naqn

pour une infinité d’entiers qn et par liminfn n2an >
0 la limite du taux d’accroissement ne peut être

nulle.

Remarques. Le premier assure seulement que T
n’est pas dérivable sur une partie dense non dénom-
brable de R\Q alors que le troisième nous assure que
la fonction de Thomae mais aussi, par exemple,

T̃(1/q2)q
(x) =





1/q2, si x =
p

q
, avec p∧q = 1,

1, si x = 0,

0, si x 6∈Q,

ne sont nulle part dérivables (car par exemple pour la
seconde : liminfq q2aq = limq q2 · q−2 = 1 > 0).

V Appendice à propos de Baire

Qu’il n’existe pas de fonction f : R → R discon-

tinue sur R \Q mais continue sur Q est une applica-

tion classique du théorème de Baire et se trouve dans

tout honnête ouvrage d’analyse fonctionnelle (voir par

exemple [11] exercice 6, page 20).

Sans plus entrer dans les détails, en voici les grandes

lignes : le théorème de Baire nous dit que dans un

espace métrique complet toute intersection dénom-

brable d’ouverts denses est encore dense ou en pas-

sant au complémentaire que toute réunion dénom-

brable de fermés d’intérieur vide (on dit maigre) est

d’intérieur vide. C’est le cas pour l’espace normé R,

3. Autrement dit, si a est irrationnel, il existe une infinité de

couples (m,n) ∈ Z×N⋆ tels que 0 <
∣∣m

n −a
∣∣< 1

n2

donc Q est maigre dans R comme réunion dénom-

brable de ses singletons qui sont fermés d’intérieur

vide. Comme la réunion (au plus dénombrable) d’en-

sembles maigres est maigre, R \Q n’est pas maigre

(sinon R= (Q)∪ (R\Q) serait maigre contredisant le

théorème de Baire). Mais d’un autre coté, pour tout

fonction fonction f : R → R il n’est pas difficile

(en utilisant la notion d’oscillation d’une fonction) de

montrer que l’ensemble des ses points de discontinuité

D f est toujours réunion dénombrable de fermés. En

particulier si D f = R \Q alors il est d’intérieur vide

donc maigre. Contradiction et CQFD.
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