Agrégation Interne — Séries. 26 mai 2017

Exercice 1. (les grands classiques).
(1) Nature (convergence, convergence absolue) de la série Y <, upn de terme général u, = (_(f)%
ot a € Ry

(2) Nature de la série de terme général u, = % ot f : N — N est une application injective.

(3) Quelle est la nature de la série de terme général u, = sin (m(2 +v/3)") ?
(4) Quelle est la nature des séries de terme général a,, = sin(mwen!), b, = sin(27nle™t) ?
(5) Quelle est la nature de la série de terme général u, = m ¢

(6) Pour quels réels a,b,c la série de terme général a, = aln(n) + bln(n + 1) + cln(n + 2) est elle
convergente ?
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(7) Montrer que (n+ 1)! (e—kz_o l{:') =1+ o + % + o(1/n%).

Exercice 2. (sommation des relations de comparaison) On considére deuz suites (xg)r et (yi)k
de réels positifs avec : xy ~ yi. Alors :

(1) Les deux séries sont de méme nature.

(2) Si )y xx converge alors Yy, 1 Tk ~n D psneq Yk (€quivalence des restes).

(3) Siy" xp diverge alors > p_q Tk ~n D peo Yk (€quivalence des sommes partielles).
(4) Dans tout ce qui précéde on peut remplacer ~y, par un petit o ou un grand O.

(5) Application : Théoréeme de Cesaro.

(6) Application : Montrer que H, =1+ %+ -+ 1 =In(n) + v+ £ + o(1/2n).

Exercice 3. €¢ Nature de la série de terme général (convergence, convergence absolue) u, = ((n_');l)/"

. L. L —1)k
Exercice 4. $¢ Nature de la série de terme général (convergence, convergence absolue) up = Yy~ g %

Exercice 5. € Déterminer tous les polynémes P € R[z| tels que la série de terme général

1/15
ay, — (n15 _ %4 + %5) — Y/P(n) converge.

Exercice 6.

i 1
Montrer que la série Y, <, w

diverge

(1) en estimant la somme sur des blocs ou le cosinus est > +/2/2

(2) en appliquant la formule f:ﬂ f®)dt = f(n) + f:H(n +1—t)f(t)dt).
Exercice 7.

(1) Montrer que la série 3, <o 1/(3n)! est convergente.

(2) Calculer pour tout entier k : 1+ 5 + 52 on j = exp(2in/3).

(8) En déduire que 3, -4 1/(3n)! = (e + 2¢~1/2 cos(v/3/2))/3.

Exercice 8. On pose a, = % Montrer que ), a, converge (mais pas absolument) et que

>on ah, diverge pour tout entier p > 2.

Exercice 9. (1) Ewziste-t-il (a,) C RS tar telle que les séries Y %% et ), L convergent ?

an

(2) Ewiste-t-il (an) C R tar telle que les séries Y, %5 ety a% convergent ?
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