CUPGE - Atelier Problémes — Février 2018.

EQUATIONS DIFFERENTIELLES NON LINEAIRES ET CAUCHY-LIPSCHITZ.

Exercice 1. Un peu de théorie.

(1) Montrer que le probleme de Cauchy : y'(t) = /|y(t)|, te€R, y(0)=0 posséde une in-
finité de solutions définies sur R. Pourquoi le théoréme de Cauchy-Lipschitz ne s’applique-
t-il pas ici ¢ Montrer que h(t) = \/|t| n’est pas lipschitzienne au voisinage de l'origine.

(2) Soit F: R? — R une fonction de classe C1, et f,g: R — R deux solutions mazimales de
Uéquation différentielle y' = F(t,y). On suppose qu’il existe ty € R tel que f(ty) < g(to).
Montrer que pour tout t € R, on a f(t) < g(t).

(3) Soit f: I — R une fonction de classe C sur Uintervalle I. Montrer que toute solution
non constante de y' = f(y) est strictement monotone.

Exercice 2. On considére 'équation différentielle y' = x* + y2.
(1) Justifier lexistence d’une solution mazimale y vérifiant y(0) = 0.
(2) Montrer que y est une fonction impaire.
(8) Etudier la monotonie et la converilé de y.
(4) Démontrer que y est définie sur un intervalle borné de R.

(5) Etudier le comportement de y auz bornes de son intervalle de définition.

Exercice 3. Trouver les solutions mazximales de l’équation différentielle y = y(y—1) (%) et
esquisser le graphe des solutions.

Exercice 4. Montrer que les solutions mazimales de Iéquation différentielle y’ = y*sin*(y) (%)
sont bornées et définies sur R tout entier et esquisser le graphe des solutions.

Exercice 5. On consideére [’équation différentielle : xy' =z +y*, x € R%.

(1) Montrer que les solutions sont définies sur des intervalles bornés.

(2) Montrer que toute solution mazimale posséde un intervalle de définition qui est soit de
la forme Ja,b], a > 0 (étudier alors le comportement de la solution en a et b) soit de la
forme |0,b] (étudier alors le comportement de la solution en O et b).

Exercice 6. Montrer que la solution maximale f du probléeme de Cauchy : ' = exp(—zy),
y(0) = 0 est impaire, définie sur R et admet en +oo une limite | € [1,1+ e}

Exercice 7. Soit y la solution mazimale de ’équation y' = x* + > telle que y(0) = a > 0, et
I =]a, B son intervalle de définition.
(1) Montrer que y est strictement croissante sur [0, ]
(2) Montrer que B < +00.
(3) Montrer que lim,_,5_ y(z) = +00.
Exercice 8. (1) Résoudre sur tout intervalle I I’équation yy' —y' = e® en précisant les solu-
tions mazimales.

(2) Méme question avec y' = 2x(1 + y?).
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