Atelier Problémes — Oral Feuille 2 — Février 2020.
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2) Soit A € M,,(R) une matrice nilpotente. Si AA = A, montrer que A est la matrice nulle.
3) Soit A € M,(R) vérifiant A*> — A — I,, = O, (r). Montrer que det(A) > 0.
)

4) Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant des lois géométriques de
paramétres respectifs p, ¢ €]0, 1].
Quelle est la probabilité que la matrice

X 1
=0 )
(5) Discuter suivant les valeurs du réel a # 0 la convergence de la série de terme général

ey
" ope 4 (—1)n

(6) Existe-t-il une fonction f € €*([—1,1],R) vérifiant

Montrer que le déterminant d’une matrice antisymétrique réelle est positif ou nul.

(
(
(
(

soit diagonalisable 7

- 1 - 1
— t — di :
; f (n) converge e ; f (n)‘ iverge

(7) Soit f € €(]0,1]) une application vérifiant fol t"f(t)dt =0, Vn e N. Montrer que f est
identiquement nulle.
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Petit Corrigé.

Montrer que le déterminant d’une matrice antisymétrique réelle est positif ou nul.
Solution : Soit A une matrice antisymétrique réelle. Le déterminant de A est le produit
des valeurs propres complexes comptées avec multiplicité. Puisque la matrice A est réelle,
ses valeurs propres complexes non réelles sont deux a deux conjuguées et forment donc
un produit positif. Il reste a étudier les valeurs propres réelles de A. Soient A une valeur
propre réelle de A et X une colonne propre associée. D’une part

X'AX = XX
D’autre part
X'AX == —(AX)'X = - \X'X.
On en déduit A = 0 sachant X*X > 0. Par suite le déterminant de A est positif ou nul.l

Soit A € M, (R) une matrice nilpotente. Si AA = AA, montrer que A est la matrice nulle.
Solution : On a A" = O et AA = A implique (A4A)" = (A)"A™ = O. La matrice 4A
est donc nilpotente et admet donc 0 comme unique valeur propre. Elle est aussi symé-
trique réelle, donc diagonalisable. Ces deux propriétés impliquent AA = O, en particulier
trace(4A) est nulle. Mais si A = ((a;;)) on aura trace(AA) = 37, ., ai; = 0, soit
a;; = 0 pour tout 1 <4,5 <n: A est bien la matrice nulle. [ |

Soit A € M,(R) vérifiant A* — A — I,, = Oy, (r). Montrer que det(A) > 0.

Solution : [RMS 2019-E716]. Le polynome
p(x) = 2% —x — 1 est annulé par A, donc les
valeurs propres de A sont parmi les racines
de p.

En étudiant les variations de ce polyndéme on
vérifie sans peine qu’il admet une unique ra-
cine réelle A > 1. p étant a coeflicients réels,

ses deux autres racines sont non réelles et B Z E : ;
conjuguées (i, fi.

Enfin, A étant & coefficients réels, ses valeurs propres non réelles sont conjuguées et
possédent méme multiplicité.
Le déterminant d’'une matrice étant le produit de ses valeurs propres, trois cas peuvent
donc se présenter :
e )\ est 'unique valeur propre de A donc py(z) = (—1)"(z — \)" et det(A) = A" > 1 > 0.
e )\ n’est pas valeur propre de A, donc ,,,u et 7z sont les deux valeurs propres de A de méme
multiplicité n/2 (n est donc pair). Par conséquent pa(z) = (—1)"(x — p)"/?(x — 1)"/? et
det(A) = p"?m"? = |p|" > 0.
e Enfin A\ u, & sont les valeurs propres de A, donc de multiplicités respectives r, s, s avec
r+2s=n.0napa(x) = (=1)"(z—N)"(x—p)*(x—n)* et det(A) = N\ p*z* = \"|u[** > 0.
cqfd. [ |
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Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant des lois géométriques de
parameétres respectifs p, ¢ €]0, 1[.
Quelle est la probabilité que la matrice

(3 )

Solution : Une matrice de la forme (8 2) est classiquement diagonalisable si et seule-

soit diagonalisable ?

ment si a # b.
La probabilité cherchée est donc P(X #Y) =1— P(X =Y). Et 'événement (X =Y)
est la réunion disjointe

X=Y)=J X =kY=k).

k>1
Donc par indépendance de X et Y :
P(X=Y)=) P(X=kPY =k =) p(l-p)*'q1—-g""
k=1 k=1
pq pPq

1-(1-p)1-9q9) p+a—pg
et finalement la probabilité que A soit diagonalisable est

P _|pt+a—2pg
ptq—pg | P+q—pq

P(X#Y)=1-

Discuter suivant les valeurs du réel a # 0 la convergence de la série de terme général
—1)»
G
ne + (_1)n
Solution : Sia < 0, alors n® tend vers 0 et u, tend vers 1. La série est grossiérement
divergente.

Sia > 1, alors |u,| ~ nia CV d’apres la régle de Riemann. La série est absolument

convergente.
(=" _

Dans le cas a €]0,1], on a u, ~ “—~ = v,. Posons u,, = v, + w, avec
R G Y G O N Gt O e Gt Gt O B 1 1
Wy, = = = ~
ne + (_1)71 no [na + (_1)n} noe [na + (_1)n] noe n2a

> v, est convergente d’aprés la régle de Leibniz.
w,, ne converge que pour 2a > 1 cad a > 1 d’aprés la régle de Riemann.
g 2 g

On en déduit - u, CV pour a €]1;1[ et DV pour a €0, 3. [ |
Existe-t-il une fonction f € ¢?([—1,1],R) vérifiant

— t — di .
; f (n> converge e ; f <n)' iverge

Solution : Supposons qu’une telle fonction f existe, étant deux fois dérivable la formule
de Taylor-Young assure que f(1/n) = f(O)—i—%—%o(l/nz), et comme ) f(1/n) converge
on aura lim, f(1/n) = 0 = f(0) par continuité de f & l'origine. Mais alors f’(0) # 0
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implique f(1/n) ~ f'(0)/n puis la divergence la série > f(1/n) ce qui est absurde. Donc
1/(0) = f(0) = 0, dans ce cas par Taylor-Young |f(1/n)| = o(1/n?) et (par définition
d’'un « petit 0 ») o(1/n?) est le terme général d’une série absolument convergence, par
suite (théoréme de comparaison) ) f(1/n) converge absolument ce qui est contraire &
I’hypothése : une telle fonction ne peut exister. [ |

Soit f € €([0,1]) une application vérifiant fol t"f(t)dt =0, Vn € N. Montrer que f est
identiquement nulle.

Solution : Avec Weierstrass c¢’est classique mais on est pas obligé d’utiliser Weierstrass :
Pour la culture on peut procéder de la maniére suivante :

Soit f € %([0,1]) une application vérifiant fol t"f(t)dt = 0, V¥n € N. Par linéarité de
I'intégrale fol P(t)f(t)dt = 0, VP € R[X]. Supposons un instant que f ne soit pas
identiquement nulle sur [0, 1] : par continuité, il existe 0 < ¢ < 1 tel que f(c) # 0 (et
méme f(c) > 0 quitte & remplacer f par —f); il existe aussi 0 < a < ¢ < b < 1 tels
flz) > @, Va € [a,b]. Alors, le polynome P(t) = 1+ (X — a)(b — X) vérifie P(t) > 1
sur [a,b] et 0 < P(t) < 1sur [0,1]\ [a,b]. On a aussi P’ > 0 sur [0, a] par compacité de ce
dernier intervalle, il existe A > 0 tel que P'(t) > A > 0. Ainsi, en posant M = supy ) | f(t)],
on a pour tout £ € N :

[ sl <u [Ceoass [Croroa

0
[P 1= (1 —ab)"tt - 1
AL n+l ],  An+1l) T An+1)
et en procédant de méme sur [b, 1] on peut donc affirmer que

1

im [ P f@)dt =0, & lim [ PM&)f(t)dt 0.

Par contre, sur [a, b], et avec ce choix de P nous avons
b b b—a
[ Prwsa= [ w5050 >0
Les formules (X) et (/) impliquent que fol P™(t) f(t)dt > 0 pour tout entier n suffisamment
grand, fait parfaitement absurde puisque fol Q) f(t)dt =0, VQ eR[X].
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