Atelier Problémes. 31 mars 2021.

A propos de la feuille précédente sur les équations différentielles linéaires d’ordre 2 (ainsi
que d’autres exercices a partir de la page 8) vous pouvez aussi regarder avec profit le
cours/vidéo sur le lien

https://www.youtube.com/watch?v=vUon9Q7-SZA&list=PL024XGD7WCIENmP2GOx7B93ezN7JzIuTU&index =4&t=0s
ainsi que les vidéos d’exercices résolus sur ce theme qui suivent.

L’objectif de ces notes est de vous présenter a travers quelques exemples les méthodes pour
la résolution des systemes différentiels linéaires dans le cas simple ou la matrice est diago-
nalisable.

Suivent ensuite quelques exercices d’entrainement avec solutions afin de vérifier vos calculs.

1. SYSTEMES DIFFERENTIELS LINEAIRES D’ORDRE 1 SANS SECOND MEMBRE.

Soient y1, Y2, - . . , Yn, des fonctions dérivables, on note Y (¢) le vecteur colonne Y (t) = (y;(t))r;.
Un systeme linéaire différentiel d’ordre 1 sans second membre est une équation différentielle
vectorielle en la variable Y de la forme

(%) Y(t)=A-Y(t), ot A€ My(R).

On va voir sur des exemples (la démonstration dans le cas général se conduit exactement de la
méme maniére) comment résoudre de telles équations lorsque la matrice A est diagonalisable.

1.1. Un premier exemple. Il s’agit de résoudre le systéme différentiel

) Y1 (t) = 1 (t) + 4ya(t)
() { W(t) = 11 (t) + 1a(t)

On procede par étapes :

(1) On écrit () sous la forme (%) :

y1(t) = yu(t) + 4y () n@)) _ (1 4)  (n()
{y’z(t)zyl(t)wg(t) = (y’z(t)> a (1 ) (zn(t))
A

y1(?) / (1) 1 4
Yt = , Y= , A= .
=) o= 11
(2) On diagonalise A (ce sera toujours le cas pour nous, lorsque la matrice A n’est pas diago-
nalisable ¢’est un peu plus compliqué mais hors programme).
e Le polynéme caractéristique de A est
L=t 4
1 l=@

1

avec

XA(m):det(A—$12):| |:$2—2$—3:(m—3)(m—|—1).
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IXTEX

Il admet deux valeurs propres distinctes 3 et —1, donc A est diagonalisable.
e On cherche les sous-espaces propres (vérifiez les calculs!) :

E5 = ker(A — 315) = ker (‘12 _42> =R G) =RUs;

E_ 1 =ker(A+ I5) = ker <? 3) =R <_12> Ry

). =)

est la base des vecteur propres de A.

Les solutions du systéme différentiel () sont alors données comme des combinaisons
linéaires des eMU)y ou \ est une valeurs propres de A et Uy un vecteur propre associé :

Y(t) = <??28> =me’ G) + be™t <_12> , a,belR.

y1(t) = 2ae™ — 2be™,
Yo (t) = ae® + be ™", a,b e R.

ou encore

Si vous voulez comprendre pourquoi les solutions sont de cette forme, voici les explications :
. . . 2 =2

La matrice de passage de la base canonique a la base (Us,U_1) est P = (1 1 ) On a

donc :

A= PDP™' avec D= <g _01> .

€

- ) =P 1Y soitY = PXetY = PX.
2

On consideére alors la nouvelle variable X = <
Le systeme s’écrit
Y'=PX' =AY = PDP~'Y = PDX & X' = DX

Ce dernier systéme s’écrit (car D est diagonale!)

) =3y
Tl= =
on retrouve des équations différentielles linéaires d’ordre 1 étudiées au début du module,
soit :
i) =raE™
xo(t) = be?
Enfin, comme Y = PX, on en déduit Y :

() (2 =2\ (x(t) (2 =2\ [ae’\  [2ae® —2be”!
Y= <y2(t)> =g = <1 i gt ‘i 1 be7t) — \ ae® +bet
et on retrouve bien les solutions annoncées dans (X)
2 31 mars 2021
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(5) Si on nous demande parmi ces solutions lesquelles satisfont a la condition initiale y;(0) =
y2(0) = 1. On fait ¢ = 0 dans (X) ce qui nous conduit au systéme

20 —2b=1 N a=
a+b=1 b=

La solution de ce probléeme de Cauchy est donc

{ yl(t)
Y2 (1)

= oo

Comme dans ce cas particulier on démontre le cas général : pour résoudre un systeme diffé-
rentiel de la forme Y’ = AY ou A € M,(C) est diagonalisable et admet A,...,\, comme
valeurs propres de vecteurs propres associés Uy, ..., Uy, . Alors les solutions de Y’ = AY sont
les fonctions

Y(t) = a1 - Uy, + - + ane™t - Uy, ai,...,an € R.

1.2. Un second exemple (avec cette fois un second membre).

Exercice 1. Résoudre le systéme différentiel X'(t) = AX(t) + B(t) d’inconnue X : R — R?
avec

A=|-2 3 2| etB(t)=|-2t+2

(t) |, il s’agit donc du systeme différentiel
(t)

Solution : On écrit X (t) =

SIS

z'(t) =3z(t) — 2y(t) — 4=(t) — ¢

ylt) ==2slt)+3glt)+ 2] = 2 +2

Z'(t) =3z(t) —3y(t) —4z(t) — 1
Comme toujours on commence par chercher la solution générale de I’équation sans se-
cond membre X'(t) = AX(¢) a laquelle on ajoutera une solution particuliere de I’équation
génnérale X'(t) = AX(t) + B(?).
e Solution générale de '’équation sans second membre X'(t) = AX(t). Le polynéme caractéris-

tique de A est (faire le calcul) xa(z) = —(z — 2)(x — 1)(x + 1), la matrice A, carrée d’ordre
3 est donc diagonalisable dans M;5(R). On trouve sans peine (faire le calcul) les vecteurs

propres :

1
V~1 = 0 9 ‘/1 = 1 9 VZ . -2
1

31 mars 2021
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Les solutions de ’équation sans second membre sont donc de la forme

ae t + Bet
Xo(t) = ae™V_i + Be'Vi +7e?'Vy = | Bet — 2v¢* |, o, 8,7 €R.
ae”t 4 ye?t

e Il reste & déterminer une solution particuliere X,(¢) du systeme

Z'(t) =3z(t) — 2y(t) —4z(t) — ¢
y'(t) = —2z(t) + 3y(t) + 22(t) — 2t + 2
Z'(t) =3z(t) —3y(t) —4z(t) — 1

Comme pour les ED2, vu la forme de second membre B(t)' = (—t, L —1)t donc les
coordonnes sont des polynomes de degré au plus 1, on cherche une solution particuliere donc les
coordonnées sont aussi des polynémes de degré 1 : z(t) = at +b,y(t) = a't+ ¥V, 2(t) = a"t + V" :

a = (3a—2a" —4a" —1)t+3b—2b —4b”

ad =(-2a+3a"+2a" —2)t+2—2b+ 30 — 4V’

a" = (3a—3a"—4a")t — 1+ 3b— 36 —4b”

soit
3a —2d —4ad” =1 3b—20 — 4V =a
—2a+3d' +2d" =2, 20+ 3 — 4" =d —2
3a —3d' —4d” =0 3b—30 —4b =d" +1
Le premier systéme donne a = —1,a’ = 1,a” = —3/2. On reporte dans le second systéme pour

trouver b= 1,b' = —1/2,b"” = 5/4. Les solutions du systéme sont donc :

ae t+ Bet —t+1
X#)=Xo(t)+ X,t)=| Bet—=2ve*+t—-1/2 |, o, 8,7€R
aet 4+ ye* — 3t/2 +5/4

1.3. Un troisieme exemple.

Exercice 2. Résoudre le systeme différentiel

g = 42—z
() y = 2x+4y—2z
—r —2y+z

1 2 =l
Solution : e () s’écrit X'(t) = AX(t)avec A= | 2 4 =2|et X(¢)" = (z(t),y(t), z(¢)).
=] =2 1

e Le polynome caractéristique de A est (faire le calcul) x4(t) = t2(t — 6).
e (faire les calculs) 0 est valeur propre double, mais ker(A) est de dimension 2 et admet
pour base les vecteur U} = (1,0, 1), Ul = (2,—1,0) (je met des transposées pour éviter d’écrire

verticalement les vecteurs, ca prend moins de place...).
TREX 4 31 mars 2021
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Enfin ker(A — 613) est de dimension 1 et admet pour base U = (1,2, —1).
e Les solutions de () sont donc de la forme

a+ 2b + ce®
X(t) = ae®*U; +be®?U2 + ce®Us = | —b+ 2ce® a,b,c € R.
a — ce%

1.4. Un avant dernier exemple.

On considére le systeme différentiel
2'(t) = —x(t) + 3y(t
oy [FO =m0
y'(t) = —2az(t) + ().
(1) Ecrire (.#) sous la forme X'(t) = AX (t) avec A € M(R).

(2) Montrer que A est diagonalisable et donner une matrice diagonale D, une matrice inver-
sible P vérifiant A = PDP~!.

(3) Résoudre (7).
(4) Chercher une solution particuliére du systéme

y {0 =) + 3y + ¢
() tﬁ>:_%@+@@.

de la forme x,(t) = (at + b)e', y,(t) = (ct + d)e'.
(5) En déduire les solutions de (.7).

Solution :

(1) X'(£) = AX(t) avec A <:§ i)

(2) xa(t) = (t — 1)(t — 2), les valeurs propres de A sont simples : A est donc diagonalisable

1). Donc A = PDP~! avec

3
et une base de vecteurs propres est V) = < ),VQ = <1

2
3 1 10
p=(3 en=(29)
(3) Les solutions du systéme sont donc de la forme :

3oet + Be?

X() = ac¥i+ 5= (S0 0

) , a,BeR

(4) On cherche une solution particuliere de (.#”) de la forme z(t) = (at+b)e’, y(t) = (ct+d)e’.
Donc 2/(t) = (at+b+a)el, y'(t) = (ct+d+c)et et si on remplace dans () il reste apres
simplification par e’ qui est non nul :

{t(2a—30)+a+2b—3d—1 =0,

t(2a — 3c) +2b+ ¢ — 3d =10
TREX ) 31 mars 2021
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qui nous conduit au systeme

o= 3e =0
a+2b—-3d—1 =0,
2b+c—3d =0.
On trouve sans peine ‘ g = a1 ‘ et ‘ 2b—3d = -2 ‘ On cherche une solution par-

ticuliere donc b = d = 2 conviennent ce qui donne la forme générale des solutions de

() :

_ (3aet + Be* + (3t + 2)e,
X(t) = <20zet + Be* + (2t + 2)e? ) ° @B €R.

1.5. Un dernier exemple avec des valeurs propres complexes.

Exercice 3. Donner les solutions réelles du systéeme différentiel X' = AX lorsque

1 10
() A=| -1 21
1 01

Solution : e Il s’agit donc du systéme

a'(t) (t) z(t) +y(t)
X&) =|y®) ) =A4|y@) | =|—=@)+2y(t) + 2(t)
Z(t) z(t) z(t) + 2(t)
e (faire les calculs) Les valeurs propres de A sont 2,1 +1i,1—1i. (deux a deux distinctes A est
diagonalisable dans C.
e (faire les calculs) Le sous espace propre ker(A — 2I3) est de dimension 1 et admet pour
base les vecteurs Ul = (1,1, 1).
Enfin, pour les valeur propres non réelles 1 + 7,1 — i (qui sont conjuguées car A est réelle) il
suffit de chercher le vecteur propre associé a la premiere Uj4; (celui associé a 1 — i sera son
—1
conjugué : Ui_; = Ui4;. On trouve Uy = | —1
1
e Les solutions de (.#) sont alors de la forme (souvenez vous pour le cas complexe!! ) :

X(@) — e’ bRe(e S s ieTm (e 2 W)
ae?' + be' cos(t) + ce' sin(t)

= [ ae? + be'sin(t) + ce’ cos(t) a,b,c € R.
ae? + be'sin(t) — ce’ cos(t)

TREX 6 31 mars 2021



L2 CUPGE Atelier Problémes.

Feuille ED-3 31 mars 2021.

Exercice 4. Résoudre le systéeme différentiel X' = AX + B(t) d’inconnue X : R — R? avec

3 -2 —4 —t
A=1-2 3 2 | e B({t)=|—-2t+2
3 -3 —4 -1
Exercice 5. Résoudre le systéeme différentiel X' = AX d’inconnue X : R — R3 avec
5 -3 —4
A=[-1 1 =2
1 =3 0

Suivent quelques autres systemes différentiels analogues aux types précédents pour vous
entrainer. La solution suit chaque équation (merci de signaler les éventuelles coquilles).

0 1 -1 1 ae’ + ccos(t) + bsin(t)
g [0 1 1 0 . _ aet + be?
(1) X' =AXavec A= 00 2 0 , Solution : X (t) = pe2t
-1 1 —-10 —csin(t) + dcos(t)
() = y(t)+t2 . o) = aet —bet+ 12— 2t 42
(2 { y'(t) = z(t) —t* Baltion & y(t) = aet +be ™t —t2+2t—2
r = y+z a+ ce?
(3) Y = —x+2y+2z , Solution: X({)=| a—be+ ce*
7 = x4z —a + bet + ce?
01 —1 ae' — bsin(t) + ccos(t)
(4) X' =AXavec A=| 1 4 -2 |, Solution: X(t)=| —3ae’+bcos(t)+ csin(t)
2 6 =3 —4dae® + 2bcos(t) + 2csin(t)
(1) = (t) +2(t) — #(1) o) =+ 26— e
(5) Sy (t) = 2z(t) + 4y(t) — 2z(t), Solution : y(t) = =8+ 2vye
Z(t) = —x(t) — 2y(t) + 2(¢) 2(t) = a—ye®

TREX 7 31 mars 2021
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Feuille ORAL 4 31 mars 2021.

Exercice 6. Montrer que le déterminant d’une matrice antisymétrique réelle est positif ou nul.
Exercice 7. Que dire d’une matrice A € #,(R) vérifiant A+ A>+ A—3I,=0 ?

Exercice 8. (Navale-PSI, 2012). Soit A € M,(R). S"il existe p € N* tel que (A+'A)? = O, (w),
montrer que A est antisymétrique.

Z) est-elle diagonalisable ¢

Exercice 9. La matrice symétrique (f 0

Exercice 10. Déterminer les matrices symétrique de My(C) qui ne sont pas diagonalisables (on

pourra commencer par par observer qu’une matrice symétrique de My(C) n’est pas diagonalisable

si et seulement si elle posséde une valeur propre double et n'est pas semblable a une homothétie).
1

2 est une fonction continue sur R, de classe C sur
n? 4+ z2nt

Exercice 11. Montrer que f(z) =
n=1
R* et étudier sa dérivabilité a l'origine.

n_ —n

Exercice 12. Etudier f(z) = Z % sur son domaine de définition, continuité, dérivabilité

n=1
(en particulier montrer que f est dérivable da droite en 0,4...).

TREX 8 31 mars 2021
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Atelier Problémes. 31 mars 2021.

Le theme de cette partie est cette fois de montrer, sur des exemples, diverses techniques pour
résoudre une équation différentielle qui ne fait pas partie des deux types (équation différentielle
linéaire du premier ordre, équation différentielle linéaire du second ordre & coefficients constants)
que nous avons appris a résoudre ces derniers mois.

Devoir maison 3 : Faire 'exercie 2.

A « rendre » par les moyens habituels la semaine du 6 au 12 avril apres la fin des « vacances ».

2. LE CHANGEMENT D’INCONNUE.

Dans une équation différentielle I'inconnue que 1’on cherche, c¢’est la fonction ¢ — y(t) solution
de I’équation. Cette méthode consiste a remplacer 'inconnue y par une nouvelle z vérifiant une
équation différentielle que nous sommes en mesure de résoudre. Ensuite on en déduit y.

Exercice 13. Résoudre l’équation différentielle
X y'(t) + 4ty (t) + (3 + 4t*)y(t) = 0,

a Uaide du changement d’inconnue z(t) = e* y(t).

Solution : z(t) = ey(t) équivaut & y(t) = e ¥’ 2(t). On a donc
Y1) = e (Z(t) = 2t2(t)),  y'(8) = 7 (2(1) — 4t () + (482 — 2)2(t)).
On reporte alors dans X :
0 =9"(t) + 4ty (t) + (3 + 4t*)y(t) =
= =" (2/(t) — 42 (1) + (42 — 2)2(1)) + Ate™ (2/(t) — 2t2(1)) + (3 + 4t7)e ™ 2(t)
= (Z(t) + 2(1)).

Apres simplification par et # 0 on tombe sur I’équation vérifiée par z :
v 2"(t) + z(t) = 0.

C’est une équation différentielle linéaire du second ordre a coefficients constants sans second
membre d’équation caractéristique 7> + 1 = 0. Nous savons que les solutions de ¢ sont de la
forme

z(t) = acos(t) + bsin(t), a,beR.

~2(t), les solutions de X sont

Comme y(t) =€

y'(t) = e Flacos(t) + bsin(t)], a,beR.
TREX 9 31 mars 2021
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CQFD ]

Exercice 14.
(1) Résoudre sur R ’équation différentielle
x ty"(t) + 24/ (1) + ty(t) = 1,
a l'aide du changement d’inconnue z(t) = ty(t).

(2) Ewiste-t-il des solutions sur R qui se prolongent continument ent =07

(3) L’équation admet-elle des solutions sur R, ¢

Solution :
(1) Pour t # 0, z(t) = ty(t) équivaut a y(t) = z(t)/t, donc
Jio 2 20 _ ) 20,20 20

= e B = -
, =— 2 3
On reporte alors dans X, il reste

t 2

2'(t) + 2(t) =1
qui admet pour solution (classique)
z(t) = 1+ acos(t) + bsin(t), a,beR.
Donc les solutions de X sur R* sont

y(t) = z(tt) __ (= acos(tf) + bsin(t)7 abeR.

(2) Soit y(t) = Lracos(tbsin) y1pe golution sur R?% . On a lorsque x tend vers 0 :

1 + acos(t) + bsin(t) _ 14a(l—1t%/24 o(t?)) + b(t + o(t?))

() = t = (1) = :
1+ a+ bt — at?/2 + o(t?)
B t
qui admet une limite lorsque ¢ tend vers 04 si et seulement si @ = —1. Dans ce cas, la

limite est b. Par conséquent, les solutions sur R’} qui se prolongent continument en ¢ = 0
sont les fonctions de la forme

y(t) = 1— cos(t)t—i— bsin(iﬁ)7 4(0) = b, —
(3) Vu ce qui précede lorsque t — 0 : : y(t) = b+1t/2+ o(t) On en déduit immédiatement que
y ainsi prolongée a 'origine est dérivable en t = 0 avec 3/(0) = 1/2.
De méme un nouveau DL nous donne y/(t) = 1/2 — bt/3 + o(t) qui assure que y est deux
fois dérivable en 0 avec 3”(0) = —b/3. enfin comme en t = 0 : ty”(t) + 2y'(t) + ty(t) vaut
2y'(0) = 2(1/2) = 1 la fonction y ainsi prolongée est bien solution méme en 0 donc sur

R, . ]

TREX 10 31 mars 2021
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3. LE CHANGEMENT DE VARIABLE.

Dans une équation différentielle, il y a I'inconnue y et la variable que nous notons ici ¢.
Le changement de variable, comme son nom l'indique consiste a remplacer ’ancienne variable
t par une nouvelle variable, disons v soit donc ¢ = p(v) ou ¢ sera une fonction réguliere. Du
coup, y(t) = y(po(v)) := z(v) = z(¢71(t)) ou et la nouvelle inconnue sera z.

Exercice 15. Résoudre sur | — 1, 1[ I’équation différentielle
x (1 — )y () — ty/ (1) + 4y(t) = axceos(t),

a l'aide du changement de variable t = cos(v) = ¢ (v).

Solution : Comme ¢ €]—1,1[, on a v = arccos(t) = p~}(t) €] —7/2,7/2[ . y(t) = y(cos(v)) =
z(v) = z(¢7(t)) nous donne
(1) =27 ()] = [ O]'Z (97 (1)) = larccos(t)]'Z' (07 (1))
A (i O) 4 O)
o VI-e2 V12
() = - <Z'(90‘1(t))>' o ([z’(wl(t)w—l —F (e )V t21'>
V1—1t?

le —1 —_ -
) ~Z ) T — (o7 (1) ok
1—¢2

2(v) cos(v) 2 (v)
1 —cos?(v) (1 — cos?(v)
Il ne reste plus qu’a remplacer dans X et (1 — %)y (t) — ty'(t) + 4y(t) = arccos(t) devient
2" (v) cos(v)Z'(v) Z'(v)
1 — cos? — —— 14 —
(1 — cos(v)) <1 T eo2(0) (1 = cos?(v)) 772 + cos(v) T co(0) +4z(v) = v
soit apres simplifications, pour v € | — 7 /2, 7/2[ :
v 2" (v) + 4z(v) = v.

qui classiquement admet pour solutions

t
z(v) = acos(2v) + bsin(2v) + 7 a,beR.

Sachant que v = arccos(t) et y(t) = z(arccos(t)), les solutions de ¥ sur | — 1, 1] sont

arccos(t)

y(t) = acos(2arccos(t)) + bsin(2 arccos(t)) + TR

a,beR, te]—1,1].

A Taide des formules cos(2u) = cos?(u) — sin?(u) et sin(2v) = 2sin(v) cos(v), ces solutions
s’écrivent aussi (exercice!) sous la forme :

!
y(t)Za(2t2—1)+2bt\/1—t2+%08(), a,beR, te]—1,1].
CQFD n
TREX 11 31 mars 2021
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Exercice 16. Résoudre sur RY [’équation différentielle
x thy" () + ty'(t) + y(t) = 0,

a l'aide du changement de variable t = ev.

Solution : Equation en z : 2”(v) 4+ z(v) = 0 puis y(t) = acos(In(t)) + bsin(In(t)). [

Exercice 17. Résoudre sur R [’équation différentielle
X (1+¢9)%"(t) +2(t = 1)(* + 1)y () + y(t) = 0,

da l'aide du changement de variable t = tan(v).

Solution : Equation en z : 2”(v) — 22'v) + z(v) = 0 puis y(t) = (aarctan(t) + b)e<»®) W

Exercice 18. Résoudre sur R’ [’équation différentielle

X ty"(t) —y'(t) — t°y(t) = 0,
a l'aide du changement de variable t* = v,

Solution : Equation en z : 42" (v) — z(v) = 0 puis y(t) = aet’/? + pe—t*/2, ]

4. RECHERCHE DE SOLUTIONS DEVELOPPABLES EN SERIES ENTIERES.

Tout est dans le titre, on cherche une solution de I'équation différentielle sous la forme y(t) =
Yo, ant™, on remplace dans ’équation différentielle et on identifie sachant que si deux séries
entiere coincident sur un intervalle elles ont les mémes coefficients. Si on arrive a déterminer
les coefficients on s’assure enfin que le rayon de convergence n’est pas nul....

Exercice 19. Chercher une solution développable en série entiére au voisinage de l'origine
pour l’équation différentielle :

X y'(t) + 2ty'(t) + 2y(t) = 0.

Et préciser les solution paires.

IATEX 12 31 mars 2021
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Solution : e Avec y(t) =3, a,t", X devient

Y'(t) + 2ty () +2y(t) = D> n(n— D)at™ > +2t Y nat" "t +2) 0 at”
n=2 n=1 n=0
Z n—lant”2+22nant”+22ant”

= n=1 n=0

afin de regrouper les sommes avec une méme ppuissance pour ¢, on fait le changement d’indice
n = 2+ k dans la premiere

Y () + 2ty (1) + 2y(t) = > 2+ k) (L 4+ k)agpat™ +2D° nant" +2 aut”,
k=0 n=1 n=0

8

= > [2+n)(1 + n)ants + 2na, + 2a,)t"

n=0
= > 124 n)(1 + n)ants + 2a,(n + 1)]t"
n=0
Et X s’écrit .
S 2+ n)(1 4 n)anys + 2a,(n + 1)t" = 0,
n=0
soit
2
an+2:—n+2an, Vn e N.

Pour en déduire a, en fonction des premiers termes, il faut distinguer la parité de n :
e Sin = 2p est pair :

2 (—1)222
Qop = — 5 Q2p-—2 = S TA2p4
P 2p(2p—-2)
(-1 (1)
= = ag = ap.
2p(2p—2)(2p—4)---4-2 p!
e De méme, si n = 2p+ 1 est impair
2 (—1)222
a = ————Q9, 1 = Aoy
T T 2+ (2p-1)
(12
s s a
2p+1)(2p—1)(2p—3)---5-3 "
(=1)P2P(2p)(2p — 2)...4-2 (—1)P22%Pp!

a)p =

= aop.
2p+1)(2p)(2p—1)(2p—2)(2p—3)---5-4-3-2 2p+1) "
e Pour tout t € R, la série Y, a,t" converge car
eP~1

(pour le second équivalent, utilisez la formule de Stirling : n! ~ n"e™"\/2mn et pour la conver-
gence d’Alembert) donc son rayon de convergence est R = 400.

Vu ses coefficients, cette série entiere est bien solution sur R de notre équation différentielle.

e Pour que cette solution soit paire il faut et il suffit que les termes dans la série de degré impair
en t soient nuls, donc vu les calculs précédents que a; = 0. dans ce cas il reste

_ - 2n = (_1)71 2n 2
= Z a2nt = Qo Z Tt = Qo eXp(—t )
= n=0 :
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L2 CUPGE Atelier Problémes.

Exercice 20.
(1) Montrer que l’équation différentielle
X ty"(t) + 4/ () +y(t) =0,
admet une unique solution développable en série entiére a ['origine et vérifiant y(0) = 1.

(2) Montrer que g(t) = y'(t)? + y*(t) admet une limite finie notée | en +oo.

(3) En déduire que y est bornée sur Ry et que limy_,. f'(z) = 1.

Solution :

(1) Comme dans 'exercice précédent, on remplace dans X I'inconnue y par la série entiered",, a,t"
de rayon de convergence R. Puis, aprés des changements d’indices on peux (observez bien
que la premiere somme sur la quatrieme ligne commence pour k = 0 alors quelle commen-
cait dans la ligne précédente par k = 1 : ce n’est pas une erreur c’est parce que le terme
correspondant a k = 0 est nul!!) regrouper les sommes :

n(n — 1a,t" 2 + Z na,t" 1t + Z ant"”

M8

B'(8) + 4/ () + y(t) = ¢
n=2 n=1 n=0
— Z nn —1a,t" ' + Z na,t" ! + Z @™
n=2 n=1 n=0
=3 k(k+ Dagrt® + > (k+ Dagt™ + > ant”
k=1 k=0 n=0
=3 k(k+ Dagrt™ + > (k+ Dagt® + > ant”
k=0 n=0

8 1
o

= Z [(l{} -+ 1)2ak+1 + ak]tk = 0.
k=0

Par unicité d'un développement en série entiere, y sera solution de X si et seulement si
(n+ 120,41 = —an, Vn eN.
On en déduit facilement que pour tout entier n :

—Qp—1 _ (—1)2an_2 L (—1)”a0 _ (—1)”
n2 n2(n —1)2 n!2 (n)2’

Ay =

puisque y(0) = ag = 1.
La série entiere y(t) = >0 %t” possede un rayon de convergence infini. C’est donc
I'unique solution de X qui est développable en série entiere a l'origine avec y(0) = 1.

(2) C’est de I'analyse, y arriverez vous? (montrez que g est décroissante minorée).

(3) Montrer que |y(t)| < 1 et que |y/(t)] < 1/v/1... |

|
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L2 CUPGE Atelier Problémes.

Exercice 21. Résoudre sur R [’équation différentielle

Montrer que I’équation différentielle

x y"(t) —ty(t) =0,

admet une solution développable en série entiere a 'origine autre que la fonction identiquement
nulle.

Solution : On trouve y(t) = >, a,z™ avec

(B3n—2)(3n—15)...4-1 _(3n—1)(3n—4)...5-2 _0
(3n)! y  A3n4+1 = (3n—|—1)! y  A3ny2 = U.

3n —

Observez bien qu’il n’y pas unicité de la solution malgré les conditions initiales y*)(0) = 0....

31 mars 2021. Lassére Patrice : Institut de Mathématiques de Toulouse, Université Paul Sabatier,. Meél : lassere@math.univ-
toulouse.fr
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