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Comment l’équation de la chaleur

explore-t-elle des inégalités géométriques

et fonctionnelles ?

• M. Ledoux

Des travaux récents ont exploité les propriétés
de monotonie du flot de la chaleur dans l’étude
de diverses inégalités pour intégrales multiples,
ainsi que d’inégalités isopérimétriques. Initialement
considérée dans l’espace euclidien, la méthode
s’est amplifiée à divers cadres géométriques, jus-
qu’à des modèles discrets. Ces développements, au
carrefour de l’analyse, de la géométrie et des pro-
babilités, ont trouvé également un écho en analyse
booléenne en informatique théorique, dans l’étude
de la stabilité au bruit.

Cet exposé propose une introduction élémen-
taire à ces idées, à travers quelques illustrations
simples d’inégalités intégrales (comme celle de Höl-
der) ou isopérimétriques. Le flot de la chaleur mis en
œuvre sera le plus souvent celui régi par l’équation
de la chaleur traditionnelle. Sur �n , soit

ht(x) =
1

(4át)n/2
e−|x|

2/4t , t > 0, x ∈�n ,

le noyau de la chaleur classique (où | · | est la norme
euclidienne), solution fondamentale de l’équation
�tht = Éht , pour É le laplacien sur �n. Par convo-
lution, ce noyau engendre un semi-groupe d’opé-
rateurs agissant sur toute fonction, par exemple
mesurable bornée, ï : �n→� par

Htï(x) = ï ∗ ht(x)

=
∫
�

n
ï(y)e−|x−y|2/4t d y

(4át)n/2
,

t > 0, x ∈�n ,

avec la convention H0 = Id. Sous forme probabiliste,

Htï(x) = �

(
ï(x + B2t)

)
où (Bt)t>0 est un mouvement brownien (issu de 0).

Pour toute fonction ï : �n→� continue et bor-
née, la fonction u(t,x) = Htï(x) est alors solution

de l’équation aux dérivées partielles �tu = Éu sur
]0,∞[×�n avec condition initiale u(0, ·) = ï (cf. [12]).

Au delà de l’exemple euclidien (auquel cet ex-
posé se limite), la construction de noyaux et semi-
groupes de la chaleur peut être étendue à de nom-
breux cadres, variétés riemanniennes, groupes de
Lie, physique mathématique, graphes etc., jusqu’en
mécanique ou biologie. L’équation de la chaleur
peut être considérée sur des domaines de �

n avec
conditions au bord (Dirichlet, Neumann, mixtes).
Il fait sens de parler d’un semi-groupe de la cha-
leur sur une variété riemannienne, de générateur
l’opérateur de Laplace-Beltrami sur la variété. Il
est également possible de considérer des opéra-
teurs avec dérive du type (sur �n) L = É − 〈∇V ,∇〉
où V : �n→� est un potentiel régulier, la mesure
e−V dx étant invariante et symétrique par rapport
à L et au semi-groupe Pt = etL, t > 0, qu’il en-
gendre. La fonction u = Ptï est alors solution de
l’équation de la chaleur �tu = Lu pour L avec condi-
tion initiale ï. D’un point de vue plus géométrique,
l’espace �

n muni de la mesure e−V dx invariante
pour L peut alors être analysé comme une va-
riété à poids. L’exemple du potentiel quadratique
V(x) = |x|

2

2 donne lieu au semi-groupe dit d’Ornstein-
Uhlenbeck de mesure invariante la distribution nor-
male e−|x|

2/2 dx
(2á)n/2 .

Dans une formulation duale plus traditionnelle
en équations aux dérivées partielles, l’équation
de la chaleur �tu = Lu par rapport à l’opérateur
L = É− 〈∇V ,∇〉 se traduit par l’évolution de Fokker-
Planck

�tp = Ép +∇ · (p∇V)

le long d’une famille de densités de probabilités
(par rapport à la mesure de Lebesgue) p = p(t,x)
(= u e−V ) (cf. [12, 20]).
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1. Flot de la chaleur et inégalités

intégrales

Une première illustration du principe de mono-
tonie le long de l’équation de la chaleur est décrite
dans une démonstration (pas la plus simple ni la
plus générale) de l’inégalité très classique de Höl-
der ∫

�
n

fÚg1−Údx 6

(∫
�

n
f dx

)Ú(∫
�

n
g dx

)1−Ú

pour des fonctions mesurable positives f ,g sur �n

et Ú ∈ [0,1]. Pour établir cette inégalité, il suffit de
montrer que, pour tout t > 0 et toutes fonctions
positives f et g dans une classe de fonctions conti-
nues et bornées dense dans tous les espaces Lp,

Ht

(
fÚg1−Ú

)
6 (Ht f )Ú(Htg)1−Ú. (1)

Par rapport à l’inégalité numérique de Hölder, il
s’agit là d’une inégalité entre fonctions valide en
tout point de �

n (omis dans les formules). Par défi-
nition de Ht , limt→∞(4át)n/2Htï =

∫
�

n ïdx dans la
classe considérée. Ainsi, après multiplication par
(4át)n/2 des deux membres de (1) et passage à la
limite, l’inégalité de Hölder s’ensuit.

L’inégalité (1) s’établit alors par un principe d’in-
terpolation remontant aux travaux de J.-M. Duha-
mel au xixe siècle (cf. [13]) en montrant que la fonc-
tion

Ë(s) = Hs

(
(Ht−s f )Ú(Ht−sg)1−Ú

)
, s ∈ [0, t] ,

est décroissante, de sorte que Ë(t) 6 Ë(0) qui ex-
prime (1). Pour vérifier que Ë est décroissante, il
suffit de prendre sa dérivée (sur ]0, t[). À cet effet,
pour faciliter les écritures, posons

F = ln Ht−s f , G = ln Ht−sg , K = ÚF + (1−Ú)G

(fonctions de s et de la variable spatiale), et ainsi
Ë(s) = Hs(eK). Par la règle de dérivation des fonc-
tions composées en le temps (et la linéarité des
opérateurs Hs),

Ë′(s) = �sHs(eK) + Hs

(
�s(eK)

)
.

Or, d’après l’équation de la chaleur, �sF =
−e−FÉ(eF ), avec l’identité similaire pour G , et donc

�s(eK) = eK�sK = −eK
[
Úe−FÉ(eF )+(1−Ú)e−GÉ(eG )

]
.

Comme par ailleurs �sHs(eK) = ÉHs(eK) = HsÉ(eK)
après une autre application de l’équation de la cha-
leur 1, il vient

Ë′(s) = Hs

(
É(eK)−eK

[
Úe−FÉ(eF )+(1−Ú)e−GÉ(eG )

])
.

Maintenant, par dérivation en espace, e−FÉ(eF ) =
ÉF + |∇F |2 et de même pour G et K de sorte que,
dans l’expression précédente, les termes linéaires
s’éliminent et

Ë′(s) = Hs

(
eK

[
|∇K|2 −Ú|∇F |2 − (1−Ú)|∇G |2

])
.

Comme ∇K = Ú∇F + (1−Ú)∇G , cette expression est
négative par convexité de la fonction quadratique
et la conclusion s’ensuit.

Un aspect important de cette démonstration est
qu’elle ramène une inégalité de type Hölder pour
n’importe quelle valeur de Ú ∈ [0,1] à une inéga-
lité quadratique (autrement dit démontrer Hölder
avec Cauchy-Schwarz !) et en un sens introduit de
la géométrie dans les inégalités fonctionnelles.

Cette observation est clairement mise en évi-
dence dans la famille des inégalités pour intégrales
multiples dites de Brascamp-Lieb remontant aux
travaux de ces auteurs dans les années soixante-
dix. En effet, exactement le même schéma de dé-
monstration permet d’établir la forme dite géomé-
trique de ces inégalités.

Théorème 1. Soient u1, . . . ,um des vecteurs unités
de �

n décomposant l’identité au sens où

m¼
k=1

ckuk ⊗ uk = Id
�

n (2)

pour des réels 0 6 ck 6 1, k = 1, . . . ,m (autrement
dit, tout vecteur x ∈�n se décompose sous la forme
x =

´m
k=1 ck〈uk ,x〉uk). Alors, pour toutes fonctions

mesurables positives fk : �→�, k = 1, . . . ,m,

∫
�

n

m½
k=1

f ck
k

(
〈uk ,x〉

)
dx 6

m½
k=1

(∫
�

fkdx

)ck

. (3)

En prenant la trace dans (2), on a que´m
k=1 ck = n de sorte que (3) améliore l’inégalité

de Hölder dans les directions uk , k = 1, . . . ,m. Par

1. La démonstration rigoureuse fait usage de la commutation ÉHtï = HtÉï qui se vérifie immédiatement sur les fonctions C∞

à support compact, et s’étend par exemple à la classe de Schwartz des fonctions C∞ à décroissance rapide ainsi que toutes leurs
dérivées, stable par Ht et dense dans les espaces Lp.
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exemple, pour la décomposition de l’identité de �
2

suivant les racines cubiques de l’unité,

∫
�

2
f 2/3
1 (x)f 2/3

2

(
− 1

2 x +
√

3
2 y

)
f 2/3
3

(
− 1

2 x−
√

3
2 y

)
dxd y

6
3½

k=1

(∫
�

fkdx

)2/3

.

La démonstration du Théorème 1 suit donc celle de
l’inégalité de Hölder présentée ci-dessus en analy-
sant les variations de la fonction du temps

Ë(s) = Hs

(
e
´m

k=1 ck Fk
)
, s ∈ [0, t] ,

où Fk = ln Ht−sgk(x), gk(x) = fk(〈uk ,x〉), x ∈ �
n,

k = 1, . . . ,m. Le semi-groupe commutant aux pro-
jections sur les vecteurs uk , Fk = ln Ht−s fk(〈uk ,x〉)
(Ht−s fk signifiant l’application du semi-groupe de
la chaleur uni-dimensionnel à la fonction d’une va-
riable fk) et donc

∇Fk = (ln Ht−s fk)′(〈uk ,x〉) uk .

La convexité quadratique est alors assurée par
la décomposition (2) qui entraîne que pour tous
Ó1, . . . ,Óm ∈�,

∣∣∣∣∣ m¼
k=1

ck Ókuk

∣∣∣∣∣2 6 m¼
k=1

ck Ó
2
k

appliqué pour Ók = (ln Ht−s fk)′(〈uk ,x〉) .

Le Théorème 1 admet des versions multi-
dimensionnelles en remplaçant les projections sur
les vecteurs uk par des applications linéaires. Ces in-
égalités pour intégrales multiples remontent donc
aux travaux de J. Brascamp et E. Lieb [7] qui les
établissaient par des outils de réarrangements.
F. Barthe [3] en propose une démonstration par
transport optimal, établissant par la même occa-
sion des formes inverses. L’approche par flot de la
chaleur a été promue il y a quelques années par
E. Carlen, E. Lieb, M. Loss [8] et J. Bennett, A. Car-
bery, M. Christ, T. Tao [5] qui mettent à profit ce
nouvel outil à travers une analyse géométrique et
combinatoire des fonctions extrémales. Le principe
permet en outre de sortir du cas produit euclidien et
d’obtenir des formes de ces inégalités sur la sphère
(la motivation première de [8]), des espaces symé-
triques, des groupes de Lie, et même des modèles
discrets comme le groupe symétrique cf. [4].

2. Hypercontractivité

Une première application significative des in-
égalités de Brascamp-Lieb a été le calcul de la
constante optimale dans les inégalités de convolu-
tion de Young [7]. Voici une autre application, élé-
mentaire. Notons tout d’abord que, par le simple
changement de fonctions fk(x) en fk(x)e−x2/2, x ∈�,
et la compatibilité des exposants

´m
k=1 ck = n, la

mesure de Lebesgue peut être remplacée dans (3)
par la mesure gaussienne

dÕ(x) = dÕn(x) = e−|x|
2/2 dx

(2á)n/2

(produit de la mesure gaussienne standard dÕ1
sur �), sous la forme∫

�
n

m½
k=1

f ck
k

(
〈uk ,x〉

)
dÕn(x) 6

m½
k=1

(∫
�

fkdÕ1

)ck

.

Illustrons alors l’intérêt de cette inégalité,
pour n = 2, m = 2, et simplement u1 = (1,0),
u2 = (â,

√
1− â2) avec â ∈ ]0,1[ et c1,c2 ∈ ]0,1[ tels

que
â2c1c2 = (1− c1)(1− c2) . (4)

Les vecteurs u1,u2 ne définissent qu’une sous-
décomposition de l’identité, mais suffisante pour
conclure que pour f1, f2 : �→� positives,∫

�

∫
�

f c1
1 (x1)f c2

2

(
âx1 +

√
1− â2 x2

)
dÕ(x1)dÕ(x2)

6

(∫
�

f1dÕ

)c1
(∫

�

f2dÕ

)c2

. (5)

Par tensorisation et le caractère produit de la me-
sure gaussienne Õ = Õn , cette inégalité s’étend im-
médiatement à des fonctions sur �n. En outre, en
posant pi = 1

ci
, i = 1,2, et en remplaçant fi par f pi

i , il
vient∫

�
n

∫
�

n
f1(x1)f2

(
âx1 +

√
1− â2 x2

)
dÕ(x1)dÕ(x2)

6 ‖f1‖p1
‖f2‖p2

, (6)

les normes étant entendues dans les espaces de
Lebesgue Lp(Õ) par rapport à Õ.

Soit alors l’opérateur, défini pour tout â ∈ [0,1]
et toute fonction convenable ï : �n→�, par

Tâï(x) =
∫
�

n
ï
(
âx +

√
1− â2 y

)
dÕ(y), x ∈�n .

(7)
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L’invariance par rotation de la mesure gaussienne
Õ entraîne que l’opérateur Tâ est une contraction
dans tous les espaces Lp(Õ), 1 6 p 6 ∞ (décrois-
sants en p). Mais, par dualité et la relation (4),
(6) exprime le plongement plus fort, pour toute
f2 : �n→�,

‖Tâf2‖p′1
6 ‖f2‖p2

(8)

où p′1 est l’exposant conjugué de p, 1
p1

+ 1
p′1

= 1, et

p2 et p′1 sont tels que 1 < p2 < p′1 <∞ et

1
â2

=
p′1 −1
p2 −1

(ou seulement >). Cette propriété (8), qui a pris le
nom d’hypercontractivité, a été mise en évidence
par E. Nelson en théorie quantique des champs.
Pour â = e−t , t > 0, Pt = Te−t est le semi-groupe
d’Ornstein-Uhlenbeck de mesure invariante et ré-
versible la mesure gaussienne standard Õ et de
générateur L = É − 〈x,∇〉 dans la description de
l’introduction. En particulier, pour toute fonction
f : �n→� mesurable positive,

∫
�

n Pt f dÕ =
∫
�

n f dÕ,
et si f ,g : �n→� sont régulières,∫

�
n

f (−Lg)dÕ =
∫
�

n
〈∇f ,∇g〉dÕ.

Si l’inégalité (5) a été présentée à partir du flot de la
chaleur euclidien, le même principe s’applique pour
ce semi-groupe, et (5) s’établit de façon équivalente,
grâce aux propriétés précédentes d’invariance et
d’intégration par parties, en faisant évoluer f1 et f2
le long de Pt , t > 0, et en montrant que l’expression
de gauche est décroissante en le temps.

3. Isopérimétrie gaussienne

L. Gross, dans un jalon important (cf. [1, 2]), dé-
montre, par différentiation de la norme

‖Tâf2‖p′1
, p′1 = 1 +

1
â2

(p2 −1) ,

en fonction de â, que la propriété d’hypercontracti-
vité (8) est équivalente à l’inégalité dite de Sobolev
logarithmique, exprimant que pour toute fonction
régulière f : �n→� telle que

∫
�

n f 2dÕ = 1,∫
�

n
f 2 ln f 2dÕ 6 2

∫
�

n
|∇f |2dÕ. (9)

Par rapport à l’inégalité de Sobolev traditionnelle
sous la mesure de Lebesgue, une fonction dont le

gradient est dans l’espace L2(Õ) n’est pas nécessai-
rement dans un espace Lp(Õ) ⊂ L2(Õ) avec p > 2, il
y a une dégénérescence quand p→ 2 qui conserve
toutefois un facteur logarithmique. En revanche,
aucune constante dépendant de la dimension n’ap-
paraît dans (9), faisant de l’inégalité de Sobolev
logarithmique un outil majeur, notamment dans
l’analyse de dimension infinie sur l’espace de Wie-
ner (cf. e.g. [1, 20, 2]).

Maintenant, le champ des inégalités fonction-
nelles de Sobolev est étroitement lié aux inégalités
isopérimétriques à leur origine. En renvoyant à [15]
pour une présentation complète, l’inégalité isopéri-
métrique classique dans �

n, n > 2, exprimant que
les boules réalisent le minimum de mesure de bord
à volume fixé, est en effet à la racine de toutes les
inégalités de Sobolev à travers sa version fonction-
nelle, pour toute fonction f : �n → � de classe C1

à support compact,

né1/n
n ‖f‖ n

n−1
6 ‖∇f‖1 =

∫
�

n
|∇f |dx (10)

où les normes sont cette fois prises sous la mesure
de Lebesgue et én est le volume de la boule unité.
Pour une approximation régulière de la fonction ca-
ractéristique 1A d’un borélien A à bord �A régulier,
la norme L1 du gradient de f , ‖∇f‖1, approche la
mesure voln−1(�A) du bord de A. L’inégalité fonc-
tionnelle (10) indique alors que

né1/n
n voln(A)(n−1)/n 6 voln−1(�A) (11)

qui décrit l’isopérimétrie euclidienne. En effet, si
A a même volume qu’une boule B de rayon r > 0,
voln(A) = voln(B ) = énrn , voln−1(�B ) = nénrn−1, de
sorte que

voln−1(�B ) = né1/n
n voln(A)(n−1)/n 6 voln−1(�A).

Réciproquement, (11) entraîne la forme fonction-
nelle (10) par les formules de coaire. En remplaçant
dans (10) f (positive) par fÓ, Ó > 0, et en faisant
usage de l’inégalité de Hölder, toutes les inégalités
de Sobolev traditionnelles

‖f‖ pn
n−p
6 Cn,p ‖∇f‖p, 1 6 p < n,

en découlent (avec néanmoins des constantes sous-
optimales).

De la même manière, l’inégalité isopérimétrique
sous la mesure gaussienne engendre l’inégalité
de Sobolev logarithmique. Mais quels sont les élé-
ments extrémaux du problème isopérimétrique sur
�

n muni de la mesure gaussienne Õ ? Autrement
dit, à mesure Õ(A) fixée, quels sont les boréliens A
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de �
n minimisant la mesure gaussienne de bord ?

Cette dernière peut se définir à travers le contenu
de Minkowski par

Õ(�A) = liminf
ê→0

1
ê

[
Õ(Aê)−Õ(A)

]
où Aê est le voisinage, pour la distance euclidienne,
d’ordre ê > 0 de A. Lorsque le bord de A est régu-
lier, cette expression revient à intégrer la densité
gaussienne le long de ce bord.

Les éléments extrémaux du problème isopérimé-
trique dans �

n muni de la mesure gaussienne Õ
sont fournis par les demi-espaces

H =
{
x ∈�n ;〈x,u〉 6 a

}
où u est un vecteur unité de �

n et a ∈�. Autrement
dit, si A est un borélien et si Õ(A) = Õ(H) pour un tel
demi-espace, alors Õ(�A) > Õ(�H) (cf. Fig. 1) .

Figure 1 – Un ensemble A et un demi-espace
H de même mesure gaussienne.

H

a

A

Cette propriété isopérimétrique se traduit de fa-
çon équivalente à travers le profil isopérimétrique

IÕ(v) = inf
{
Õ(�A);Õ(A) = v

}
, v ∈ ]0,1[,

qui se calcule donc sur les demi-espaces. Or, par
invariance par rotation de Õ, les mesures d’un demi-
espace et de son bord peuvent s’évaluer en dimen-
sion un sur la représentation, par exemple,

H =
{
x = (x1, . . . ,xn) ∈�n ; x1 6 a

}
de sorte que Õ(H) =

∫ a
−∞ e−x2/2 dx√

2á
, noté Ð(a), et

Õ(�H) = Ð ′(a) = e−a2/2
√

2á
. De façon explicite, la fonc-

tion IÕ, qui se prolonge par continuité à l’intervalle
[0,1], est ainsi donnée par

IÕ = Ð ′ ◦Ð−1.

La fonction IÕ est concave continue, symétrique
par rapport à la verticale passant par 1

2 et telle que
IÕ(0) = IÕ(1) = 0. Elle vérifie en outre l’équation

différentielle IÕ I ′′Õ = −1 et IÕ(v) ∼ v
√

2ln 1
v quand

v→ 0 (cf. Fig. 2).

Figure 2 – Le graphe du profil isopérimé-
trique IÕ.

0

1/
√

2á

1/2 1

IÕ

Si le flot de la chaleur permet d’accéder à l’hy-
percontractivité, et donc à l’inégalité de Sobolev
logarithmique, il permet en fait aussi d’établir l’iso-
périmétrie gaussienne. En effet, le schéma de mono-
tonie le long du semi-groupe d’Ornstein-Uhlenbeck
peut être mis à profit exactement de la même fa-
çon pour démontrer l’énoncé suivant. Rappelons
l’opérateur Tâ de (7).

Théorème 2. Si A et B sont des boréliens de �
n,

pour tout â ∈ [0,1],∫
�

n
1A Tâ(1B )dÕ 6

∫
�

n
1H Tâ(1K)dÕ (12)

où H et K sont des demi-espaces parallèles de
même mesure que A et B respectivement.

Les ensembles H et K étant des demi-espaces,
le membre de droite de (12) se calcule explicitement
en dimension un comme une fonction Jâ(Õ(A),Õ(B ))
ne dépendant que (de â et) des mesures Õ(H) = Õ(A)
et Õ(K) = Õ(B ). L’expression de la fonction Jâ(u,v),
u,v ∈ [0,1], est explicite comme des intégrales de
la densité gaussienne, mais nous ne la détaillons
pas ici. En revanche, par définition même, il est im-
médiat d’observer que Jâ(u,v) est égale à 0 si l’un
de ses arguments est nul (Õ(H) = 0 ou Õ(K) = 0) et
à 1 si ses deux arguments sont égaux à 1 (Õ(H) = 1
et Õ(K) = 1), de sorte que la propriété (12) s’exprime
de façon équivalente sous la forme∫

�
n

∫
�

n
Jâ

(
1A(x),1B

(
âx +

√
1− â2 y

))
dÕ(x)dÕ(y)

6 Jâ

(∫
�

n
1AdÕ,

∫
�

n
1B dÕ

)
. (13)
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Suivant le principe déployé précédemment pour les
inégalités de Brascamp-Lieb et l’hypercontractivité,
il suffit alors de remplacer 1A et 1B par Pt(1A) et
Pt(1B ), t > 0 (plus généralement n’importe quelles
fonctions mesurables f ,g : �n → [0,1]), et l’évolu-
tion le long du semi-groupe d’Ornstein-Uhlenbeck
(Pt)t>0 assurera alors, par monotonie, l’inégalité
souhaitée sous réserve de se convaincre que la
fonction Jâ vérifie une propriété un peu curieuse de
concavité, à savoir que la matrice(

�11Jâ â�12Jâ
â�12Jâ �22Jâ

)
(14)

est semi-définie négative. C’est effectivement le
cas (mais cela nécessite un peu de calcul). C’est
aussi, plus simplement, le cas pour la fonction
JH(u,v) = uc1 vc2 , u,v ∈ [0,∞[, correspondant à l’hy-
percontractivité lorsque â2c1c2 6 (1− c1)(1− c2) et
fournissant (5).

De la propriété (12) à l’isopérimétrie, il est clas-
sique que la mesure du bord Õ(�A) peut se décrire
le long du flot de la chaleur (gaussien) à travers la
limite

Õ(�A) > limsup
â→1

√
á

ln 1
â

[
Õ(A)−

∫
�

n
1A Tâ(1A)dÕ

]

avec égalité sur un demi-espace H, de sorte que si
Õ(A) = Õ(H), alors Õ(�A) > Õ(�H).

Le Théorème 2 est dû à C. Borell [6] par les outils
de symétrisation gaussienne de A. Ehrhard. L’ana-
lyse de la fonction Jâ et la démonstration précé-
dente par flot de la chaleur ont été proposées par
J. Neeman et E. Mossel [16], qui en font usage dans
une version robuste contrôlant le déficit dans (12)
et l’inégalité isopérimétrique (question aujourd’hui
résolue de façon presque optimale [11], cet article
fournissant par ailleurs une autre démonstration
du théorème de Borell s’appuyant sur le calcul sto-
chastique brownien).

La méthode de monotonie le long de l’équation
de la chaleur permet en fait d’accéder à de nom-
breux théorèmes de comparaison isopérimétrique
sur des variétés riemanniennes (à poids) de cour-
bure de Ricci strictement positive, comparant le pro-
fil isopérimétrique de l’élément de volume à celui
de l’espace gaussien. (Une variété riemannienne à
poids est la donnée d’une variété lisse, complète, et
d’une fonction de densité régulière Ñ par rapport à
la mesure de volume.) Par exemple, si dÞ = e−V dx
finie (de masse 1) où V : �n→� est un potentiel ré-
gulier tel que, uniformément, Hess(V ) > â Id pour un

â > 0 au sens des matrices symétriques, alors le pro-
fil isopérimétrique IÞ de Þ (défini comme IÕ) est mi-
noré par 1√

â IÕ (cf. [2]). Ces énoncés s’apparentent
au théorème célèbre de Lévy-Gromov comparant le
profil isopérimétrique d’une variété riemannienne
compacte de courbure de Ricci strictement positive
à celui de la sphère de même dimension et de même
courbure. Si un développement récent remarquable
de B. Klartag [14] et F. Cavaletti et A. Mondino [9]
fournit une version de ce théorème dans les es-
paces métriques mesurés à l’aide d’un transport de
mesures, une démonstration par flot de la chaleur
reste néanmoins ouverte.

4. Stabilité au bruit et cube discret

Une autre motivation des travaux de J. Neeman
et E. Mossel est la question de la stabilité (ou sen-
sibilité) au bruit sur le cube discret. Restons pour
l’instant dans l’espace gaussien en reformulant le
théorème de comparaison de Borell (Théorème 2)
sous une forme probabiliste. Soit X un vecteur aléa-
toire sur un espace probabilisé (Ò,A,�) de loi gaus-
sienne standard Õ sur �n , et soit

Xâ = âX +
√

1− â2 Y

où Y est une copie indépendante de X. Le couple
(X,Xâ) est composé de deux vecteurs de loi gaus-
sienne standard de corrélation �(X ⊗ Xâ) = â Id,
et pour toutes fonctions mesurables positives
f ,g : �n→�,

�

(
f (X)g(Xâ)

)
=

∫
�

n
f Tâg dÕ

par définition de l’opérateur Tâ.
Posons alors, pour un borélien A de �

n ,

Sâ(A) = �(X ∈ A,Xâ ∈ A)

appelée stabilité (de A) au bruit, ce dernier étant re-
présenté par la copie indépendante Y . Par passage
au complémentaire, on parle aussi de sensibilité au
bruit pour la probabilité �(X ∈ A,Xâ < A). Une ques-
tion est de savoir quels sont les ensembles A les
plus stables au bruit, donc maximisant Sâ(A) à me-
sure de A fixée. Comme

Sâ(A) = �

(
1A(X)1A(Xâ)

)
=

∫
�

n
1A Tâ(1A)dÕ,

le théorème de Borell (12) exprime que les demi-
espaces sont les plus stables.

Cette question de stabilité au bruit a en fait
son origine en informatique théorique sur le cube
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discret {−1,+1}n. Soit à présent X = (X1, . . . ,Xn)
de loi uniforme sur {−1,+1}n et, pour â ∈ [0,1],
Xâ uniforme et â-corrélée avec X. En désignant
par Y une copie indépendante de X, le vecteur
Xâ = (X

â
1 , . . . ,X

â
n) peut être défini en posant, pour

tout i = 1, . . . ,n, X
â
i = Xi avec probabilité â et X

â
i = Yi

avec probabilité 1− â (de sorte que, comme dans le
cas gaussien, �(X ⊗Xâ) = â Id).

Déterminer les parties A de {−1,+1}n les plus
stables est dans ce cas un problème ouvert. Mais
une version réduite est connue. Supposons, pour
simplifier, que l’on s’intéresse aux parties A telles
que �(X ∈ A) = 1

2 , et considérons

Mn =

{
x = (x1, . . . ,xn) ∈ {−1,+1}n ; signe

( n¼
i=1

xi

)
= +

}
.

En considérant n impair pour simplifier, il y a néces-
sairement un nombre différent de +1 et de −1 et la
définition est ainsi sans ambiguïté. Cet ensemble
Mn est l’ensemble dit majoritaire (puisqu’il retient
l’avis de la majorité de +1). La limite

lim
n→∞

Sâ(Mn) =
1
2
− 1

2á
arccos(â)

a été calculée par W. Sheppard dès ...1899. Il n’est
pas étonnant, en vertu du théorème central limite,
que cette valeur est exactement Jâ

(
1
2 ,

1
2

)
corres-

pondant, dans la description gaussienne de la par-
tie 3, à un demi-espace dont la frontière passe
par l’origine. En effet, par transformée de Laplace
par exemple, le couple

(
1√
n

´n
i=1 Xi ,

1√
n

´n
i=1 X

â
i

)
converge en loi vers un couple gaussien â-corrélé et
Mn est essentiellement l’ensemble

{
1√
n

´n
i=1 Xi > 0

}
.

Il est alors naturel, d’après l’analogue gaussien,
de se demander si pour tout A ⊂ {−1,+1}n ,

Sâ(A) 6 Jâ
(

1
2 ,

1
2

)
? (15)

Cette borne est fausse en général, et un contre-
exemple est fourni par l’ensemble dictateur D défini
par D = {x1 = +1} (ne prenant en compte que l’avis
d’un seul parmi x1, . . . ,xn) puisque

Sâ(D ) = �(X ∈ D ,Xâ ∈ D )

=
1
4

(1 + â) >
1
2
− 1

2á
arccos(â) = Jâ

(
1
2 ,

1
2

)
pour â ∈ ]0,1[. Néanmoins, si les ensembles de ce
type sont exclus d’une certaine manière, la conjec-
ture (15) est presque vraie. C’est l’objet du théo-
rème « Majority is Stablest ».

5. Majority is Stablest

L’énoncé du théorème « Majority is Stablest »
de E. Mossel, R. O’Donnell et K. Oleszkiewicz [17]
nécessite d’exclure de façon quantitative des en-
sembles comme le dictateur D . Ceci s’effectue à
travers la notion d’influence d’une coordonnée
i = 1, . . . ,n sur un ensemble A ⊂ {−1,+1}n définie
comme

Ii (A) = �

(
X ∈ A, ä i (X) < A

)
où ä i (x) d’un élément x = (x1, . . . ,xn) de {−1,+1}n est
obtenu en changeant la i-ème coordonnée en −xi .
L’ensemble majoritaire a de petites influences, de
l’ordre de 1√

n
, alors que l’influence de l’ensemble

dictateur dans sa coordonnée déterminante est
grande (égale à 1

2 ).

Théorème 3. (« Majority is Stablest ») Pour tout
ê > 0, il existe Ù = Ù(â,ê) > 0 tel que pour toute partie
A ⊂ {−1,+1}n telle que �(X ∈ A) = 1

2 et Ii (A) 6 Ù pour
tout i = 1, . . . ,n, alors

Sâ(A) 6 Jâ
(

1
2 ,

1
2

)
+ ê.

L’application principale de ce résultat est l’op-
timalité de la proportion d’approximation algorith-
mique du problème Max-Cut. Le problème Max-Cut
est un problème NP-complet de théorie des graphes.
Il admet, sous la conjecture de jeu unique de S. Khot,
une approximation par un algorithme polynomial
dont l’ordre maximal est précisément fourni par
la constante Jâ

(
1
2 ,

1
2

)
. Nous renvoyons à l’exposé

de P. Pansu [19] et à la monographie récente de
R. O’Donnell [18] pour une présentation détaillée
de cet aspect du théorème.

La première démonstration du Théorème 3 de
[17, 18] fait appel au cas gaussien à travers un
nouveau et fructueux principe d’invariance. Une dé-
monstration récente de A. De, E. Mossel, J. Neeman
[10] suit une trajectoire proche de l’approche par
flot de la chaleur, avec une variation significative
due au cadre discret. L’inégalité gaussienne (13)
sur des fonctions f ,g : �n→ [0,1] se représente en
notation probabiliste comme

�

(
Jâ

(
f (X),g(Xâ)

))
6 Jâ

(
�(f (X)),�(g(X))

)
. (16)

S’il était vrai, son analogue discret pour des fonc-
tions f ,g : {−1,+1}n → [0,1] sur le cube aurait la
même forme, mais donc, pour f = g = 1A avec
�(X ∈ A) = 1

2 , entraînerait l’inégalité (15) fausse
en général. Néanmoins, l’examen de cet analogue
est enrichissant. En désignant par Þn la loi de X, me-
sure produit de la mesure uniforme Þ = 1

2 Ö−1 + 1
2 Ö+1
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sur {−1,+1}, la définition de Xâ fournit la traduction
analytique∫

{−1,+1}n

∫
{−1,+1}n

Jâ
(
f (x),g(y)

)
n½

i=1

(1 + âxi yi )dÞ
n(x)dÞn(y)

6 Jâ

(∫
{−1,+1}n

f dÞn ,

∫
{−1,+1}n

g dÞn
)
.

Il est assez immédiat de constater d’après le théo-
rème de Fubini que cette inégalité se tensorise, et
que sa validité est donc attestée sur {−1,+1}, où
elle se réduit à une inégalité de concavité à quatre
points : pour tous (u,v) ∈ [0,1], (u′ ,v′) ∈ [0,1],

1 + â

4
Jâ(u,v) +

1− â
4

Jâ(u′ ,v)

+
1− â

4
Jâ(u,v′) +

1 + â

4
Jâ(u′ ,v′)

6 Jâ
(u + u′

2
,

v + v′

2

)
. (17)

Pour â = 1, (17) est la concavité usuelle, pour â = 0
la concavité par coordonnées. D’après la formule

de Taylor, cette inégalité à quatre points entraîne
la concavité différentielle (14), mais la réciproque
est donc fausse puisque (15) est en défaut sur
l’ensemble dictateur correspondant au choix de
u = v = 1 et u′ = v′ = 0. À noter que l’analogue
de (17) pour la fonction J H de l’hypercontractivité
est en revanche satisfait, c’est la fameuse hyper-
contractivité sur l’espace à deux points de Bonami-
Beckner (cf. [1, 18]).

Ce que démontrent les auteurs de [10], à travers
simplement une formule de Taylor sur Jâ, est que
l’inégalité (17) est néanmoins vraie avec un reste,
ajouté au membre de droite, de la forme

C(â)Ü−C(â)
(
|u − u′ |3 + |v − v′ |3

)
pour tous u,u′ ,v,v′ ∈ [Ü,1−Ü] pour Ü > 0 et C(â) > 0.
Ce reste peut alors être analysé par l’inégalité à
deux points de l’hypercontractivité sous l’hypothèse
du contrôle des influences, concluant ainsi après
tensorisation au Théorème 3. La simplicité de l’ar-
gument ouvre la perspective d’énoncés analogues
sur d’autres structures discrètes (comme le groupe
symétrique par exemple).
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