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Comment l'équation de la chaleur
explore-t-elle des inégalités géométriques

et fonctionnelles?

Des travaux récents ont exploité les propriétés
de monotonie du flot de la chaleur dans l'étude
de diverses inégalités pour intégrales multiples,
ainsi que d'inégalités isopérimétriques. Initialement
considérée dans l'espace euclidien, la méthode
s’est amplifiée a divers cadres géométriques, jus-
qu’a des modéles discrets. Ces développements, au
carrefour de l'analyse, de la géométrie et des pro-
babilités, ont trouvé également un écho en analyse
booléenne en informatique théorique, dans l'étude
de la stabilité au bruit.

Cet exposé propose une introduction élémen-
taire a ces idées, a travers quelques illustrations
simples d’inégalités intégrales (comme celle de Hol-
der) ou isopérimétriques. Le flot de la chaleur mis en
ceuvre sera le plus souvent celui régi par 'équation
de la chaleur traditionnelle. Sur IR", soit

1 2
e x| /4t,

— t>0, xeR",
(4rt)n/?

he(x) =

le noyau de la chaleur classique (ou |-| est la norme
euclidienne), solution fondamentale de "équation
dihy = Ahy, pour A le laplacien sur R". Par convo-
lution, ce noyau engendre un semi-groupe d’opé-
rateurs agissant sur toute fonction, par exemple
mesurable bornée, ¢ : R" — R par

Hp(x) = @ = he(x)

_ xeyPrar 4y
= qo e —_—,
J n ) (47ct)n/2

t>0, xeR",
avec la convention Hg = Id. Sous forme probabiliste,
He@(x) = E(@(x + Ba))

ol (B¢);so est un mouvement brownien (issu de 0).

Pour toute fonction ¢ : R"” — IR continue et bor-
née, la fonction u(t, x) = H.(x) est alors solution
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de l'équation aux dérivées partielles d;u = Au sur
]0, oo[xR™ avec condition initiale u(0,-) = ¢ (cf. [12]).

Au dela de U'exemple euclidien (auquel cet ex-
posé se limite), la construction de noyaux et semi-
groupes de la chaleur peut étre étendue a de nom-
breux cadres, variétés riemanniennes, groupes de
Lie, physique mathématique, graphes etc., jusqu’en
mécanique ou biologie. L'équation de la chaleur
peut étre considérée sur des domaines de R" avec
conditions au bord (Dirichlet, Neumann, mixtes).
Il fait sens de parler d’'un semi-groupe de la cha-
leur sur une variété riemannienne, de générateur
l'opérateur de Laplace-Beltrami sur la variété. Il
est également possible de considérer des opéra-
teurs avec dérive du type (sur R")L = A-(VV,V)
ot V:R" — R est un potentiel régulier, la mesure
e Vdx étant invariante et symétrique par rapport
a L et au semi-groupe P, = etl, t > 0, qu’il en-
gendre. La fonction u = P, est alors solution de
l'équation de la chaleur d;u = Lu pour L avec condi-
tion initiale ¢. D’un point de vue plus géométrique,
l'espace R™ muni de la mesure e~V dx invariante
pour L peut alors étre analysé comme une va-
riété a poids. Lexemple du potentiel quadratique
V(x) = % donne lieu au semi-groupe dit d'Ornstein-
Uhlenbeck de mesure invariante la distribution nor-

—|x|2/2 __dx
male e ok

Dans une formulation duale plus traditionnelle
en équations aux dérivées partielles, |'équation
de la chaleur d;u = Lu par rapport a l'opérateur
L =A-(VV,V) se traduit par l'évolution de Fokker-
Planck

d:p=Ap+V-(pVV)

le long d’'une famille de densités de probabilités
(par rapport a la mesure de Lebesgue) p = p(t, x)
(= ue V) (cf. [12, 20]).
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1. Flot de la chaleur et inégalités
intégrales

Une premiére illustration du principe de mono-
tonie le long de l'équation de la chaleur est décrite
dans une démonstration (pas la plus simple ni la
plus générale) de l'inégalité trés classique de Hol-
der

6 1-6
J fegl_edXS(J fdx) (j gdx)

pour des fonctions mesurable positives f, g sur R"
et 6 € [0, 1]. Pour établir cette inégalité, il suffit de
montrer que, pour tout t > 0 et toutes fonctions
positives f et g dans une classe de fonctions conti-
nues et bornées dense dans tous les espaces LP,

He(f%g' %) < (H.HP(H.g)' . (1)

Par rapport a l'inégalité numérique de Holder, il
s’agit la d'une inégalité entre fonctions valide en
tout point de R" (omis dans les formules). Par défi-
nition de Hy, lim,_,(47t)"°H,p = Jar @dx dans la
classe considérée. Ainsi, aprés multiplication par
(47t)"? des deux membres de (1) et passage a la
limite, 'inégalité de Holder s’ensuit.

L'inégalité (1) s’établit alors par un principe d’in-
terpolation remontant aux travaux de J.-M. Duha-
mel au xixe siécle (cf. [13]) en montrant que la fonc-
tion

A(s) = Hs((He-s)°(He-s8)' %), s €0,t],

est décroissante, de sorte que A(t) < A(0) qui ex-
prime (1). Pour vérifier que A\ est décroissante, il
suffit de prendre sa dérivée (sur ]0, t[). A cet effet,
pour faciliter les écritures, posons

F=IlnH,_.f, G=IlnH,.g, K=6F+(1-6)G

(fonctions de s et de la variable spatiale), et ainsi
A(s) = Hs(eK). Par la régle de dérivation des fonc-
tions composées en le temps (et la linéarité des
opérateurs H,),

N(s) = 9sHs(eX) + Hy(95(e9).

Or, daprés l'équation de la chaleur, Jd.F =
—e‘FA(eF), avec l'identité similaire pour G, et donc
—GA(eG)].

d.(eX) = eKa.K = —eK[Ge_FA(eF)+(1—6)e

Comme par ailleurs d Hs(eX) = AH,(eX) = H A(eK)
aprés une autre application de l'équation de la cha-
leur 1, il vient

N(s) = HS(A(eK —eK[ee*FA(eF)+(1—e)e*GA(eG)]).

Maintenant, par dérivation en espace, e_FA(eF) =
AF + |VF|? et de méme pour G et K de sorte que,
dans l'expression précédente, les termes linéaires
s’éliminent et

N(s) = HS(eK[IVKlz —BIVFZ—(1- e)|vc|2]).

Comme VK = BVF + (1 - 0)VG, cette expression est
négative par convexité de la fonction quadratique
et la conclusion s’ensuit.

Un aspect important de cette démonstration est
qu’elle rameéne une inégalité de type Holder pour
n‘importe quelle valeur de 6 € [0,1] a une inéga-
lité quadratique (autrement dit démontrer Holder
avec Cauchy-Schwarz!) et en un sens introduit de
la géométrie dans les inégalités fonctionnelles.

Cette observation est clairement mise en évi-
dence dans la famille des inégalités pour intégrales
multiples dites de Brascamp-Lieb remontant aux
travaux de ces auteurs dans les années soixante-
dix. En effet, exactement le méme schéma de dé-
monstration permet d’établir la forme dite géomé-
trique de ces inégalités.

Théoréeme 1. Soient uq,..., u,, des vecteurs unités
de R" décomposant l'identité au sens ou

m

chuk@)uk = Id[Rn (2)
k=1

pour desréels0< ¢, <1, k=1,...,m (autrement
dit, tout vecteur x € R" se décompose sous la forme
x =) it cxlug, x)ug). Alors, pour toutes fonctions
mesurables positives f, :R—> R, k=1,...,m,

J l_lf (U x))d ]ﬂ[(f fkdx) K

=1

En prenant la trace dans (2), on a que
Y kL1 ck = n de sorte que (3) améliore l'inégalité
de Holder dans les directions uy, k= 1,..., m. Par

1. La démonstration rigoureuse fait usage de la commutation AH;@ = H;A@ qui se vérifie immédiatement sur les fonctions C*
a support compact, et s’étend par exemple a la classe de Schwartz des fonctions C* a décroissance rapide ainsi que toutes leurs

dérivées, stable par H; et dense dans les espaces LP.
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exemple, pour la décomposition de l'identité de R?
suivant les racines cubiques de l'unité,

[ e )83 Bonay
R

<T([re)

k=1

La démonstration du Théoréme 1 suit donc celle de
l'inégalité de Holder présentée ci-dessus en analy-
sant les variations de la fonction du temps

A(s) = Hy(eLkr o),

€[0,t],

ot F = InHysgk(x), gk(x) = fik{uk, x)), x € R",
k=1,...,m. Le semi-groupe commutant aux pro-
jections sur les vecteurs uy, Fe = InHi_sfi((ug, x))
(Hi_sfi signifiant l'application du semi-groupe de
la chaleur uni-dimensionnel a la fonction d'une va-
riable f) et donc

VFe = (InHe_sfie) (Cug, X)) e
La convexité quadratique est alors assurée par

la décomposition (2) qui entraine que pour tous
ar,...,m €R,

m
Z Ck akuk

k=1

m

2
<3 ad

k=1

appliqué pour ay = (In H;_sfi) ((ug, x)) -

Le Théoreme 1 admet des versions multi-
dimensionnelles en remplacgant les projections sur
les vecteurs uy par des applications linéaires. Ces in-
égalités pour intégrales multiples remontent donc
aux travaux de J. Brascamp et E. Lieb [7] qui les
établissaient par des outils de réarrangements.
F. Barthe [3] en propose une démonstration par
transport optimal, établissant par la méme occa-
sion des formes inverses. L'approche par flot de la
chaleur a été promue il y a quelques années par
E. Carlen, E. Lieb, M. Loss [8] et J. Bennett, A. Car-
bery, M. Christ, T. Tao [5] qui mettent & profit ce
nouvel outil a travers une analyse géométrique et
combinatoire des fonctions extrémales. Le principe
permet en outre de sortir du cas produit euclidien et
d’obtenir des formes de ces inégalités sur la sphére
(la motivation premiére de [8]), des espaces symé-
triques, des groupes de Lie, et méme des modeles
discrets comme le groupe symétrique cf. [4].
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2. Hypercontractivité

Une premiére application significative des in-
égalités de Brascamp-Lieb a été le calcul de la
constante optimale dans les inégalités de convolu-
tion de Young [7]. Voici une autre application, élé-
mentaire. Notons tout d’abord que, par le simple
changement de fonctions fi(x) en fk(x)e_xz/z, x€R,
et la compatibilité des exposants Z,TZl cy=n,la
mesure de Lebesgue peut étre remplacée dans (3)
par la mesure gaussienne

7|X|2/2 dx

dy(x) = dyn(x) = e W

(produit de la mesure gaussienne standard dy;
sur R), sous la forme

fmn I’fl[ kak(<Uk: X>)d7/n(x) < l,fl[(J-rR fkdyl)Ck-

Illustrons alors Llintérét de cette inégalité,
pour n=2, m = 2, et simplement u; = (1,0),
up = (p,y/1—p?) avec p €]0,1[ et ¢, ¢ €]0,1] tels
que

pcicr = (1-cy)(1-c). (4)
Les vecteurs up,us ne définissent qu’'une sous-

décomposition de l'identité, mais suffisante pour
conclure que pour fi, 5 : R — [R positives,

JTR J\[R ffl(xl)fzcz(pxl Tyi- p? Xz)dy(xl)dy(xz)
S(I fldy)q(j fzdy)cz_ (5)
R R

Par tensorisation et le caractére produit de la me-
sure gaussienne y = Y, cette inégalité s’étend im-
mediatement a des fonctions sur R". En outre, en
posant p; = =, i = 1,2, et en remplacant f; par ', il
vient

j ) j Ala)f(px +4[1-p2xe)dy(x1)dy(x2)
< fillp, If2Mlp,,  (6)

les normes étant entendues dans les espaces de
Lebesgue LP(y) par rapport a y.

Soit alors l'opérateur, défini pour tout p € [0, 1]
et toute fonction convenable ¢ : R" — R, par

Top(x) = fw fp(pX+ NE —pzy)dy(y), x€R".

7)
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L'invariance par rotation de la mesure gaussienne
¥ entraine que l'opérateur Tp est une contraction
dans tous les espaces LP(y), 1 < p < o (décrois-
sants en p). Mais, par dualité et la relation (4),
(6) exprime le plongement plus fort, pour toute
fz :R" — R,

ITpfall,, < lifall, (8)

ou p'1 est l'exposant conjugué de p, p_11 + pi, =1, et
1

p2 et pj sont tels que 1 < p, < p] < oo et

_p-t

pe p2-1

1
02

(ou seulement >). Cette propriété (8), qui a pris le
nom d’hypercontractivité, a été mise en évidence
par E. Nelson en théorie quantique des champs.
Pour p = e, t > 0, P, = T+ est le semi-groupe
d’Ornstein-Uhlenbeck de mesure invariante et ré-
versible la mesure gaussienne standard y et de
générateur L = A — (x,V) dans la description de
'introduction. En particulier, pour toute fonction
f:R™ — R mesurable positive, er” P.fdy = jmn fdy,
etsif,g:R"” — R sont réguliéres,

J ) f(-Lg)dy = JRn(Vf,Vg)dy.

Sil'inégalité (5) a été présentée a partir du flot de la
chaleur euclidien, le méme principe s’applique pour
ce semi-groupe, et (5) s’établit de facon équivalente,
grace aux propriétés précédentes d’invariance et
d’intégration par parties, en faisant évoluer f; et f>
le long de P;, t > 0, et en montrant que l'expression
de gauche est décroissante en le temps.

3. Isopérimétrie gaussienne

L. Gross, dans un jalon important (cf. [1, 2]), dé-
montre, par différentiation de la norme

1
(-
”-I;JfZHP/l: P1 _1+F(p2_1))
en fonction de p, que la propriété d’hypercontracti-
vité (8) est équivalente a l'inégalité dite de Sobolev

logarithmique, exprimant que pour toute fonction
réguliére f: R" — R telle que IIR“ £2 dy=1,

J f2lnf2dy < 2J- V£ dy. (9)
n "Rn

Par rapport a l'inégalité de Sobolev traditionnelle
sous la mesure de Lebesgue, une fonction dont le
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gradient est dans 'espace Lz(y) n‘est pas nécessai-
rement dans un espace LP(y) C L?(y) avec p> 2, il
y a une dégénérescence quand p — 2 qui conserve
toutefois un facteur logarithmique. En revanche,
aucune constante dépendant de la dimension n'ap-
parait dans (9), faisant de l'inégalité de Sobolev
logarithmique un outil majeur, notamment dans
'analyse de dimension infinie sur l'espace de Wie-
ner (cf. e.g. [1, 20, 2]).

Maintenant, le champ des inégalités fonction-
nelles de Sobolev est étroitement lié aux inégalités
isopérimétriques a leur origine. En renvoyant a [15]
pour une présentation compléte, l'inégalité isopéri-
métrique classique dans R", n > 2, exprimant que
les boules réalisent le minimum de mesure de bord
a volume fixé, est en effet a la racine de toutes les
inégalités de Sobolev a travers sa version fonction-
nelle, pour toute fonction f: R” — R de classe C!
a support compact,

0l WflLs, < VAl = | vAlax  (10)
|'Rn

ol les normes sont cette fois prises sous la mesure
de Lebesgue et w,, est le volume de la boule unité.
Pour une approximation réguliere de la fonction ca-
ractéristique 1 4 d’'un borélien A & bord JdA régulier,
la norme L! du gradient de f, ||Vf]|;, approche la
mesure vol,,_;(dA) du bord de A. L'inégalité fonc-
tionnelle (10) indique alors que

nwt ™ol ,(A)" V" < vol,,_1(dA) (11)

qui décrit lisopérimétrie euclidienne. En effet, si
A a méme volume qu’une boule B de rayon r > 0O,
vol,(A) =vol,(B) = w,r", vol,_1(dB) = nw,r"1, de
sorte que

vol,_1(3B) = nwY"vol,(A)\""V" < vol,_1(3A).

Réciproquement, (11) entraine la forme fonction-
nelle (10) par les formules de coaire. En remplacant
dans (10) f (positive) par %, a > 0, et en faisant
usage de l'inégalité de Holder, toutes les inégalités
de Sobolev traditionnelles

Lo < CopllV1ll,

1<p<n,

en découlent (avec néanmoins des constantes sous-
optimales).

De la méme maniére, l'inégalité isopérimétrique
sous la mesure gaussienne engendre linégalité
de Sobolev logarithmique. Mais quels sont les élé-
ments extrémaux du probléme isopérimétrique sur
R"™ muni de la mesure gaussienne y ? Autrement
dit, a mesure y(A) fixée, quels sont les boréliens A
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de R™ minimisant la mesure gaussienne de bord?
Cette derniére peut se définir a travers le contenu
de Minkowski par

1
Y(0A) = liminf — [ y(A) - 1(A)]
ou A, est le voisinage, pour la distance euclidienne,
d’'ordre € > 0 de A. Lorsque le bord de A est régu-
lier, cette expression revient a intégrer la densité
gaussienne le long de ce bord.

Les éléments extrémaux du probléme isopérimé-
triqgue dans R"” muni de la mesure gaussienne ¥
sont fournis par les demi-espaces

H = {xe R {(x,u) < a}

ol u est un vecteur unité de R" et a € R. Autrement
dit, si A est un borélien et si ¥(A) = y(H) pour un tel
demi-espace, alors y(dA) = y(JH) (cf. Fig. 1).

FIGURE 1 — Un ensemble A et un demi-espace
H de méme mesure gaussienne.

Cette propriété isopérimétrique se traduit de fa-
con équivalente a travers le profil isopérimétrique

z

y(v) = inf

—_——

YOARY(A) =V}, velol],

qui se calcule donc sur les demi-espaces. Or, par
invariance par rotation de ¥, les mesures d'un demi-
espace et de son bord peuvent s’évaluer en dimen-
sion un sur la représentation, par exemple,

H = {x: (X1,---,Xp) ER™; %7 < a}

de sorte que Y(H) = Ja e’XZ/ZjTin, noté ®(a), et

—00

2

o

/2. De facon explicite, la fonc-

— 4 —
Y(OH) = ®'(a) = <=
tion Iy, qui se prolonge par continuité a l'intervalle
[0,1], est ainsi donnée par

I, = d o1,
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La fonction Z), est concave continue, symétrique
par rapport a la verticale passant par % et telle que
Z,(0) = Z,,(1) = 0. Elle vérifie en outre l'équation
différentielle 7, 7)) = =1 et Z,(v) ~ v4/21ln ¢ quand
v — 0 (cf. Fig. 2).
FIGURE 2 — Le graphe du profil isopérimé-
trique Z,,.

1/V2n 14

0 1/2 1

Si le flot de la chaleur permet d’accéder a l'hy-
percontractivité, et donc a l'inégalité de Sobolev
logarithmique, il permet en fait aussi d’établir liso-
périmétrie gaussienne. En effet, le schéma de mono-
tonie le long du semi-groupe d’Ornstein-Uhlenbeck
peut étre mis a profit exactement de la méme fa-
con pour démontrer "énoncé suivant. Rappelons
lopérateur T, de (7).

Théoréme 2.Si A et B sont des boréliens de R",
pour tout p € [0, 1],

| aantaay < [ 1ugo0a a2

ol H et K sont des demi-espaces paralléles de
méme mesure que A et B respectivement.

Les ensembles H et K étant des demi-espaces,
le membre de droite de (12) se calcule explicitement
en dimension un comme une fonction J,(y(A), ¥(B))
ne dépendant que (de p et) des mesures y(H) = y(A)
et ¥(K) = y(B). Lexpression de la fonction J,(u, v),
u,v € [0, 1], est explicite comme des intégrales de
la densité gaussienne, mais nous ne la détaillons
pas ici. En revanche, par définition méme, il est im-
médiat d'observer que Jp(u, v) est égale a O sil'un
de ses arguments est nul (¥(H) = 0 ou ¥(K) = 0) et
a1 sises deux arguments sont égauxa 1 (y(H)=1
et ¥(K) = 1), de sorte que la propriété (12) s’exprime
de fagon équivalente sous la forme

JnJnJP(HA(X)’HB(P”\F—PZY))dV(X)dy(y)
<Jp(fn1Ad%ern]lgd)/). (13)
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Suivant le principe déployé précédemment pour les
inégalités de Brascamp-Lieb et |'hypercontractivité,
il suffit alors de remplacer 1, et 1g par P(1,) et
P.(1g), t = O (plus généralement n'importe quelles
fonctions mesurables f, g : R" — [0, 1]), et 'évolu-
tion le long du semi-groupe d’Ornstein-Uhlenbeck
(P)i>o assurera alors, par monotonie, l'inégalité
souhaitée sous réserve de se convaincre que la
fonction Jp vérifie une propriété un peu curieuse de
concavité, a savoir que la matrice

811Jp
palzJp

p a12Jp

9224, (14)
est semi-définie négative. C'est effectivement le
cas (mais cela nécessite un peu de calcul). C'est
aussi, plus simplement, le cas pour la fonction
JH(u, v) = u1ve2, u, v e [0,00], correspondant a l'hy-
percontractivité lorsque p2 1< (1-c1)(1-cy)et
fournissant (5).

De la propriété (12) a l'isopérimétrie, il est clas-
sique que la mesure du bord y(JA) peut se décrire
le long du flot de la chaleur (gaussien) a travers la
limite

[
Y(dA) > lim S;Jp 1 [y(A)— J-IR I 7;;(ILA)dV]
p— 0 "

avec égalité sur un demi-espace H, de sorte que si
Y(A) = ¥(H), alors y(JA) > y(IH).

Le Théoréme 2 est dii a C. Borell [6] par les outils
de symétrisation gaussienne de A. Ehrhard. Lana-
lyse de la fonction Jp et la démonstration précé-
dente par flot de la chaleur ont été proposées par
J. Neeman et E. Mossel [16], qui en font usage dans
une version robuste contrélant le déficit dans (12)
et l'inégalité isopérimétrique (question aujourd’hui
résolue de facon presque optimale [11], cet article
fournissant par ailleurs une autre démonstration
du théoréme de Borell s'appuyant sur le calcul sto-
chastique brownien).

La méthode de monotonie le long de l'équation
de la chaleur permet en fait d’accéder a de nom-
breux théoréemes de comparaison isopérimétrique
sur des variétés riemanniennes (& poids) de cour-
bure de Ricci strictement positive, comparant le pro-
fil isopérimétrique de l'élément de volume a celui
de 'espace gaussien. (Une variété riemannienne a
poids est la donnée d'une variété lisse, compléte, et
d’une fonction de densité réguliére W par rapport a
la mesure de volume.) Par exemple, si dy = e~V dx
finie (de masse 1) ot V:R" — R est un potentiel ré-
gulier tel que, uniformément, Hess(V) > pId pour un
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p > 0 au sens des matrices symétriques, alors le pro-
fil isopérimétrique Z,, de p (défini comme 7)) est mi-
noré par %Iy (cf. [2]). Ces énoncés s’apparentent

au théoréme célébre de Lévy-Gromov comparant le
profil isopérimétrique d'une variété riemannienne
compacte de courbure de Ricci strictement positive
a celui de la sphére de méme dimension et de méme
courbure. Si un développement récent remarquable
de B. Klartag [14] et F. Cavaletti et A. Mondino [9]
fournit une version de ce théoréme dans les es-
paces métriques mesurés a l'aide d'un transport de
mesures, une démonstration par flot de la chaleur
reste néanmoins ouverte.

4. Stabilité au bruit et cube discret

Une autre motivation des travaux de J. Neeman
et E. Mossel est la question de la stabilité (ou sen-
sibilité) au bruit sur le cube discret. Restons pour
l'instant dans 'espace gaussien en reformulant le
théoréme de comparaison de Borell (Théoréme 2)
sous une forme probabiliste. Soit X un vecteur aléa-
toire sur un espace probabilisé (€2, .4, P) de loi gaus-
sienne standard y sur R", et soit

XP = pX+4J1-p2Y

ou Y est une copie indépendante de X. Le couple
(X, XP) est composé de deux vecteurs de loi gaus-
sienne standard de corrélation E(X ® X?) = pld,
et pour toutes fonctions mesurables positives
f,g:R" >R,

E(f(X)g(XP)) = fm fTogdy

par définition de l'opérateur To-
Posons alors, pour un borélien A de R,

So(A) = P(X € A, XP € A)

appelée stabilité (de A) au bruit, ce dernier étant re-
présenté par la copie indépendante Y. Par passage
au complémentaire, on parle aussi de sensibilité au
bruit pour la probabilité P(X € A, XP ¢ A). Une ques-
tion est de savoir quels sont les ensembles A les
plus stables au bruit, donc maximisant S,(A) a me-
sure de A fixée. Comme

Sp(A) = E(LaO01AX0) = [ 14To(10,

le théoréme de Borell (12) exprime que les demi-
espaces sont les plus stables.

Cette question de stabilité au bruit a en fait
son origine en informatique théorique sur le cube
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discret {-1,+1}". Soit & présent X = (Xq,...,X,)
de loi uniforme sur {-1,+1}" et, pour p € [0,1],
XP uniforme et p-corrélée avec X. En désignant
par Y une copie indépendante de X, le vecteur
XP = (Xf,...,Xﬁ) peut étre défini en posant, pour
touti=1,...,n, Xf = X; avec probabilité p et Xf =Y
avec probabilité 1 — p (de sorte que, comme dans le
cas gaussien, E(X® XP) = pId).

Déterminer les parties A de {-1,+1}" les plus
stables est dans ce cas un probléme ouvert. Mais
une version réduite est connue. Supposons, pour
simplifier, que l'on s’intéresse aux parties A telles
queP(X e A)= %, et considérons

M, = {x =(X1,...,x5) € {-1,+1}"; signe( Zx,-) = +}.

i=1

En considérant n impair pour simplifier, il y a néces-
sairement un nombre différent de +1 et de -1 et la
définition est ainsi sans ambiguité. Cet ensemble
M,, est 'ensemble dit majoritaire (puisqu’il retient
l'avis de la majorité de +1). La limite

lim S,(My) = 3 - > arccos(p)

im = — — ——arccos

e P \Mn) = 5750 e
a été calculée par W. Sheppard dés ...1899. Il n'est
pas étonnant, en vertu du théoréme central limite,
que cette valeur est exactement Jp(%, %) corres-
pondant, dans la description gaussienne de la par-
tie 3, & un demi-espace dont la frontiére passe
par l'origine. En effet, par transformée de Laplace
par exemple, le couple (% i1 X # Y X,p)
converge en loi vers un couple gaussien p-corrélé et
M,, est essentiellement 'ensemble {% YL Xi> 0}.

Il est alors naturel, d'aprés 'analogue gaussien,
de se demander si pour tout A C {-1,+1}",

So(A) < Jp(3,3)? (15)

Cette borne est fausse en général, et un contre-
exemple est fourni par 'ensemble dictateur D défini
par D = {x; = +1} (ne prenant en compte que l'avis
d’un seul parmi xq,..., x,) puisque

(D) = P(X € D, XP € D)

Nl

1 1 1
= Z(l +p) > > —Zarccos(p) = Jp(%,

)

pour p €0, 1[. Néanmoins, si les ensembles de ce
type sont exclus d'une certaine maniére, la conjec-
ture (15) est presque vraie. C'est 'objet du théo-
reme « Majority is Stablest ».
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5. Majority is Stablest

L’énoncé du théoréme « Majority is Stablest »
de E. Mossel, R. O'Donnell et K. Oleszkiewicz [17]
nécessite d’exclure de facon quantitative des en-
sembles comme le dictateur D. Ceci s’effectue a
travers la notion d’influence d'une coordonnée
i=1,...,n sur un ensemble A C {-1,+1}" définie
comme

Ii(A) = P(X € A Ti(X) € A)

ol 7;(x) d'un élément x = (xq,..., x,) de {-1,+1}" est
obtenu en changeant la i-eéme coordonnée en —x;.
L'ensemble majoritaire a de petites influences, de
l'ordre de #, alors que l'influence de 'ensemble

dictateur dans sa coordonnée déterminante est
grande (égale a %)

Théoréme 3. (« Majority is Stablest ») Pour tout
€>0, il existe 1 = 1(p, €) > O tel que pour toute partie
AC {-1,+1}" telle que P(X € A) = 5 et I;(A) < 1 pour
touti=1,...,n, alors

Sp(A) < Jp(3,3) + €.

L'application principale de ce résultat est l'op-
timalité de la proportion d’approximation algorith-
mique du probléme Max-Cut. Le probléme Max-Cut
est un probleme NP-complet de théorie des graphes.
Iladmet, sous la conjecture de jeu unique de S. Khot,
une approximation par un algorithme polynomial
dont l'ordre maximal est précisément fourni par
la constante Jp(%, %) Nous renvoyons a l'exposé
de P. Pansu [19] et a la monographie récente de
R. O’Donnell [18] pour une présentation détaillée
de cet aspect du théoréme.

La premiére démonstration du Théoreme 3 de
[17, 18] fait appel au cas gaussien a travers un
nouveau et fructueux principe d’invariance. Une dé-
monstration récente de A. De, E. Mossel, J. Neeman
[10] suit une trajectoire proche de 'approche par
flot de la chaleur, avec une variation significative
due au cadre discret. L'inégalité gaussienne (13)
sur des fonctions f, g : R™” — [0, 1] se représente en
notation probabiliste comme

E(Jp(£(X), 8(XP))) < Jp(E(F(X)), E(g(X)).  (16)

S’il était vrai, son analogue discret pour des fonc-
tions f,g: {-1,+1}" — [0,1] sur le cube aurait la
méme forme, mais donc, pour f = g = 1, avec
P(X € A) = %, entrainerait l'inégalité (15) fausse
en général. Néanmoins, l'examen de cet analogue
est enrichissant. En désignant par " la loi de X, me-
sure produit de la mesure uniforme y = %6_1 + % 641
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sur {-1,+1}, la définition de XP fournit la traduction
analytique

£—1:+1}”£—1,+1}" Jp(f(x)' g(y))

[ [a+eximan(du’(y)
i=1

< JP(J- fdy”,J gdy”).
(=1,+1}" {-1,+1)"

Il est assez immédiat de constater d’aprés le théo-
réme de Fubini que cette inégalité se tensorise, et
que sa validité est donc attestée sur {-1,+1}, ol
elle se réduit a une inégalité de concavité a quatre
points : pour tous (u, v) € [0,1], (u’,v’) €[0,1],

1+p 1-p

o Jo(u,v) + 7 Jo(U,v)

1-p 1+p
+ 7 Jo(u, V) + 7 Jp(u', V')

u+u v+v
_, . (17
> 5 0

Pour p =1, (17) est la concavité usuelle, pour p =0
la concavité par coordonnées. D'aprés la formule

< Jy
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