
Leçon 16 Exercices corrigés

(Une étoile * désignera une question de difficulté supérieure.)

Exercice 1. SoitXn, n ∈ N, une suite de variables aléatoires indépendantes
de même loi de Bernoulli B(12) sur {0, 1} ; démontrer que la série

∑
n∈N

1
2nXn

converge presque sûrement, et montrer qu’elle suit la loi uniforme sur [0, 1[. (In-
dication : déterminer la mesure des ensembles dyadiques, ou décrire la fonction
caractéristique de la somme partielle Sk =

∑k
n=1

1
2nXn.)

Corrigé. Il est clair que la série
∑

n∈N
1
2nXn converge presque sûrement

puisque |Xn| ≤ 1 pour tout n ; sa somme est notée Z. Soit alors, comme dans
le corps de la leçon, un intervalle dyadique I de [0, 1[ dont le développement
commence par

∑k
n=1

1
2n εn où (ε1, . . . , εk) est une suite finie de 0 et de 1. Donc

Z ∈ I signifie que X1 = ε1, . . . , Xk = εk, et

P(Z ∈ I) = P(X1 = ε1, . . . , Xk = εk) =
1

2k

par indépendance. La loi de Z coïncide ainsi avec la mesure de Lebesgue sur
tout intervalle dyadique. En approchant tout réel de [0, 1[ par une suite de
nombres dyadiques, les propriétés d’une mesure permettent de se convaincre
qu’elle coïncide alors avec la mesure de tout intervalle (de [0, 1[), ce qui suffit
pour l’affirmation.

Une autre démonstration peut être proposée à travers la fonction caracté-
ristique. Poser Sk =

∑k
n=1

1
2nXn, k ≥ 1, et évaluer, pour chaque u ∈ R,

E(eiuSk) =
k∏

n=1

E(ei
u
2nXn) =

k∏
n=1

(ei u
2n + 1

2

)
=

1

2k

k∏
n=1

(ei
u
2n + 1)

puisque les Xn sont indépendantes de même loi B(12). Or, par l’argument de
l’angle moitié, (ei

u
2n + 1)(ei

u
2n − 1) = ei

u
2n−1 − 1, de sorte que, par produit

1



téléscopant,
k∏

n=1

(ei
u
2n + 1) =

k∏
n=1

ei
u

2n−1 − 1

ei
u
2n − 1

=
eiu − 1

ei
u

2k − 1
.

Il s’ensuit que

E(eiuSk) =
eiu − 1

2k[ei
u

2k − 1]

qui converge vers eiu−1
iu lorsque k → ∞. Mais cette dernière expression est la

fonction caractéristique de la loi uniforme sur [0, 1[. La conclusion découle de
l’unicité en loi de la fonction caractéristique.
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