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Probabilités/Probability Theory

Isopérimétrie et inégalités de Sobolev logarithmiques
gaussiennes

Michel Lepoux

Résumé — Nous traduisons de fagon fonctionnelle I'inégalité isopérimétrique pour la mesure de
Gauss en montrant qu’une fonction sur R” dont le module du gradient est intégrable par rapport a
la mesure de Gauss appartient a I'espace d’Orlicz L'(Log L)'/? de cette méme mesure. De la
s’obtiennent les inégalités de Sobolev logarithmiques complétant celle de Gross.

Gaussian isoperimetry and logarithmic Soboley inequalities

Abstract — We use the isoperimetric inequality for Gauss measure to show that a fonction on R"
whose gradient is integrable with respect to Gauss measure belongs to the Orlicz space L' (Log L)'/
of this measure.  This complements the logarithmic Sobolev inequality of Gross.

Les inégalités de Sobolev de la théorie classique indiquent qu’une fonction dont le
module du gradient appartient, avec la fonction elle-méme, a L?(R") (1<p< o) est dans
LY(R") ou 1/g=(1/p)—(1/n). L’inégalité pour p=1, qui implique les autres, est une
inégalité géométrique équivalente a inégalité isopérimétrique usuelle dans R”
(cf. e.g. [11]). Nous nous proposons, dans cette Note, d’interpréter de fagon analogue
I'inégalité isopérimétrique dans I'espace de Gauss et d’en déduire les inégalités de Sobolev
correspondantes.

Soit y, la mesure de probabilité canonique de Gauss sur R” de densité

1
@, (x)=(2 1) "2 exp <—£[x|2>, xeR"
Nous désignons par ® la fonction de répartition de cette densité en dimension 1 :
X 1 i
(D(t)=(27t)_”zj eXp<—5x2>dx, teR;

@~ ! est sa fonction inverse.

Si a un borélien A de R" on associe un demi-espace H={xeR": (x, uy>»\i, |u|= 1,
LeR, de méme mesure y,(H)=1y,(A), I'inégalité isopérimétrique gaussienne (C. Borell
[2]) exprime que, pour tout r>0,

Ya(x:d(x, A)<r)2y,(x:d(x, H <r)

ou d désigne la distance euclidienne. Un calcul immédiat sur les demi-espaces, donc en
dimension 1, montre alors que si F est un fermé dont le bord F est de mesure nulle,

(1) lim infziv"(x:du, F)<r)2 @, <@ Loy, (F),
i

r—0

soit une formulation peut-étre plus commune de I'isopérimétrie ([3], § 2). Cette inégalité
se traduit sur les fonctions suivant le schéma usuel utilisé pour la mesure de Lebesgue
(voir [6], [9] par exemple). La formule de la coaire ([5], § 3.2) montre que pour toute
fonction lipschitzienne f sur R”,

J IVf(X)ltpn(X)dX=wa @, (x)dA" " (x)dt
R" o Jg
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ou C,={x:|f(x)|=t} et #" ' est la mesure de Hausdorff de dimension n—1. Or,
cette derniére s’obtient sur les ensembles suffisamment réguliers a I'aide du contenu de
Minkowski, nous ramenant ainsi a (1); de fagon précise, si W est un fermé¢ (n—1)-
rectifiable de R",

sl
J @, (x)dH#" " (x)=lim —7, (x:d(x, W)<r).
W r—0 2r
Si fest C* a support compact, pour presque tout z, les ensembles de niveau C, sont des
sous-variétés C® compactes (n— 1)-dimensionnelles de R”. L’inégalité isopérimeétrique (1)
et la formule de la coaire montrent alors que

e [1vr1amz[" 00 tend sl
0

inégalité qui s’étend par régularisation a toutes les fonctions presque partout dérivables.
La fonction ¢,°® ! (u) étant équivalente a I'origine a la fonction u(2|Log u|)*/?, il
s’ensuit immédiatement que si le membre de gauche de I'inégalité précédente est fini, la
fonction | f|(Log*| f|)*/? est intégrable pour v,. En langage d’espaces d’Orlicz, posons,
pour tout p=1 et tout =0,

H? (t)=1t"(1+Log(1+1))"*3, t=0.

Ces fonctions convexes a croissance modérée définissent, sur R" muni de v,, les espaces
d’Orlicz notés L?(Log L)?*?(y,) des fonctions f telles que | f|P(Log™| f])?*? est inté-
grable par rapport a v, (cf. [8]). Les normes || . ||, apparaissant plus loin sont celles des
L? (v,

THEOREME 1. — Une fonction f sur R" dont le module du gradient |Vf| est dans L' (v,)
appartient a Pespace d’Orlicz L' (Log L)% (y,).

Des substitutions immédiates montrent également que si |V A | est dans L”(y,)
(1<p< ), alors f appartient a L?(Log L)% (y,). Dans cet énoncé cependant, seul le cas
p=1 correspondant au théoréme 1 est réellement nouveau; en effet, la conjonction des
inégalités sur les transformées de Riesz gaussiennes établies par P.-A. Meyer [10] et du
travail [1] sur I'opérateur (—L) /2, ou L est le générateur d’Ornstein-Uhlenbeck, permet
déja de se rendre compte de I'implication précédente pour 1<p<oo, notre approche
semblant toutefois plus naturelle. (Réciproquement bien entendu, les inégalités de Riesz
gaussiennes et le théoréme 1 permettent de retrouver une partie des conclusions de [1].)
Le cas p=2 correspond a I'inégalité de Gross [7] qui est contenue dans (2) comme le
montre le calcul suivant. Soit f sur R" telle que || f|,=1 et telle que son gradient
appartienne a L2(y,). En appliquant I'inégalité (2) a la fonction Hj ( f?), et par I'équiva-
lence a I'origine de ¢, > ® !, nous constatons que pour tout £>0, il existe C(g) tel que
I'on ait :

1/2
jHé(fz)dy"§(l+e)\ﬁH|VfH|2<JH§(f2)dY,.+2> +C(e).
Il s’ensuit que
szLogfzdvnngé(fz)dvngzu+e)4|||Vf|l|§+2(1+e)2\||Vf|||2+C’(e)

ou C’(g)=(1+¢) C(g)/e. Afin de nous débarrasser des termes parasites nous séparant
encore de linégalit¢ de Gross, nous empruntons un argument de [4] : les inégalités
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précédentes étant satisfaites quelle que soit la dimension avec des constantes indépen-
dantes de celle-ci, leur application a f®* dans ((R", y®%) =(R™, y,,) fournit

k[ 77 Lo ] ar, sk +0 19 11 [+ JEQ+22 9 +C 0

en divisant par k et en faisant tendre ce dernier vers I'infini, puis € vers 0, nous obtenons
bien par homogénéité I'inégalité de Gross

fszoglfldvéHIVf|||§+||fH§L0g||sz-

Rappelons I’équivalence de cette derniére avec I’hypercontractivité du semi-groupe
d’Ornstein-Uhlenbeck.

Sur la base du théoréme 1, il est possible d’obtenir également des inégalités de Sobolev
logarithmiques d’ordre supérieur. Soit, pour tout entier k et toute fonction f k-fois
différentiable,

n

L= T

Vs = walk =4,

2

o Bl
0x .0x

L ig
(Fo(f)=|f 2, Fl(f)=‘Vf 2,...). En fait, une écriture plus commode dans son
maniement, et qui permettra du méme coup 'extension a des fonctions a valeurs vecto-

rielles, consiste a noter que

= |

n

a*f
3 1y}l. il S

2

dy,0"). . .dy, (0"

i
R 1 5xi1...6xik
ot Y=, ..., ¥)eR" pour tout j=1, ..., k.
THEOREME 2. — Pour tout 1<p<co, tout entier k et toute fonction f de classe C*
sur R",

k
JHf(Ifl)dvéC(p, G L 6| T g |
i=0

ou C(p, k) ne dépend que de p et k.

Démonstration. — Le schéma qui nous a conduit de I'inégalité (2) a I'inégalit¢ de Gross
montre de la méme fagon que pour tout 1 <p < oo,

JH‘l’(If\)dY.éC(p) (JHS(Fl(f)”z)dvﬁH‘i(ll fllp))
ou C(p) ne dépend que de p. Par récurrence, ’on a également, pour tout entier k=1,
f HE (| f])dv,=C(p. k) ( J HE_, (T4 (N'?) dy, +HE(| fllp)>-
Le théoréme sera établi dés que nous saurons montrer que pour tout j,

(€) Jﬂﬁ(l“,-(f)”z)d%,éc(p, k, j)<JH€-1(F,-+1(f)”z)dY,.+H£(|ll",~(f)”2|l,,)>,

I'inégalité précédente correspondant au cas j=0. Soit, pour tout y'=(y], . . ., y,) dans R,
n af
F,=) yi—.
i=1 axi
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Notons que, pour tout j, JF i(Fy)dy, ()=, (f). Appliquons alors Iinégalité (3)

supposee satisfaite au rang j a F, pour tout )’ et intégrons ensuite par rapport a dy, (/).
L’identité précédente et I'’équivalence de toutes les intégrales de fonctions convexes
modérées H de normes de moyennes gaussiennes :

en( | " i )= 1 Janescn( |

A

i=1
ou les &, sont éléments d’un espace de Banach quelconque (B, || . ||) et ¢, C ne dépendent
que de H, permettent de vérifier que I'inégalité (3) est alors également satisfaite au rang
Jj+ 1. Ceci conclut la démonstration du théoréme 2.

Signalons pour conclure que les inclusions et inégalités précédentes s’étendent, par
approximation suivant des normes réguliéres, au cas de fonctions a valeurs dans un espace
de Banach; suivant [12], § 2, les définitions intégrales des I' se prétent favorablement a
cette généralisation par simple remplacement des valeurs absolues par des normes. En
outre, de I'independance de toutes les constantes vis-a-vis de la dimension de vy, se déduit
également I’extension a des mesures gaussiennes de dimension infinie.

n

Z x; &

i=1

n

P
Z x; &

i=1

dy, (x)>

Note regue le 6 novembre 1987, acceptée le 9 novembre 1987.
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