Lecon 15 Exercices corrigés
(Une étoile * désignera une question de difficulté supérieure.)

Exercice 1. Soit a,, n € N, une suite de nombres réels définissant le
terme général d’une série convergente, et soit X,,, n € N, une suite de variables
aléatoires réelles. On suppose que > _P(X,, # a,) < co. Démontrer que la
série ZneN X, est presque stirement convergente.

Corrigé. D’apreés le lemme de Borel-Cantelli (partie directe), I'événement

Af = U ﬂ{Xn = a,}

meNn>m

est de probabilité 1. Mais w € A° signifie qu’il existe m € N (dépendant de w)

tel que X, (w) = a, pour tout n > m. Si la série Y _ya, converge, il en va

neN
alors de méme de la série ) X, (w) (puisque cette derniére ne différe de la
précédente que pour un nombre fini de termes). Ainsi, pour tout w € A€ la série

> nen Xn(w) est convergente, ce qui exprime le résultat comme P(A°) = 1.

Exercice 2*. Si z,,, n € N, est une suite de nombres entiers, un entier j
est valeur d’adhérence de la suite x,, n € N, si et seulement si il existe une
sous-suite strictement croissante d’entiers ng, £ € N, telle que z,, = j pour
tout k.

a) Soit a présent X,,, n € N, une suite de variables aléatoires indépendantes,
telle que, pour chaque n € N, X, suit une loi binomiale B(n, ﬁ) ot p > 0.
Pour j € N, démontrer que la série Y _P(X, = j) diverge si et seulement si

pj < 1.

b) Si p = %, conclure que 'ensemble des valeurs d’adhérence de la suite X,,,
n € N, est presque strement égal a {1,2, 3}.



Corrigé. S'1l existe une sous-suite z,,, k € N, telle que z,, = j pour
tout k, il est clair que 5 € N est valeur d’adhérence z,,, n € N. Réciproquement,
si 7 € N est valeur d’adhérence, il existe une sous-suite z,,,, & € N, convergeant
vers 7. S’agissant de nombres entiers, nécessairement a partir d’'un certain rang,
Ty, = j. a) Par définition de la loi binomiale B(n, =), si n > j,

e = (5) ) (=525

L’entier j étant fixé, le coefficient binomial (’;) = J,(n”—l), est de l'ordre de n/
quand n — oo. Par ailleurs, apreés prise du logarithme, il apparait que le terme
(1 — )" est d’ordre 1. Ainsi P(X,, = j) est d'ordre -5 ce qui fournit la

nite pJ

conclusion annoncée. b) Par application du lemme de Borel-Cantelli dans sa
partie indépendante, si pj < 1,

P( N Ux. :j}) =1
meNn>m
Autrement dit, d’apres la description préliminaire, j € N est presque stirement

valeur d’adhérence de la suite X,,, n € N. Si p = %, les seuls entiers j tels que
p7 < 1sont 1,2,3, d’ou la conclusion.

Exercice 3. Soit X,,, n € N, une suite de variables aléatoires indépen-
dantes de méme loi exponentielle £(1) de paramétre 1 sur un espace probabilisé

(Q, A, P).

a*) Démontrer que pour tout € > 0, >
déduire que, presque stirement,

P(X, > (1+¢)ln(n)) < co. En

neN

1 X o 1
11m su .
n%a})hmn) o

b) Suivant le méme schéma, démontrer que, presque siirement,

1i oo 1
11m su .
wﬁmplnow N
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c*) Soit X,,, n € N, une suite de variables aléatoires indépendantes de méme
loi normale N'(0, 1) ; déterminer la limite presque stre

: X
lim sup ———.
n—00 QIH(H)

Corrigé. a*) Si X, est de loi exponentielle £(1), pour tout ¢ > 0,
P(X, >t) = e ! Ainsi

ZP(XH > (1+¢)ln(n)) = Z n11+5 < 00

neN neN

conduisant & la premiére affirmation. D’aprés la premiére partie du lemme de
Borel-Cantelli, P(€2.) = 1 ou

0. = U ﬂ {X, < (1+¢)In(n)}.
meNn>m
Donc, pour tout w € €., il existe m € N (dépendant de w) tel que pour tout
n>m, X,(w) < (14 ¢)In(n). Autrement dit,

. Xn(w)
1
S Tn(n)

< 1l+4e.

Siw e Q= {\en Q%, lim sup,,_, o, )1(1?(%) < 1+ % pour tout ¢ > 1, et donc

cette limite supérieure est inférieure ou égale a 1. Comme P(£2y) = 1 (comme

intersection dénombrable d’événements de probabilité 1), la conclusion deman-
dée s’ensuit. b) Le schéma reproduit la question précédente avec la deuxiéme
partie du lemme de Borel-Cantelli, les variables X,,, n € N, étant mutuelle-
ment indépendantes. Il y suffit de considérer 'argument pour € = 0 puisque
P(X, > In(n)) = + est le terme général d'une série divergente. Ainsi P(Q) = 1

Qp = m U {X,, >In(n)}.

meNn>m
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rieure. ¢*) Les arguments sont similaires, mais en l’absence d’une expression

Si donc w € Qp, lim SUD,,—s00 > 1 par la définition d’'une limite supé-

exponentielle exacte pour les probabilités P(X,, > t), t > 0, il convient de faire

usage des équivalents décrits dans I'Exercice 1, Lecon 14. L’équivalent produit
. 1 _1
dans cet exercice est P(X,, > t) ~ NeITC 2!

appert que la valeur critique pour la convergence des séries anl P(X, > t)

’ quand t — oo, pour laquelle il

est t = 4/21In(n). Par le schéma des questions précédentes, la limite supérieure
considérée est presque siirement égale a 1.

Exercice 4%*. Soit X,,, n € N, une suite croissante de variables aléatoires
positives sur un espace probabilisé (€2, A, P) telle que lim,, _,, E(X,) = oo et

lim inf Var(X,)

SEECE T

a) Pour tout nn > 0, extraire une sous-suite X, , k € N, telle que, pour tout
s €10,1[ et tout k € N,

(1-9?

P(Xnk Z SE(Xnk)) > 1 +77

(Indication : faire usage de 'inégalité de Paley-Zygmund, Exercice 4, Lecon 11.)

b) Déduire de la question précédente que pour tout € > 0 et tout ¢t > 0, il existe
une sous-suite d’entiers ng, k € N, et un entier kg tel que, pour tout £ > k,

P(X,, >t)>1—c
¢) Démontrer que la suite X,,, n € N, tend presque siirement vers +oc.

d) Déduire de la question précédente que toute suite A,, n € N, d’événements
de A vérifiant les deux conditions ) P(A4,) = oo et

Zz,le P(Ak N AZ)

lim inf =

(S PA)’
est telle que P((eny Unsm An) = 1.




e) Conclure & une autre démonstration du lemme de Borel-Cantelli dans sa
partie indépendante.

Corrigé. a) Par définition d’une limite inférieure, pour tout n > 0, il existe
une sous-suite strictement croissante d’entiers ng, £ € N, telle que
Var(X,,) < n[E(X,,)]* pour tout k& € N. Donc, pour tout k,

E(X,)P 1
E(XZ) — 1+n

(Comme lim,, o E(X,,) = 400, il peut étre supposé que E(X?2) > [E(X,,)]* > 0
pour tout n € N.) D’aprés I'inégalité de Paley-Zygmund indiquée, pour tout
s €]0,1],

 BOXG)P (1 s)?
E(X2) = 1+n

P(X,, > sE(X,,)) > (1—5s)

b) Soient & présent € > 0 et t > 0 fixés; choisir n > 0 et s €]0, 1] tels que

(111877)_2 > 1 —¢. Pour ce 7 > 0, considérer la suite X,,,, £ € N, obtenue dans
la question a), puis comme lim,, ., E(X,) = 400, choisir un entier ky tel que

sE(X,,) >t pour tout k > ky. Ainsi, si k > ky,

(1—s)”

P(Xu 2 1) 2 P(Xy, 2 sE(X0)) 2 7

1—-¢,

ce qu'il fallait démontrer. ¢) La question précédente entraine directement que
pour tous €,t > 0,

Lorsque € décroit vers 0 et ¢ croit vers I'infini, par monotonie

IP’(suan = oo) = 1.

neN

La suite X,,, n € N, étant croissante, I'affirmation demandée s’ensuit. d) Ap-
pliquer ce qui précéde a la suite X, = >, _; 14,, n € N, positive et croissante.
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Les deux conditions sur la suite des événements A,,, n € N, coincident avec les
hypothéses décrites en début d’énoncé sur la suite de variables aléatoires X,
n € N. Ainsi cette suite X, = > 7 14,, n € N, converge presque slirement
vers I'infini, c’est-a-dire la série ) 14, est divergente, exprimant qu’une in-
finité d’événements A, sont réalisés. Autrement dit P((),,cny Unsm 4An) = 1.
e) Si les événements A,,, n € N, sont indépendants, ou seulement indépendants
deuz a deuzx, pour tout n € N,

iIP(AkﬂAg ZIPAk —(ZPAk).
k(=1 k(=1

La seconde condition de la question d) est donc automatiquement satisfaite.
En conséquence, si > yP(A,) = oo, alors P((,,cy Unspm An) = 1, ce qui
exprime le lemme de Borel-Cantelli dans sa partie indépendante.



