Lecon 17 Exercices corrigés
(Une étoile * désignera une question de difficulté supérieure.)

Exercice 1. Soit Y,,, n € N, une suite de variables aléatoires de lois de
Bernoulli B(p,) sur {0,1} de parameétres respectifs de succes p, = .

a) Si Z est une variable aléatoire intégrable, démontrer que pour tout n € N,
E(jnY = Z]) = E(1Z]) = E(Ly,=1) 12]).

En déduire que si la suite nY,,, n € N converge vers Z dans L!, nécessairement
Z = (0 presque stirement. Y-a-t-il convergence ?

b) Dans cette question, les Y;,, n € N, sont supposées mutuellement indépen-
dantes. Que dire des limites presque siire et dans L' de la suite Y,,, n € N?

c) Mémes questions si p, = .

Corrigé. a) En vertu des propriétés de I'intégrale (conservation de l'ordre et
relation de Chasles), pour tout n € N,

E(|nY, — Z|) > E(Liy,—012])
— E(12))) - By, |2])

ce qui exprime l'inégalité demandée. Comme P(Y,, = 1) = p,, — 0, d’aprés la

continuité de 'intégrale au voisinage de la partie vide (Exercice 2, Legon 3),
lim E(Lyy,—1y |2]) = 0.

S’il est donc supposé que nY,,, n € N, converge dans L' vers Z, autrement dit

lim,, ., E(|nY,, — Z|) = 0, il découle de 'inégalité précédente que E(|Z]) = 0,

et ainsi Z = 0 presque stirement. Mais il ne peut en fait y avoir convergence

dans L' de la suite nY,, n € N, vers Z = 0 car un calcul direct montre que
E(|nY,|) = E(nY;,) = 1 pour tout n € N. b) Il est immédiat que E(|Y,|) = 1

1



pour tout n, et donc Y,,, n € N, converge vers 0 dans L!. Pour ce qui est de la
convergence presque stire, le critere issu du lemme de Borel-Cantelli indique qu'’il
y a convergence presque stre vers 0 (la seule limite possible d’aprés le théoréme
de convergence dominée et la convergence de E(Y;) vers 0) si et seulement si
(car les variables sont indépendantes) > _P(|Y,]| > ¢) < oo pour tout € > 0.
Or,si0<e<1,P(Y,| >e) =P(Y, >¢) =1, qui est le terme général d'une
série divergente. Il n’y a donc pas convergence presque stre. ¢) En reprenant les
raisonnements de la question b), les deux suites nY,, et Y,, n € N, convergent
dans L! vers 0. Comme P(Y, > &) = #, qui est cette fois le terme général
d’une série convergente, la suite Y,,, n € N, converge également vers 0 presque
stirement.

Exercice 2. Soit X, k € N, une suite de variables aléatoires sur un espace
probabilisé (€2, 4, P) telle que, pour chaque k € N, X}, suit une loi exponentielle
E(ay,) de parametre o, > 0; poser S, = > 7| Xj, n > 1.

a) Calculer E(S,) pour n > 1. En déduire que si Y~ aik < 00, alors la série
> o X est presque sirement convergente.

b*) 11 est supposé de plus dans cette question que les variables Xy, k& > 1, sont
indépendantes. Calculer E(e™°") pour n > 1. Démontrer que si > ey aik = 00,
alors la série "7 X}, est presque strement divergente.

Corrigé. a) La moyenne d’une loi exponentielle £(ay,) est a de sorte que,

B(S) = Y E(X) = >
k=1 k=1 ’

Par convergence monotone, toutes les variables étant positives (presque siire-

pour chaque n,

ment),



Si done Y77, 2 < oo, alors E( Y22, X)) < oo, ce qui entraine que la série

> o X est presque stirement convergente (une variable aléatoire intégrable
est finie presque strement). b*) Par indépendance, et le calcul de la transformée

de Laplace de X,

n

n n 1
E(eS) = IHE(e_Xk) _ Hlikak _ H —.

k=1 o

. L, . o0 1 , .
La divergence de la série Zk:l o, @ bour conséquence (exercice — passer au

logarithme) que le produit infini [~ ﬁ est nul. Mais alors, par convergence
A
monotone ou dominée,

E(e*Z’?ﬂX"’) = lim E(e*S’") = 0.

n—oo

Donc e 2x=1 %k = () presque stirement, ce qui exprime que la série Zzozl X est
divergente presque siirement.

Exercice 3. Soit X, £ € N, une suite de variables aléatoires réelles indé-
pendantes de méme loi exponentielle £(1) de paramétre 1, et M,, = maxy<j<, Xk,
n > 1.

a) Démontrer que pour tout 0 < € < 1,

P(M, < (1—¢)In(n)) = <1— ! )n = exp [nln(l— ! )}

nl—e nlfe

En déduire, par le lemme de Borel-Cantelli, que presque siirement

n

lim inf >1—e.

n—00 ln(n)

b) Démontrer que pour tout € > 0,

P(M, > (14¢)In(n)) = 1 —exp [nln (1 — nll“)}
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Soit ny, k € N, la sous-suite d’entiers définie par ny = |k”|, k € N, p > 0, on
|-| désigne la partie entiére. Par le lemme de Borel-Cantelli, déduire de ce qui
précede que si ep > 1, alors presque stirement

. Mnk
lim sup < l+e
koo (1)

¢) Démontrer que pour tout k € N,

e M, < In(ngs1) M, |
ne<n<nii In(n) In(ng) In(nger)

M,
In(n)
limite est & comparer & la conclusion de I'Exercice 3, Legon 15.)

d) Déduire des questions précédentes que — 1 presque stirement. (Cette

Mn > 1. Démontrer que la suite des fonctions de réparti-

e) Poser Z, = ne”
tion de Z,, converge vers une fonction de répartition F. Est-elle la fonction de

répartition d’une loi classique ? Si oui, laquelle ?

Corrigé. a) Puisque les variables X7, ..., X, sont indépendantes de méme
loi £(1), pour tout ¢t > 0,
_ _ no__ —t\n
P(M, <) = P(max Xp <) = P(X; <0)" = (1—e™)".
L’affirmation s’ensuit pour la valeur t = (1 — ¢)In(n) (avec les conventions

habituelles si n = 1). Pour n grand, In(1 — nl%g) est de l'ordre de —#, plus
précisément

nln (1 — L) = —n (1 +n,)

nlfe
ot 1, — 0 quand n — co. Donc P(M,, > (1 +¢)In(n)) = e 1+m) qui définit
le terme général d’'une série convergente (par exemple plus petit que # pour
n assez grand). Le lemme Borel-Cantelli s’applique alors pour conclure a la
question demandée. b) La valeur de la probabilité résulte du méme calcul qu’en
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a). Les équivalents In(1 — —=) ~ ——= et 1 — exp(—=) ~ = quand n — 0

montrent que le long de la sous-suite ng, k& € N, le membre de droite définit
le terme général d’une série converge si €p > 1. Une nouvelle application du
lemme de Borel-Cantelli fournit la conclusion. ¢) L'inégalité & vérifier est une
conséquence immeédiate de la croissance de la suite M,,, n € N, et de la fonction
logarithme. d) Soit € > 0 fixé; choisir p > 0 tel que ep > 1 et définir la suite ny,

In(nk1)

i) = b il résulte alors des questions
k)

k € N, comme en b). Comme limy_,
b) et ¢) que

limsup max < 1l+¢
koo Me<n<nri In(n)

presque siirement. Mais ceci exprime aussi que lim sup,,_, % < 14-¢ presque

stirement. Avec a), si 0 < e < 1, il existe donc un événement €). de pro-
babilité 1 tel que, pour tout w € €,

M, M,
1 —¢ < liminf w) < lim sup ()
n—oo  In(n) n—oo  In(n)

< 1l+e.

Il ne reste plus qu’a considérer I'événement (1), €2 1 de probabilité 1 sur lequel

alors lim,, ]\1{1(5103) = 1. e) Pour tout réel ¢ > 0,

P(Z, > t) = P(ne " >t) = P(M, <In(%)).

Comme calculé en a), cette probabilité est égale a (1 — %)n Lorsque n — 00,
cette quantité converge vers e'. La fonction de répartition limite [ vérifie
donc 1 — F(t) = e~ pour tout t > 0. C’est la fonction de répartition de la loi
exponentielle £(1) de parameétre 1.

Exercice 4* (Récurrence et transience). Soient Xy, k € N, des variables
aléatoires indépendantes de méme loi & valeurs dans Z; pour tout n > 1, soit
S, = X1+ -+ X,. Lasuite S,,, n > 1, est dite récurrente si

ZIP’(Sn =0) = oo,



et transiente sinon. Démontrer que si la suite S,,, n > 1, est transiente, I'en-
semble d’entiers {n > 1;5,, = 0} est fini presque strement (autrement dit, la
suite Sy, m > 1, ne « visite » plus 0 & partir d’un certain rang).

Il est supposé a présent que E(X?) < oo et E(X;) = 0. Le projet de
I’exercice est de démontrer qu’alors la suite S,,, n > 1, est récurrente.

a) Prouver que pour tout € > 0 et tout n > 1,
P(1Su] > en) < —— E(X2)
n en) < = 1)

b) Démontrer que pour tout k > 1 et tout x € Z,

k

P(Sy =) = Y P({Sy =2z} B;)

j=1
ou By = {5 ==z} et

B ={Si#uzi=1,...,j—1,5 =z}, j=2,....k
Démontrer également que pour tous 1 < j < k et tout x € Z,

P({Sk =2} N B;) = P(Sy — S; = 0)P(B)) = P(Sk—; = 0) P(B;).

c¢) Déduire de la question précédente que, pour tout n > 1 et tout x € Z,

-1

Y P(Sp=1x) <> P(S=0).
k=1

k=1
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d) Démontrer que pour tout entier n > 1 et tout réel N > 0,

n—1 n




En conclure que pour tout n > 1 et tout € > 0,

n—1
1
kZ:; Pl%=0) 2 2en + 1 ZP k] = Ek)

e) Déduire des questions a) et d) que la suite S,, n > 1, est récurrente.

Corrigé. L’affirmation préliminaire découle immédiatement du lemme de
Borel-Cantelli. a) D’aprés 'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, le centrage des
variables X et leur équidistribution,

P(|S,| > en) W ZE X?2) E(X?).

52n

b) Suivant une construction déja utilisée en d’autres occasions (voir Legon 2),
les événements B;, j = 1,..., k, sont disjoints de réunion U§:1{Sj = z}. Alors,
comme {S; = x} est un élément de cette réunion,

P(S, = x) = P({Sk:x}ﬂUBj> = ZP({Sk:x}ﬂBj).

J=1

Sur I'ensemble B;, S; = x de sorte que si S, = x, alors S, —5; = 0. En
outre Si, — S; ne dépend que des variables aléatoires X, 1,..., X}, et est ainsi
indépendante de I'événement B; (qui lui ne dépend que de Xj,...,X;). Par
indépendance donc,

Enfin S, — 5 a méme loi que Sj._; puisque les variables X}, k € N, sont indé-
pendantes de méme loi. ¢) Les différentes conclusions a la question précédente



expriment que, pour n > 1 et x € Z,

n n k
D P(Si=x) =Y Y P{S=2}nB)

k=1 j=1
n k
S RS~ 0R(E,)
k=1 j=1
En échangeant les sommes,
D P(Sp=12) = > > P(Si;=0)P(By),
k=1 j=1 k=j

et, pour tout j = 1,...,m, > 1 P(Sy; = 0) < ST IP(S, = 0) (aprés un
glissement d’indice). C’est le résultat demandé puisque, les B; étant disjoints,
> j—1 P(B;) < 1. d) Supposer d’abord que N est un entier > 1. Alors

+N

{ISe] <N} = U {Sk =z},

r=—N

la réunion étant disjointe et comportant 2N + 1 termes. La conclusion dans

ce cas résulte alors de la question précédente. Si N > 0 n’est pas entier, le

remplacer par sa partie entiere | N| < N. La seconde inégalité de la question
s’obtient par le choix de N = en et le fait que P(|Sk| < en) > P(|Sk| < ek)
pour tout kK = 1,...,n. e) La conjonction des questions a) et d) fournit que,

pour tout € > 0 et tout n > 1,

n

;P(\su <ek) = Y (1- 5 EXD),

k=1
et donc
n—1 1 n 1
P(Sy = 0) > (1——EX2>
; (56 =0) = 2en+14=\" " 2% (X1



Par limite de Cesaro, lorsque n — 0o,

(0.¢]

ZP(Sk =0) > —

k=1

et comme € > 0 est arbitraire, - P(S; = 0) = co. La suite S, n > 1, est
donc bien récurrente.



