Lecon 21 Exercices corrigés
(Une étoile * désignera une question de difficulté supérieure.)

Exercice 1. Soit (X1,...,X,) un échantillon de variables aléatoires sur
(2, A,P), indépendantes de méme loi exponentielle £ (%) de paramétre % > 0.

Pour tout n > 1, poser comme dans la lecon, X,, = %(Xl + -+ X,).
a) Rappeler la moyenne et la variance de Xj.

b) Démontrer que pour tout ¢ > 0,
P(|X,—¢& >t) < =—.

c¢) Calculer un intervalle de confiance au seuil s, = 1 — k de £ pour l'estimateur
de la moyenne lorsque xkn > 1.

d) Mémes questions si les variables X1, ..., X}, sont indépendantes de méme loi
uniforme U(0, a) sur [0, al, ot @ > 0 est un paramétre inconnu a estimer.

Indication. Sur la base de I'inégalité de Tchebychev b), choisir ¢ > 0 tel que

% — k, autrement dit t = —&. Dire que |X,, — | < t revient alors a
RN
X, X,
T <& < 5

fournissant 'intervalle de confiance demandé au seuil 1 — k.

Exercice 2. Un vol Toulouse-Paris est assuré par un avion de N = 150
places. Pour un vol de ce type, des estimations ont montré que la probabilité
pour qu’'une personne confirme son billet est p = 0,75. La compagnie vend n
billets, n > 150. Soit X la variable aléatoire « nombre de personnes parmi les
n possibles ayant confirmé leur réservation pour ce vol ».



a) Quelle est la loi exacte suivie par X ?

b) Quel est le nombre maximum de places que la compagnie peut vendre pour
que, & au moins 95%, elle soit sfire que tout le monde puisse monter dans
I'avion (c’est-a-dire trouver n tel que P(X > 150) < 0,05)7 (Indication :
utiliser I'inégalité de Tchebychev ; proposer une estimation plus précise a partir
du théoréme central limite.)

¢) Discuter suivant les valeurs de N, p et n.

Corrigé. a) La loi de X est une loi binomiale B(n, p) de moyenne np et de
variance np(1 — p). b) D’aprés I'inégalité de Tchebychev,

np(1 —p)
P(X > 150) = P(X — > 150 — <
(sous réserve que 150 —np > 0). Avec la valeur p = 0, 75, la fraction (1”51)&—;2;2 est

plus petite que 0,05 dés que n < 166. Ainsi, en vendant moins de 166 billets,
la compagnie ne prend qu’'un risque inférieur & 5% de devoir indemniser des
voyageurs en surnombre. D’aprés le théoréeme central limite, la probabilité

X —np 150 — np
Var—p) \/np(l—p)>

est « proche » de P(G > \/1%) ot G suit une loi (0, 1). Une table de loi

normale indique que P(G > t) est de 'ordre de 0, 05 si ¢ est de 'ordre de 1, 645.
150—np

v/ np(1=p)

inférieure a 0, 05. Il ressort que n < 187 (ce qui est plus souple que la restriction

P(X > 150) = IP(

I1 faut alors résoudre > 1,645 pour que la probabilité précédente soit

fournie par I'inégalité de Tchebychev, mais qui demande en revanche a préciser
le mot « proche », source de tous les risques!). ¢) En faisant varier les parameétres
précédents (dans 'approximation par le théoréme central limite) :

N =150, p=0,5n < 272.
N =300, p=0,75 n < 381



N =300, p=0,5n < 561.

Exercice 3 (Processus de Poisson). Soit X,,, n € N, une suite de variables
aléatoires indépendantes de méme loi exponentielle £(«) de paramétre a > 0.
Poser S, = X; +--- 4+ X,,, n > 1, et par convention Sy = 0. Pour tout ¢t > 0,
soit Ny = sup{n > 0;5, <t}.

a) Quelle est la loi de S, 7
b) Etablir que, pour tout n € N,

En déduire la loi de V.

Indication. a) Comme somme de variables aléatoires indépendantes de méme
loi exponentielle £(a), la loi de S, est une loi Gamma ~y(n,«) (Legon 13).
b) Observer que {S,+1 < t} C {S, < t} ce qui conduit a 'égalité demandée.
Ensuite, exprimer la probabilité P(S,.1 < t) a partir de la densité de la loi
de 5,11 et effectuer une intégration par parties pour se ramener a celle de S,,.
Il faut trouver que N; suit une loi de Poisson (ainsi que l'indique le titre de
'exercice).

Exercice 4 (Loi de Student). Soient X et Y deux variables indépendantes,
X deloi N(0,1) et Y de loi Gamma (%, 1) de parameétres % et 3, aussi appelée
loi du x? an > 1 degrés de liberté. La loi de

T, =

Sl

est appelée loi de Student a n degrés de liberté. Montrer que cette loi a une
densité, et la décrire (ainsi que son histoire!).

Exercice 5. Soient Xi,...,X,, des variables aléatoires indépendantes de
méme loi normale centrée réduite N (0, 1) et soit X le vecteur (X7,...,X,).
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Soit O une matrice n X n orthogonale, et soit Y = OX ; rappeler pourquoi
Do Xi =2 Y
a) Démontrer que Y a méme loi que X.

Poser .
1 1 —9
= E E Xk: et SQ = n—lk:1 (Xk_X) .

b) En choisissant O dont tous les termes de la derniére ligne sont égaux a \/Lﬁ,
vérifier que

n n—1
(n—1)8 ZXk—nX ;Yg—ﬁ:;yﬁ.

c¢) Déduire de ce qui précéde que X et S? sont indépendantes et que (n — 1)5?
a la méme loi que ZZ: X2

Corrigé. Une application orthogonale conserve les longueurs, donc
Y| = ]OX]. a) Par indépendance des coordonnées, la loi de X est la loi gaus-
sienne standard N (0, Id) sur R™. Comme transformation linéaire de XY = OX
est également gaussienne, centrée, de matrice de covariance décrite par

E((c,Y)?) = E({c,0X)*) = E({'Oc, X)*) = |'Oc]* = |¢|?

pour tout ¢ € R"™. Ainsi Y est aussi de loi N'(0,1d). b) Comme

n n

S -X) =) (X -2Xx X)) = i:Xg—nYQ
k=1

(c’est une formule de variance!), la premiére égalité est satisfaite. Par le choix
de 0,Y, = % S Xk = +/n X, doi la deuxiéme égalité puisque Y, X7 =
S Y2 ¢) Puisque Y = (V3,...,Y,) suit la loi gaussienne standard N (0, Id)
de R™, les composantes Y1, ..., Y, sont indépendantes (de méme loi N'(0,1)).
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Donc X = \%Yn est indépendante de Z;i Y? = (n —1)S? Enfin, comme YV

a méme loi que X, il est clair de la méme identité (n — 1)S? = Z;} V2 que
(n —1)5? a méme loi que 71— X2,

Exercice 6 (Théoreme de Glivenko!-Cantelli?). Soit X,,, n € N, une suite
de variables aléatoires réelles définies sur un espace probabilisé (€2, A, P), indé-
pendantes de méme loi P sur les boréliens de R de fonction de réparti-
tion F'.

Pour tout n > 1, et tout ¢t € R, considérer la variable aléatoire, dite fonction
de répartition empirique, F,(t) : (2, A,P) — [0, 1] définie pour tout w € ) par

= % Z 1]_00775] (Xk(w))

C’est la fonction de répartition de la mesure (discréte) £ >0 | 6x, () sur B(R).
a) Démontrer que pour tout ¢t € R, lim,,_,, F,,(t) = F(t) presque stirement.
b) Soit L > 1 un entier et soient ty < t; < --- < ty des réels; démontrer que,
presque sirement, lim,, o, maxg</<z, |Fy,(t/) — F(t;)| = 0.

Il est supposé dans la suite du probléme que P est la loi uniforme sur [0, 1].

¢) Démontrer que, pour tout L > 1 et tout n > 1,

4 l 1
e [Fult) =t < max |Fu(z) — 2]+ -

d) Déduire de ce qui précéde que 'ensemble

A—{wEQ lim sup ‘F —t|:0}

=90 1e0,1]

contient un ensemble mesurable de probabilité égale a 1.

1. Valery Glivenko, mathématicien ukrainien et soviétique (1896—1940).
2. Francesco Paolo Cantelli, mathématicien italien (1875-1966).
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Corrigé. a) Pour t € R fixé, les variables aléatoires
w€Q = Vi(w) = Loy (Xi(w)), k>1,

sont indépendantes de méme loi intégrable E(Y) = P(X; < t) = F(t). Ainsi,
d’aprés la loi des grands nombres, %2221 Y, — F(t) presque strement. Donc
la fonction de répartition empirique F),(t) au point ¢ (qui donne la fréquence des
¢léments de 'échantillon (X7, ..., X)) plus petits que t) approche la fonction
de répartition théorique F(¢) de la loi commune des X}, a priori inconnue. Bien
évidemment, une application statistique performante souhaitera que cette ap-
proximation ait lieu pour le plus de ¢ € R possibles. Or, a ce stade, I’ensemble
de probabilité 1 sur lequel la convergence a lieu dépend de ¢, ce qui consti-
tue la matiére de l'exercice. b) D’aprés la question précédente, pour chaque
¢=0,1,..., L, il existe Q € A tel que P(€) = 1 et lim,,_,oo F},(t7)(w) = F(ty)
pour tout w € €. L’ensemble ﬂeL:O )y est de probabilité 1 (car la probabilité de
son complémentaire est inférieure ou égale a S0 P(QS) = 0); si w € iy Q.
lim,, o Fy,(t7)(w) = F(ty) pour tout £ = 0,1,..., L, ce qui entraine la conclu-
sion demandée. ¢) L’argument s’appuie simplement sur les propriétés de crois-
sance des fonctions de répartition (empiriques). En effet, si ¢ €]0, 1], il existe
k=1,...,L tel que % <t< % Alors (en tout w, omis dans les écritures),

R -t < B -5 = (B -5+

de sorte que



Les bornes étant uniformes en ¢, 'inégalité demandée s’ensuit (le cas t = 0 étant
immeédiat puisque F),(0) = 0, les variables de loi uniforme étant concentrées sur
[0,1]). d) Il faut prendre soin dans cette question que I'ensemble A n’est pas
nécessairement mesurable, puisqu’il met en jeu un supremum (réunion) sur un
ensemble non dénombrable. Pour ¢, = %, ¢=20,1,...,L, poser By = ﬂfzo Qp
comme dans la question b), en rappelant que P(By) = 1. Puis considérer
B = ;> Br, avec encore P(B) = 1. L'objectif est de vérifier que B C A
ce qui réﬁondra a la question. Soit donc w € B fixé; pour tout € > 0, soit
1

L=L() >1tel que + < ¢e; comme w € B, alors w € (), et il existe donc

no = no(e) tel que si n > ny,

max |F(7) (W) = 7] < e

D’aprés ¢) et le choix de L, si n > ny,

sup |Fo(t)(w) —t| < e+ 1 < 2e.
t€[0,1]
Autrement dit
lim sup |F,(t)(w) —t| = 0,

=0 ¢e(0,1]
ce qui exprime que w € A. Le résultat est établi.
Remarque. Il est possible d’éviter ['emploi des € par les limites supérieures

de suites. En effet, sur B, et donc sur Byp pour chaque L > 1, d’aprés les
questions b) et c),

Sl

lim sup sup ‘Fn(t)(w) — t‘ < limsup max ‘Fn(%) — %‘ +1=
n—00  tel0,1] n—oo O0<I<L

Comme L > 1 est arbitraire,

limsup sup |F,(t)(w) —t| =0

n—oo  te0,1]

soit le résultat annoncé.



Exercice 7 (Lois Gamma et Beta). Soient Xq,..., X, des variables aléa-
toires indépendantes de méme loi exponentielle £(«) de paramétre a > 0.
a) Démontrer que la loi de X7+ - -+ X, est une loi Gamma y(n, ) (Exercice 8,
Legon 10), de densité x — %n) a"z"1e~®* par rapport & la mesure de Lebesgue
sur |0, oo[ (rappeler que I'(n) = (n — 1)!).

Pour plus de simplicité dans la suite, prendre o« = 1 (le cas général s’en
déduisant compte tenu que aX; suit une loi exponentielle de paramétre 1 si X;
est de parameétre a — & vérifier).

b) Démontrer que Xl)j‘lXQ est indépendant de X; + X, et suit la loi uniforme
sur |0, 1[.

c*) Généraliser la question précédente en déterminant, pour k = 1,...,n — 1,
la loi de

Xi+ -+ Xy

X+ 4+ X,

dite Beta et notée 5(k,n — k). En déduire la valeur de fol 2P L1 — )R,
(Indication : écrire X1+ -+ X,, = (X1 4+ -+ Xi) + (Xpp1 + -+ + X)) et
utiliser la question a). )

A l'image des lois y(n, a), les lois Beta B(k, £) peuvent étre extrapolées pour
k, 0 €10, 00].

Corrigé. Outre I'Exercice 8, Legon 10, la question a) est évoquée dans la
Legon 13 a partir du produit de convolution. La question b) est traitée dans
I'Exercice 6, Legon 12; elle est aussi contenue dans la question ¢*) détaillée
ci-dessous avec n = 2. ¢*) Pour k = 1,... n—1 fixé, poser S, = X1+ -+ X,
de sorte que Sy et S, — Sk sont indépendantes, Sy, de loi v(k, 1) et S,, — S de
loi y(n — k, 1), et

Xi+--+ X Sk

X1+ +X,  Sp+(S,—5Sp

La loi du couple (S, S, — Sk) est donc le produit des lois y(k, 1) et y(n—k, 1).
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Ainsi, si ¢ : R — R est borélienne, positive ou bornée,

((sv5.=m0)

1 1 L k=1, n—k—1_—(z+y) 712
= " * d)\ Y *
['(k) T'(n — k) AJ,OOP ¢(x + y)x y ¢ (z,9)

Le changement de variables

he,y) = (o) = (500 +)

de ]0, 0o[? dans |0, 1[x ]0, oo, de jacobien dét(Jy,(z,y)) = ———, fournit

x+y
Sk
E(¢(sk+<s =)
_ k 1 n—k—1 o 1 —v 712
_ F(n—k /OOO [ ) AN (u, v)

= L(n w)uF N1 = w)" A (u
= T T ) ]o,1[¢( Jut (1 —u)" A (u)

apres utilisation du théoréme de Fubini-Tonelli et de la valeur de la fonction
Gamma f]aoo[v”_le_“d)\(v) = I'(n). Ainsi, la variable aléatoire m a
pour densité
I'(n) k—1
— 1 -

i vy vrs
par rapport a la mesure de Lebesgue sur |0, 1[, dite loi Beta (de paramétres
(k,n — k)). En choisissant ¢ la fonction constante égale a 1, il découle des

)n—k—l

calculs précédents que

uk—l __u,n—k—l U
NONCED /m[ (1= w)™dA(u)

ce qui fournit la valeur de 5(k,n — k).




Sin=2ec k=1 laloi g(kyn —k) = B(1,1) est la loi uniforme sur
10,1[. Comme déja observé quand n = 2 (Exercice 6, Lecon 12), la méme

démonstration appliquée a

E<¢( — (g’“ - Sk)) w(sn>)
Sk

pour ¢,v : R — R boréliennes, positives ou bornées, assure en outre que &
est indépendante de S,,.

Exercice 8*. Soient Xi,...,X,, X, 11 des variables aléatoires indépen-
dantes de méme loi exponentielle £(1) de paramétre 1; poser Sy = X1+ - -+ X,
k=1,....n+ 1.

a) Démontrer que la loi du vecteur aléatoire

( X, X X, )
S?H—l 7 Sn+1 o Sn+1

est uniforme sur (le simplexe) A = {y €]0,00["; >} yr < 1}.
b) Vérifier que

( Xl X2 Xn—l—l)
Sn—H ’ Sn—H Y Sn+1

X X X
Sn-&l-l’ n-&2-17...7 nil))

est indépendant de S, 11 (et donc aussi (

Corrigé. En cette fin de cours (!), la correction se propose de répondre
aux deux questions a) et b) simultanément. La méthode est entiérement simi-
laire a celle développée dans la Proposition 3. Pour des fonctions boréliennes
o R—=R, kE=1,...,n+ 1, et ¢ : R — R, positives ou bornées, par le
théoréme de transport pour la loi de (X1, ..., X,11),

E<¢1 (SX;) C Ong (f;ti) ¢(5n+1))

n+1

T Tn+1 — S e yntl

:/ $1 — o Pntl — (G E Tk | € 2=t PRGN,
0, 4o00[* k=1 Tk k=1 Lk —

10




Il convient & ce stade, comme dans la Proposition 3, d’effectuer un changement
de variables approprié. L’application h :]0,00["™— Ax]0,co[ définie pour
z €0, oo["™! par

r T n+1
1 n
h(x) — < n+1 )t n+1 ’ E $k>

k=1 Lk k=1 Tk .—

est un diffeomorphisme. En effet, Il est aisé de vérifier que h est bien a valeurs
dans Ax ]0,00[. Pour y dans cet ensemble, ses antécédants, c’est-a-dire les
z €10, 00" tels que y = h(x) vérifient

n+1
Ly
Y= g ,U=1,....n, Yp1 = g T
D ket Th
Cette caractérisation est équivalente a dire que xy = yrypi1, £ = 1,...,n, et

Tnal = Ynal (1 —> yg). Donc chaque y de Ax ]0, co[ admet un unique anté-
cédant o = h™1(y) ot  est définie par les formules précédentes. L’application
h est donc une bijection, et 'application A~! est sa réciproque. Le jacobien de
cette derniére est donné par le déterminant

Yn+1 o .- 0 (7
_ 0 Yn+1 . : Y2
8h 1 +
dét ( k ) = : L L :
¢ ( s (y) u) : 0 :
0 o 00 Y Yn
—UYn+1 —Yn+1 0 —YUn+1l 1 — Z?:l Yo

Aprés avoir ajouté les n premiéres lignes a la derniére,

Ynt1 0 - 0
dét <ah,;1( )) 0 Yo - 1 )
e = . . T . = .
0 - 0 Yny1 Un
0 0 1
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Par application de ce changement de variables (Lecon 5),

E(¢1 ( f;) i (ﬁ:) z/}(snm)

= /Ax]o,+oo[ 1(y1) +++ GulYn) Pt (1 - ZW)

=1
(Y1) Ynpre AN (Y1 Yn) AN (Y-
La séparation des variables, v, ...,y, d'une part, 3,1 d’autre part, permet
déja d’assurer l'indépendance entre le vecteur (SXL, e XL:) et St

(question b)). La formule autorise également Iidentification des lois
(question a)). Il peut étre rappelé pour commencer que ﬁo’m[yﬁ e UmrdN\ =
['(n + 1) = n!. En choisissant les fonctions ¢,,1 et ¢ constantes égales a 1, il

Xl Xn . n
E<¢1(Sn+l) ¢n<Sn+1>> B n'/A¢1¢nd)\

Xl Xn
Sn—&-l’ Y n+1
mesure de Lebesgue %) En considérant toutes les fonctions ¢y, k = 1,...,n+1,

vient ainsi

ce qui exprime que le vecteur ( ) est uniforme sur A (qui a pour

égales a 1, la formule permet aussi de retrouver que S, 1 suit une loi Gamma

v(n + 1,1) de densité y,11 +— ﬁy{lbﬂe*y”“ par rapport a la mesure de
Lebesgue sur |0, oof.

12



