Lecon 5 Exercices corrigés
(Une étoile * désignera une question de difficulté supérieure.)

Exercice 1. Soit g une mesure sur les boréliens de R telle que fR e*dy < oo
pour tout s dans un intervalle I de R ; démontrer que la fonction

sEIHIn(/e”du)
R

Corrigé. Soient s,t € I et soit § €]0, 1] de sorte que 0s + (1 — @)t € I car
I est un intervalle. Comme

/d()s—k(l—@)t}a:du _ /eesxe(l—e)txdlu’
R R

par l'inégalité de Holder pour les fonctions z — 5%, x — ¢!

L
1-6°

0 1-6
/e[ﬁs—k(l—e)t]xdlu < (/ewd,u) </e”d,u> .
R R R

Apreés la prise du logarithme des deux membres de 'inégalité, I'affirmation

est convexe.

1=0)t7 ot les para-

metres conjugués p = %, q=

s’ensuit.

Exercice 2 (Inégalité de Holder). Dans cet exercice, || - ||, désigne la norme
[P, 1 < p < oo, sur un espace mesuré (X, A, ).

a) Rappeler I'énoncé de 'inégalité de Jensen, et en déduire I'inégalité de Holder
(pour des fonctions sur (X, .4, u)).

b) Démontrer que si 1 <r < p < s < oo et ]% = % 4+ 10 avec 0 € [0, 1], alors

r S

pour toute fonction mesurable f: (X, A) = (R, B(R)),

1L, < IFIE AL
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¢) Si fi,..., fn sont des fonctions mesurables positives sur X, et ¢1,..., ¢, > 0,
c1+ -+ ¢, =1, montrer que

[ g fdn < (/Xfldu)q---(/anqu.

Corrigé. a) L’inégalité de Jensen est énoncée en Théoréme 4, Legon 4. Pour
démontrer I'inégalité de Holder, soient donc f, g : (X, A, u) = (R, B(R)) me-
surables; il faut établir que

/ Foldu < 151, lgll,
X

ou 1 < p,q < oo sont conjugés %Jr% = 1. Les quelques réductions suivantes sont
pratiques : en excluant les cas extrémes, il suffit de considérer 1 < p,q < oo les
fonctions f et g peuvent étre supposées positives (pour simplifier les notations) ;
enfin, supposer 0 < [|f|l, < oo et 0 < [[g][, < oo sans quoi il n’y a rien
a démontrer. La remarque suivante est technique : il peut étre aussi supposé
que, par exemple, g est & valeurs strictement positives (sinon la remplacer par
gl{g=0y qui ne modifie pas les intégrales considérées). Ces réductions étant
effectuées, par homogénéité de l'inégalité de Holder, il peut étre supposé que
lgll, = 1, autrement dit [, g?%dp = 1. Considérer alors la mesure de probabilité
v de densité g? par rapport & p. Dans cette notation

/X fody = /X fottdy

(qui fait bien sens puisque g > 0). En élevant a la puissance p > 1, il ne suffit
plus qu’a appliquer I'inégalité de Jensen pour la fonction convexe u € R, — u?
a la mesure de probabilité v pour conclure que

(/ngdu)p < /Xfpgp(l_”du
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Comme dv = g%y et p(1 — q) = —q par conjugaison, le membre de droite est
simplement [ fPdu = || f||7 ce qui conclut la démonstration. b) Seul I'intervalle
0 €10, 1] nécessite une démonstration. Il suffit d’écrire

191 = [ 1gPan = [ 117100

et d’appliquer I'inégalité de Holder au couple de fonctions (| f|%7, | f|1=9P) pour
T

les exposants conjugués (epv

(159);,9) puisque par hypothese

op (1—0
Op (=0

r S

= 1.

¢) Une récurrence peut étre proposée. Avec les notations correspondantes, en
partant a l'aveugle sur la base de 'inégalité de Holder,

[ el szan < ([ (e fﬁn}pdﬂ)i (] quﬁb);

- L — 1
ou 1 + ri 1. Il est naturel de poier 9=

(cne1 ¢ {0,1} sans quoi il n'y
a rien a démontrer). Alors p = T et comme ¢ + -+ 4 ¢y + o = 1, il
vient ¢1p + -+ -¢,p = 1. Ainsi, par hypothése de récurrence appliquée aux n

coefficients ¢1p, . .., c,p,

/X [ o) < ( /X fldu)qp--( /X fndﬂ)cnp.

Aprés avoir élevé cette expression a la puissance 1, il s’ensuit que I'hypothése
p
de récurrence est satisfaite au rang n + 1.



Exercice 3* (Inégalité entropique). Sur un espace mesuré (X, A, ) de pro-

babilité (u(X) =1),si f,g: (X, A) — (R, B(R)) sont des fonctions mesurables
avec f >0, fX fdu =1, et fg intégrable, alors

/ngd,LLS /Xfln(f)dquln(/Xegdﬂ).

(Indication : utiliser I'inégalité de Jensen pour la mesure de probabilité dv = fdpu.)

Exercice 4* (Inégalité de Pinsker!). Soit u une mesure de probabilité sur
(X, A), et soit f une densité de probabilité par rapport a u (autrement dit
f (X, A) = (R,B(R)) est mesurable a valeurs positives et [, fdu = 1).
Poser E = {f <1}, u(E) =t, [, fdp = a.

a) Verifier que a < t et que [y |f — 1] dp =2(t — a).

b) Supposer 0 < a < t < 1 et considérer la densité de probabilité g (par
rapport & p) définie par g = ¢ sur E et g = 11%‘; sur le complémentaire de FE.
Utiliser 'inégalité de Jensen (pour la probabilité de densité g) pour démontrer

que fX fIn(f)dp > fX f1In(g) du, et en déduire que

/Xfln(f)du > aln (%) —|—(1—a)ln(11:(z>.

c¢) Vérifier I'inégalité, pour tous 0 < a <t < 1,

2(t—a)2—aln(%) —(1—a)1n<1_a> < 0.

1-—-t

d) Conclure de 'ensemble des questions précédentes que (inégalité de Pinsker)

(/\f—l\du) <2 [ (s

1. Mark Pinsker, mathématicien soviétique et russe (1925-2003).
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Corrigé. a) Pour alléger les notations, désigner par v la mesure de probabilité
de densité f par rapport a p. Par définition a = v(E) = [ fdu < u(E) =t
car f <1 sur E. Par la relation de Chasles, et la définition de F,

s =1idn = [@=pans [ (£
— W(E) = v(E) + v(E) — u(E)

= 2u(E) — 2v(FE) = 2t — 2a.

b) L’inégalité souhaitée se réécrit sous la forme [ " 5 In (g)gd,u > 0 qui résulte
de 'application de I'inégalité de Jensen a la mesure de probabilité de densité
g par rapport a pu et a la fonction convexe v € Ry — wln(u). (Noter que par
le méme raisonnement [, fIn(f)dp > 0.) L'inégalité conséquente en découle
par définition de g. ¢) Une analyse de fonction (a4 a ou t fixé) permettra de
conclure. d) Deux cas sont a considérer en préalable : sia = [ g Jdp =0, alors
t = u(E) = 0et, par a), [,|f — 1|dp = 0 ce qui assure I'inégalité dans ce
cas; sit = 1, alors f < 1 p-presque partout, et a nouveau fX \f — 1|dp =
1— [y fdu=0.Donc,si0<a<t<1, parb)etc)

2ot =P < [ Finlf)du
X
ce qui entraine la conclusion avec a).

Exercice 5. Soient f,g : R — R deux fonctions boréliennes croissantes
telles que [, f2dp < 0o, [ g*dp < oo, pour une mesure 4 finie sur (R, B(R));

démontrer que
/fgdu > /fdu/gdu-
R R R

Corrigé. D’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz, I'intégrale fR fgdu est bien
définie, et comme p est finie, f et g sont intégrables. Comme dans 1I’Exercice 5,



Lecon 4, en vertu du théoréeme de Fubini-Tonelli,

/fgdu /fdu/gdu = // )] [9(x) = g(y)]dp(z)dp(y).

f et g sont croissantes, [f(x)—f(y)][g(z)—g(y)] > 0 pour tout (z,y) € RxR,
d ol le résultat par conservation de 1 ordre.

Exercice 6*. Démontrer que l'espace des fonctions continues C([0,1])
sur [0,1] est dense dans l'espace de Hilbert (réel) L2([0, 1], B([0,1]), \). (In-
dication : si (f,g)12,) = 0 pour toute fonction g de C([0,1]), montrer que
(f, ]lB>L2(/\) = 0 pour tout borélien B de [0, 1] en commencant par le cas d'un
intervalle.) En utilisant le théoréeme de Stone 2-Weierstrass®, démontrer que la
famille 8 € S! — €. n € Z, définit une base orthonormale de I'espace de Hil-
bert complexe L?(S', B(S'), 5-\) des fonctions complexes sur le cercle unité
S' de module carré intégrable. En déduire que les fonctions 1, v/2 sin(nf),
V2 cos(nf), n € N, forment une base orthonormale de I'espace de Hilbert réel

L2(S!, B(SY), & A).

Exercice 7 (Polynémes de Legendre*). Sur lintervalle [—1,+1], les mo-
nomes 1,z,22%,..., 2", ... sont orthogonalisés par rapport a la mesure de Le-
besgue A pour définir une suite de polynémes orthogonaux Fy, P, P, ..., P,, ...
(dont le coefficient du terme de plus haut degré est 1), appelés polynomes de

Legendre.
a) Calculer Py, P et P.

b) Soit, pour tout entier n, ¢, la n-iéme dérivée du polynome (2% — 1)", et
Qn = 2n Bt Gn (Qo = 1). Démontrer que pour tout k =0,1,...,n — 1,

/ 2" Qn(z)d\ = 0
[—1,4+1]

2. Marshall Stone, mathématicien américain (1903-1989).
3. Karl Weierstrass, mathématicien allemand (1815-1897).
4. Adrien-Marie Legendre, mathématicien frangais (1752-1833).
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et en déduire que Q,, = P,.

¢) En utilisant que les polynomes sont denses dans L?([—1, +1], B([—1, +1]), \)
(voir Paragraphe 4, Legon 10), en conclure que les polynomes de Legendre
forment une base orthogonale de L2([—1, +1], B([—1, +1]), A).

Corrigé. a) Py est le polynome constant égal a 1. Le polynome P; est de degré
1 et doit étre orthogonal & Py, c’est-a-dire f[_l oy Prdx=0. Ainsi Pi(x) = x.
De la méme fagon, Po(z) = 2% + ax + b est de degré 2 et

2
oz/ POPQd)\:/ @+ az +bld\ = = +2b
[—1,41] [—1,4+1] 3

et
2
0:/ P1P2d)\:/ (22 + az + b d) = =
[~ 1,41] [~ 1,41] 3

Donc Py(z) = 2% — % b) Une intégration par parties indique que pour tout
n>1et tout k£ > 1,

/ ¥, d\ = —k/ 2* g,y d\.
[—1,—1—1} [—17+1]

Une récurrence sur n démontre alors aisément la premiére assertion de la ques-
tion ( f[—l, ] q1dXA = 0). La normalisation est choisie pour que le coefficient
du terme de plus haut degré de @, est 1. Comme (), est orthogonal & tous
les mondémes 1,z,...,2" 1, il est orthogonal a tous les Py, P, ..., P,_1. Ces
deux caractéristiques expriment que @, = P,. ¢) Pour une fonction f donnée
de L2([—1, +1], B([~1,+1]), \), il existe une suite de polynémes qui converge,
dans la norme hilbertienne de L?([—1, +1], B([—1, +1]), A), vers f. Comme tout
polynéme peut s’écrire comme une combinaison linéaire (finie) de polyndomes
de Legendre, la conclusion s’ensuit.



2

Exercice 8 (Théoreme d’Archimede®). Soit la mesure uniforme o2 sur la

sphére unité S? de R? (Théoréme 3, Lecon 4) ; soit h application de
U = {(61,05); 6, €] —Z,%[,6, €]0,2n[ }
dans S? (privée d'un demi-équateur) définie par
h(01,602) = (cos(6:) cos(6:), cos(6r) sin(6s), sin(6;))

(coordonnées sphériques). Vérifier que h est bijective sur U de jacobien cos(6).
Démontrer que la projection de o sur un diameétre (de la sphére) (par exemple
la mesure image de o par Papplication T : (s1, 2, 83) — s3) est uniforme sur
] —1,+1[ (i.e. de densité constante par rapport a la mesure de Lebesgue).

Corrigé. D’aprés le changement de variables en coordonnées sphériques,
pour toute ¥ : S> — R, mesurable positive ou bornée,

/¢da2 :/ ¥ ( cos(6y) cos(fs), cos(6y) sin(6,), sin(6y)) cos(61)dbdbs.
S? ]=5.5[x]0,27]

Par intégration par rapport a la mesure image o7 de o2 par Papplication T,
pour toute fonction ¢ :] — 1, +1[— R mesurable positive ou bornée,

/ ¢ dor = ¢oTdo* = / ¢(sin(6y)) cos(6;)do1dbs
}7174»1[ S? ]7%,%[X]0,27T[

= 27 /] [qﬁ(sin(el)) cos(6y)db.

w3
w3

b

Il ne reste plus qu’a effectuer un dernier changement de variable x = sin(6;)

/ pdor = 27T/ o dA.
|—1,41] ]-1,+1]

pour conclure que

5. Archiméde de Syracuse, physicien, mathématicien et ingénieur grec de Sicile (287-212 av. J. C.).
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La mesure o7 est donc bien uniforme sur | — 1, +1].

Exercice 9% (Inégalité de Prékopa®-Leindler™). Soient f, g, h trois fonc-
tions continues strictement positives sur R telles que f et g sont intégrables et,
pour un # € [0, 1],

h(fz + (1 —0)y) > f(x)gly)*"

pour tous x,y € R. Définir T": R — R par

/fdA/ gd) = /gd)\/ fd\, reR
R |—00,T(2)] R |—o00,z]

Vérifier que T est croissante et différentiable. En utilisant le changement de
variable x +— z(x) = 0z + (1 — 6)T'(x), démontrer que

/th)\ > (/Rfd/\f(/Rgd)\)l_a.

Démontrer par récurrence sur la dimension que le résultat s’étend aux fonc-
tions & valeurs dans R% Proposer une extension a toutes les fonctions mesu-
rables positives sur R.

Corrigé. Par homogénéité, il est commode de supposer que fR fd\ = fR gd\ = 1.
La fonction 7" : R — R est donc définie par

/ gd)\:/ fd\, z€R.
|—o0. ()] —

Comme f et g sont continues et strictement positives, la premiére affirmation
s’ensuit (et la mesure gd\ est la mesure image par T' de la mesure fd\). Par
dérivation de la formule définissant T,

9(T(x))T"(z) = f(z), xR

6. Andras Prékopa, mathématicien hongrois (1929-2016).
7. Laszlo Leindler, mathématicien hongrois (1935-2020).
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Par définition z/(x) = 0 + (1 — 0)T'(x), x € R. L’inégalité entre moyenne
arithmétique et moyenne géométrique assure alors que pour tout = € R,
Z(x) > (T'(x))'~?. Comme z est injective, il découle alors de la formule du
changement de variable et de I’hypothése que

/th)\ = /Rh(z(x))z/(a:)d)\ > /Rf(x)eg(T(a:))1_9(T'(x))1_9d)\
= [ 5@ sy tax

:/RfdAzl.

Le cas de la dimension d s’obtient donc par une récurrence sur la dimen-
sion. Par approximation de fonctions intégrables par des fonctions réguliéres, le
résultat s’étend a toutes les fonctions mesurables positives.
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