Lecon 9 Exercices corrigés
(Une étoile * désignera une question de difficulté supérieure.)

Exercice 1. Soit X une variable aléatoire sur (2, A,P) & valeurs réelles
positives ou nulles. Démontrer que

E(X) = /0 TR(X > .

(Indication : utiliser par exemple le théoréme de Tonelli.)

Démontrer que E(X) < oo si et seulement si pour un, ou tout, ¢ > 0,
Y onen P(X > en) < oo. En déduire quesi E(X) < oo alors limy_,» t P(X > t) = 0.

Corrigé. D’apreés la définition de I'intégrale d'une fonction indicatrice,
9)

Donc, par le théoréeme de Fubini-Tonelli, toutes les variables étant positives ou
nulles,

/ ]P)(X > t)dt = / </ 1{X>t}d]P))dt = / </ ]l{X>t}dt>dIP).
0 0 0 a 0 0 B

Or Lix>n = Ly x)(t) de sorte que

0 0

d’otu le résultat. Il est a noter que fooo P(X > t)dt est une intégrale impropre
au sens de Riemann de la fonction décroissante bornée t — P(X > t).



Quitte a remplacer X par %X , il suffit de considérer ¢ = 1. Par une com-
paraison entre intégrale et série,

/OOOP(th)dt:/ X>tdt+2/2

n

2n+1

P(X > t)d

2n+1

< 1+ZIP’(X22”)/ 1 dt

n=0 2"

=1+) 2"P(X >2"),
n=0

et de facon similaire pour la minoration. L’équivalence souhaitée en découle en
vertu du premier point. Si E(X) < oo, la série précédente est donc convergente,
et ainsi son terme général tend vers 0, ¢’est-a-dire lim,,_,,, 2" P(X > 2") = 0.
Ainsi, pour tout n > 0, il existe ng tel que si n > ng, 2" P(X > 2") < n. Pour
tout t > 2 réel, il existe un entier n tel que 2" < ¢t < 2"*! de sorte que, par
croissance,

tP(X >t) < 2" P(X > 2").
2 tP(X > t) < 21, ce qui permet de conclure que

Donc si t >

Exercice 2. Soit X une variable aléatoire de loi uniforme sur [—1,+1];
poser Y = |2X — 1|. Calculer E(Y), E(X +Y), E((3Y + X?)?).

Indication. Par le théoréeme de transport,

1
E(Y) = E(]2X —1]) = 5/ 122 — 1| dA
[—1,4+1]

puisque la loi de X a pour densité %IL[,LH} par rapport a la mesure de Lebesgue
A sur R.



Exercice 3. Soit X une variable aléatoire de loi uniforme sur l'intervalle
[—4,2]. Déterminer la loi de la variable aléatoire Y = (X + 3 + |X — 3|).
Calculer I'espérance et la variance de Y de deux facons différentes.

Indications. Si a est un nombre réel, a + |a| = 2a; = 2max(a,0). Ainsi
Y = max(X + 3,0) (et la loi de X + 3 est uniforme sur [—1,5]). Le calcul
de E(Y) et Var(Y) peut se faire a partir de la loi de Y ou, plus efficacement,
directement par le théoréme de transport pour X.

Exercice 4. Si x est un réel positif, || désigne sa partie entiére et z — | x|
sa partie décimale.

Soit X, une variable aléatoire de loi uniforme ¢ (0, n) sur intervalle [0, n],
ou n est un entier > 1.

a) Démontrer que E(X,,) = nE(X7) et calculer E(X}).
b) Quelle est la loi de | X, ] +17de X,, — | X, 7 de [ X,] +1—X,, 7

¢) Soit Y,, une variable aléatoire de loi uniforme U({1,...,n}) sur {1,...,n}.
Justifier que E(Y,,) = E(X,,) + E(X};). En déduire la formule pour > ;_; k.

Corrigé. a) Comme X, a pour densité %H[O,n} par rapport a la mesure de
Lebesgue A sur R, par le théoréme de transport, pour tout n > 1,

1
E(X,) = —/ rd\ = n/ yd\ = nE(X;)
v Jion] [0,1]
apres le changement de variable y = Z. Par ailleurs E(X;) = f[0.1] rd\ =

b) La variable aléatoire | X, | +1 prend (presque stirement car P(X,, = n) =
ses valeurs dans {1,...,n}. Si k€ {1,...,n},

P X, +1=k) = P(h—1< X, <k) = ~

n

puisque X, est uniforme sur [0,n]. Ainsi | X,,| + 1 suit la loi uniforme sur
{1,...,n}. Lavariable aléatoire X,,—| X, | prend (presque stirement) ses valeurs
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dans [0, 1[. Pour tout intervalle (a, ) de [0, 1],
P(X, — | X,) € (a,D)) ZIP’X €[k —1,k[, X, — | X,] € (a,b))
= ZIP’(X,L clk—1,k,X,€(a+k—1,b+k—1))

=) P(X,€(a+k—1b+k—1))
k=1

Comme la loi de X, est uniforme sur [0, 7], il s’ensuit que

n

P(X, — | X € (a,)) = Z%(b—a) — (b—a).

k=1

Ceci ayant lieu pour tous les intervalles (a,b) C [0,1], la loi de X,, — | X,,]
est donc la mesure uniforme (de Lebesgue) sur [0,1[. Il en va de méme de

| X, +1—X,. ¢) Comme
[ Xn] +1 = X + ([ X,] +1-X,),

en prenant l'espérance il s’ensuit que E(Y,,) = E(X,,)+E(X;) puisque | X, | +1
suit la loi uniforme sur {1,...,n} et | X,,| + 1 — X,, la loi uniforme sur [0, 1].
Mais E(Y,) = 2370 ket E(Xn) +E(X;) = (n+1)E(X;) = 3(n+ 1). Donc
>k =gn (n—|—1)



Exercice 5 (Loi symétrique.) Une variable aléatoire réelle X est dite de loi
symétrique, ou plus simplement symétrique, si —X a méme loi que X.

a) Vérifier que la loi normale N (0, 0%) est symétrique ; donner d’autres exemples.

b) Démontrer que si X est une variable aléatoire de carré intégrable symétrique,
E(X?) = 4/ tP(X > t)dt.
0
(Indication : P(|X| >t) =2P(X >t),t>0.)

Exercice 6. Si X est une variable aléatoire de carré intégrable, démontrer

que
Var(X) = inf E([X — a]?).
ar(X) = inf E([X —a%)
Solent a1 < ag < --- < a, des réels, et m = %(al + -+ 4+ a,); démontrer
que

1 & 1
ﬁ;(ak—mf < Z(an—al)Q.

(Indication : trouver la variable aléatoire X et le réel a!)

Corrigé. En développant le carré, par linéarité de 'espérance, pour tout
a € R,
E([X —a?) = E(X?) — 2aE(X) + [E(X)]".

Le minimum du trinéme en a € R est atteint pour a = E(X) ce qui démontre la
premiére affirmation. La forme de m suggére une moyenne, et donc une variable

aléatoire X de loi P(X = a;) = %, k=1,...,n. Comme E(X) =m,

Var(X) = E([X —E(X)]?) = %Z(ak —m)
k=1



Donc, d’apres la premiére question, pour tout a € R,

n

%Z(ak —m)? < %Z(ak —a)?
k=1

k=1
Si alors a = £ (a1 + a,), pour tout k=1,...,n,
1
—(a1 —ap) < ap—a < §(an —ay)
puisque a; < --- < a; < --- < a,. La conclusion annoncée s’ensuit.

Exercice 7*. Soit X une variable aléatoire intégrable et M une médiane
de la loi de X ; 'objectif de 'exercice est d’établir que

E(|X — M|) = CilIel[]éEﬂX—aD.

a) Si Z est une variable aléatoire intégrable, démontrer que

00 0
E(|Z]) = / P(Z > t)dt+/ P(Z < t)dt.
0

—00

b) Déduire de la question précédente que si a < b,

b
E(|X — b]) — E(|X —af) = / ()t

ouy(t)=P(X <t)—P(X >1),teR.
c) Vérifier que sit > M, (t) > 0, et sit < M, ¥(t) < 0.

d) Conclure au résultat annoncé.



Corrigé. a ) D’apres 'Exercice 1,

B(Z)) = [ 2(21 2 )
_ /OQIP’(ZZt)dtJr/OO]P(—ZZt)dt
= /OOIP’(ZZt)dtJr/O P(Z < t)dt.

o

b) En appliquant cette formule & Z = X — b et Z = X — a, aprés des change-
ments de variables, la différence des deux expressions fournit

E(|X - bl) - E(|X — af) = / ()t

comme annoncé. ¢) Par définition d’une médiane M de X, P(X < M) >
P(X > M) > 3. Donc

D=

Y(t) = PX <) +P(X <t)—1 >0

sit> M et
P(t) =1-PX >t)—P(X >t) <0

sit < M. d) En conséquence, si a > M,

E(\X—a!) \X M\ /¢ t)dt > 0
et sia < M,

E(|X — M|) —E(|X — al) / Y(t)dt < 0.

Ainsi, dans tous les cas, E(|X — M|) < E(|X — a|), ce qui établit le résultat.



Exercice 8. Soit X une variable aléatoire sur (€2, A, P) & valeurs positives,
intégrable ; démontrer que

[1+E(X)}]E<1+;X> > 1

Indication. Utiliser 'inégalité de Jensen pour la fonction convexe ¢(z) = e’
xr € R+.

Exercice 9. Soit (X,Y) un vecteur aléatoire dans R? dont la loi a pour
densité par rapport a la mesure de Lebesgue A2 = A ® A sur R?,

4y
f(xa Z/) = E 1{0<x<1,0<y<x2}7 (xay) e R%

Déterminer les lois de X et Y. Calculer E(X), E(Y), Var(X), Var(Y), Cov(X,Y).

Corrigé. La loi de X a pour densité z — [, f(z,y)d\(y) par rapport a la
mesure de Lebesgue sur R, soit

[ r@nae) = (5 [ i) tasio) = 20100
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De la méme maniére, la loi de Y a pour densité y — [, f(x,y)dA(z) par rapport
a la mesure de Lebesgue sur R, soit

[ s = (4y /W %,dA(x))mo,u(x) = 21— y) Lo ().

R AL
E(X) = 3, E(Y) = 4, Var(X) = Var(Y) = &, Cov(X,Y) = E(XY) —
E(X)E(Y)= 2.

Exercice 10. Si X et Y sont deux variables aléatoires sur un espace pro-
babilisé (€2,.4,P) de carré intégrable, démontrer que

Cov(X,Y) < o(X)o(Y),
ou il est rappelé que o(X) = y/Var(X) et o(Y) = /Var(Y) sont les écarts-
types de X et Y respectivement (et de méme pour |Cov(X,Y)|).

Déduire de cet exercice que si A et B sont des événements quelconques de

A,
P(ANB) -~ P(A)B(B)| < i |

Donner un exemple pour lequel la valeur i est atteinte.

Corrigé. Utiliser I'inégalité de Cauchy-Schwarz. Dans I'application, choisir
X =14 etY = 1p et vérifier que Var(14) = P(A)(1 — P(A)) < 1.

Il peut étre intéressant de s’interroger, de la méme facon, sur les valeurs
minimale et maximale de

P(A; NN A) —P(4)) - P(A,)

lorsque Ay, ..., A, parcourent une tribu A pour un entier n > 2 quelconque.
La démonstration est un peu plus approfondie. Quelques exemples donnent
a penser que la valeur maximale pourrait étre atteinte lorsque tous les Ay,
k=1,...,n,sont égaux (pour rendre P(A;N---N A,) le plus grand possible).
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Si A€ A, k=1,...,n, sont quelconques, et A= A;N---NA,, il est naturel
alors de minorer chaque P(Ay) par P(A) (puisque Ax, D A), de sorte que

P(AiN---NA) —P(4) - P(4,) < P(A) - P(A)".

Une optimisation simple montre que le maximum de la fonction p — p" lorsque
p € [0,1] est atteint en m, valeur pour laquelle il vaut n;}(—jl_l) (= i si
n = 2). Le maximum est précisément atteint si tous les Ay, k = 1,....,n,
sont égaux de probabilité W (Noter que l'espace de probabilité devra étre
suffisamment riche pour contenir des événements atteignant la valeur souhaitée,
comme l'espace [0, 1] muni de la mesure de Lebesgue, un espace discret pourrait

ne pas convenir.) La quantité —2—1 tend vers 1 quand n — oo.
nn/(n—1)

D’autres exemples indiquent que le minimum pourrait étre obtenu lorsque
P(A) = 0, et méme de fagon ensembliste, A = A;N---N A, = (). Fort de cette
intuition, pour tous Ai,..., A, € A, par passage au complémentaire d'une
intersection,

1-P(A) = P(A°) = P((Al N---N An)c) = P(AJU---UAY).
Puis, par sous-additivité d’une mesure de probabilité,
1 -P(A) < P(A]) +--- + P(AY).
Comme P(Af) =1—P(A), k=1,...,n, il résulte de cette inégalité que
P(A)) + -+ +P(4,) < n—(1—p)

ou p = P(A). D’apres I'inégalité entre moyenne arithmétique et moyenne géo-
métrique (conséquence de la concavité de la fonction logarithme),

L B(A) + -+ P(4,)] = [P(A) - B(A,)

n

3=

Avec 'inégalité précédente, en réorganisant les termes, il vient que

P(AN---NA,) —P(A)---P(A,) > p— (M)n

n
10



La fonction de p € [0,1] a droite de l'inégalité est croissante en p, donc plus
grande que sa valeur en 0 égale a — (1 — %)n (= —1% sin = 2). Cette valeur est
précisément atteinte si les événements A, k= 1,...,n, forment une partition

de Q et vérifient P(A¢) = L k = 1,...,n, situation dans laquelle p = 0 et

)
toutes les inégalités précédentes sont des égalités. Lorsque n — 00, le minimum
1

tend vers —=.

Exercice 11 (Entropie). Si P est une mesure de probabilité sur {1,...,n},

H(P) = =) peIn(ps),
k=1

ou pr = P({k}) avec la convention 01n(0) = 0, désigne 'entropie de P.

a) Montrer que H est a valeurs dans R .. Trouver P telle que H(P) = 0. Montrer
que la mesure uniforme U ({1,...,n}) sur {1,...,n} réalise le maximum de H.

b) Si P est une mesure de probabilité sur N, H(P) = — " _pn In(py) désigne
de méme 'entropie de P, éventuellement infinie. Montrer que la loi géométrique
G(p) de parameétre p € )0, 1] réalise le maximum de 'entropie sur 'ensemble des
mesures de probabilité sur N de moyenne inférieure ou égale a Zl). (Indication :

écrire p, In(p,) = pn ln((lf;#) + p, In((1 — p)"~1).)
¢) Si P est une mesure de probabilité sur les boréliens de R, de densité f par
rapport a la mesure de Lebesgue, soit ’entropie

H(P) = — [ in(f)ar

lorsque cette intégrale a un sens, H(P) = +o0o sinon. Calculer 'entropie de la
mesure gaussienne standard N(0,1) et démontrer qu’elle maximise ’entropie
de toute mesure de densité f vérifiant [, 2® f(x)d\ < 1. (Indication : vérifier
que pour toute densité g, fR f ln(g)d)\ > 0, et appliquer le résultat a la densité
gaussienne. )
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Corrigé. a) Comme py, € [0,1], k= 1,...,n, H(P) > 0. Si P est concentrée
en un point, par exemple P = 41, alors p; = 1 et pp = --- = p, = 0. Pour cette
mesure, H(P) = 0. Si P =U({1,...,n}) est la mesure de probabilité uniforme
sur {1,...,n}, pp = = pour tout k et donc HU({1,...,n})) = In(n). Si P
est une autre probabilité de poids pg, k = 1,...,n, puisque > ;_,pr = 1, la
concavité de la fonction logarithme entraine que

H(P) = ipkln <i> < ln(ipk-%> = In(n) = HU({1,...,n})).

Pk

b) L’entropie de la loi géométrique G(p) est donnée par

H(G(p) = = (L—p)" 'pln((1—p)"'p)

neN

= —In(1—-p)> (n—1)(1—p)" 'p—In(p)

neN

- _(zl? —1)In(1 - p) — In(p)

puisque > _yn(l —p)"p = % est la moyenne de G(p). Si P est une autre
probabilité de poids p,, n € N, et de moyenne ) _ynp, < %, écrire pour tout
n € N comme indiqué

1—p)nt "
—DPn 111(]%) = Pn ln <Q> — Pn 111 ((1 - p) 1)
de sorte que

H(P) = > puln (“‘p—p)) =D pln((1=p)"").

neN neN
A nouveau en vertu de la concavité de la fonction logarithme,

H(P) < In (Z(l —p)’H) —> paln ((1=p)" ).

neN neN
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Comme ) Pn=1et )Y  ynp, < ]lj, il vient aprés quelques détails

H(P) < —In(p) — (5 — 1) In(1 —p) = H(G(p))

comme souhaité. ¢) Si P est N (0,1), alors f(x) = \/LZ? e 2™z € R, de sorte
que
1 1
HV(0.1) = ¢ / PdP +1n (V3T) = (1+ In(2m).
R

Si f et g sont des densités de probabilité, d’aprés I'inégalité de Jensen pour la
fonction convexe — In et la mesure de probabilité fd\,

[ [cw@)roz -u( [on) -0

(car [pgd\ = 1). Autrement dit [, fIn(f)d\ > [, fln(g)dA. Si alors P est
de densité f quelconque par rapport a A, vérifiant fR 22 fd\ <1, et si g(z) =
L¢3 2 € R, est la densité de la loi N(0,1),

7
H(P) = — Rfln(f)dA
< — [ fln(g)dx
R
-2 /]R (22 + In(2m)) £ dX
< (1 +In(2m) = HN(0,1))

puisque fR 22 fd\ < 1.
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