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La notion d’indépendance est centrale en probabilité. Typiquement, deux
événements A et B sur un espace de probabilité (£2, A, P) sont dits indépendants
(sous la probabilité P) si

P(ANB) = P(A)P(B).

Plus généralement, une famille quelconque A;, j € J, est dite (mutuellement)
indépendante (pour P, ou P-indépendante) si pour toute partie finie K C J,

P<kg Ak> = kg{ P(Ar)

(le choix de K finie permet de ne pas affronter des intersections non dénom-
brables et des produits infinis éventuellement divergents).

Il n’est pas inutile de rappeler que si A;, 7 € J, est une famille indépendante,
il en va de méme de la famille B;, j € J, ou les B; sont soit Aj, soit Af.

Cette legon développe la notion d’indépendance en la (re)-formulant sur les
variables aléatoires.

1 Indépendance de variables aléatoires

Sur le modele du rappel précédent, la définition suivante décrit la notion
d’indépendance d'une famille de variables aléatoires réelles définies sur un es-
pace probabilisé (€2, A, P). L’indépendance est toujours entendue par rapport
a la probabilité P, et cette mention est le plus souvent omise.

Définition 1 (Indépendance de variables aléatoires). Une famille quelconque
X;, j € J, de variables aléatoires réelles est dite (mutuellement) indépendante
si, pour toute partie finie K C J, et tous boréliens By, k € K,

IP’( ({X) € Bk}> = | P(xXx € By).
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Si K ={1,...,n}, la propriété se réécrit
P(X, € By,...,X, € B,) = IP( ({X: € Bk}>
k=1

= ] P(X: € By)
k=1
= P(Xl € Bl) <. P(Xn c Bn)

Il sera dit aussi plus simplement que les X;, j € J, sont (mutuellement)
indépendantes.

La définition précédente appelle plusieurs commentaires. Tout d’abord, elle
est inchangée si les variables X; prennent leurs valeurs dans un espace mesurable
quelconque, éventuellement variable avec j, (E;, Bj), j € J, en choisissant des
By € By, k € K. En particulier, il est possible de prendre E; = R? muni de
la tribu des boréliens B(R?) pour tout j, de sorte qu’elle s’applique pour des
familles de vecteurs aléatoires.

La définition mentionne le mot « mutuellement » par opposition & une « in-
dépendance deux a deux », a savoir X; et X; sont indépendantes pour tous
J,k € J différents. Cette derniére est plus faible que I'indépendance mutuelle,
strictement en général comme le montre 'exemple des trois variables aléatoires
X1 = Zl, X2 = ZQ, X3 = 21Z2, ou les Zl,ZQ,Zg sont (mutuellement) in-
dépendantes de méme loi de Bernoulli B(3) sur {—1,+1} : X3, Xo, X3 sont
indépendantes deux a deux, mais

1
P(Xi=-1X=1X3=1) =0 # ¢ = (X, = - )P(X; = )P(X; = 1)

et donc ne sont pas mutuellement indépendantes.

L’indépendance deux a deux sera peu utilisée, I'indépendance mutuelle sera
ainsi qualifiée plus simplement d’« indépendance ».



2 Caractérisation de I'indépendance

La proposition suivante fournit une caractérisation trés pratique de I'indé-
pendance. Elle est formulée pour plus de simplicité pour une famille finie de
variables aléatoires réelles.

Proposition 2. Une famille (Xy,...,X,) de variables aléatoires réelles sur
(2, A,IP) est indépendante si et seulement si la loi P(x,  x,) (sur R") du vec-
teur (Xy,...,X,) est égale au produit Px, @ --- @ Px _ des lois (marginales).

.....

Autrement dit, si ¢1,...,0, : R — R sont boréliennes, positives ou bornées,

E(¢1<X1) T (/577V(Xn)) - E<(/51(X1>) T ]E((/%(Xn)).

Démonstration. D’aprés le théoréme de transport pour la loi du vecteur aléa-
toire (Xl, RN ,Xn),

E(¢1(X1) T (/bn(Xn)) - E((¢1 T ¢n)(X17 s aXn))
= /. ¢1- - PndPix, . x,)

Si Pix,..x,) =Px, ® - ®Pyx,, d’aprés la définition d’une mesure produit et
le théoréme de Fubini-Tonelli,

- o1 O dPx,  x,) = (/Rcbld]P’Xl) (/R%dPXn)-

Mais, par transport cette fois pour chaque coordonnée, [, ¢ dPx, = E(¢p(Xy)),
k = 1,...,n, ce qui démontre l'identité de la proposition. En choisissant
¢r = 1p, pour des boréliens By, k = 1,...,n, celle-ci exprime que

P(X, € By,...,X, € By) = P(X; € B))--- P(X, € By),

soit 'indépendance des variables Xi,..., X,,. Réciproquement, si Xi,..., X,
sont indépendantes, la relation précédente a lieu pour toute famille de boréliens
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B1, ..., B,. Donc, par définition des lois et des mesures produits,
Pox, x)(Bi X - xBy) =Px,®--@Px (B x - X B,),

autrement dit Py,  x,) et Px, ® --- ® Px, coincident sur les rectangles
By x - -+ x By, qui engendrent la tribu borélienne B(R") = B(R) ® - - - ® B(R),
donc coincident sur celle-ci. H

Le corollaire suivant est d’usage constant dans les applications. Il est énoncé
pour des variables aléatoires réelles mais est identique pour des vecteurs aléa-
toires.

Corollaire 3. Si des variables aléatoires réelles X1, ..., X, sont indépendantes,
et sihy, ..., 0, : R — R sont des fonctions boréliennes, alors ¥1(X1), . .., ¥n(Xy)
sont indépendantes.

I1 suffit en effet d’appliquer la caractérisation précédente aux fonctions bo-
réliennes (positives ou bornées) @1 0 Yn, ..., ¢y, 0 Uy,

Le second corollaire est intuitivement clair, mais sa démonstration nécessite
un peu de soin. Il est énoncé pour une partition des indices en deux parties,
mais reste valable pour toute partition.

Corollaire 4. Si (X1,...,X,) est une famille de variables aléatoires (réelles)
indépendantes, pour tout 1 < k < n, les vecteurs aléatoires (Xy,..., Xg) et

)

(Xpi1,-..,X,) sont indépendants.

Démonstration. Pour soulager les notations, soient Y = (Xi,...,Xj) et
Z = (Xk41,...,X,). Par indépendance des variables Xi,..., X, pour tous
boréliens By, ..., B,

n

P(Y € By X+ X B, Z € Byp1 X -+ X By,) = HP(XgeBg).
/=1



Comme .

P(Y € By x -+ x By) = [[P(X; € By)

/=1

et .
P(Z € By x -+ x B,) = | P(X¢ € By),

{=k+1

en découpant le produit, il s’ensuit que

P(Y € Bix -+ X By, Z € Byy1 X -+ X By)
=P(Y € By x - xBy)P(Z € Byy1 X -+ x By).

La démonstration sera achevée si les pavés By X --+ X B et By X --- X B,
peuvent étre remplacés par des boréliens quelconques de R* et R"™* respec-

tivement. Un argument de classe monotone permet d’y accéder. Fixer
C = By X -++ x B, € B(R"7*); la famille

M ={BeBR");P(Y€B,ZeC)=PY € B)P(Z<€ )}

est une classe monotone qui contient les pavés de la tribu B(R¥), et donc cette
tribu elle-méme (Théoréme 12, Lecon 1). Ainsi

PYeB,ZeC)=PYeB)P(ZeC)

pour tout borélien B de R*. Répéter ensuite I'opération sur R”* pour tout
B € B(RF) fixeé. [

Il résulte par exemple de la conjonction des deux corollaires que si X7, X9, X3
sont des variables aléatoires réelles indépendantes, et si¢ : R? — Ret¢ : R — R
sont boréliennes, alors ¢( X7, X3) et ¢(X3) sont indépendantes.

Quelques conséquences immeédiates peuvent étre dégagées des énoncés pré-
cédents, sous forme d’illustrations pratiques.
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Si par exemple, (X,Y) est un couple aléatoire a valeurs dans N> = N x N
tel que, pour tous (m,n) € N2,

P((X’ Y) — (m7n)) = Pmdn

pour des réels positifs p,, et q,, alors X et Y sont indépendantes. En effet
si P est la mesure P = Y Dm0m et @ la mesure @ = > _Pndy, alors
la loi Pxy) du couple (X,Y’) est le produit des mesures P ® @ (puisque
P®Q({(m,n)}) = pmqn, (m,n) € N x N. Il se peut que P et @) ne soient
pas des probabilités, il convient alors de les renormaliser par leurs masses to-
tales de sorte que les lois marginales de X et Y sont données par

1 1
PX:WP et PY:WQ’

et P(xy) = Px ®Py (en sommant sur m et n, il est clair que P(N) Q(N) = 1).

De la méme facon, si la loi d'un couple (X,Y) sur R? a pour densité un
produit de fonctions positives

f(2)gly), (z,y) € R?,

par rapport a la mesure de Lebesgue A2 = A ® X sur R?, alors X et Y sont
indépendantes, de lois de densités respectives

—1 t ——
fRfd)\f T gdn?

par rapport a la mesure de Lebesgue sur R. En effet, si A et B sont des boréliens,

P((X,Y)€ Ax B) = AXBfng = (/Afd)\>(/Bgd>\>

d’apreés le théoréme de Fubini-Tonelli. Comme [, fgdA\? = [o fdX [ gd\ =1,

Iaffirmation s’ensuit aprés renormalisation éventuelle.



3 Indépendance et non corrélation

La caractérisation de I'indépendance décrite dans le paragraphe précédent a
des conséquences pratiques, qui toutefois ne lui sont pas équivalentes en général.
Par exemple, si X et Y sont indépendantes et intégrables,

E(XY) = E(X)E(Y),

autrement dit X et Y sont non corrélées. Plusieurs précautions sont a considé-
rer. D’abord, si X et Y sont indépendantes et intégrables, le produit XY est
intégrable. Pour s’en convaincre, appliquer par exemple la Proposition 2 pour
obtenir que, pour tout n > 1,

E(1XLqx1<ny [YI1gyi<ny) = E(IXTx1<n)) E(Y Ly <n)

Par convergence monotone E(|XY|) < co. En appliquant la méme formule a
X et Y plutdt que | X| et |Y| et le théoréme de convergence dominée, 1'égalité
E(XY) = E(X)E(Y) s’ensuit. Cette remarque est donc différente de la défi-
nition de non corrélation (Legon 9) qui suppose que les variables sont de carré
intégrable.

Ensuite, méme pour des variables aléatoires de carré intégrable, 1’égalité
E(XY) = E(X)E(Y) n’entraine pas en général I'indépendance (tout comme
'espérance ou la variance ne caractérisent pas la loi!). De nombreux exemples
sont disponibles, parmi eux X de loi normale AV(0,1), Y = X2 pour lesquelles
E(XY) =E(X?) =0 =E(X)E(X?) mais, pour plein de bonnes raisons, X et
Y = X? ne sont pas indépendantes (Y dépend beaucoup de X...).



4 Meéthodes et outils de caractérisation de 1’'in-
dépendance

Etant donné un couple (X,Y) de variables aléatoires (réelles), ou plus gé-
néralement une famille (Xi,..., X},), le plus efficace afin de déterminer I'indé-
pendance éventuelle de X et Y est de partir de la loi du couple a travers les
espérances

E(¢(X)y(Y))

pour ¢,1 : R — R boréliennes, positives ou bornées. Une telle espérance se
calcule par transport pour la loi du couple comme

E(¢(X)u(Y)) = E((¢¥)(X,Y)) = chb@bdp(x,w

Si d’aventure, aprés quelques opérations algébriques ou changements de va-
riables, cette expression prend la forme

A;¢¢dpﬂ9=:4;¢¢dP@M9

(par le théoréme de Fubini-Tonelli) pour des mesures de probabilités P et @,
il en ressort que la loi P(xy) est le produit des lois P ® @, et donc que X et
Y sont indépendantes de lois respectives Py = P et Py = Q. (Quelquefois P
et () ne sont pas de probabilité, et il convient alors simplement de redistribuer
les masses, comme par exemple dPdQ = d(5P)d(2Q).)

L’illustration suivante pourra aider a la compréhension de la démarche. Elle
reprend I'Exercice 3, Lecon 10, dans lequel X est une variable aléatoire de loi
exponentielle £(1) de paramétre 1. Pour décrire la loi du couple (N, D) o N
et D sont respectivement les parties entiére et décimale de X, il vient, suivant
le schéma précédent,

E(¢(N)y(D)) = E(o(|X])(X — | X))
9



pour toutes ¢, ¥ boréliennes, positives ou bornées. Par transport pour la loi de
X,

E(¢(LX])(X - [X]) = [¢(M)¢(ﬂf — [z]) e d)

[0,00

et par une relation de Chasles sur I'intégrale,

E(o(| X (X — X)) = 3 / p(n)ib(x — m) e dA

n—0 “ [nn+1]
=) dn)e™™ [ (y)evdA
apres le changement de variable y = x — n pour chaque n.

Ainsi, si P est la mesure discréte P = > e "9, (une forme de la loi
géométrique) et @ la mesure de densité e¥ par rapport a la mesure de Lebesgue
sur [0, 1], il a été établi que

E(6(N)(D)) = /(NU{O})X[Ol[WdeQ-

Les mesures P et () n’étant pas de probabilité, il convient de les normaliser
pour obtenir que Py = % P (loi de N) et Pp = =5 @ (loi de D), et donc que
la loi du couple (N, D) est décrite par le produit des lois marginales Py ® Pp.
Cette conclusion établit que N et D sont indépendantes, ce qui est confirmé
par le théoréme de Fubini-Tonelli

E(6(N)(D)) = /(NU{O}) | OUABNdED = B(6(V) E(U(D)

La description de E(¢(N)i (D)) aura donc fourni tout a la fois la loi du couple,
la loi des marginales, et I'indépendance.

L’indépendance d’une famille (Xi,...,X,) de variables aléatoires réelles
peut aussi étre décrite a travers les fonctions de répartition, sous la forme
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pour tous ti,...,t, € R (les mesures Pix,,.. . x, et Px, ®---®@Px, étant carac-
térisées sur les rectangles de R"), pas toujours l'outil le plus commode dans les
applications.

Une autre méthode, plus efficace, pour mettre en évidence I'indépendance
de variables aléatoires est la fonction caractéristique. L’énoncé suivant résulte
de la Proposition 2 et du fait que la fonction caractéristique détermine la loi
(d’une variable aléatoire et d’un vecteur aléatoire).

Proposition 5. Une famille (Xy,...,X,) de variables aléatoires réelles sur

(2, A, IP) est indépendante si et seulement si la fonction caractéristique o(x, . x,)
(sur R") du vecteur X = (Xq,...,X,) est égale au produit ¢x, ---px, des

fonctions caractéristiques des lois marginales, autrement dit, pour tout

u=(uy,...,u,) €R",

n

px(u) = E(e) = [T B(e%) = [T ox (w0
k=1 k=1
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5 Complément : Analyse booléenne

L’analyse booléenne moderne étudie les fonctions mesurables et les mesures
sur le cube discret {0,1}" ou {—1,4+1}".

L’espace {—1, +1}" est muni naturellement de la mesure de probabilité uni-
forme 4, autrement dit p({z}) = 5 pour tout z € {—1,+1}". C'est la mesure
produit de la mesure de Bernoulli v = %54 + % 041 sur chaque coordonnée. En
effet,

vaau((a)) = o((n)) - vl{on) =
six = (21,...,2,).

L’espace {—1, 4+1}" muni de la mesure uniforme p donne lieu & une structure
hilbertienne et a des décompositions orthogonales du type de Fourier.

Pour toute partie A C {1,...,n}, soit ws = [[;cqz; ol les
z;:{-1,+1}" = {-1,+1}, i« = 1,...,n, sont les applications coordonnées
(wp = 1). La famille wy, A C {1,...,n}, forme une base orthonormale de I'es-

pace de Hilbert L2({—1, +1}", u). La vérification s’établit par plusieurs points.
D’aprés la nature produit de u, f{71,+1}n xidp = 0 pour tout ¢ = 1,...,n.
En conséquence, par le théoréme de Fubini-Tonelli, f (—1.41)n WA dp = 0 pour
toutes les parties A C {1,...,n}, sauf la partie vide. Observer en outre que
z7 = 1 pour tout s = 1,...,n. Si A et B sont des parties de {1,...,n}, alors

wawp = waap, o AAB est la différence symétrique de A et B. Il s’ensuit
que f{_1+1}n wawpdu=0s1 A# B, et =181 A= B.

La famille wq, A C {1,...,n} forme donc un systéme orthonormal dans
L2({—1,+1}", u). Pour démontrer que c’est une base, il reste a s’assurer que
toute fonction f: {—1,+1}" — R peut se représenter sous la forme

f= > fawa

Ac{l,...,n}

pour des coefficients f4 € R. Ceci peut étre établi par récurrence sur n.
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Si m = 1, une fonction f : {—1,41} — R prend deux valeurs f(+1) et
f(=1), et donc est de la forme f(z1) = a+ bxy pour a = L [f(+1) + f(—1)]
et b=1[f(+1)— f(-1)]. Maintenant, si f : {-1,+1}""" = R, a
(1, xn) € {—1,4+1}" fixé,

f('rly ceey Ly xn—kl) = a+ br,4q

d’aprés I'étape d’initialisation, ou donc @ et b sont des fonctions sur {—1,+1}".
Par hypothese de récwrrence, @ = 3, aawaetb =3, 1bawa
pour des réels az,ba, A C {1,...,n}. Comme waT,1 = Waunt1}, la fonction
fsur {=1,4+1}""! est elle aussi de la forme D oAc{l,mn+1y Jawa ce qui dé-
montre la récurrence. En conclusion, la famille wg, A C {1,...,n}, forme une
base orthonormale de I'espace de Hilbert L2({—1, +1}", ).

D’un point de vue probabiliste, les coordonnées x4, . .., x,, représentent sim-
plement une famille de variables aléatoires indépendantes X7, ..., X,, de méme
loi de Bernoulli B(3) sur {—1, +1} puisque la loi du vecteur est le produit des
lois marginales de Bernoulli, ¢’est-a-dire la mesure de probabilité uniforme p
sur {—1,+1}". Pour passer a {0,1}, il suffit de considérer ¥; = 1(X; + 1),
i=1,...,n. Des lois B(p) pour p €10, 1] peuvent étre considérées de la méme
maniere, plus généralement des interactions aléatoires entre les sommets du
cube.
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Exercices
(Une étoile * désignera une question de difficulté supérieure.)

Exercice 1. Soit X une variable aléatoire de loi géométrique G(p) de pa-
ramétre p €]0,1[; si @ et R désigne respectivement le quotient et le reste de
la division de X par un entier £k > 2 fixé, démontrer que les variables aléa-
toires () et R sont indépendantes et déterminer leurs lois. (Indication : étudier
P(@Q=(R=r),ecNU{0},re{01,...,k— 1}, et rappeler I'unicité du
quotient et du reste dans la division euclidienne.)

Exercice 2 (Fonction d’Fuler). Soit n un entier (> 2) et p1,...,pr ses
diviseurs premiers ; poser, pour £ =1,...,k,

Ay = {:l: € {1,...,n}; x est multiple de pg}.

L’ensemble {1,...,n} étant muni de la probabilité uniforme P, montrer que
les ensembles Ay, ..., Ay sont indépendants (pour P).
Soit p(n) le nombre d’entiers de {1, ...,n} premiers & n (fonction d’Euler) ;

montrer que

i 1
p(n) = nH(l—;ﬁ)

=1

Exercice 3 (Loi zeta). La loi zeta (aussi appelée loi de Zipf!) uy de para-
meétre s > 1 est la mesure de probabilité sur N définie par

po({n}) = == —., neN,

¢(s) n*”

o ((s) = ZkZI ki

1. George Kingsley Zipf, linguiste, philologue et statisticien américain (1902-1950).
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a) Soit X une variable aléatoire de loi p,. Discuter de l'existence des moments
E(X"), r > 0, suivant les valeurs de s et r, et donner leur expression. Si elle
existe, expliciter Var(X).

b) Etablir que

C(s)T(s) = /Ooots—l C

1—et
ou I'(s) = [;7t* te dt est la fonction Gamma. (Indication : développer 1%
en série, 0 < a < 1.)

c¢) Pour tout p € N, démontrer que us(pN) = ]%.

d) Soit pg, k > 1, la suite des nombres premiers, et Ay = ppN. Démontrer que
N1 Az = {1}, puis que

1 , =N e
5 ~ dmn(()41)

k=1

e) Démontrer que les ensembles Ay, k > 1, sont indépendants sous ps. En
déduire une preuve probabiliste de 1'identité d’Euler

R ()

Pi

Exercice 4. Soit a > 0, et soient X et Y deux variables aléatoires indé-
pendantes, X suivant la loi uniforme ¢(0, ) sur I'intervalle [0, 1] et V" la loi
exponentielle £(a)) de paramétre o > 0. Décrire la loi du couple (X,Y), et

calculer P(X >Y).
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Exercice 5. Sur un espace probabilisé (£2, .4, P), soient X et Y des variables
aléatoires indépendantes, X de loi exponentielle £(1) de paramétre 1, et Y de

LY (n > 1). Démontrer que la loi de Z = <= a une densité

loi binomiale B(n, 5 Y
par rapport a la mesure de Lebesgue A sur R qui sera précisée. (Indication :
décrire par exemple E(¢(Z)) pour ¢ : R — R borélienne, positive ou bornée.)

Calculer, si elle existe, I'espérance E(Z).

Exercice 6. Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes de méme
loi exponentielle £(1).

a) En utilisant le théoréme de Fubini-Tonelli, démontrer que pour tout ¢ > 0,

P(X >tY) = / e WdPy(y) = E(e™™).
J0,00]

En déduire la fonction de répartition de la loi de la variable aléatoire %, puis
montrer que celle-ci admet une densité par rapport a la mesure de Lebesgue.

b) Retrouver le résultat de la question précédente en évaluant, pour toute fonc-

tion borélienne ¢ : R — R, positive ou bornée, I’'espérance E(qﬁ(%))

. . . X
¢) Déterminer la loi de .

d) Démontrer que XLH, et X +Y sont indépendantes.

Exercice 7 (Développement de I’Ezxercice 4, Legon 9). Soit X,, une variable
aléatoire de loi uniforme U(0,n) sur 'intervalle [0, n], ot n est un entier > 1.

a) Démontrer que E(X,) = nE(X;) et Var(X,) = n*Var(X}), et calculer
E(X;) et Var(X).

b) Quelle est la loi du couple (| X, | + 1, X, +1—X,,)7

c) Soit Y, une variable aléatoire de loi uniforme sur {1,...,n}. Justifier que
Var(Y,,) = Var(X,,) — Var(X}). En déduire la formule pour Y ,_, k%
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Exercice 8. Soient X et Y des variables aléatoires indépendantes de loi zeta

de parameétres respectifs s > 1 et ¢t > 1, et soit Z = pged(X,Y); démontrer

que pour tout entier p € N, P(Z € pN) = pslﬂ. *En déduire que Z suit une loi

zeta de parametre s + ¢.

Exercice 9. Montrer par un calcul direct sur les probabilités que si X7 et X5
sont deux variables aléatoires indépendantes de loi géométrique de parameétre
p1 €10,1] et po €]0, 1] respectivement, alors min(X7, X5) suit encore une loi
géométrique G(p) dont on précisera le paramétre p. Qu'en est-il si X7 et Xo
sont exponentielles de paramétre ai; > 0 et ap > 07 Le démontrer sans calcul
grace a I'Exercice 5, Lecon 8.

Exercice 10. Soient X; et Xy deux variables aléatoires indépendantes de
loi exponentielle de parameétres respectifs oy > 0 et ag > 0.

a) Démontrer que P(X; = X3) = 0.
b) Poser Z = min (X3, X3) et M = argmin (X3, X3) (par définition M = i
signifie que Z = X;). Démontrer que Z suit une loi exponentielle, et que

aq

a2

)+ ag
c¢) Calculer, pouri =1,2et t >0, P(M =14, 7 > t).

d) Que peut-on dire des variables aléatoires M et Z 7

Exercice 11. Si X est une variable aléatoire de carré intégrable, démontrer
que

Var(X) = %E([X —~Y)?)

ol Y est une variable aléatoire indépendante de X et de méme loi.
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Exercice 12* (Variance de la loi de Gumbel).
a) Si X est une variable aléatoire a valeurs dans ]0, oo, et si Y est indépendante

X

de méme loi que X, démontrer que la loi de In(Z) ot Z = +

est symétrique
(voir Exercice 5, Legon 9).

b) En utilisant les conclusions de I’Exercice 5, Lecon 9, ainsi que 1'Exercice 11,
démontrer alors que si In(Z) est de carré intégrable,

Var(In(X)) = Q/OOOt]P’(ln(Z) > t)dt.

Dans ce qui suit, X suit la loi exponentielle £(1).
c¢) Rappeler pourquoi, d’aprés I'Exercice 6, P(Z > t) = 1%% pour tout ¢ > 0.

d) Déduire des deux questions précédentes que

<2t 2 '
Var(In(X)) =  Tie dt = - (valeur admise).

e) Démontrer que — In(X) suit la loi de Gumbel, et donner la variance de cette
loi.

Exercice 13. Vérifier l'identité max(a,b) = 3(a + b+ |a — b|) pour tous

réels a, b.

Soient a présent deux variables aléatoires X et Y indépendantes de méme
loi intégrable ; poser Z = max(X,Y’). Démontrer que

E(Z) - E(X) > %E(\X _E(X))).

Exercice 14. Sur un espace probabilisé (2, A, P), soient X et N deux
variables aléatoires indépendantes; X suivant la loi uniforme U(—1,+1) sur

[—1,+1] et N la loi de Poisson P(f) de paramétre # > 0. Calculer E(XY), et
essayer d’en donner une valeur exacte quand 6 = 1.
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Exercice 15 (Temps d’atteinte.) Soit X,, n € N, une suite de variables
aléatoires indépendantes de méme loi de Bernoulli B(p) de paramétre p €10, 1]
a valeurs dans {0,1}; poser T' = inf{n > 1; X,, = 1} avec inf ) = cc.

a) Montrer que T < oo presque strement et calculer P(T' = n) pour tout n > 1.
b) Calculer E(T') et Var(T).
c¢) Définir la variable aléatoire X7 et donner sa loi.

d) Démontrer que les variables aléatoires Yy = Xk, k > 1, sont indépendantes
de méme loi de Bernoulli de parameétre p.
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