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1 Intervalle de confiance : un premier exemple

Soit une pièce de monnaie dont la probabilité p de faire pile est inconnue
(il est néanmoins supposé que p ∈ ]0, 1[) ; afin de tester si elle est équilibrée
(p = 1

2), la pièce est lancée un million de fois ; le résultat est un million de pile.
Quelle attitude adopter ?

La probabilité de faire pile un million de fois est égale à p106, qui est po-
sitive et donc l’événement peut tout à fait avoir lieu. De plus, si p = 1

2 , toute
autre suite de pile ou de face de taille un million aura la même probabilité.
Maintenant, si ces événements sont équiprobables, il n’en demeure pas moins
qu’il y a plus de chances d’espérer une proportion à peu près égale (si la pièce
est équilibrée) de pile et de face, tout simplement parce qu’il y a plus de façons
d’atteindre un telle proportion. Comme dans un jeu avec deux dés, si faire (5, 6)

et (3, 4) ont la même probabilité ( 1
36 si les dés sont distingués, 1

18 sinon), il y
a beaucoup plus de combinaisons possibles fournissant une somme égale à 7

qu’une somme égale à 11.

Suite à une expérience produisant un million de fois pile, tout possible soit-
elle, le statisticien, ou l’homme de bon sens (un probabiliste aussi !), se deman-
dera ainsi si la pièce n’est pas biaisée, avec donc p proche de 1 pour favoriser
l’apparition de pile. Comme le raisonnement probabiliste ne permet pas d’af-
firmer qu’il n’est pas possible de produire un million de pile, la conclusion ne
peut être que probabiliste elle-même ! À savoir, « il y a de fortes chances » que
la pièce soit biaisée, et la probabilité qu’elle le soit peut être quantifiée (à partir
de l’intuition découlant de la loi des grands nombres que la proportion de pile
ou de face est à peu près la même si la pièce est équilibrée). C’est l’objet de la
notion d’intervalle de confiance.

Pour formaliser l’exemple précédent, considérer, sur un espace probabilisé
(Ω,A,P), un échantillon (X1, . . . , Xn) de n variables aléatoires indépendantes
équidistribuées, de même loi de Bernoulli B(p) sur {0, 1} de paramètre de suc-
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cès (= 1) p ∈ ]0, 1[ (inconnu donc). Comme E(X1) = p, d’après la loi des
grands nombres, un estimateur statistique efficace pour tester le paramètre p
est l’estimateur de la moyenne

Xn =
1

n

n∑
k=1

Xk.

En effet, comme décrit dans la Leçon 19, l’inégalité de Tchebychev fournit
une forme faible de loi des grands nombres concluant à la convergence en pro-
babilité de Xn vers la moyenne p. Plus précisément, comme E(Xn) = p et
Var(Xn) = 1

n p(1− p), elle indique que pour tout ε > 0,

P
(
|Xn − p| ≥ ε

)
≤ 1

ε2
Var
(
Xn

)
=

p(1− p)
ε2n

(qui tend donc vers 0 quand n tend vers l’infini). En langage statistique, la
moyenne empirique Xn converge vers la moyenne théorique E(X1) = p.

La borne précédente peut être mise à profit pour quantifier la convergence.
Dans un premier temps, il peut être utiliser simplement que p(1 − p) ≤ 1

4 de
sorte que

P
(
|Xn − p| ≥ ε

)
≤ 1

4ε2n
.

Un seuil se, ou niveau de confiance, est alors fixé, sous la forme (conventionelle)
se = 1−κ > 0, typiquement κ = 5% ou κ = 1% de sorte que se = 1− κ = 95%

ou se = 1 − κ = 99%. Choisir ainsi ε > 0 tel que 1
4ε2n = κ, autrement dit

ε = 1
2
√
κn
, pour obtenir que P(|Xn − p| ≥ ε) ≤ κ, soit par passage au complé-

mentaire
P
(
|Xn − p| < ε

)
≥ 1− κ = se.

La notion d’intervalle de confiance provient alors du retournement de point
de vue dans la description de l’événement {|Xn − p| < ε}, à savoir{

ω ∈ Ω ;
∣∣Xn(ω)− p

∣∣ < ε
}

=
{
ω ∈ Ω ; p ∈

]
Xn(ω)− ε ,Xn(ω) + ε

[}
.
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Ainsi, et puisque ε = 1
2
√
κn
, en désignant par I l’intervalle (aléatoire)]
Xn −

1

2
√
κn

,Xn +
1

2
√
κn

[
,

il vient
P(p ∈ I) ≥ 1− κ = se.

L’intervalle I =
]
Xn − 1

2
√
κn
Xn + 1

2
√
κn

[
est appelé intervalle de confiance au

niveau se = 1− κ pour l’estimateur de la moyenne Xn. Les formules indiquent
que l’intervalle de confiance est d’autant plus précis (petit) que la taille n de
l’échantillon est grand. Un intervalle de confiance peut être ouvert ou fermé.

De façon pratique, si n = 106 et κ = 5%, un résultat de un million de pile,
autrement dit Xn = 1, fournit un intervalle de confiance approché de la forme
]0, 9977, 1, 0023[ (il est à noter que le côté droit de l’intervalle n’est pas pertinent
et doit être remplacé par 1 puisque p ∈ ]0, 1[). À l’issue donc d’une suite de
lancers produisant un million de fois pile, la seule conclusion raisonnable est
d’affirmer qu’il y a 95% de chance que la pièce soit biaisée, et que son paramètre
de succès p soit entre 0, 9977 et 1. Au seuil se = 1 − κ = 99%, le paramètre
de succès p serait estimé entre 0, 995 et 1. Cette affirmation ne contredit pas le
point de vue probabiliste de la probabilité positive de la réalisation d’un million
de pile, mais quantifie la forte possibilité que la pièce ne soit pas équilibrée.

Le caractère aléatoire de l’intervalle de confiance

I(ω) =
]
Xn(ω)− 1

2
√
κn

,Xn(ω) +
1

2
√
κn

[
prend son sens dans un sondage par exemple. Dans un sondage ω à réponse
binaire (0 ou 1) de n individus, la moyenne (empirique) ou fréquence Xn(ω)

représente la proportion d’individus répondant 1, et l’intervalle de confiance
décrit une estimation au seuil se = 1 − κ autour de la fréquence obtenue.
Bien entendu, plus le nombre de personnes sondées est grand, plus la précision
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est accrue. Il est aussi parfois nécessaire de répéter les sondages afin d’exclure
les valeurs aberrantes (comme dans l’exemple précédent). Si A est l’événement
A = {ω ∈ Ω ; p ∈ I(ω)}, de probabilité donc ≥ 1−κ, un aléa ω ∈ Ω appartient
à A avec probabilité au moins 1− κ et à son complémentaire avec probabilité
au plus κ. Donc, même s’il n’y a qu’une expérience (sondage) ω, c’est ainsi qu’il
faut entendre le niveau de confiance se = 1− κ.

L’analyse précédente sur le modèle de Bernoulli peut être précisée quelque
peu en évitant la majoration, qui peut être grossière, p(1− p) ≤ 1

4 . Il suffit en
fait de conserver l’expression p(1−p) et d’effectuer une analyse sur un polynôme
du second degré (en p). En effet, si κ = p(1−p)

ε2n , l’inégalité |Xn − p| < ε prend
la forme (

Xn − p
)2

< ε2 =
p(1− p)
κn

,

autrement dit

(1 + κn)p2 −
(
2κnXn + 1

)
p+ κnX

2
n < 0.

La résolution de cette inéquation du second degré en la variable p indique que
p ∈ ]p−, p+[ avec

p± =
Xn + 1

2κn ±
√

1
4κ2n2 + 1

κn Xn(1−Xn)

1 + 1
κn

.

(Bien entendu, ces valeurs sont à restreindre à ]0, 1[.) L’intervalle de confiance
au niveau se = 1 − κ est ainsi I = ]p−, p+[. Pour l’expérience n = 106 avec
Xn = 1 au seuil κ = 1%, p− est de l’ordre de 0, 9999.

Il faut observer que quand n devient grand, le terme d’erreur pertinent
(autour de Xn) dans l’expression de p± est

√
1
κn Xn(1−Xn), donc d’ordre 1√

n
.

L’Exercice 1 présente une étude similaire lorsque l’échantillon (X1, . . . , Xn)

suit une loi commune exponentielle E(α) de paramètre α > 0 inconnu ou une
loi uniforme U(0, a), a > 0.
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2 Théorème central limite

Même si cet aspect ne sera pas développé, il est intuitivement important de
comprendre que les facteurs

√
n apparaissant dans les intervalles de confiance

précédents sont directement liés au théorème central limite (Leçon 20). En effet,
d’après ce dernier, et pour l’échantillon de variables de Bernoulli précédent,√

n

p(1− p)
(
Xn − p

)
converge en loi quand n tend vers l’infini vers une variable aléatoire G de loi
N (0, 1). En particulier, d’après la convergence des fonctions de répartition,

lim
n→∞

P
(√

n

p(1− p)
∣∣Xn − p

∣∣ > t

)
= P

(
|G| > t

)
pour tout t > 0 (la fonction de répartition d’une loi normale est continue).

Or la loi N (0, 1) a pour propriété que la probabilité P(|G| > t) est assez
petite même pour des valeurs de t > 0 modestes (voir par exemple les encadre-
ments de l’Exercice 1, Leçon 14). Pour s’en rendre compte, par symétrie,

P
(
|G| > t

)
= P(G > t) + P(−G > t) = 2

(
1− Φ(t)

)
où

Φ(t) =
1√
2π

∫ t

−∞
e−

1
2x

2

dx, t ∈ R,

est la fonction de répartition de la loi normaleN (0, 1). Des tables de loi normale
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évaluent Φ(t) pour de nombreuses valeurs de t. Il peut y être lu par exemple
que pour t de l’ordre de 2 (t = 1, 96), 2(1− Φ(t)) est plus petit que 5%.

Si donc la probabilité

P
(√

n

p(1− p)
∣∣Xn − p

∣∣ > t

)
est proche de P(|G| > t), pour t de l’ordre de 2 elle sera plus petite que 5%.
Ainsi

P
(∣∣Xn − p

∣∣ ≤ 2

√
p(1− p)

n

)
≥ 0, 95.
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Ceci revient, dans les notations du paragraphe précédent, à considérer
ε = 2

√
p(1−p)
n , et donc à formellement remplacer κ par 1

4 dans les intervalles
de confiance (donc des intervalles plus étroits).

Maintenant, tous ces arguments sont sujets à une bonne approximation
des probabilités dans le théorème central limite, question chargée de risque et
amplement étudiée notamment en statistiques. Le théorème de Berry-Esseen
(Leçon 20) est un des outils permettant de quantifier les erreurs.

3 Échantillon gaussien

Ainsi qu’il est connu, une variable aléatoire de loi normale N (m,σ2) est
caractérisée, dans la famille des lois gaussiennes, par ses paramètres de moyenne
m et de variance σ2 (Leçon 14).

Soit alors un échantillon (X1, . . . , Xn) de variables aléatoires gaussiennes
indépendantes de même variance σ2 connue et de moyenne m inconnue. En
rappelant Xn = 1

n

∑n
k=1Xk, il peut être observé que

Xn −m
σ√
n

suit une loi N (0, 1), car X1 + · · · + Xn a pour loi N (nm, nσ2) d’après les
propriétés d’addition des variables gaussiennes indépendantes, et donc Xn a
pour loi N (m, σ

2

n ) ; l’affirmation s’ensuit après translation et dilatation.

Un intervalle de confiance de la moyenne m au niveau se = 1 − κ > 0

s’obtient en posant
P
(
|Xn −m| ≤ ε

)
= 1− κ

car en renversant les inégalités

P
(
m ∈

[
Xn − ε,Xn + ε

])
= 1− κ.
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Afin de déterminer ε > 0 en fonction de κ, et donc l’intervalle de confiance au
seuil se = 1 − κ, soit à nouveau, pour faciliter les notations, G une variable
aléatoire de loi N (0, 1) ; en normalisant Xn −m par σ√

n
, comme Xn−m

σ√
n

est de
loi N (0, 1), l’identité précédente s’exprime comme

P
(
|G| ≤ εn

)
= 1− κ

pour εn = ε
√
n

σ . En rappelant Φ(t) = 1√
2π

∫ t
−∞ e

− 1
2x

2

dx, t ∈ R, la fonction de
répartition de la loi normale centrée réduite N (0, 1), il vient

P
(
|G| ≤ εn

)
= P(G ≤ εn)− P(G ≤ −εn) = Φ(εn)− Φ(−εn).

Pour des raisons de symétries déjà évoquées dans le paragraphe précédent
(Φ(−t) = 1 − Φ(t) pour tout t > 0), P(|G| ≤ εn) = 2Φ(εn) − 1, de sorte
que

2Φ(εn)− 1 = 1− κ.
La fonction Φ étant strictement croissante et continue sur R, donc inversible,
il s’ensuit que

ε
√
n

σ
= εn = Φ−1

(
1− κ

2

)
.

Comme déjà vu, si par exemple κ = 5%, une table de loi normale indique
que Φ−1

(
1 − κ

2

)
est de l’ordre de 2. Pour plus de simplicité dans l’exposition,

prendre cette valeur exacte 2. Poser alors ε = 2σ√
n
de sorte que

I =
[
Xn −

2σ√
n
,Xn +

2σ√
n

]
constitue un intervalle de confiance au niveau 95% pour le paramètre de moyenne
m de l’échantillon gaussien (X1, . . . , Xn).

Si la moyenne m est connue et la variance σ2 inconnue, l’estimateur corres-
pondant est fourni par

1

n

n∑
k=1

(Xk −m)2
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qui suit ce qui est appelée une loi du chi 2, χ2 (à n degrés de liberté). C’est en
fait une loi Gamma γ(n2 , α) pour une valeur de α > 0 dépendant de la variance
σ2 (α = 1

2 si σ2 = 1).

Si m et σ2 sont toutes deux inconnues, il convient de considérer successive-
ment

S2 =
1

n− 1

n∑
k=1

(
Xk −Xn

)2

(variance empirique) puis, à l’image de la première situation,

Xn −m
S√
n

qui suit une loi dite de Student 1, indépendante de m et σ2.

4 Estimateur statistique

Ce court paragraphe descriptif introduit la notion d’estimateur statistique.

Définition 1 (Estimateur statistique). Un estimateur statistique d’un échan-
tillon (X1, . . . , Xn) de variables aléatoires indépendantes de même loi est une
fonctionnelle

ξ̂ = Est(X1, . . . , Xn)

dépendant d’un paramètre (réel) ξ de la loi des variables à estimer.

Typiquement, le paramètre ξ pourra être la moyenne ou la variance, comme
dans les exemples de cette leçon.

Un intervalle de confiance de seuil se = 1 − κ associé à un estimateur
statistique est déterminé à partir d’une estimation probabiliste (inégalité de

1. William Gosset, connu sous le pseudonyme Student, statisticien anglais (1876–1937).
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Bienaymé-Tchebychev ou théorème central limite par exemple) du type

P
(
e1 < ξ̂ < e2

)
≥ 1− κ

pour des valeurs e1 < e2 (qui dépendent d’ordinaire de κ). Suivant les cas, les
inégalités e1 < ξ̂ < e2 peuvent se renverser pour fournir un encadrement de ξ,
appelé donc intervalle de confiance (qui pourra être ouvert ou fermé).

Les premiers exemples développés dans les paragraphes précédents illustrent
ainsi ce mécanisme pour l’estimateur de la moyenne

ξ̂ = Xn

si E(X1) = ξ. Cet estimateur est particulièrement pertinent lorsque dans une
famille de lois, l’espérance détermine le paramètre (comme par exemple pour
les lois de Bernoulli, de Poisson, exponentielle, certaines lois uniformes etc.).
En fait, un estimateur est dit sans biais si E(ξ̂ ) = ξ.

La qualité d’un estimateur peut être mesurée en moyenne quadratique
E([ξ̂ − ξ]2). Comme ξ̂ = ξ̂n dépend de la taille de l’échantillon, sa convergence
(en probabilité ou presque sûre), quand n tend vers l’infini, vers la vraie valeur
ξ peut être analysée, en vue de la consistance de l’estimateur.

Différents estimateurs peuvent être considérés. Voici une courte liste in-
cluant certains exemples déjà rencontrés, d’autres seront étudiés dans les exer-
cices :

Xn =
1

n

n∑
k=1

Xk moyenne

S2 =
1

n− 1

n∑
k=1

(
Xk −Xn

)2 variance

Mn = max
1≤k≤n

Xk maximum
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Fn(t) =
1

n

n∑
k=1

1]−∞,t](Xk), t ∈ R fonction de répartition empirique

ϕn(u) =
1

n

n∑
k=1

eiuXk, u ∈ R fonction caractéristique empirique

5 Statistique d’ordre

Étant donné un échantillon aléatoire (X1, . . . , Xn) de variables aléatoires
réelles (définies sur un espace probabilisé (Ω,A,P)), issu par exemple d’une
expérience statistique, il est une démarche naturelle consistant à ordonner les
variables X1, . . . , Xn, en ordre croissant par exemple. Cette étape permet sou-
vent de manière pratique d’identifier, voire d’éliminer, des valeurs extrêmes (ou
aberrantes).

L’échantillon réordonné (en ordre croissant), désigné par (X∗1 , . . . , X
∗
n), est

défini de la manière suivante : pour tout ω ∈ Ω, en l’absence de cas d’égalité,
soit τ la permutation de {1, . . . , n} (dépendant de ω !) telle que

Xτ(1)(ω) < · · · < Xτ(n)(ω).

Poser alors X∗k(ω) = Xτ(k)(ω), k = 1, . . . , n.

Ce paragraphe décrit brièvement la loi d’un échantillon ainsi réordonné,
appelé statistique d’ordre, dans un cas particulier.

Soient U1, . . . , Un des variables aléatoires indépendantes de même loi uni-
forme U(0, 1) sur ]0, 1[. Pour assurer un ordre sans ambiguïté, il est commode
d’observer que

P(∃ k 6= ` ;Uk = U`) = 0.
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En effet, par sous-additivité, cette probabilité est inférieure ou égale à∑
k 6=`

P(Uk = U`).

Comme Uk et U` (k 6= `) sont indépendantes de même loi U(0, 1),

P(Uk = U`) =

∫
]0,1[

P(Uk = x)dλ(x) = 0.

Il pourra donc être supposé dans la suite que pour tout ω d’un événement de
probabilité 1, U1(ω), . . . , Un(ω) sont distincts.

Considérer alors la partie ∆ de Rn

∆ =
{

(x1, . . . , xn) ∈ Rn ; 0 < x1 < x2 < · · · < xn < 1
}

dont la mesure de Lebesgue est 1
n! (par récurrence par exemple, ou comme

conséquence du raisonnement à suivre). Si φ : Rn → R est borélienne, positive
ou bornée, par définition du réarrangement,

E
(
φ(U ∗1 , . . . , U

∗
n)
)

=
∑
τ

∫
{Uτ(1)<···<Uτ(n)}

φ(Uτ(1), . . . , Uτ(n))dP,

la somme portant sur toutes les permutations τ de {1, . . . , n}. Comme les va-
riables aléatoires U1, . . . , Un sont indépendantes et équisdistribuées, la loi de
chaque vecteur (Uτ(1), . . . , Uτ(n)) est la même que celle de (U1, . . . , Un), qui est
simplement la loi uniforme sur le cube ]0, 1[n (mesure de Lebesgue produit).
Ainsi, toutes les intégrales dans la somme ci-dessus sur les permutations τ sont
égales à ∫

{U1<···<Un}
φ(U1, . . . , Un)dP =

∫
∆

φ dλn,

et il y en a n!. Autrement dit

E
(
φ(U ∗1 , . . . , U

∗
n)
)

= n!

∫
∆

φ dλn,
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exprimant que la loi de (U ∗1 , . . . , U
∗
n) est uniforme sur ∆ (de densité n!1∆ par

rapport à la mesure de Lebesgue sur Rn). L’énoncé suivant rassemble la conclu-
sion obtenue.

Proposition 2. Si U1, . . . , Un sont des variables aléatoires indépendantes de
même loi uniforme U(0, 1) sur l’intervalle ]0, 1[, la loi de l’échantillon réor-
donné (en ordre croissant) (U ∗1 , . . . , U

∗
n) a pour densité n!1∆ par rapport à la

mesure de Lebesgue sur Rn où

∆ =
{

(x1, . . . , xn) ∈ Rn ; 0 < x1 < x2 < · · · < xn < 1
}
.

La proposition suivante décrit une représentation très pratique de la loi de
cette statistique d’ordre (U ∗1 , . . . , U

∗
n) à partir de variables exponentielles.

Proposition 3. Soient X1, . . . , Xn, Xn+1 des variables aléatoires indépendantes
de même loi exponentielle E(1) de paramètre 1 ; poser Sk = X1 + · · · + Xk,
k = 1, . . . , n+ 1. Alors, le vecteur aléatoire(

S1

Sn+1
,
S2

Sn+1
, . . . ,

Sn
Sn+1

)
a même loi que (U ∗1 , . . . , U

∗
n).

Démonstration. Par construction (les variablesX1, . . . , Xn, Xn+1 prennent leurs
valeurs dans ]0,∞[ presque sûrement), le vecteur aléatoire considéré dans
l’énoncé, noté Z dans la suite, est bien à valeurs (presque sûrement) dans ∆.
La loi de (X1, . . . , Xn+1) étant le produit de n + 1 lois exponentielles E(1),
par le théorème de transport (dans Rn+1), pour toute fonction φ : Rn → R
borélienne, positive ou bornée,

E
(
φ(Z)

)
=

∫
]0,∞[n+1

φ

(
x1

x1 + · · ·+ xn+1
, . . . ,

x1 + · · ·+ xn
x1 + · · ·+ xn+1

)
e−

∑n+1
k=1 xkdλn+1.
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Il est naturel de considérer le changement de variables y = h(x) de ]0,∞[n+1

dans ∆× ]0,∞[ défini par

yk =
x1 + · · ·+ xk
x1 + · · ·+ xn+1

, k = 1, . . . , n, yn+1 = x1 + · · ·+ xn+1.

Le calcul du jacobien de h se trouve simplifié en analysant celui de la transfor-
mation inverse x = h−1(y),

xk = (yk − yk−1)yn+1, k = 1, . . . , n, xn+1 = (1− yn)yn+1

(avec la convention y0 = 0) qui est égal à

dét

((∂h−1
k

∂y`
(y)
)
k,`

)
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

yn+1 −yn+1 0 · · · 0 0

0 yn+1 −yn+1 · · ·
... ...

0 0 yn+1 · · · 0 0
... ... 0 . . . −yn+1 0

0 0
... . . . yn+1 −yn+1

y1 y2 − y1 y3 − y2 · · · yn − yn−1 1− yn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

En remplaçant la deuxième colonne par sa somme avec la première, puis la
troisième par sa somme avec la deuxième (nouvellement formée) et ainsi de
suite, il vient

dét

((∂h−1
k

∂y`
(y)
)
k,`

)
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

yn+1 0 0 · · · 0

0 yn+1 0
... 0

... . . . yn+1
. . . ...

0 · · · 0 . . . 0

y1 y2 y3 · · · 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= ynn+1.

Il en résulte que

dét
(
Jh(x)

)
=

1

dét(Jh−1(y))
=

1

ynn+1

=
1

(x1 + · · ·+ xn+1)n
.
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L’application de la formule du changement de variable (Leçon 5), puis le théo-
rème de Fubini-Tonelli, fournissent ainsi

E
(
φ(Z)

)
=

∫
∆× ]0,∞[

φ(y1, . . . , yn) y
n
n+1e

−yn+1dλn(y1, . . . , yn)dλ
1(yn+1).

Comme
∫

]0,∞[ y
n
n+1e

−yn+1dλ1(yn+1) = Γ(n + 1) = n!, la loi de Z a pour densité
n!1∆ par rapport à la mesure de Lebesgue sur Rn, ce qui conclut au résultat.

La démonstration montre de la même façon que Z est indépendant de Sn+1.
L’Exercice 7 prolonge cette proposition en déterminant la loi de Sk

Sn+1
pour

chaque k = 1, . . . , n.

La construction précédente à travers des variables aléatoires indépendantes
de loi exponentielle a d’autres vertus, comme par exemple le résultat décrit
dans l’Exercice 8 qui s’établit essentiellement suivant le même schéma.
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6 Découverte : Spectre de matrice aléatoire

L’Exercice 6 montre comment, pour un échantillon (X1, . . . , Xn) de va-
riables aléatoires (réelles) indépendantes de même loi sur un espace probabilisé
(Ω,A,P), la mesure empirique

1

n

n∑
k=1

δXk

approche la loi commune des éléments de l’échantillon. Cette mesure aléatoire
associe en effet à chaque ω ∈ Ω la mesure de probabilité (discrète) 1

n

∑n
k=1 δXk(ω)

sur les boréliens de R, et la fonction de répartition Fn(·)(ω) de cette dernière
est donnée par

Fn(t)(ω) =
1

n

n∑
k=1

δXk(ω)

(
]−∞, t]

)
=

1

n

n∑
k=1

1]−∞,t]
(
Xk(ω)

)
, t ∈ R.

D’après la loi des grands nombres, pour chaque t ∈ R, Fn(t) converge presque
sûrement vers E(1]−∞,t])(X1) = P(X1 ≤ t), c’est-à-dire la fonction de réparti-
tion de la loi commune, traduisant bien l’approximation en loi.

La mesure empirique 1
n

∑n
k=1 δXk

peut clairement être considérée pour des
variables aléatoires à valeurs dans des espaces plus généraux.

La recherche récente a étudié des propriétés du même type pour des échan-
tillons de valeurs propres de matrices aléatoires. Voici une illustration simple.

Soit Xk,`, k, ` ∈ N, une famille de variables aléatoires réelles, indépendantes
de même loi ; pour chaque n ∈ N, former la matrice carrée Mn = (Xk,`)1≤k,`≤n,
qui est donc une « matrice aléatoire ». Cette matrice admet des valeurs propres,
complexes, aléatoires, ρ1, . . . , ρn, au nombre de n, éventuellement avec répéti-
tion. Il est intéressant de comprendre le comportement asymptotique de la ma-
trice Mn, lorsque sa taille n tend vers l’infini, à travers le comportement de son
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spectre, sous la forme globale de sa mesure spectrale 1
n

∑n
k=1 δρk , qui est donc

une mesure (sur C) aléatoire (analogue à la mesure empirique précédente).

Un résultat important de la théorie établit que, sous les seules conditions de
moments (normalisés) E(X1,1) = 0, E(X2

1,1) = 1, presque sûrement, pour tout
rectangle R = ]−∞, s]× ]−∞, t], s, t ∈ R, de R2,

1

n

n∑
k=1

δ ρk√
n

(R) =
1

n

n∑
k=1

1R

( ρk√
n

)
converge, quand n tend vers l’infini, vers 1

πλD(R) où λD est la mesure de Le-
besgue de C (R2) restreinte au disque unité D. La mesure spectrale 1

n

∑n
k=1 δρk

approche donc en loi la mesure uniforme sur le disque.

18



Exercices

(Une étoile * désignera une question de difficulté supérieure.)

Exercice 1. Soit (X1, . . . , Xn) un échantillon de variables aléatoires sur
(Ω,A,P), indépendantes de même loi exponentielle E(1

ξ ) de paramètre 1
ξ > 0.

Pour tout n ≥ 1, poser comme dans la leçon, Xn = 1
n(X1 + · · ·+Xn).

a) Rappeler la moyenne et la variance de X1.

b) Démontrer que pour tout t > 0,

P
(
|Xn − ξ| ≥ t

)
≤ ξ2

t2n
.

c) Calculer un intervalle de confiance au seuil se = 1−κ de ξ pour l’estimateur
de la moyenne lorsque κn > 1.

d) Mêmes questions si les variables X1, . . . , Xn sont indépendantes de même loi
uniforme U(0, a) sur [0, a], où a > 0 est un paramètre inconnu à estimer.

Exercice 2. Un vol Toulouse-Paris est assuré par un avion de N = 150

places. Pour un vol de ce type, des estimations ont montré que la probabilité
pour qu’une personne confirme son billet est p = 0, 75. La compagnie vend n
billets, n > 150. Soit X la variable aléatoire « nombre de personnes parmi les
n possibles ayant confirmé leur réservation pour ce vol ».

a) Quelle est la loi exacte suivie par X ?

b) Quel est le nombre maximum de places que la compagnie peut vendre pour
que, à au moins 95%, elle soit sûre que tout le monde puisse monter dans
l’avion (c’est-à-dire trouver n tel que P(X > 150) ≤ 0, 05) ? (Indication :
utiliser l’inégalité de Tchebychev ; proposer une estimation plus précise à partir
du théorème central limite.)

c) Discuter suivant les valeurs de N , p et n.
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Exercice 3 (Processus de Poisson). Soit Xn, n ∈ N, une suite de variables
aléatoires indépendantes de même loi exponentielle E(α) de paramètre α > 0.
Poser Sn = X1 + · · · + Xn, n ≥ 1, et par convention S0 = 0. Pour tout t > 0,
soit Nt = sup{n ≥ 0 ;Sn < t}.
a) Quelle est la loi de Sn ?

b) Établir que, pour tout n ∈ N,

P(Nt = n) = P(Sn < t)− P(Sn+1 < t).

En déduire la loi de Nt.

Exercice 4 (Loi de Student). Soient X et Y deux variables indépendantes,
X de loi N (0, 1) et Y de loi Gamma γ(n2 ,

1
2) de paramètres n

2 et 1
2 , aussi appelée

loi du χ2 à n ≥ 1 degrés de liberté. La loi de

Tn =
X√
Y
n

est appelée loi de Student à n degrés de liberté. Montrer que cette loi a une
densité, et la décrire (ainsi que son histoire ! ).

Exercice 5. Soient X1, . . . , Xn des variables aléatoires indépendantes de
même loi normale centrée réduite N (0, 1) et soit X le vecteur (X1, . . . , Xn).
Soit O une matrice n × n orthogonale, et soit Y = OX ; rappeler pourquoi∑n

k=1X
2
k =

∑n
k=1 Y

2
k .

a) Démontrer que Y a même loi que X.

Poser

X =
1

n

n∑
k=1

Xk et S2 =
1

n− 1

n∑
k=1

(
Xk −X

)2
.

b) En choisissant O dont tous les termes de la dernière ligne sont égaux à 1√
n
,
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vérifier que

(n− 1)S2 =
n∑
k=1

X2
k − nX

2
=

n∑
k=1

Y 2
k − Y 2

n =
n−1∑
k=1

Y 2
k .

c) Déduire de ce qui précède que X et S2 sont indépendantes et que (n− 1)S2

a la même loi que
∑n−1

k=1 X
2
k .

Exercice 6 (Théorème de Glivenko 2-Cantelli 3). Soit Xn, n ∈ N, une suite
de variables aléatoires réelles définies sur un espace probabilisé (Ω,A,P), indé-
pendantes de même loi P sur les boréliens de R de fonction de réparti-
tion F .

Pour tout n ≥ 1, et tout t ∈ R, considèrer la variable aléatoire, dite fonction
de répartition empirique, Fn(t) : (Ω,A,P)→ [0, 1] définie pour tout ω ∈ Ω par

Fn(t)(ω) =
1

n

n∑
k=1

1]−∞,t]
(
Xk(ω)

)
.

C’est la fonction de répartition de la mesure (discrète) 1
n

∑n
k=1 δXk(ω) sur B(R).

a) Démontrer que pour tout t ∈ R, limn→∞ Fn(t) = F (t) presque sûrement.

b) Soit L ≥ 1 un entier et soient t0 < t1 < · · · < tL des réels ; démontrer que,
presque sûrement, limn→∞max0≤`≤L |Fn(t`)− F (t`)| = 0.

Il est supposé dans la suite du problème que P est la loi uniforme sur [0, 1].

c) Démontrer que, pour tout L ≥ 1 et tout n ≥ 1,

sup
t∈[0,1]

∣∣Fn(t)− t∣∣ ≤ max
0≤`≤L

∣∣Fn( `L)− `
L

∣∣+ 1
L .

2. Valery Glivenko, mathématicien ukrainien et soviétique (1896–1940).
3. Francesco Paolo Cantelli, mathématicien italien (1875–1966).

21



d) Déduire de ce qui précède que l’ensemble

A =
{
ω ∈ Ω ; lim

n→∞
sup
t∈[0,1]

∣∣Fn(t)(ω)− t
∣∣ = 0

}
contient un ensemble mesurable de probabilité égale à 1.

Exercice 7 (Lois Gamma et Beta). Soient X1, . . . , Xn des variables aléa-
toires indépendantes de même loi exponentielle E(α) de paramètre α > 0.

a) Démontrer que la loi deX1+· · ·+Xn, est une loi Gamma γ(n, α) (Exercice 8,
Leçon 10), de densité x 7→ 1

Γ(n) α
nxn−1e−αx par rapport à la mesure de Lebesgue

sur ]0,∞[ (rappeler que Γ(n) = (n− 1)!).

Pour plus de simplicité dans la suite, prendre α = 1 (le cas général s’en
déduisant compte tenu que αX1 suit une loi exponentielle de paramètre 1 si X1

est de paramètre α – à vérifier).

b) Démontrer que X1

X1+X2
est indépendant de X1 + X2, et suit la loi uniforme

sur ]0, 1[.

c*) Généraliser la question précédente en déterminant, pour k = 1, . . . , n − 1,
la loi de

X1 + · · ·+Xk

X1 + · · ·+Xn
,

dite Beta et notée β(k, n− k). En déduire la valeur de
∫ 1

0 x
k−1(1− x)n−k−1dx.

(Indication : écrire X1 + · · · + Xn = (X1 + · · · + Xk) + (Xk+1 + · · · + Xn) et
utiliser la question a). )

À l’image des lois γ(n, α), les lois Beta β(k, `) peuvent être extrapolées pour
k, ` ∈ ]0,∞[.
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Exercice 8*. Soient X1, . . . , Xn, Xn+1 des variables aléatoires indépen-
dantes de même loi exponentielle E(1) de paramètre 1 ; poser Sk = X1+· · ·+Xk,
k = 1, . . . , n+ 1.

a) Démontrer que la loi du vecteur aléatoire(
X1

Sn+1
,
X2

Sn+1
, . . . ,

Xn

Sn+1

)
est uniforme sur (le simplexe) ∆ =

{
y ∈ ]0,∞[n ;

∑n
k=1 yk < 1

}
.

b) Vérifier que (
X1

Sn+1
,
X2

Sn+1
, . . . ,

Xn+1

Sn+1

)
est indépendant de Sn+1 (et donc aussi

(
X1

Sn+1
, X2

Sn+1
, . . . , Xn

Sn+1

)
).
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