Lecon 3 Exercices corrigés
(Une étoile * désignera une question de difficulté supérieure.)

Exercice 1. Démontrer que si (X, A,pu) est un espace mesuré et
f (X, A u) — (R, B(R)) est mesurable positive, 'application

= j/(fdﬂ/zzb/n(lAf)du7 flEEJ&
A X
est une mesure sur (X,.4). Elle vérifie en outre que v(A) = 0 si pu(A) = 0.

Corrigé. Soit une famille A,,, n € N, d’éléments de A deux & deux disjoints;
pour tout N > 1, par disjonction et linéarité (relation de Chasles),

/X@lujjl fdp = / <21A,,)fdﬂ = Z/ La, f)dp

n=1

Lorsque N — o0, le théoréme de convergence monotone permet d’affirmer que
My [ (]]_UnN:] Anf)d,u = [y (]lUneN Anf) dy de sorte que

y< U An) =) v(4,),

neN neN

ce qu'il fallait démontrer. (Le dernier argument ne fait que développer ceux
conduisant au Corollaire 4 sur le théoréme de convergence monotone pour les
séries.) Si p(A) = 0, la fonction 14f est nulle p-presque partout (I’ensemble
ou f n’est pas nulle est contenue dans A). Donc v(A) = [ (1af)du = 0.

Exercice 2 (Continuité de l'intégrale au voisinage de la partie vide.) Soit f
une fonction intégrable sur un espace mesuré (X, A, u). Montrer que pour tout
e >0, il existe n > 0 tel que si A € A vérifie u(A) < n, alors [, |fldp < e.



Corrigé. Par convergence monotone ou dominée, il existe t > 0 tel que
f{|f|>t} |fldu < 5. Ainsi, par la relation de Chasles et la conservation de l'ordre,

duy = du -+ d
/A Fldu /A 1 /A o 1
< tu(An{lf] < 1)) +/ Fldu

|fI>t}

{IfI>t
< tu(A) + / fldu
{lfI>t}

< tpu(A) +

3

37, Laffirmation s’ensuit,

Sin=

Exercice 3. Soit (X, A,u) un espace mesuré fini, et soit
f: (X, A) = (R,B(R)) une fonction mesurable; démontrer que les quatre as-
sertions suivantes sont équivalentes : (i) f est intégrable par rapport & pu;
(ii) limy, s f{IfIZn} \fldp = 0; (iii) >, cynpn < [fl < n+1) < oo; (iv)*
> en 1] =) < oc.

Corrigé. Si f est intégrable, d’aprés les théorémes de convergence monotone
ou dominée, lim,, . f (If|>n} |fldp = 0. Réciproquement, si cette limite est
nulle, il existe n tel que f{lf\Zn} |fldp < 1 (par exemple). Mais alors, par la
relation de Chasles,

dy = d du < 1
/X Fldp /{ Wl /{ < a1 <)+

qui est fini car p est finie. L’équivalence entre (i) et (iii) est une comparaison



entre intégrale et série, & nouveau a travers I'identité de Chasles :

[ sl =Y / fldp

< Z(n+1),u(n§|f|<n—l—1)

n>0

< p({Ifl<1})+2> npn<|fl<n+1)

n>1

Donc si la série converge, f est intégrable, et la réciproque est identique par
comparaison inférieure. Pour I’équivalence avec (iv), pour tout N > 1,

N
S iz = S S k<1l < ko)
n=1 n=1 k>n
min(N,k)
=) Z (k<|fl<k+1)

k>1 n=1

me]\fk (k<|fl<k+1).

k>1

Quand N — oo, 'équivalence (iii) < (iv) en découle.

Les séries du type (iv) approchent l'intégrale [ |f|dp suivant un schéma
horizontal qui s’oppose a la sommation de rectangles verticaux dans l'intégrale
de Riemann. Plutdt en effet que d’additionner des surfaces de rectangles dont les
bases sont définies a I’aide d’une subdivision initiale et les hauteurs réprésentant
les valeurs successives de |f|, une sommation >~ u(|f| > n) collecte les
rectangles suivant des hauteurs pré-déterminées et des bases correspondant aux
ensembles ot | f| est de plus en plus grande.
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Exercice 4 (Lemme de Scheffé'). Soient f,, n € N, f des fonctions
positives intégrables sur (X, A, u) telles que f, — f p-presque partout et

[x fadp — [y fdp. Démontrer que
n—0 Jx
(Il pourra étre établi pour commencer que lim,,_,« [ <(f = fa)Tdp=0.)
Corrigé. Comme, par continuité, (f — f,)* — 0 p-presque partout, et
(f — fu)T < f, n € N, le théoreme de convergence dominée indique que

limy, o0 [ (f — fu)Tdp = 0. Pour tout nombre réel a, |a| = 2a* — a. Ainsi,
pour tout n € N,

J15=law =2 [ (6= gdn [ (7= s

La conclusion s’ensuit d’aprés ce qui précede et les hypotheses.

1. Henry Scheffé, statisticien américain (1907-1977).
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Exercice 5. Démontrer a l'aide du théoréme de convergence dominée que,
pour tout z € C,
Z\ "

lim <1+—> = e°.

n—o0 n
Indications : utiliser la mesure de comptage sur NU {0} ; développer (1 + %)n
par la formule du bindme, et identifier une suite de fonctions f,, (sur NU {0})
et sa limite f.)

Corrigé. Soit z € C fixé dans la suite; en suivant les indications,

k

Z\ "™ /0 2 - n! z
(1+ﬁ) :Z<k)ﬁzz(n—k)'nkg
k=0 k=0

Soit alors, pour tout n € N, f,, la fonction sur NU {0} définie par

n. zk .
Falk) = mﬁ si 0<k<n,
' 0 si k>n,

de sorte que, si p est la mesure de comptage sur N U {0},

(1 + %)n - /NU{O} £ dp.

Pour chaque k fixé, lim,, o fn(k) = 7{;—’: = f(k). Par ailleurs, |f,(k)| < i—'lk,

k € NU {0}, en module, de sorte que la suite f,, n € N, est uniformément
k

dominée par la fonction %, k € N U {0}, intégrable par rapport a la mesure

de comptage sur NU{0}. Par application du théoréme de convergence dominée

pour des fonctions a valeurs complexes (c’est-a-dire simplement ce théoréme

sur les parties réelle et imaginaire),

<k
z

lim fndu:/ fdu = E — = e
NU{0} — k!

(est la conclusion annoncée.



Exercice 6. Soient u et v deux mesures finies sur la o-algebre B(R) des
boréliens de R ; démontrer que si fR fdu = fR fdv pour toute fonction continue
bornée f : R — R, alors u = v. (Indication : approcher l'indicatrice 1,y par
une fonction continue bornée.)

Corrigé. Si a < b, poser pour tout n > 1,

(

0 sl :L’Sa—%,
n(x—a)+1 si a—+<z<a,
falz) = < 1 sioa<axz<b,
—n(z—b)+1 si b<z<b+,
\0 si $2b+%.
\ T
| [}
_ / | _
a-L o b lo+_:.L
La,b]

La fonction f,, est continue et bornée (par 1). Par construction,

/and,u = ,u([a,b])+/}_1 [[n(a:—a)le}d,ujL/ | — n(z —b) +1]dp.

oo+
Or
‘/ [n(x—a)+1]d,u| < / in(z —a)+1ldp < p(la— 1 af)
Ja—L a] Ja—7al
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qui tend vers 0 quand n — oo (car la famille d’intervalles |a — %, al, n > 1,
décroit vers la partie vide et p est finie). Par le méme raisonnement sur les
intervalles )b, b + L[,
lim Jndp = M([au b])

R

n—oo

Avec la propriété correspondante le long de la mesure v, il s’ensuit que p([a, b)) =
v([a, b]) pour tout intervalle [a,b], a < b. La tribu borélienne étant engendrée
par les intervalles, la propriété d’'unicité dans le théoréeme de Carathéodory
(Théoreéme 5, Legon 2) assure que pu = v.

Exercice 7. Soient les fonctions u(z) = 11,513 (2) et v(z) = Lgnpy (),
x € R; discuter de la véracité des assertions suivantes :
(i) La fonction w est continue partout sauf sur un ensemble dénombrable de

points. Comme ce dernier est de mesure de Lebesgue nulle, u est presque partout
continue, et donc intégrable au sens de Riemann.

(ii) La fonction v est continue partout sauf sur 'ensemble @ N [0, 1]. Comme
ce dernier est de mesure de Lebesgue nulle, v est presque partout continue, et
donc intégrable au sens de Riemann.

(iii) Les fonctions w et v sont intégrables au sens de Lebesgue et [, ud\ =
Jz vdX = 0.

(iv) La fonction v n’est pas intégrable au sens de Riemann.

Indications. Appliquer les propriétés et théorémes de la lecon.

Exercice 8. Soit f,, = # Ij1,, n > 1; existe-t-il une fonction intégrable
positive A (pour la mesure de Lebesgue sur [1,00[) telle que f,, < h,n > 17
Méme question pour f, = nh}(n) L, n> 2.



Exercice 9. Etudier les limites quand n tend vers l'infini de

>1 ! > 1
0 n o (1+2) 1 (I4x)n

Exercice 10 (Fonction Gamma). Soit I'(p) = f]ovoo[xp_le_xd)\(x), p > 0,
la fonction Gamma. Démontrer que I' est continue, indéfiniment dérivable, et
calculer sa dérivée n-iéme. Montrer que 'on a I'(p + 1) = pI'(p) pour tout
p > 0, et en déduire 'expression de I'(n + 1) lorsque n € N.

Exercice 11. Dans cet exercice, (X, B, \) est 'espace mesuré défini par
X =]0,00[, B la tribu borélienne sur X et A la mesure de Lebesgue. Soit la
fonction

Flt) = /X e " =N ().

Quel est le domaine de définition de f7? Démontrer que f est continue sur
[0, co[, dérivable sur ]0, oo[. Etablir que pour tout ¢ > 0, f(t) = —\/% f(t). En
déduire 'expression de f(t).

Exercice 12. Soit la fonction f : (R, B(R)) — (]0, oo, B(]0, 00])) définie
par f(x) = e * x € R. Décrire I'image de la mesure de Lebesgue A sur B(R))
par la fonction f(x) =e ", z € R.

Corrigé. La mesure image Ay est portée par ]0,00[ (car f y prend ses va-
leurs). Soit ]a, b] un intervalle de |0, oo[; par définition de mesure image,

Ar(Ja,b]) = A{z € X;a<e ™ <b}) = In(b) — In(a).

"1 1
In(b) —In(a) = —dx = —d\
a ¥ Ja,b]

(au sens de Riemann ou de Lebesgue), la mesure A; coincide, sur tous les

Comme

intervalles |a,b], 0 < a < b < o0, avec la mesure de densité %, x €10, 00],
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par rapport a la mesure de Lebesgue sur R. Par 'unicité dans le théoreme de
Carathéodory (Théoréme 4, Lecon 2), ces deux mesures sont identiques.

Exercice 13* (Méthode de Laplace?). Soit f une fonction positive de classe
C? sur [—1,+1] dont le maximum (global) est atteint uniquement en 0, et telle
que f(0)=1et f(0) <O.
a) En utilisant une formule de Taylor, démontrer que pour tout 0 < & < — f”(0),
il existe n > 0 tel que pour tout x € [—n, +7),

$2 2

1+ (£10-35) 5 < f) < 1+ (F0+3) 5

b) En faisant usage des inégalités élémentaires e < 1+4u < e pour u > —%,
en déduire que pour tout x € [—n, 47,

SO < f(r) < B0,

¢) Démontrer 1'équivalence, pour r — oo,

roy 2T
[ =

Décomposer l'intégrale sur [—n, +n| et son complémentaire.
g n, TN

d) Application a la fonction Gamma d’Euler I'. Démontrer que, pour tout p > 0,

Dp+1) = pHle? / (z + 1Pe P d)
[_1700[
En appliquant ¢) (étendu a [—1, oo[), déduire I'équivalent quand p — oo (for-
mule de Stirling?)

LCp+1) ~ 2mppPe®.

2. Pierre-Simon de Laplace, mathématicien, astronome, physicien et homme politique frangais (1749-
1827).
3. James Stirling, mathématicien écossais (1692-1770).
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Corrigé. a) Comme f” est continue sur [—1,+1], il existe n > 0 tel que
|f"(x) — f"(0)] < 5 pour tout x € [—n,+n]. D’aprés la formule de Taylor a
I'ordre 2 avec reste intégral,

f(x) =1+ /Ox(x —u) f"(u)du
=1+ % 17(0) + /Ox(x —u) [f"(u) — f”(O)}du

(ou il a été utilisé que f(0) =1 et f/(0) = 0). Ainsi

2 8332

L+ (F10)-35)5 < f@) <1+ (F0+5) 5

pour tout € [—n, +n|. b) Pour utiliser les inégalités élémentaires et < 14y
< e" pour u > —1, choisir également 1 > 0 de sorte que (f”(0) — %)%2 > —1 et
2

2 4

(r0-3)5-(r0-3) 5z 0-9%

2
pour tout x € [—n, +n]. ¢) En suivant l'indication, pour tout r > 0,

/ Frd) = / Frdx + / FrdA.
[717+1] [77774»77] [*77#77}6

/ frdx < / ez (" (O0)+e)a® gy
[=n,+1] [=n,+1]

En posant a = —r(f”(0) + &) > 0, aprés un changement de variable,

/ es(f1(0)+e)a? gy L/ e_%?ﬂd)\.
[=n,+n] \/a [—nva,+ny/al

En observant que [, e 2 d\ = /27 (voir Exercice 4, Legon 4), il s’ensuit que

D’aprés b),

2T
(0)+e)

lim sup /7 frd\ < \/ -
[_777+77] _(f

r—00
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Par ailleurs, comme f(0) = 1 est un maximum global unique, si x ¢ [—n, +7],
f(z) <a<1, et donc

lim \/r Frax = 0.

e [_7]"“77}0

En conclusion

2T

(0)+¢)

lim sup /7 frdx < -
(—1,41] —(f

r—00

Un raisonnement similaire fournit

27
lim inf /1 frdx > :
A \/ —F -9

Il ne reste plus qu’a faire tendre € vers 0 pour atteindre I'affirmation demandée.
d) Par définition

I'p+1) = / xPe”"d\
[0,00]
_ pp—i-l/ yPe P\
[0,00]
— pp+1e_p/ (z+ 1)Pe P?dA
[_1700[

apreés deux changements de variables élémentaires. La fonction f(x) = (z + 1)e”
x € [—1,00], est de classe C? sur [—1, 00|, avec un maximum global en 0, telle
que f(0) =1et f”(0) = —1. Comme elle tend vers 0 a l'infini, le raisonnement
mené en ¢) s’étend, pour conclure donc que

/ fran ~ 2T
[—1,00] p

Puisque I'(p + 1) = pPTle™ f fpdA la formule de Stirling en découle.
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Exercice 14. Soit p une mesure de probabilité sur [0, 1], et soient m =
Joywdu, v = foy(z = mPdu, a = [y atdp —m? ot b = (3 = m)?
+ f[o 1 z(1 — x)dp. Exprimer v et b en fonction de a. En déduire que a < le ot

que a = }L pour une unique mesure i que 'on déterminera.

et

Indications. 0 <v=aet0<b= i —a. Si b= 0, nécessairement m = %

z(1 — x) = 0 p-presque partout.

Exercice 15 (Distance en variation totale). Si p et v sont deux mesures
de probabilité sur un ensemble fini ou dénombrable X (muni de la tribu des
parties P(X)), on définit leur distance en variation totale

drv(p,v) = sup |p(A) —v(A)|.
ACX
a) Vérifier que dry est une distance sur 'espace des mesures de probabilité sur

(X, P(X)).

b) Démontrer que

= o 3 ul{e)) — (e}

zeX

1
drv(p,v) = 5 Sup

Afw—wa

ou le supremum dans l'expression du milieu porte sur toutes les fonctions
f: X — [-1,41]. (Indication : considérer A, = {x € X;u({z}) > v({z})}.)

Corrigé. b) Par 'inégalité triangulaire,

‘L/chhb L/‘fdv S f(@) [u({e}) —z&{x}ﬂ‘

rzeX

< > |ul{z}) —v({a})]

reX
si|f| < 1. Parailleurs, si A C X et f=1,4— 1y €[—1,+1],
[ fdn= [ rav = 2[ua) - v
X X
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de sorte que dry(p,v) < % sup ’ [x fdp— [y fdu’. Ainsi

/deu—/xfdv

Pour réaliser les égalités, observer que, avec A, = {x € X;u({z}) > v({z})},

> lul{z}) = v({=})]
= > [p{z}) —v{=h] = Y [p({x}) — v({z})]

rEA, rEAS
= [u(A) — v(A)] — [(AS) — v(A9)]
— 2[u(A,) — v(A)]
< 2dpy(p,v).

1

drv(p,v) < - sup

. < 53 ul{e)) —w({a})

rzeX

Il peut étre noté alors que la fonction f = 14, — 14 réalise 'optimum dans le
supremum sur les fonctions f a valeurs dans [—1, +1].

Exercice 16* (Mesure de Cantor). Rappeler la construction de 'ensemble
de Cantor dans I'Exercice 9, Legon 2.
a) Poser, pour tout n € N, et tout z € [0,1], F,(z) = (2)"A([0,2] N E,,).
Représenter Fy, F1, F5. Démontrer que

|Fo(z) — Fa(2)| <

S i rel[0,1], n > 1.

En déduire que la fonction F(z) = lim,, o Fy,(x), € [0, 1], existe, est crois-
sante et continue.
b) Soit Af" la mesure de Stieltjes sur [0, 1] associée a la fonction croissante F'; la

mesure A7 comporte-t-elle une partie atomique ? Est-elle absolument continue
par rapport a la mesure de Lebesgue A7 Lui est-elle étrangere ?
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Corrigé. a) La fonction F,, est constante sur ES de sorte que, comme
E, C E,_1, F, et F,,_; coincident sur £ _,. Si x € E),_1, il appartient a ['une
des cellules triadiques, qui se décompose en trois cellules au rang n. Sur cette

cellule, la différence |F,(z) — F,_1(z)| est au plus 72+. Comme

Z sup !Fn(x) —Fn_l(x)’ < 00,

la suite F},, n € N, est de Cauchy dans I'espace des fonctions continues sur [0, 1]
muni de la norme uniforme, donc y converge vers une limite continue F'.
La fonction F' est croissante puisque toutes les F,, le sont. b) La fonction F
étant continue, la mesure de Stieltjes A" n’admet pas d’atomes. Sur l'ouvert E¢,
F' = F,, est constante. Tout ouvert de R étant une réunion disjointe d’intervalles
ouverts, et la mesure A" d’un intervalle étant nulle si F' est constante sur cet
intervalle, il s’ensuit que A\*'(E%) = 0. Donc, si C' =), oy En est Uensemble de
Cantor, AI'(C¢) = 0 et AI'(C) = 1. Rappeler que A(C) = 0. La mesure A est
donc étrangére a la mesure de Lebesgue.
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