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Modéles de Mélange Gaussien

k : nombre de classes
v €[0,1]% tel que Zle v; =1 : poids du mélange
Vie{l,...K}, u; € RP et I; € ST(p).
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k : nombre de classes
v €[0,1]% tel que Zle v; =1 : poids du mélange
Vie{l,...K}, u; € RP et I; € ST(p).

Loi de (X, Z) € R x {1,...,k} :
Z ~ M(v)
X|Z ~N(pz,2z)

Loi Marginale : X ~ f avec f = 3% | viop(ui, 25)
Données :

Echantillon supervisé (X1,21), ..., (Xn, Zn).
Echantillon non supervisé (X1,..., Xn).



Différents objectifs statistiques

Echantillon supervisé :

m Estimation des paramétres p;, X;
Classification
Sélection de structure différentiant les classes

Test d’homogénéité : 1 = ... = pg, X1 = ... = .
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Différents objectifs statistiques

Echantillon supervisé :
m Estimation des paramétres p;, X;
m Classification
m Sélection de structure différentiant les classes

m Test d’homogénéité : 1 = ... = pg, X1 = ... = .

Echantillon non supervisé :
m Estimation des paramétres des composantes
m Estimation de densité f.
m Clustering; Classification
m Sélection de structure différentiant les classes
n

Test d’homogénéité
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Objectifs de 'exposé

Quelques questions :

m Quelle est la difficulté “intrinséque” de chacun des problémes ?
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Estimation des composantes

Estimation de la densité
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Echantillon supervisé

Estimation des composantes p;, 3; ~ probléme d’estimation paramétrique

p+(p+1)p/2

Sans hypothése de structure : Vitesse d'estimation (ex Kullback) en o
i
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Estimation des composantes p;, 3; ~ probléme d’estimation paramétrique

pt(p+1)p/2

vin

Sans hypothése de structure : Vitesse d'estimation (ex Kullback) en

Estimation simultanée de moyennes et covariance avec présence de structure :
parcimonie de y, parcimonie de £ 71, ..

pénalisation I, Glasso d'Aspremont et al. (2006), Raskutti et al (2011)

Estimation de la densité du mélange

Lemme (Genovese et Wasserman (2000) )

Soient f = E;“:l a; f; et g= Ef:l b;g; deux mélanges. On a

k
d%(f,9) <D dy(aifi,bigi) »
1=1

Premiére conséquence : controle de I'erreur en estimation de densité.

kp?

k2
= PV
Eld% (f, )] S Zl S



Echantillon non supervisé - Estimation de densité

L(z1,...,2Zn) Zlog [Z Vz¢(#i,2i):|

i=1

Maximisation de la vraisemblance ~~ Algorithme EM.
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Echantillon non supervisé - Estimation de densité

n k
L(z1,...,2n) = Zlog [Z vip(wi, El):|
i=1 i=1

Maximisation de la vraisemblance ~~ Algorithme EM.

k
Rappel : d%;(f,9) <> d3(aifi,bigi) ,

1=1

2e conséquence : contrdle de I'entropie d'une classe de mélange

Genovese et Wasserman (2000), Ghosal et Van der Vaart (2001), Maugis et Michel
(2011)
~ kp?
Eldg (. D] £ =~
n
+ Inégalités oracle, adaptation a k
+ Pénalisation lp : Maugis et Michel (2011)
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Echantillon non supervisé - Estimation de densité

n k
L(z1,...,2n) = Zlog [Z vip(wi, 21):|
i=1 i=1

Maximisation de la vraisemblance ~~ Algorithme EM.

k
Rappel : d%;(f,9) <> d3(aifi,bigi) ,

1=1

2e conséquence : contrdle de I'entropie d'une classe de mélange

Genovese et Wasserman (2000), Ghosal et Van der Vaart (2001), Maugis et Michel
(2011)
kp?

Bldh (.S = -

+ Inégalités oracle, adaptation a k
+ Pénalisation lp : Maugis et Michel (2011)

Prise en compte de structure par pénalisation de type 11 : Staddler, BiihImann, et van
de Geer (2010) Xie, Pan et Chen (2008)
~» Peu de résultats théoriques.

Point de vue Computer science : Complexité de la maximisation de vraisemblance ?
Aucun algorithme polynomial connu a ce jour.
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Estimation non supervisé des composantes ?

Identifiabilité : Teicher (1961)

Si (w4, 3;) sont 2 a 2 distincts, alors le modéle est
identifiable (& permutation prés)

Objectif : Trouver un estimateur (v;, fi;, f}i) tel que pour une permutation
k

Z d |:¢(/Li, 3), ¢(ﬂﬂ.(z>, ETF(’L))] petit (ex : < € fixé).

i=1

Identifiabilité robuste : x(f) := min(v;) A min ||¢(ps, 35) — d(pj, ) |lrv > 0
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Estimation non supervisé des composantes ?

Identifiabilité : Teicher (1961) Si (u;, 3;) sont 2 & 2 distincts, alors le modéle est
identifiable (& permutation prés)

Objectif : Trouver un estimateur (v;, fi;, ﬁ)i) tel que pour une permutation
k

Z d |:¢(/Li, 3), (ﬁ(ﬂﬂ.(z), ETF(’L))] petit (ex : < € fixé).
i=1

Identifiabilité robuste : x(f) := min(v;) A min ||¢(pi, Ei) — o(uj, Ej)||lrv >0

Proposition (Une minoration )

Il existe deux modéles de modéle de mélange f, f’ avec k composantes :
m f et f/ satisfont k(f) > 1/k et x(f') > 1/k.
= ming ming [|¢(pi, i) = ¢(ul ;) 7 ))llry > 1/4
m If = fllzy < O(e=*/30).

Conséquence : lorsque le nombre de composantes k est grand, n doit &tre
exponentiellement grand.
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Approches d'estimation des composantes

m Clustering puis estimation : Dasgupta (1999)
Condition : séparabilité importante ||i; — p15]|? 2 /P maxs Amax(Zs)

m Méthode spectrale (ie ACP-like) : Vempala, Wang (2004), Achlioptas McSherry
(2005), Kannan, Salmasian, Sempala (2008)

Condition : séparabilité ||p; — pj||2 2 [k + 1/klog(kp)] maxs Amax(Zs)
Taille d'échantillon : n > £@HoE()
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Taille d'échantillon : n > £@HoE()

m Relaxation SDP du critére k-means Mixon, Villar, Ward (2016)
: k 1
infia,) >2iy ZjeAi llz; — TA;] ZleAi 13-
Condition clustering approx : séparabilité ||u; — p1;]|? = k(k A p) maxs Amax(Xs)
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Approches d'estimation des composantes

Clustering puis estimation : Dasgupta (1999)
Condition : séparabilité importante ||i; — p15]|? 2 /P maxs Amax(Zs)

m Méthode spectrale (ie ACP-like) : Vempala, Wang (2004), Achlioptas McSherry
(2005), Kannan, Salmasian, Sempala (2008)

Condition : séparabilité ||p; — pj||2 2 [k + 1/klog(kp)] maxs Amax(Zs)
Taille d'échantillon : n > *E-Hog(d)

m Relaxation SDP du critére k-means Mixon, Villar, Ward (2016)
: k 1
inf(a,) 3571 Yjen, 25 — 127 Ziea, i3
Condition clustering approx : séparabilité ||u; — p;
Taille d’échantillon : n > p.

‘2 2 k(k A p) maxs Amax(Zs)

m Méthode des moments Kalai, Moitra, Valiant (2010,2010,2014)
Ck
L »
Condition : n > (T(f))
Basé sur les 4k — 2 moments empiriques de projections de la distribution.
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Classification
Test du nombre de composantes

Sélection de variables
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Un modéle simplifié

k = 2 Classes. g = X
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k = 2 Classes. g = X
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ou N, ., Mn id Bern(v) et indépendant de Z1,...,Z, id N(0,1) .
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k = 2 Classes. g = X

Xi =mnipo + (1 — i) + V275

ou N, ., Mn id Bern(v) et indépendant de Z1,...,Z, id N(0,1) .

X ~vN(po,E) + (1 — )N (11, X) .
Modeéle proche de celui de I'analyse linéaire discriminante en classification supervisée.

Différence des moyennes : Ap := pu1 — po-



Perte en classification non supervisé

Soit ¢ : RP +— {0, 1} un classifieur

lei(¥) min {Po[¢(X) = 7 (1)] + P1[(X) = 7(0)]}

L(¥) = 2Po1[h(X) = (X)] +Poo[v(X) # $(X)]
+ P11 [1h(X) # (X))
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Perte en classification non supervisé

Soit ¢ : RP +— {0, 1} un classifieur

lcl (1/))
1£(¥)

min {Po[¢(X) = 7 (1)] + P1[(X) = 7(0)]}

2Po,1[(X) = ¥(X)] + Po,o[0(X) # ¢(X))
+ P11 [1h(X) # (X))

Pour tout classifieur 1,

I () = 2l (¥)(2 — L (¥))
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Comparaison entre classifications

Lse() == Po[¢(X) = 1] + P1[(X) = 0] = Lt (¢)

Etant donné un échantillon supervisé, le risque d'un classifieur supervisé est donné par

Roe(®) = E(xy,21)....(X 0,20 llsc ()]

Proposition (Comparaison des risques minimax)

~ 1
R inf sup Rei(¥) > = inf sup Rse() .
B[X1,0 Xn 1] fEF 3 DU(X1,21)(Xn,Zn)] fEF

Siv =1/2, alors

_inf sup R (¥) > 2 ~ inf sup Rse () -
¢[X1,...,X"_1]f6.7: w[(Xl,Z1)~--(Xn,Zn)]f6-7"
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Comparaison entre test d"homogénéité et classification

Soit IT une distribution a priori sur une classe F.

Pour (4,5) € {0,1}2, P, ; est la loi de (X1,...,Xn, X, X) ou :
(Xl""rxn) ~f. X Nd)(:u'hz)v X ~¢)(p,j,2).
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Soit IT une distribution a priori sur une classe F.

Pour (4,5) € {0,1}2, P, ; est la loi de (X1,...,Xn, X, X) ou :
(Xl""an) ~f. X Nd)(:u'hz)v X ~¢)(pj,2).

P/ = /Pi,jn(df)
PO : |oi d'un échantillon de n + 2 gaussiennes standards.

sup Ry(¥) > Ep[R(d)]
feF

(\Y

1 1
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Soit IT une distribution a priori sur une classe F.

Pour (4,5) € {0,1}2, P, ; est la loi de (X1,...,Xn, X, X) ou :
(Xl""rxn) ~f. X Nd)(:u'hz)v X Nd)(:u‘j!z)-

P/ = /Pi,jn(df)
PO : |oi d'un échantillon de n + 2 gaussiennes standards.

sup Ry(¥) > Ep[R(d)]
feF

(\Y

1 1
2 [1 - ||§ (P(IJ-{I + P{Y,o) ~ POy - 5 (P(Igo + P?,l) - P(O>||TV}
[P —P© |7y est relié au risque du test

Ho:(X1,...,Xn, X,X) ~P©  contre Hy:(Xi,...,Xn,X,X)~PL



Frontiére de détection/classification

Données :

m Classe F de mélange.
Ex1 : 3 fixe, po et p1 arbitraires. Ex2 : 3 fixe, pu1 — po s-parcimonieux.

m une distance d(uo, 1) entre les deux composantes.

Résultats asymptotique (p,n) — oo.
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Données :

m Classe F de mélange.
Ex1 : 3 fixe, po et p1 arbitraires. Ex2 : 3 fixe, pu1 — po s-parcimonieux.

m une distance d(uo, 1) entre les deux composantes.

Résultats asymptotique (p,n) — oo.

Risque de détection de mélange :
YT, r) = SUPfeF, po=p1 Ef[T=1]+ SUPf d(po,p1)>rn Ef[T = 0]
Frontiére de détection “molle” 7} :

m sirp, K 13 alors infp, y(Th, ™) — 1.

m si ry, > ) il existe une suite de tests Th, v(Th, ™) — O.
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m Classe F de mélange.
Ex1 : 3 fixe, po et p1 arbitraires. Ex2 : 3 fixe, pu1 — po s-parcimonieux.

m une distance d(uo, 1) entre les deux composantes.

Résultats asymptotique (p,n) — oo.

Risque de détection de mélange :
YT, r) = SUPfeF, po=p1 Ef[T=1]+ SUPf d(po,p1)>rn Ef[T = 0]
Frontiére de détection “molle” r}

m sirp, K 13 alors infp, y(Th, ™) — 1.

m si ry, > ) il existe une suite de tests Th, v(Th, ™) — O.

Définition correspondantes de frontiére de classification non supervisé, classification
supervisé : N
Si rp <7y alors inf supf A1) >rn 0t (Yn) — 2

si 7, > 12 alors il existe ¥ tel que SUPf d(1g,p01) > R¢(1/;n) —0
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Cas isotropique X =1

Classification supervisé : Ingster, Pouet, Tsybakov (2009), Donoho et Jin (2009)

Classification non supervisé : Azizyan, Singh et Wasserman (2013), Arias-Castro et V.
(2014)
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Cas isotropique X =1

Classification supervisé : Ingster, Pouet, Tsybakov (2009), Donoho et Jin (2009)

Classification non supervisé : Azizyan, Singh et Wasserman (2013), Arias-Castro et V.
(2014)

Frontiéres dans le cas non parcimonieux (en fonction de ||Ap||?).

‘ p/n—0 ‘ p/n — 00

Test supervisé NG NG
Test de mélange \/p/n \/p/n
Classif. supervisée — 00 \/p/n

Classif. non supervisée — 00 \/p/n

Remarques : En petite dimension, le risque de classification est essentiellement di au
risque du classifieur de Bayes.

En grande dimension, a la frontiére on a < ﬁ, Ap

— 0 mais
TAul ~

&
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Test non supervisé

Tous les tests sont asymptotiquement impuissants si

Al < v/p/n .

Covariance du vecteur X :
Cov(X) =v(1 —v)ApAp’ +1.

n
=) (X -X)(Xi-X)T
i=1

La plus grande valeur propre est asymptotiquement puissante si

v(l =) Ap|? > Cv/p/n .
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Cas isotropique (3 = I) avec parcimonie de Ay

Ap est s-parcimonieux : s composantes au plus de Ay sont non nulles.
Ingster, Pouet, Tsybakov (2009), Donoho et Jin (2009), Azizyan, Singh et Wasserman
(2013), Arias-Castro et V. (2014)

Frontiéres dans le cas parcimonieux (en fonction de ||Ap||?).

slog(p/s) L, | slosw/s) , o

7 n
Test supervisé slog(p/s) \ /P slog(p/s) A VP
n n n Py

Test de mélange |/ Sloelp/s) slog(p/s) o /2

n n n

Classif. supervisée — 00 ﬂ%@/ﬂ) Ay B
Classif. non supervisée — 00 Sl%(p/s) AyE
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Test

Supposons que p/s — co. Alors aucun test est asymptotiquement puissant si

lApl® < v/p/n -

[Aull?

<1
[ slog(p/s) \, slog(p/s)

lim sup

Cov(X) =v(l —v)AuAp’ +1.

Statistique de la plus grande valeur propre sparse :

max = max s
llull=1, llullo<s
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Supposons que p/s — co.

m Détection. La plus grande valeur propre parcimonieuse 5\2“”‘ est
asymptotiquement puissante si

[ Aull®

[ slog(p/s) |, slog(p/s)
n n

m Sélection de variable. Soit @ le vecteur associé a AX1'**. Si

”A/l‘HQ > / SIngLp/S) Vv SIngLp/S) ,

et si le dynamique range de Ap est borné alors le support de 4 est consistant
pour le support de Ap.

>C .

limsup v(1 —v)

Estimation de vecteur propre en ACP parcimonieuse : Cai et al (2013).
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Calcul en temps polynomial

Toutes les méthodes précédentes ont des complexités polynomiales
. sauf )\max = MaX||y| =1, [ullo<s ¥ TSy

Solution naive calculer j\rlnax = maxnuu:l, lullo<1 Tﬂu
Autres solution (SDP) : D'aspremont et al. (2007) Berthet et Rigollet (2013)
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Calcul en temps polynomial

Toutes les méthodes précédentes ont des complexités polynomiales
. sauf )\max = MaX||y| =1, [ullo<s ¥ TSy

Solution naive calculer A% := max||, | =1, |u[o<1 % Bu
Autres solution (SDP) : D'aspremont et al. (2007) Berthet et Rigollet (2013)

Condition suffisante en temps polynomial dans le cas parcimonieux.

SOHPe) o | S1omRl) oo (et log(p/s) = o(n)
Test supervisé Slog(p/s) A f Slog(P/ ) A f
Test de mélange \/W \/> \/m/\ [
Classif. supervisée SIOg(P/S) A \/7

. . 21
Classif. non supervisée — 00 \/ %g(p) A \/;
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Calcul en temps polynomial

Toutes les méthodes précédentes ont des complexités polynomiales
. sauf )\max = MaX||y| =1, [ullo<s ¥ TSu

Solution naive calculer A% := max||, | =1, |u[o<1 % Bu
Autres solution (SDP) : D'aspremont et al. (2007) Berthet et Rigollet (2013)

Condition suffisante en temps polynomial dans le cas parcimonieux.

SOEPL) o | SIOEPI) oo (et log(p/s) = o(n))
Test supervisé Slog(p/s) A f Slogr(LP/S) A %
Test de mélange \/W \/> \/@/\ \/g
Classif. supervisée Slogép/S) A \/g

. . 2]
Classif. non supervisée — 00 \/ %g(p) A \/g

Le terme s2 est vraisemblablement intrinséque...
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Probléme de la clique plantée et réduction computationnel

Détection en ACP parcimonieuse : X échantillon de covariance & =TI+ \vv ! et v
est s-parcimonieux.

Ho: A=0contre Hy : A > Ay« .

Théoréme (Berthet/Rigollet (2013))

Si le probléme de la clique plantée n’est pas résolvable en temps polynomial, alors
pour tout 1 < & < 2 aucun test calculable en temps polynomial n’est
asymptotiquement puissant si

5% log(p)
n

Ax S

~
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Covariance X inconnu.

Dans la suite, 3 est inconnu (mais inversible). Shao et al. (2011) (Classif supervisé)

Frontiéres (distance de Mahalanobis AT 1 Ap).
| p=o(n) | p>n

Test supervisé (2 1/2 | cOp/n)
Test de mélange (%)1/4 eOp/n)
Classif. supervisée — 00 eO(p/n)

Classif. non supervisée — 00 eO(p/n)

. . . . Ap|*
Frontiéres sous s-parcimonie (en fonction de M)

ApTZAp
‘ slog(p/s) = o(n) ‘ slog(p/s) >n
Test supervisé <7S log(p/s) ) 1z eO(slog(p/s)/n)
Test de mélange (M)IM eO(slog(p/s)/n)
Classif. supervisée — 0 eO(slog(p/s)/n)
Classif. non supervisée — 00 eO(slog(p/s)/n)
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Cas symmétrique (v = 1/2)

Supposons que v = 1/2.

m Cas non parcimonieux. Tous les tests sont asymptotiquement impuissants si

lAp]* 1/4
— < n .
AuTEAL (p/n)

Si p > n, alors tous les tests sont asymptotiquement impuissants si

[Aull*

AR _emCP/n <1,
A,uTEAue

lim sup

m Cas parcimonieux (p/s — oo). Tous les tests sont asymp. impuissants si

lim sup

I Au? <slog<p/s>)*” ‘<o
ApTZAp n - ’

Siliminf > log(p/s) > C2, alors tous les tests sont asymptotiquement
impuissants lorsque

4
JAul o sester _

li —_—
im sup ATSAN <
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Test de moments généralisés

Statistique de kurtosis généralisé :

i i [0 (X = D)
lullo<s (Zi [uT (X —X)]2)2
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Test de moments généralisés

Statistique de kurtosis généralisé :

i i [0 (X = D)
lullo<s (Zi [uT (X —X)]2)2

Statistique de moment d'ordre 1 :
i uT (Xi — X))
max
llullo<s (Ez [uT(Xl _ )_()]2)
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Test de moments généralisés

Statistique de kurtosis généralisé :

i i [0 (X = D)
lullo<s (Zi [uT (X —X)]2)2

Statistique de moment d'ordre 1 :
i uT (Xi — X))
max
llullo<s (Zz [uT(Xl _ )—()}2)

1/2°

Proposition

Supposons que n > slog(p/s). Le test d'ordre 1 est asymptotiquement puissant si
v —1/2| < % et si

lAmt ( loslp/s)\ "
ApTZAp n ’
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Minoration en terme de distance de Mahalanobis

Proposition
Soit Ap un vecteur 1-parsimonieux fixé. On considére le probléme
iid
HE: X, Xy W N(O,T),
contre

-
HY Xy, o, X WOIN(-L1A02) + NG AR =),
ou X — I est de rang 1.

Si p > n, alors tous les tests sont asymptotiquement impuissants pour

o/ (2n)

np

ApTE AL <
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Cas Assymmétrique (v # 1/2)

m Cas non parcimonieux. Supposons que p — oo et que p = o(n). Tous les tests
sont asymptotiquement impuissants si

fl A

1/3
Apsan < (p/n)"/* .

m Cas parcimonieux. Supposons que p/s — oo et que n > slog(p/s). Tous les
tests sont asymptotiquement impuissants si

lim sup

4 1/3
12l _ (810g(P/3)) .
ApTESAp n

Remarque. Frontiére de détection plus grande que pour la covariance connue.
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Cas Assymétrique (suite)

Statistique de skewness :

e i [T X = X))
lullo<s (Ez [uT(Xi ,X)]Q)

372"
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Cas Assymétrique (suite)

Statistique de skewness :

e S5 =P
[lullo<s (Ez [uT(Xi _ X)}Q)

372"

Statistique signée des moments d'ordre 2 :

max X [UT(Xi - X)]Z sign(u T (X; — X))
lullo<s >, [uT(XZ- . X)]z .

Proposition

Supposons que n > slog(p/s). Le test est asymptotiquement puissant si

4 —-1/3
liminf [1(1 — »)|1 — 2v]]?/? A‘;‘ﬁglAu (SIOgr(Lp/s)) >C.

20/31



Conclusion

m Pour des modéles isotropiques a 2 classes, peu de différences sensibles entre
problémes supervisés et non supervisés...
.... sauf sous des contraintes de complexité computationnel.

m Pour des modéles de mélange plus complexes (X arbitraires, grands k), aucune
méthode robuste n’est connue.

m Apports d'un échantillon semi-supervisé ?
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Merci pour votre attention |
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