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ABSTRACT. - Let P be a Markovian kernel with an invariant probability CL. 
Let P* be the adjoint operator of P in K2(p). We will see how a spectral 
gap for I - PP* (where I is the identity) allows one to obtain an upper 
bound on the speed of convergence toward equilibrium in the entropy sense, 
under various hypotheses on the degree of integrability of the density of the 
initial law with respect to p. Then we will show how to adapt this approach 
to get strong ergodicity results for certain inhomogeneous Markov chains. 
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permet d’obtenir des majorations de la vitesse de convergence vers 
1’Cquilibre au sens de l’entropie, sous diverses hypothkses d’integrabiliti 
de la densit de la loi initiale par rapport g ,u, puis on en dCduira des 
critkres d’ergodicitk forte en loi pour des chaines de Markov inhomogknes. 
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262 1.. MICLO 

1. INTRODUCTION 

Souvent pour Ctudier quantitativement I’evolution de l’entropie des 
processus de Markov a temps continu, on se ramene a considerer certaines 
inegalites de Sobolev-logarithmiques. qui permettent classiquement 
d’obtenir une convergence exponentiellement rapide. Si le temps est discret, 
on a vu dans [ 1 l] comment il Ctait possible d’adapter ces preuves, cependant 
les inegalites de Sobolev-logarithmiques qui y apparaissent naturellement 
ne sont satisfaites que si l’espace des etats est fini (et si la chaine est 
irreductible aperiodique). Le but de cet article est d’etendre quand m&me 
ce type de resultat a des chaines de Markov plus generales, en obtenant une 
estimee de la decroissance vers 0 dans le temps de I’entropie par rapport a 
une probabilite invariante i/,. sous l’hypothese d’existence d’un trou spectral 
dans a’(/~) pour le symetrise multiplicatif du noyau markovien, et si la 
mesure initiale (ou l’une des lois de la chaCne a un instant don&) admet 
une densite par rapport a /h qui est un peu plus integrable que simplement 
dans (E ln(E))(,l). L a majoration de la vitesse de convergence qui en 
resulte n’est plus alors necessairement exponentielle en le temps et depend 
notamment du degre d’integrabilite de la densite initiale (de plus la borne 
que l’on obtient pour l’entropie a un instant 71 E JV* ne sera pas lineaire en 
l’entropie initiale, ce qui ne permet pas de se ramener a une convergence 
exponentielle). 

Precisons maintenant notre cadre : soit (S. 5’) un espace mesurable 
muni d’un noyau strictement markovien P : S x S + [O. l] satisfaisant 
les conditions de mesurabilite usuelles. Comme d’habitude Cgalement, on 
fait agir P sur les fonctions mesurables bornees .f definies sur S (dont 
I’ensemble sera note f?(S)) par 

et sur les probabilites rn definies sur S (dont l’ensemble sera note P(S)) par 

v i4 E s, rnP(A) = 
.! 

’ P(y, A) m(dy) 

Notre premiere hypothese est que P admet au moins une probabilite /L 
invariante, i.e. qui verifie ALP = 11,. On n’a pas obligatoirement unicite 
d’une telle mesure ,u, mais on suppose que l’on en a choisit une, fixee 
pour toute la suite. 

Le fait que p est invariante implique que si A E S est negligeable 
pour /A, alors il en est de meme pour l’application PI24, ce qui permet 
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de prolonger de man&e unique P comme un operateur sur n/“(p) (et 
plus generalement sur tous les IF(p), pour 1 5 p 5 cc). Celui-ci est 
alors positif (f E IL2(/6) et f > 0 implique que Pf > 0) et par une 
application de l’inegalite de Schwarz il apparait qu’il est de norme Cgale a 

’ (s111’fEfi’(/4, llfllL2(,,,=l lIpfIlLy,,, = 1). 

On notera P* l’adjoint de P dans a”(,~) (plus generalement, par dualite 
on peut definir P* sur IV(p), pour 1 < p 2 3;j, on rappelera dans 
la section suivante comment construire directement P* sur IL’(p)), et 
remarquons que P” est aussi positif et contractant (ce qui permet de le 
considerer comme un operateur de Markov generalise), qui de plus admet 
Cgalement 11 comme probabilite invariante, au sens oti pour tout f E E*(,,,), 

/4p*.o = P(fPl) = P(f). 
Soit I l’operateur identite, notre seconde et principale hypothese est que 

I - PP* admet un trou spectral : 

oti pour tout operateur continu & : IL2(/~) -3 L2 (IL), on a pose 

oh E,, est l’operateur correspondant a I’esperance par rapport a I”, 

if .f E L2(p). E,,f = 

et oti 1 est la fonction prenant toujours la valeur 1 (ainsi EI-E,, (f, f) = 

P(f2) - (P(f))” n’est autre que la variance de .f par rapport a p). 
Notons plus precistment que ci-dessus, I~-pp, et &I-E,, sont des formes 

de Dirichlet de domaine IL2(h) (et de generateurs respectifs I - PP* et 
1 - E,,). 

Remarquons que I’on a toujours X(1 - PP”) = X(1 - P*P), bien que 
contrairement a la situation ou 5’ est fini, les spectres de PI’* et de P*P 
puissent etre differents (considerer l’exemple classique oti S = (0, I}” 
muni de sa tribu produit habituelle, oti pour tout z = (z;);~N E S, 

PP(XJ, .I = 4G+,)?,m (. 1 et ou p = ((5, + 61)/2)sn;, auquel cas P* 
admet une version reguliere donnee par P*(:I:: .) = (S~o,sO,~l~...~( .) + 

~(l..r”,.r, :.-,( . )I/2 P our tout z = (IC,)~~B~ E S, et il en resort que P*P = I 
alors que PP* est la projection orthogonale sur 1L2(S, s, /L), ou 3 est 
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tribu engendree par les coordonnees sur S indexees par IV*). En effet. soit 
I’espace de Hilbert V = {f E rC’(,l) / p(p) = 0) muni du produit scalaire 
herite de K,‘(,l,). Alors V est stable par P et P*. Notons Q la restriction de 
P a V, il est clair que l’adjoint Q* de Q est la restriction de I’* a V. Or 
1 - X(1 - rP*) n’est autre que la norme d’operateur de Q, qui est aussi 
la norme de Q*, laquelle vaut 1 - X(1 - I’* P). 

Plus generalement, on dit qu’une chaine de Markov admet un trou 
spectral, si ses probabilites de transitions sont donnees par un noyau P qui 
satisfait pour un certain rr E DI*. 

oti b est toujours une probabilite invariante pour P, et si elle admet une 
loi initiale absolument continue par rapport a I-L. Comme d’habitude, on se 
ram&e alors au cas precedent en remplacant P par PrL. 

Notre derniere hypothese va porter sur la loi initiale de la chaine de 
Markov que I’on considbe et pour la decrire, introduisons la notion 
suivante : on dit qu’une fonction convexe cp : R+ -+ R est un f< bon 
majorant >> (sous-entendu de l’application R+ 3 :r F-+ ~ln(z)), s’il existe 
un ~a > 1 tel que cp soit de classe C’ et strictement positive sur ]:I+,~ +s[, 
et verifie pour tout ~1‘ > L(:~, 

Les conditions (2) et (4) assurent que cp croit de man&e reguliere plus vite 
en +cc que l’application R+ 3 z H II: m(z). L’hypothese (3) peut paraitre 
&range, elle nous servira a imposer que pour tous Kr , K2, KS, K4 E I?, 
l’equation 

K1 + K*11: + K$rln(z) + K&&2):1: = 0 

admet au plus 5 zeros, ce qui permettra de ramener certains problbmes 
variationnels sur des espaces finis a des considerations sur un ensemble ne 
contenant que 5 points. Les estimees que l’on obtient ne dependent plus 
alors du cardinal de l’ensemble initialement consider& ce qui en passant a 
la limite, foumit des evaluations sur des espaces mesurables quelconques. 
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Cependant la condition (3) n’est certainement pas optimale pour ceci, on 
l’etendra d’ailleurs un peu dans la section 3, mais dans la pratique les 
hypotheses ci-dessus sont en general suffisantes, car elles permettent de 
voir par exemple que les fonctions 

II: t-3 3: l+“. z H zlln(z)ll+“. z H zln(z)ln(l hi(~ 

sont des bons majorants, pour tout 17 > 0. 
Rappelons par ailleurs que I’entropie d’une probabilite 7n E P(S) par 

rapport a 1-1 est definie par 

Em(+) = , si m << IL 

, sinon 

Soit m E P(S), qui sera la loi initiale de la chaine, une probabilite 
absolument continue par rapport a p pour laquelle il existe un bon majorant 
p tel que 

K ‘2’ p(p(dm/dp)) < +x 

ce qui revient a demander un peu plus que la simple integrabilite sous b 
de ln(dm/d~)dm/d~ necessaire pour que Ent(mlp) soit finie. 

Notre but est de construire de man&e relativement explicite une fonction 
‘II : IV --+ R+, qui ne depende que de Ent(m(p), X(1 - PI’“), cp et K, 
telle que 

et surtout 

lim u(7~) = 0 
1L’co 

ce qui pet-met d’estimer en un certain sens la vitesse de convergence vers 
l’equilibre d’une chaine de Markov de loi initiale m et dont les probabilitts 
de transitions sont donnees par P. 

Ainsi par exemple si l’entropie initiale Ent(mlp) vaut 1 et si les bons 
majorants sont ceux present& ci-dessus, on obtient respectivement les 
fonctions v definies pour tous 71 E N par 

v(n) = exp(1 - Jl + AA(I - PP*)n) 

v(n) = (1 + AX(I - PP*)n)-” 

v(n) = SK/ ln[exp(8K) + ln( 1 + AX(1 - PP*)n)] 
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266 L. MICLO 

oh A > 0 est une constante << universelle )>. i.e. qui ne depend du probleme 
consider6 que par l’intermediaire de p et de K, mais on verra aussi 
ulterieurement comment preciser la dependance de A en K. 

Le plan de l’article est le suivant : dans la section suivante, qui est 
independante du reste, on verra que si l’on ne s’indresse pas a la rapidite 
de convergence, pour obtenir seulement la convergence de I’entropie vers 
0, il suffit de supposer que l’entropie initiale est finie et que la tribu de 
queue est triviale pour la loi de la chaine de Markov stationnaire dont la 
loi initiale est 11, et dont les probabilites de transitions sont donnees par P, 
ce qui affaiblit beaucoup les hypotheses precedentes. Dans la section 3, 
on s’interessera a des inegalites energie-entropie restreintes a certains sous- 
ensembles particuliers de E’(l)), dans le cas oti S est fini et ou I’ = I:,, 
Cependant, comme on l’a mentionne precedemment, cette etude n’est pas 
effectuee en vue d’applications pour des ensembles finis, mais pour obtenir 
des estimees independantes du cardinal de l’ensemble, de man&e a pouvoir 
les Ctendre a des ensembles mesurables quelconques. On en deduira ensuite 
a l-aide du trou spectral des inegalites energie-entropie restreintes plus 
generales dans la section 4. saris limitations sur la forme de I’, que I’on 
t< integrera >> dans la cinquieme section pour obtenir les estimees escomptees 
(pour essayer de justifier l’aspect technique des sections 3 et 4, on pourra 
commencer par lire cette partie, en admettant les resultats precedents). Enhn 
dans une derniere section. on verra comment ceci peut s’appliquer a l’etude 
de l’ergodicite forte en loi de certaines chaines de Markov inhomogenes. 

Cependant nous pensons que les majorations presentees des taux de 
decroissance ne sont pas asymptotiquement du m&me ordre que les 
veritables vitesses de convergence. Ainsi par exemple si l’on sait que 
la densite initiale o’nr./dil appartient h I,“(,,). alors en utilisant d’une part 
l’estimee 

qui decoule immediatement de la definition du trou spectral et de l’identite 
drrt,P/dp = P*( drn/dp), et d’autre part la majoration 

Y rrl, E P(S). 7r1, < /I,. Erlt(~r+) < ln 

qui provient de la concavite du logarithme, comme l’a remarque Francis 
Su dans sa these de Ph.D. a l’universite d’Harvard, on fait apparaitre que 
l’entropie finit par decroitre exponentiellement vite en le temps. 
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Mais l’hypothese dm/& E K,‘(p) est typiquement de celles que l’on 
veut Cviter, et mCme si elle est satisfaite, nos estimees peuvent &tre 
meilleures sur un certain intervalle de temps que celles deduites de ce 

qui precede. En effet, il se peut que ln(1 + 11 g - Ill2 , ) soit tres 

grand par rapport a Eut(rn]p), et en Ctudiant directemenfl’~~olution de 
l’entropie, on Cvite ce saut initial dans l’estimation. 11 semblerait ainsi, du 
moins si la densite initiale appartient a un Kp(b), avec p > 2 (les cas 
ou 1 < p < 2 restent par contre problematiques, si l’on n’a pas recours 
a l’entropie), que les calculs qui suivent seront surtout interessants en 
temps moyen, pour estimer des temps de relaxation a l’equilibre au sens 
de l’entropie, en fonction de l’integrabilite de la densite initiale, et non 
pas pour Cvaluer des comportements asymptotiques en temps grand. Mais 
la motivation principale provient des situations inhomogenes, oti l’entropie 
est plus maniable que les normes A’, des que I’on s’affranchit de certaines 
hypotheses de bornitude, comme on le verra dans la section 6. 

D’autre part, precisons que l’on pourrait remplacer l’inegalite de trou 
spectral par d’autres inegalites, par exemple celles introduites recemment 
par Mathieu [8], qui reviennent a supposer que pour un 0 < p 5 2, on a 

car de nombreux calculs present& ci-dessous peuvent s’etendre a cette 
situation. 

Nous avons prefere travailler avec le trou spectral, car il existe de 
nombreux moyens pour l’estimer (voir la fin de la section 4). 

2. CONVERGENCE QUALITATIVE DE L’ENTROPIE VERS 0 

Pour pouvoir par la suite nous interesser uniquement a des resultats 
quantitatifs, nous allons prouver ici, sous des hypotheses plus restreintes que 
celles presentees dans l’introduction, que l’on a souvent une convergence 
de l’entropie vers 0. La demonstration que nous en donnons ne permet 
pas d’en estimer la vitesse, car elle basee partiellement sur le theoreme de 
convergence des martingales inverses positives. Par contre, elle s’adapte 
immediatement pour fournir d’autres resultats d’ergodicite du meme type 
dont nous discuterons. 

Soit a nouveau P un noyau de Markov admettant une probabilite 
invariante /6, on dit que le couple (P, I-L) satisfait la loi du O-l, si en 
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notant X = (X,),,, la chaine de Markov canonique (i.e. definie comme 
le processus des coordonnees sur l’espace (S”, Sccw)) stationnaire de 
probabilites de transitions donnees par P et de loi initiale ,LL, on a pour tout 
Cvenement A appartenant a la tribu de queue 7 = f&,,vg(X, : p > u), 

&(A) = 0 ou 1 

11 s’agit de l’une des conditions classiques d’ergodicite en theorie g&&ale 
des chaines de Markov (voir par exemple la section 2 du chapitre 6 du 
livre de Revuz [ 131) et sera notre unique hypothese dans cette section (avec 
l’existence de la probabilite initiale LL). 

Par ailleurs, rappelons comment il est possible de definir P* directement 
sur E’(p) (cf. par exemple le debut du chapitre VII de [5] ou la 
definition 1.2 p. 107 de [ 131). Si f E IL1 (CL), considerons la mesure 
signee bornee donnee par m = fp. Du fait de l’invariance de IL par P, 
la mesure signee bornee mP est encore absolument continue par rapport 
a 1-1, et on designe alors par P*f E nil(p) sa densite. On verilie facilement 
que P* admet aussi l’interpretation suivante : si f E L1 (IL) (ou si f est 
S-mesurable et positive), on a pour tout II > 0, lF’fl-p.s., 

qL[f(x)l~‘+l] = p*f(x7+1) 

oij jP+1 = u(X, : p > II, + 1). 

On en deduit la 

PROPOSITION 1. - Supposons que (P, p) ve’ri$e la loi du O-I. Soit ‘m une 
probabilite’ initiale sur S, alors soit 

soit 
lim Ent(mP’“]p) = 0 n-Co 

Preuve. - Clairement il suffit de montrer que si m E P(S) est telle que 
Ent(m/b) < +oc, alors 

,/&L Ent(mP”Ip) = 0 

Pour ceci, notons pour ‘n E N, ,fi, la densite de mP” par rapport a /I,. 
D’aprbs ce qui precede, ces fonctions se deduisent les unes des autres par 
la relation de recurrence 

f n+1 = p*.fn 

Annules de I’ln.sritut Henri Poincar! Probabilitts et Statisttques 
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ainsi en posant 2, = f,,(X,), le processus (ZIL)nEnv est une martingale 
inverse par rapport a la famille de tribus (.F’“)nEa~. Comme de plus les 
variables aleatoires Z,,, sont positives, il est bien connu (voir par exemple 
le paragraphe V-3 de [12]) que Ip,,,-p.s., 

Mais vu l’hypothese faite sur la tribu de queue, le terme de droite est 
lPIl-p.s. constant, et son esperance vaut ,l(fe) = 1, on a done en fait 

lim Z,, = 1 
IL-DC 

Cependant, p(f~ln(f~)) = Ent(ml/l) < +ee et le theoreme de La 
Vallee-Poussin (cf. par exemple le theoreme 22 p. 38 de [9]) implique qu’il 
existe une fonction croissante et convexe 41 : R+ + II?+ telle que pour 
:c grand $(:I;) >> II: et telle que 

Posons G(z) = ~$(xln(x)) p our II: > 0. Du fait que $ et R+ 3 :c t-+ 
:c ln(:c) sont convexes et que II, est croissante, il decoule que G est convexe. 
En appliquant alors l’inegalite de Jensen a des esperances conditionnelles, 
on voit que pU-p.s., 

G(fn+dXn+d) = G(~p[fn(X,)l~+l]) I JQp[G(fn(X,))IF’l’+l] 
= P*(G(.L))(X,,+1) 

c’est-a-dire que IL-p.s., G(f,,+I) 5 P*(G o fil), d’ou /-~(G(f,,+r)) L: 
p(P*(G 0 fn)) = ~(G(.fn))> t e en consequence pour tout n E IV, 

dG(.fn)) I GWo)) < +m 

ce qui s’ecrit aussi sous la forme 

Ainsi une application de la reciproque du theoreme de La Vallee-Poussin 
permet d’obtenir que (Z,, ln( Z,,)) rLE~ est uniformement integrable, puis 
que 

lim B,L[Z7Lln(Z,,)] = Bp[lln(l)] = 0 
,?+?a 

ce qui n’est autre que le resultat annonce. 
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En fait on ne s’est pas vraiment servi ci-dessus de la forme 
particuliere de la fonction R+ 3 :x’ H x In(z) (celle-ci permettrait d’avoir 
des renseignements supplementaires du type de ceux donnes dans la 
proposition IV-2-10 de [ 121, qui s’adapte immediatement aux martingales 
inverses), ainsi plus generalement, soit p : R+ 4 R une application 
convexe minoree telle que ~(1) = 0. Notons pour toute probabilite 
rrr, E P(S), 

dm 
E,(m) = {I( > y - dp , si 711 << IL 

kc 
& 

, sinon 

et remarquons que cette quantite est toujours positive d’apres l’inegalite 
de Jensen. 

On montre alors de la m&me man&e que pour toute probabilite initiale 
m, soit 

V’lELw, E,(mP’“lp) = +CX 

soit 
lim E,(mP”I~) = 0 I, 4 OL‘ 

Supposons maintenant de plus que cp admette un developpement limit6 
d’ordre 2 au voisinage de 1 de la forme cp( 1 + X) = cp’(l)z + ax2 + o(x”) 
avec a > 0 (en fait une minoration suffirait pour ce qui suit, notamment une 
telle inegalite existe toujours si cp n’est pas derivable en 1, en remplagant 
cp’( 1) par un nombre strictement compris entre la derivee a gauche et a droite 
en 1). En reprenant la preuve de la majoration ]]rn - ~11~~ 5 VW 
donnee p. 198 de [ 161, on montre qu’il existe une constante K > 0 telle que 

V m E P(S), lb - & I KJE,(m! 

En effet, en considerant separement ce qui se passe au voisinage de 1, 
de 0 et de +cc, on voit qu’il existe deux constantes b, c > 0 telles que 

Yx>O. (x - q2 5 (b + cx)(y(x) - (p’(l)(X - 1)) 

11 en decoule que si rn << p et si f = dm/dp, 

lb - PII:, = Ilf - 1112 Ll(/,) 5 Ii(h + cf)b(f) - Y’(W - l))i//~‘(pl 

5 ll(b + “fIllLqp) Il(cp(f)-cp’(l)(f-l))ll,,(~,) 
= (b + c)E,(m) 
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car on a f 2 0 et ‘p(f) > cp’( l)(f - 1) par convexite. 
A partir de ces deux observations on peut retrouver le resultat suivant, 

qui decoule aussi du corollaire 2.5 de [ 131 : 

COROLLAIRE 2. - Plagons nous Li nouveau sow l’hypoth8se de la 
proposition pre’ckdente et soit m une probabilite’ initiale quelconque. Alors 
soit il existe un n E N tel que mP” << p, auquel cas on a 

lim IlmPT1 
7L’oO - PIIvt = 0 

soit pour tout n E IV, mPrL n’est pas absolument continu par rapport 13 p. 

Preuve. - Comme d’habitude il suffit de considerer le cas ou la probabilite 
initiale m est telle que m << h. Notons fo sa densite. Une nouvelle 
application du theoreme de La VallCe-Poussin montre qu’il existe une 
fonction cp croissante, convexe et satisfaisant limZci+ocl cp(~)/~ = +oc telle 
que bMf0)) < + 00. On peut supposer de plus que cp est de classe C2 (par 
convolution avec une fonction regularisante de support inclus dans E-) et, 
quitte a lui ajouter une constante et a augmenter un peu p” sur un compact 
(ce qui en l’infini n’a pour consequence que de rajouter a cp une fonction 
lidaire), que ~(1) = 0 et ~“(1) > 0. 

Ainsi d’apres la discussion qui precede, on a 

lim E,(mP”) = 0 
n--FCC 

puis en fin de compte 

Notons que la preuve du corollaire 2.5 de [13] fait Cgalement intervenir 
le theoreme de convergence des martingales inverses positives, mais d’une 
man&e un peu differente, ce qui fait qu’il est plus general. En revanche, 
l’approche precedente permet d’etre un peu plus p&is, puisqu’elle montre 
que la densite de mP” -CL par rapport a p converge en moyenne vers 0 dans 
l’espace d’Orlicz a”(p), si m < p et si Q, est une fonction de Young telle 
que .I cP(dm/dp) dp < +ti (pour une presentation des espaces d’orlicz, 
voir le livre de Krasnosel’skii et Rutickii [7] ou l’appendice de Neveu 
dans [ 121, avec plus de prudence toutefois, car son affirmation p. 199 
<c puisque les v.a. Ctagees sont denses dans a’ >> est en general fausse, ce 
qui nous empeche aussi d’appliquer sa proposition 1X-3-4). 

En effet, ceci signifie simplement, en reprenant les notations de la preuve 
de la proposition 1, que 

lim 
.I’ 

Q(lfn - 11) dp = 0 11’0.3 
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ce qui s’obtient en considerant la fonction convexe cp dennie sur IK+ 
par V :I; > 0. cp(z) = @(IX - II), qui verifie bien E,(m) < +w car 
cp( .) 5 a( ‘) v trla~g<~<~ a(t) sur E+. 

Notamment si Q, satisfait la condition (A,) de [7] (c’est-a-dire s’il existe 
ILO > 0 et I; > 1 tels que pour tout IL > %I,o, @(au) _< A+(U)), alors 
&P”/d~ converge vers 1 en norme dans IL” (IL), ce qui peut s’ecrire sous 
la forme : pour tout n/r > 0 fix& 

lim sup 
II 

g d( mP - p,) = 0 
‘(~X)SEL*(/L):/l(~(lyl))lAf . 

ou * est la fonction de Young conjuguee de @ (cf. le theoreme 9.4 p. 76, le 
theoreme 9.3 p. 74 et l’inegalite (9.12) p. 72 de [7], ainsi que la remarque 
a la fin de la page 77 pour la reciproque, grace a (AZ)). Notons que 
cette condition (A,) permet aussi d’utiliser les preuves de I’appendice de 
Neveu [ 121 et done d’obtenir directement la convergence precedente (voir 
le paragraphe 9 de [7]). 

Remarquons par ailleurs que l’on a une equivalence dans le corollaire 2, 
car Totoki (cf. la preuve de la proposition 3 de [ 171) a obtenu tres 
simplement un resultat qui dans notre contexte se reecrit de la manibe 
suivante : 

(P. I-L) satisfait la loi du O-l ( V h E B(S). ,lmt, /L( ]?‘*/I - ,~(it.)i) =0 

On peut clairement remplacer dans cette equivalence B(S) par 

i 
f E B(S) / f 2 0 et /.i& = I} 

ce qui montre que la loi du 0- 1 pour (P, cl) est notamment impliquee par 
l’hypothese 

V m E P(S), m < p. ,/in; l[ruP” - pljv, = 0 

et est done equivalente a cette propriete. 
11 apparait Cgalement que la proposition 1 donne une condition necessaire 

et suffisante, c’est-a-dire que l’on a aussi reciproquement ; si pour toute 
probabilite initiale sur S, soit b’ n E IN, Ent(mP”Ip) = +cm, soit 
lini ,L+Dc Ent ( nLPn ]p) = 0, alors (P: p) verifie la loi du 0- 1. 

De la mCme man&e on constate que cette loi du O-l est equivalente a 
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ce qui permet de se rendre compte en quel sens on va renforcer cette 
hypothese, car l’existence d’un n E JV* tel que X(1 - TT*) > 0 
revient exactement a dire que la convergence precedente est uniforme en 
les f E IL,‘(p) tels que ]]f]] LLCfi) < 1, auquel cas la convergence a lieu 
exponentiellement rapidement. 

3. CAS DES ENSEMBLES FINIS 

On va considerer dans cette section, tout d’abord la situation ou 
s = {l,...,N}, avec N E m, N 2 2 fix& puis grace a une astute 
bake sur un argument apparaissant dans la preuve du theoreme 5.1 de [3], 
on ram&era au cas precedent certains problemes sur 5’ = { 1. . . . , n}, avec 
n > N. Notre unique but est de montrer le corollaire 5 ci-dessous, dont la 
preuve est technique mais tres Clementaire. 

Soit cp : R+ + R une fonction continue pour laquelle il existe z1.0 > 1 
tel que l’application :c H :r:ln(z)/cp( ,) T soit strictement decroissante sur 
[:cg, +30[ et dont la limite en $-CC soit 0. 11 en est alors de m&me pour 
la fonction x H z/cp(z), et ainsi si K > 0 est fix& il existe une unique 
bijection T/J entre IO. 2K(N - 1)~~ ln(~~)/cp(:r:~~)] et IO. :~acp(:x:~~)] telle que 

v :I’ E [2”: +m[, $(2K(N - 1)x ln(:r:)/cp(z)) = :r:/cp(n:) 

On prolonge ensuite $ sur R+ en posant T/J(O) = 0 et par exemple 
$(:x) = :cO/cp(zO) pour :I: 2 2K(N - 1)~ ln(zO)/cp(zO), remarquons bien 
que T,/) ne depend que du triplet (K(N - l), cp, ~a). 

Notons T’-$ I’ensemble des probabilites sur { 1, . . . N} qui en chargent 
tous les points, et B, + l’ensemble des fonctions positives definies sur 
(1;. . . , N}. Pour p E PAT et f E BL, posons 

cfCfL) (f, f) = c (f(y) - f(:C))‘,f~(x)p(y) I-E,, 
W(f) = c f’(x) lIl(f’(X)) p(x) 

On note enfin pour K > 0 fix& 

oti D(/L? ‘p, K) = {f E B$ \ {I} / k~(f’) = 1 et ,LL((P(~~)) < K}. Alors, 
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PROPOSITION 3. - On u 

inf CY+,~.(P) > 0 
PtP; 

Par la suite on notera aussi C(N, K, ‘p) > 0 la constante dc;finie par 
l’injimum ci-dessus. 

Preuve. - La demonstration va s’effectuer par l’absurde : supposons qu’il 
existe deux suites (P~),,~~ et (fn)nEm d’elements respectifs de ?\. et 
de B& satisfaisant 

telles qu’en posant 

on ait 

(on aura remarque que Ei?$+ (a, a) = 1 - (1 - E,)2 > E,). 
Par symetrie du problbme, on peut supposer que pour tout n E JV, 

0 < k(l) 5 I-L&‘) I . . . 5 L(N) 

De plus par compacite, quitte a extraire une sous-suite, on fera Cgalement 
l’hypothese que les pT1 convergent vers une certaine probabilite 11, sur 
{l;.., N} : 

Dans un premier temps on va s’intbresser au cas ou ,U $ P; : soit alors 
io = sup{1 5 ?: 5 N/p(i) = 0}, de sorte que ‘d i < ia, p(i) = 0 et 
‘d i > ia, p(i) > 0. On conviendra desormais de noter C, la somme sur 
les 1 2 i 5 iO, C* la somme sur les i0 < Z 5 N et C = C, + C*. 

Par ailleurs, les fn (i) &ant positifs et C & (i)ja,(l:) = 1,. on peut aussi 
supposer que pour i > ia, fn(i) converge pour TX grand, disons vers 
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f(i) > 0. Commen~ons par verifier que l’on a necessairement .f(l:) = 1 
pour Z > ia. 

Pour ceci montrons que pour tout 1 < i 5 %a, 

(5) ,J$& fn(4 qf7L(4)p,L(i) = 0 

Puisque lim,,,, plL(l:) = 0, si ceci n’etait pas le cas, il 
existerait une sous-suite (Q)~~JV telle que limkim fnk (Z) = +OO et 
lirn inf k-m fiLL(i) ln(fil,(4)~,k,((i) > 0. Cependant pour k grand on a 
(PUrLI. (9) B fnk (i) ln(fiL, (i)) d’oti lirrliIlfk.-rn p(fiLk (‘1))~~~~ (i) = +x 

ce qui est en contradiction avec C cp( .fi, (%))/L,(%) 5 K, car cp est minoree 
sur R+. 

De la meme man&e on voit que pour tout 1 < r: 5 i,,, 

Ainsi on obtient que 

h&En = 1 - c* Jfop(i) 
&i~ L, = C* f(i) ln(f(i))jL(i) 

c* f(M) = 1 

Or le fait que lim7L+m E,,/T,!I(&) = 0 implique (car 1c, est borrke) que 
limlL+x, En = 0 d’oti C* mb(l;) = 1 = c* f(i)&), ce qui constitue 
un cas d’egalite dans l’inegalite de Schwartz et on en deduit immediatement 
que pour tout i > ia, f(i) = 1. 

Posons pour % > &, 

arL(i) = pn(i) - p(i) et al(;) = fn(i) - 1 

de sorte que lim,,, on(i) = lim,,, pn (1:) = 0 et on a Cvidemment 

c* G(i) = - c* p,(i) 
c* Pn(Mi) + &L(i) + Pn(+%(4 = - c* fn(i)pn(i) 

Pour minorer E,,, commencons par trouver y1 > 0 assez petit tel que 
pour tout R E N et tout i > i0, 
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ce qui est possible vu le coinportement asymptotique de /j,,(a) et celui de 
.I’ ++ dm au voisinage de 0. 

On Ccrit alors que 

c* l/n&l (;) 

= I* &Tmj(p(i) + (b(i)) 

< _ -j-*(1 + rir,,(i)/2)(jL(I:) + %(i)) - y1 c* /j;(‘I)p,,(i) 

= c* p(S) + ; c* (Ij3,L(t)jL(i) + &)(i) + prL(i)(l,(i)) 

+ ; c* (P,,(6) - 71 c* i$$)p&) 

= 1 - ; c (1 + .f’r8(,q)jI?,(i) - y1 c* i-l;(i),l,n(a) * 

ce qui permet d’obtenir, avec A,, = C* ij$f(i)p,,(%) 2 0 et II,, = 

[C, j-I,, (4]/:! 2 0. 

Trouvons ensuite une autre constante y:! > 0 assez grande telle que pour 
tout n E IV et tout % > ‘lo. 

inCgalit6 que I’on utilise pour obtenir une majoration de L,, : 

Soit 1 5 1;1 < Zo tel que l’ensemble N1 des 71 E lV tels que le maximum 
ci-dessus sur 1 5 i < i0 soit atteint en <iI soit infini. Alors pour 7~ E N1, on a 

f,, [f&h-~n(4/2] v (YI& + &) 

lid&) ’ 7+‘4[2(N - l)fr,(i~) ln(fn(a,))j~IL(%1)] v (2yA + 4B,L)) 

car on aura remarquk que 41 est croissante. 
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l Considerons d’abord le cas oti il existe une infinite de ‘II E Ni tels 
que 2y~A, + 4B, > 2Nf,(i,l)ln(f,,(1:1))~~,,(~~) et notons N2 l’ensemble 
de ces TX. On a done pour 71, E N2, 

ainsi en utilisant que lim,,,, A,, = 0 = lim,,+, B,, la positivite des 
A,,, B,, et le fait que pour x petit on a T,/>(X) < :I:, on obtient une 
contradiction car le terme de droite diverge pour 71, grand vers +x. 

l Interessons-nous maintenant au cas oti NZ est fini, et oti il existe une 
infinite de 71 E Ni \ N2 tels que :cu 5 fil(l:l) (notons N3 l’ensemble de 
ces r~). Alors en vertu de (5), pour tout r~ E Ns assez grand, il existe un 
unique y,, 2 3~~ tel que 

et on a Cvidemment lim,,,N,i, ,L+o(: y,,, = +x ainsi que $(2(N - 1) 
f7L(i~) 1n(f,,(~l))l-L,,(h)) = yll/cp(y,). 

VCrifions que Ky,,/cp(y,,,) < fn(ii)~~,,,(‘I:i). Ceci revient a voir que 

i.e. 

puis Ye, 2 h(h) ( car ln(yT,) > 0). Par stricte decroissance de [z;~, +co[3 
:I: H zln(z)/cp(z), il suffit de constater que 

Kzh ln(y,,) < Kf,,(il) l~i(f,,(%~)) 
cp(Yn) - cp(fn(il)) 

ce qui decoule de la definition de yn et de la majoration cp(f,, (%l))pLll(il) 5 
K. Ainsi en fin de compte on a bien pour 71 E N3, ~1 assez grand 

ce qui est la contradiction recherchee. 
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l Enfin, toujours si N;z, est fini, considkrons le cas oti pour une infinitk 
de ‘r~ E IV1 \ Nz, on a :cg > frz(a,) (notons N4 I’ensemble de ces u,). En 
utilisant B nouveau le fait que pour :I: petit on a T/(X:) < :I:, on obtient 
rapidement une contradiction car 

Pour terminer la dkmonstration, il reste B traiter le cas oii 1-1 E TJ&, 
mais celui-ci est encore plus facile, car les considkrations prkkdentes sont 
valables et se simplifient, du fait que toutes les sommes C.+ sont nulles, et 
n’intervient finalement que A,, . cl 

Soit ,U une probabilitk quelconque sur { 1, , N} (on notera leur 
ensemble cP&-), posons dhormais 

puis 

en convenant que E{FJE,, (f, f)/@(@)(f)) = +ocj si f E D(;I,. ‘p. K) est 
telle que ,C(“)(f) = 0, i.e. si f est Cgal h 1 sur le support de /I. 

On vkrifie alors sans difficult6 que I’on a aussi 

Remarques. - a) La dkpendance de y’, en N et K peut apparaitre 
artificielle, d’ailleurs soit J la bijection entre [0, z. ln(zo)/cp(z~)] et 
[O~~OCP(~O)~ que 1’ on obtient en imposant que 

v :I: E [X0> +oo], ?j(x ln(n:)/cp(z)) = X/cp(Z) 

On prolonge ensuite $ sur R+ en la rendant par exemple constante sur 
1x0 ln(z0)/cp(z0), +m[. S u pp osons que pour tout 0 < A < 1, 

(6) lim inf W > 0 
.r+O+ ti(~~) 

alors on aurait pu considker pour p E F’N, 
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car on aboutit Cgalement a la conclusion que 

et de plus les constantes C(N, K, cp) sont clairement decroissantes en N 
et en K. 

Cependant (6) n’est pas toujours satisfait, comme on s’en rend compte 
en considerant l’exemple donne par P(X) = z In(z) ln( lln(x)l), pour lequel 
il faut prendre 

vx.7:10, T/I(X) = exp - p SK ( ex ( x ))exp(-5) 

b) Plus generalement, seul importe le comportement de $(x) (ou de q(x) 
si (6) est satisfait) pour II: > 0 petit, ainsi si pour une certaine fonction 
croissante 4 : R+ --+ R+ on a $ = 0(g) (la constante de majoration 
pouvant dtpendre de N et K, remarquons notamment que 4 sera aussi 
bornte), alors on a encore 

en ayant Cvidemment pose 

&&4 = inf 
~& (.f, f 1 

fEwwp,W &cCqf)) 

Dans la pratique on choisira plutot de telles fonctions 4 admettant une 
forme simple. Ainsi par exemple, si pour tout x assez grand V(X) = 
2Jln(X))‘+” (resp. cp(z) = x’_+~), avec n > 0, alors on a pour 5 petit 
‘$(Z) = g- l/~z(l+~)/~ (resp. T/I(X) - -z/(nln(z))) et on preferera done 
prendre T/I(X) = 1 A z (l+T)/v (resp. J(Z) = (-X/ ln(e-lX))L&r + I,.>r). 

c) Soit 4 une fonction comme ci-dessus. Montrons qu’il existe une 
application croissante de classe C1 sur ZR;, 4, telle que pour tout x > 0, 

Pour ceci, il suffit de modifier legerement la procedure usuelle de 
regularisation par convolution : en effet, on construit d’abord une application 
croissante de classe Cl, E : R; --+ lRF, telle que pour tout z > 0, 

4(x + 24x)) 5 2&T) 
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(ce qui peut se faire en considkrant dans un premier temps une telle 
application qui soit croissante et constante par morceaux dans tout 
intervale compact de R+, q ue l’on convole ensuite avec une fonction 
rkgularisante comme ci-dessous, mais dont le support est t5gal B [-2.01). 
Soit Q : R -+ [O! l] de classe Cl, vkrifiant J’ P(X) d:r: = 1 et de support 
inclus dans [0,2]. 11 suffit alors de considkrer pour .I: > 0, 

Notons que de la mCme man&-e on construirait une telle fonction 6 de 
classe C” sur IR;. Ainsi il existe toujours une fonction $ qui satisfait la 
condition de la remarque prCcCdente et qui soit de classe Cl. 

d) Parfois il est commode Cgalement de pouvoir perturber lkgirrement 9 
(voir par exemple la fin de cette section). Supposons que l’on dispose d’une 
fonction (pl : JR+ + 33 qui soit minorke et telle qu’il existe une constante 
IL > 0 telle que pour tout :c assez grand, on ait 

Alors pour toute application ,$ associke B p comme dans la remarque (b) 
ci-dessus, on a 

car ceci dkoule trivialement de l’inclusion D(p: pI, K) c 
D(p. cp; n- ‘(K + b)), oti 1) > 0 est tel que pour tout :I: E R+, 
(PI(X) + b 2 acp(z). 

Supposons maintenant de plus que cp soit au moins de classe C” sur 
B> et que 

ne s’annule qu’un nombre fini de fois sur IR;, disons % E JV. Le rksultat 
qui va nous permettre de sortir du cas d’ensembles finis s’honce alors 

PROPOSITION 4. - Soit N = i? + 4, n 2 N et p une probabilite’ sur 

- 
n}. On a alors pour toute fonction li, comme duns la discussion qui 

bkked; et de classe C1 sur R* ’ .< 1 i +’ 
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Preuve. - Commen$ons par montrer que l’infimum dans la proposition 
ci-dessus est atteint. En effet, s’il en Ctait autrement, il existerait une suite 
(fn)ntW d’elements de D(b, cp. K) telle que 

et 
lim fn = 1 n-DC 

Cependant en effectuant un developpement limit6 on s’apergoit que 

et il existe done un 71so E IV tel que pour tout 71 > ~no, 

On obtient alors une contradiction comme dans la preuve de la 
proposition 3, du fait que $(:I;) < n: pour :I: > 0 petit. 

Soit done f. E D(cL, cp! K) tel que 

et notons ITo = p(p(f,2)) et I = (1 < % 2 II,/ ,fo(%) > 0). Soit 
Cgalement B(l) l’ensemble des fonctions definies sur I, que l’on identifie 
avec les fonctions definies sur { 1: . . . , ,n} qui s’annulent en dehors de I. 
L’application F definie par 

est differentiable au voisinage de fa et sa derivee dans la direction h E B(1) 
est donnee par 

Ainsi en considerant fa comme un minimum de F sur la surface 
{f E a(I) /p(f2) = 1 et p((p(f2)) = KO}, on voit qu’il existe des 
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constantes X1, X2: X3 E R (les multiplicateurs de Lagrange) telles que pour 
tout p E I, 

Xl 

i 
-aLfo) EI”‘,,, (fO> fo)iw’“‘(fo)) 

&Lqfo)) - ?p(Lw(f(j)) 
(4,fo(P) We(P)) + ?fo((P)) 1 

+X2?fob) + w%w,2(P))foh4 = 0 

Les valeurs de f. (outre 0) sont done aussi des solutions d’une equation 
en CC du type 

oti K1, K,, KS, K4 sont certains reels. Notons G(x) le membre de gauche 
ci-dessus, on a 

et cette fonction admet autant de zeros sur 82: que K3 + h’,lz&~(x”). 
11 en rbsulte, vu l’hypothbse supplementaire faite sur (p, que f. prend au 
plus N valeurs, disons wl. . : ~5. 

Soient pour 1 5 i < N, Ai = (1 < p < n / fo(p) = vi}, et E la 
probabilite sur { 1, . . , N} definie par 

il apparait que 

d’oti le resultat annonce. 0 
Ainsi sous les hypotheses de la proposition precedente, on a pour tout 

n > N, 

inf inf El%,‘ (f, f) 
!J@n .fEmw>K) ~(~Cd(f)) 

= @N, K> ‘p) 

D’autre part, il n’est pas difficile d’assouplir la condition. don&e sur cp 
avant la proposition 4. 
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Commen$ons par remarquer que s’il existe CL E I2 tel que pour tout :I: 
assez grand on ait 

alors en integrant trois fois, il apparait immediatement que 

lim sup 
l&c’) 

.ri+a x2 ln(x?) 
<+x 

Ainsi sous nos hypotheses on a necessairement 

d” 
lirnsup2-(p(22)) = += 
x++m dx” 

et $(~&ip(~“)) finit done par &tre strictement positif (ce qui a son tour 
implique qu’en fait ci-dessus limTi+co x&(~(x~)) = +oo, cette diver- 
gence permettant de retrouver que limT++m X? ln(~~)/(p(~~) = 0). 

Reciproquement, supposons seulement qu’il existe z1 > 0 tel que cp soit 
de classe C’ sur ]xJ~, +co[ et satisfasse pour z > LI’~, 

alors la proposition 4 est encore verifiee (en faisant toujours l’hypothese 
que cp a le comportement asymptotique d&it avant la proposition 3) et on 
peut meme y prendre N = 5. 

En effet, il est possible de construire une fonction ‘pl : R+ + BIT 
de classe C” sur lR+ telle que (pl majore cp, verifie cpr (z) = cp(:r:) 
pour tout z 2 21 + 1 et ne satisfait pas &(~-$(cp~(z”))) E 0 sur 
IO, .%I + l[. Par ailleurs, en considerant des applications de la forme 
R, 3 II: H a/(b + q5i) avec a, b > 0 bien choisis, on montre sans 
difficult6 que l’on peut trouver une fonction bornee h : R+ -+ R, telle 
qu’en posant cp2 = cpt + h, &(x$((P~(z’))) ne s’annule qu’une fois sur 
B2;. Si on a bien lim,,+, z ln(z)/cpa(z) = 0, par contre il n’est pas clair 
a priori que 2 I-+ 5 ln(z)/(pz(x) finit par decroitre, neanmoins ceci n’est pas 
grave d’aprbs la remarque (d) qui precede et la preuve de la proposition 4, 
car cpz majore cp. Ainsi, il existe une constante C(K, cp) > 0 ne dependant 
pas de p ni de n, telle que 
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SOit K1 = sup,L,20 (p2(.1.) - cp(:c) < +w, il reste A utiliser que si 11, E P,, 
et K > 0, alors D(L~, p. K) c D(/l,. y2, K + K,). pour se persuader qu’il 
existe une autre constante c;l(K, cp) > 0, telle que 

En r&urn& en utilisant la remarque (c), on a done montrC le rksultat 
suivant, pour lequel la convexit de p est en fait inutile, 

COROLLAIRE 5. - Soit QC un bon mujorunt (de l’upplication II+ 3 :I: k 
:I: lu( CC)) et K > 0, il existe des ,fonctions croissantes et born&es VI) telles 
que pour I(: grand 

et si une telle application est jixke, ulors 

Notons que l’introduction de Y/J n’est pas innocente, car on a vCrifiC 
dans [l I] que 

inf inf 
G”‘)Ei (.I(, $0 = () 

/iE'P,: .fED(/r.y.li) ,0)(f) 

4.mhxxrtis ~NERGIE-ENTROPIE mmumms 

Notre but ici est d’ktendre les rksultats de la section prCcCdente. ce qui 
est relativement immkdiat vu nos hypothkses. 

On suppose que cp est un bon majorant fix6 et que T/I est l’une des 
fonctions lui est associke comme dans le corollaire 5. Soit /L une probabilitk 
sur un espace mesurable quelconque (S, S). Comme d’habitude, on note 
pour K > 0 fix6 (celui qui intervient aussi dans la dkfinition de T/I). 

G, cpl W = {.f E fi2b) / 4f2) = 1 et P(Y(.~~)) 5 KJ 

PROPOSITION 6. - I1 existe une constante universelle (i.e. ne dkpendant 
pas de l’espace de probabilitk (5’; S. ,u)) A > 0 telle que pour tout 
.f’ E D(p. y. K), 

&I-E,, Cf. f) L A+(W)) 
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02 C(f) = J f2 ln(f”) dp. 

Preuve. - On va montrer que l’on peut prendre pour A la dernibe 
expression apparaissant dans le corollaire 5. Du fait que pour tout 
f E E’(P), f~-~,,(f~.f) 2 E~-~,,(l.fl~ Ifl) et W = Nfl)T il sat 
de considkrer des fonctions positives. Soit done f E D(cL, ‘p, K), f > 0. 
Pour WL E LV et 0 < k 5 r112~, posons 

&.k = {k2FrrL 5 f < (k f 1)2-“‘} , si k < 7r~2”~ 

Lf 1 ml , sinon 

en convenant que cette dernikre quantitk est nulle si p(A,,,,J = 0, puis 
notons 

I,! 2 )‘I 

de sorte que 

De plus pour tout T~L 2 0, on a ~(fz,) = p(f2) = 1, et par l’in6galitC 
de Jensen il apparait que 

On peut alors appliquer le corollaire 5 pour se rendre compte que 

G-E,, (fm, fin) 2 A$4Wn,)) 

puis en passant B la limite pour m grand, on obtient la mCme inCgalit6 
pour f. 0 
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Nous pouvons maintenant a nouveau considerer un noyau de Markov P 
qui laisse ~1, invariante. 

PROPOSITION 7. - Supposons que I - PI’* admette dam lL*(p) un trou 
spectral X “cf’ X(I - PP*), alors avec les notations pre’ce’dentes, 

inf ‘f-PI> Cf. f) > AX 

f~D(/r.q.h-) ddW)) - 

Preuve. - En effet, a l’instar de la demonstration du corollaire 5.4 de 
Diaconis et Saloff-Coste [3], il sufht d’ecrire que pour tout f E D(/J,. y. K). 

.f2 # 1. 

EI--PP. (f: f) = ‘-f-PP- (f. f) ‘%E,, (f! f) 

G(W)) &I-E,, (.f. .f) dJ(L(.f)) 
0 

Remarque. - On pourrait Cvidemment remplacer X par l’une des 
constantes suivantes 

oti Q est une fonction de Young dominant la fonction convexe R 3 
:I: I--+ (P(x*), malheureusement nous ne savons pas evaluer celles-ci, sauf a 
estimer le trou spectral de I - PP* ! 

Pour des exemples d’evaluation de trou spectral par la methode de 
Poincare dans le cas ou S n’est pas fini (denombrable ou non). on renvoit 
a un article recent de Rosenthal [ 141. 

Mais il existe des situations oti le trou spectral de I - PI’* se calcule 
naturellement et ci-dessous se trouvent trois exemples pour lesquels on 
pourrait en fait expliciter tout le spectre : 

a) Supposons que S = (a/Z)“, avec 71, E JV*, que l’on munit de sa 
tribu borelienne S. Soit /L la mesure de Lebesgue et p E a2(/,,), satisfaisant 
p > 0 et /l(p) = 1. On definit un noyau markovien P en posant (une 
version de p ayant Cte choisie) 

v :c E s. v A E s. P(:c. A) = 
.I 

p(:y - .r:)I,(:y) p(dfy) 

11 est clair que P admet /L pour probabilite invariante et qu’une version 
de P* est donnee par 
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(notamment si p est pair alors p est reversible pour P). 

On peut calculer le trou spectral par le biais de l’analyse de Fourier : 
pour k E W’, posons 

Cette base (e~.)~EDrT” de &*(S, I-L, c) diagonalise P, car on verifie que 
pour tout k E IN”, Pek = p-k.ek, ou p-k = &er;) est un des coefficients 
de Fourier de 1). 11 apparait ainsi que les valeurs propres de PI’* sont 
les lpk12, pour k E W”, de sorte que le trou spectral de I - PP* est 
1 - supkEMrz\{o) lykl* = 1 - maxk,~~~\{o} lpkl* (car lirmkl,+, I~kl = O), 
quantite qui est toujours non nulle. 

Plus generalement, supposons S separable et soit P un noyau markovien 
admettant une densite par rapport a une probabilite invariante p, c’est-a-dire 
qu’il existe une fonction S* 3 (x. :y) H p(x, 1~) E R, telle que l’on ait 
la representation 

et que les seules fonctions harmoniques pour PP* dans E*(/L) sont les 
constantes. Alors 1 - PI’* admet un trou spectral strictement positif. 

En effet, remarquons que le noyau I’P* admet aussi une version a 
densite, et que cette derniere n’est autre que (1. La condition (7) implique 
alors que PP* est un operateur compact dans a*(,~) (voir par exemple 
l’exercice 52 p. 518 de [4]), et comme il est Cgalement symetrique, il est 
diagonalisable par separabilite de a’(kh). La compacite entraine qu’il ne 
peut avoir une suite de valeurs propres differentes de 1 convergeant vers 1, 
et puisque l’on a fait aussi l’hypothese que l’espace propre associe a 1 est 
la droite des fonctions constantes, on en deduit le resultat annonce. 

Notons que la condition 

.I’ 
pyc, y) jL(dX)jL(dtJ) < +x 

implique (7) par une application de l’inegalite de Cauchy-Schwarz, ou plus 
directement que P est compact, d’oh la compacite requise de PP”. 
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b) Voici un exemple bien connu ou le critere ci-dessus ne s’applique 
jamais : pour t > 0 et 4 > 0, notons E$“) le noyau markovien defini sur 
lR”, n! > 1, en posant pour tout :I’ E E?“. 

py+ dy) = H 
t ) 

( 

$ 

7r( 1 - cxp( -2/-lt)) > ( 
exp + IY - exlwW4’ 

1 - exp(-2/Q) 1 
& 

. 

ou 1 1 designe la norme euclidienne usuelle. 

11 apparait que (R’“) ) t tzo est le semi-groupe d’ornstein-Uhlenbeck a la 
temperature [j- ‘, dont le generateur est L,j . dkf’ A/2 . -/J’(:E. V.) (du 
moins sa restriction sur les fonctions de classe Cm a support compact). 
Or le spectre de ce dernier est bien connu, il s’agit de -,LjnV (les vecteurs 
propres associes sont certains polynomes d’Hermite, a une homothetie p&s 
de rapport (a/3-3 de l’espace, cf. par exemple [I]), notamment IJ,j admet 
/j pour trou spectral. 

Par ailleurs, rappelons que Rj”) est reversible par rapport a la mesure 
gaussienne v:j de moyenne nulle et de matrice de covariance (2/3)-11d, 
avec Id la matrice identite d x (1. 

On en deduit que 

X(1 - Rykj”)“) = X(1 - Rg)) = 1 - exp(-2/B) 

c) Nous allons nous interesser ici a une chaine de Markov consideree par 
Fijllmer [6] (qui lui-m&me l’avait emprund a Wasserstein [19]). 

On prend S = (0, l}” muni de sa tribu produit usuelle S. Soit 
:c = (x~)~~z E S, pour i E 27 on definit une probabilite P,(:r. .) sur 
(0: 1) par 

ou les pi sont des nombres appartenant a [1/2,1[. Soit ensuite la probabilite 
produit sur S donnee par 

L’application P ainsi construite sur S x S est bien un noyau de 
probabilites de transitions. 
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Pour T E [0, 11, soit v,. la probabilite produit definie sur S par 

on constate sans difficult6 que chacune de ces probabilitts est invariante 
pour P. Fixons done un tel T et prenons b = II,.. 

On verifie par un argument usuel que P* admet une version reguliere 
sous forme d’un noyau de probabilites de transitions tel que pour tout 
:I: E S, P*(x;, .) est Cgalement un produit @iE~P;“(r. .), oti la probabilite 
sur le iikrne facteur (0, l} est donnee par 

( 
+1 , si 27-l = 1 

PL*(n:, (1)) = ’ Ti 
~(1 -pi-r) 
1 - Tip1 

, si ziel = 0 

(on aura remarque que 0 < Tj < 1). 
On calcule alors que la composition Q(x, .) = PP*(z, .) est Cgalement 

une probabilite produit Q(z, .) = @~~;zQi(z, .) dont le iikme facteur est 
defini par 

avec pour tout Z E Z, 

4i(O) = ‘..-1(11; T,_ f-4 -Pi-l) 
9. 2 1 

G(l) = T,p1(17; Tip-l) ((1 - W)P~-l + %l(l -Pi-l>? 
z 

et on verifie immediatement que 0 < q; (0)) q; (1) < 1. 
Remarquons que le noyau Q fait Cvoluer les differentes coordonnees de 

S independamment, et vu les structures produits de Q et de p, chaque 
Qi (consider6 comme un noyau de probabilites de transitions sur (0, 1}) 
admet necessairement la restriction pi de 1-1 au jikme facteur de S comme 
probabilite reversible, pour i E Z. La matrice Q; est done diagonalisable 
et ses valeurs propres sont 1 et Xi = -q;(O) + qi( 1) < 1 (formule de la 
trace). D’autre part on se convainc facilement que 
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de sorte que 

L.. MICLO 

Montrons que si 1’ # 0 et 7’ # 1, 

a partir de l’expression 

et pour cela considerons deux cas. 

l Si n,>e(2pl - 1) > 0, alors necessairement linli++?clpi = 1 et 
linlji+X ‘rj = F, ainsi si 0 < 7’ < 1, on a immediatement 

liliI, A, = 1 

d’oti la validite de (9) puisque ses trois termes sont nuls. 

0 Si nl,n(2p, - 1) = 0, alors pour tous ,i E 25, on a 
nllj(2pf - ‘) --O, i e. 7.j = l/2. L’Cgalid annonce (9) est alors Claire. 
puisque A, = (2~,-~ - 1)‘. 

Notons que dans cet exemple l’hypothese supjEzy, < 1 est equivalente 
a la condition de Dobrushin (voir [61, equation (1.9)) et dans le cas oB 
I’ E IO. l[, on a done montre que celle-ci est equivalente a l’existence d’un 
trou spectral strictement positif. Mais nous allons maintenant voir que dans 
les cas oh r’ = 0 ou I‘ = I, on peut avoir un trou spectral saris que la 
condition de Dobrushin soit satisfaite. 

Supposons par exemple que T = 0. On remarque tout d’abord que si 
&,0(2~l - 1) = 0, alors l’egalite (9) est encore valable. Faisons done 
l’hypothese que n,>” (211, - 1) > 0. D’autre part puisque lim;,- X, T, 
existe toujours par monotonicite et qu’elle appartient a IO, l[, on voit que 
supjCo A; < 1 Cquivaut a lim sup;,~, y; < 1. Supposons done de plus 
ceci kZalisC, et Ccrivons pour tout I; > 0, 2p1 - 1 = 1 - F/, de sorte que 
tl > 0 et XI >o CI < +‘x. On calcule que pour Z grand, on a l’equivalence 
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ainsi dans cette situation on a I’existence d’un trou spectral si et seulement si 

De m6me si r’ = 1 et si nl>a (2pl- 1) > 0, l’existence d’un trou spectral - 
est equivalente a 

lirn sup pi < 1 
i--CC 

Ces conditions sont par exemple satisfaites si on prend pi = 3/4 pour 
i < 0 et p; = 1 - exp(-i) pour % 2 1. 

Enfin notons que sachant que (I) est v&rift& par une certaine chaine de 
Markov, on peut en deduire que des chaines relativement proches admettent 
Cgalement un trou spectral, par des pro&d& de comparaisons (cf. [ 151). 
Nous allons illustrer ceci sur un exemple qui nous sera utile ulterieurement. 

Reconsiderons l’exemple (b) ci-dessus, ou l’on prend t = /j-l. Soit 
v : Rd -+ R+ une fonction mesurable bornee, et posons pour tout 
.I: E m”. 

avec A:~(x) = 1 - .[ R(;“I(z: dy) exp(-b(V(y) - V(X))+). 

11 s’agit d’une perturbation de type Metropolis du noyau A$!, , ce qui 

permet de se rendre compte que pi3 est reversible par rapport a la probabilite 
j& definie par 

avec U(X) = I:I.I”+V(X) et Zp = J’exp(-/jU(z)) &I:, on aura constate que 
U est une fonction positive, ce qui assure que l’application RX; 3 /j H Z:j 
est decroissante. 
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Cependant, pour toute fonction .f E IL”(&). on a 

exp(-P[V(z) + (V(z) - V(:c))+ + (V(W) - V(z))+l)(P(Y) - f(x))” 

+ / qj(dz)[A&:) + &(y)]J@, (:L MY) - .ii#] 

avec M = SU~,,~,~~~~ IV(y) - V(x:)l, et il en dCcoule que 

5. CONVERGENCE QUANTITATIVE DE L’ENTROPIE 

A partir des inCgalitCs de la section prCckdente, 1’Ctude de I’Cvolution 
temporelle de l’entropie est aussi relativement directe, si on reprend une 
estimCe gCnCrale donnCe dans [ 111. 

En effet, on y a vu que 

du moins si m est une probabilitk telle que Ent(ml~) < +~XI (la preuve n’y 
est pr&entCe que dans le cas oti S est fini, mais elle s’Ctend immediatement 
au cas g&&al). 
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Mais supposons de plus qu’il existe un bon majorant cp, desormais fix& 
tel la densite initiale f = drn/dp satisfasse 

(11) K E 1 v /I((P(f)) < +?c 

Une application de l’inegalite de Jensen fait alors apparaitre que pour 
tout IL E i!v, 

oh fr, = P*“.f designe la densite de ‘IILP” par rapport a /L, c’est-a- 
dire que chacune des fonctions fi appartient a D(/L. yz~. K). Fixons une 
application $ verifiant les conditions du corollaire 5 avec cette constante 
K > 1. 

On peut alors appliquer les estimees precedentes pour obtenir 

LEMME 8. - S~qymscms yue (I I) soit suti~fuit, on a cilors pour tout 71. E N. 

air X est le trou spectral de I - PP* dms lL”( 1,) et il me cmstunte yui 
ne dipend que de cp, K et ,T/I. 

Pour pouvoir exploiter ces inegalites aux differences, on va les comparer 
9 I’equation differentielle qui leur correspond : 

Soit II : R+ + I!?+ la solution de 

1 

v; = -AX$(v,) 

“10 = Erlt(mJ/L) 
PROPOSITION 9. - On a pour tout 71, E IN, 

Erlt(mP” I,/,) 5 w,, 

Preuve. - Ceci decoule aisement de la positivite et de la croissance de 
I’application 41. 0 

I1 suffit done desormais d’evaluer ‘ut pour t grand, et pour cela, fixons un 
:I:(, > 0 (il est generalement commode de choisir :I:~ = Erlt(~nI~L)) et soit 

Puisque pour t petit, 0 < $(t) < t. on a le comportement suivant pour 
F : limX,O+ F(t) = --3o, lim,.,+, F(t) = +oe et F est strictement 
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croissante sur R;, c’est-a-dire que F effectue une bijection croissante 
entre R; et R. Mais I’indret de cette fonction provient surtout du fait que 
pour tout t > 0, F(Q) = F(q,) - AXt, d’ou 

‘,jt z.z F-l (F(Ent(m,jb)) - AM) 

Notamment, on a bien que lilutifcv ‘II+ = 0. 

Pour terminer cette courte section, illustrons ces calculs en considerant les 
situations presentees dans l’introduction. Ci-dessous X designera toujours 
le trou spectral de I - PP* . 

l Si la densite initiale dm/d,u appartient a l’un des &‘+l’(/~), avec 
v > 0, on a vu que l’on pouvait prendre 

ce qui nous fournit tout naturellement les fonctions 

vx>o, fyx) = @--~n’(e-‘x))/2 1 z ; z ; 
C 

VXzElR, F-‘(x) = exp(1 - vT?Z) , si IC 2 0 
x+1 , si x > 0 

Supposons que Ent(mlp) < 1 (en effet, sinon les estimees precedentes 
permettent de majorer Ent(mP” 1~) par un terme decroissant lineairement 
en n, du moins tant que ce terme reste superieur a 1, mais ceci est 
certainement trop grossier pour rendre compte de la veritable evolution 
de l’entropie sur l’intervalle de temps ainsi determine. Pour etre un peu 
plus precis il aurait fallu s’interesser plus serieusement dans la section 3 
au comportement global que l’on peut permettre a $, i.e. pas settlement 
au voisinage de 0, voir aussi a ce sujet l’appendice 1, mais remarquons 
que le comportement de 11 en l’infini n’est pas important, car L(.) est 
bornee sur D(p, cp, K). 11 serait aussi possible de changer la definition 
de 4 en prenant par exemple $(t) = -In(e-:a-,t) 1,~ + a&>i, avec 
II. 2 1 V Ent(mlp), cependant la constante A dependra alors de l’entropie 
initiale par l’intermediaire de son majorant u. On obtient alors 

VnGE; Ent(mP”)l,) 5 exp(1 - \lln’(e-‘Ent(m[/A)) + Ah)) 

oti A > 0 est une constante dependant de J(dm/dp)1+7t d,u et de rl. 
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l Au bon majorant R+ 3 z I--+ zlln(~)(~+“, oti r/ > 0, on peut 
associer les applications 

v x > 0, $(x;) = 1 * x(l+v)l’l 

VX>O, F(x)= z-1 
{ 

rl(l - Xwl/‘l) , si II: 5 1 
, si z > 1 

VXER, F-l(x) = 
{ 

(1 - 2/q)-q , si :I: < 0 
2+1 , si 1(: > 0 

ce qui am&e les inCgalitCs 

t/nElV, Ent(mP”Ip) 5 (1 + Ah,)-” 

si Ent(mlp) = 1, oh A > 0 est une constante dkpendant de 
J Iln(dm/dp) 11+’ dm et de 7. 

l On a aussi d6j2 vu qu’au bon majorant R+ 3 z H 
x In(x) ln( lln(x)l), on pouvait associer l’application 

V x > 0, I)(X) = exp (-exp (F)) exp (-“;“) 

oh K = 1 V j’ ln(dm/dh) ln[lln(dm/d~)I] dm, cependant on n’obtient pas 
une formule << fermCe D pour F. Supposons comme pr6ddemment que 
Ent(mlp) = 1 et prenons done zo = 1. M2me s’il apparait facilement 
que pour x petit 

-F(z) - -exp 8$ (f=p (“;“)) 

on p&f&e utiliser 1’inCgalitC 

VO<z<l, F(x) 2 -$(exp(exp(8K/l:)) - exdexp(fW)) 

qui montre qu’il existe une constante A > 0 ne dkpendant que de K 
telle que 

IfnEE, Ent(mP”Ip) 5 
8K 

ln(ln(exp(exp(8K)) + Ah)) 

Un des buts de la section suivante est d’expliciter un peu plus la 
dkpendance en K de A. 
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6. APPLICATION A DES CHAiNES 
DE MARKOV INHOMOGhNES 

Une des motivations des considerations precedentes provient de 
problemes d’ergodicite forte (en loi) pour certaines chames de Markov 
qui sont inhomogenes par l’intermediaire d’une temperature evanescente 
avec le temps (algorithmes de recuit simule en temps discret sur des 
espaces generaux). Pour obtenir de tels resultats de convergence, on pro&de 
classiquement en deux Ctapes : tout d’abord on montre que la loi de la 
position du processus 2 un temps dorm6 s’approche asymptotiquement 
de la probabilite invariante instantanee associee, puis on s’interesse ELI 

comportement de ces dernieres. Pour mesurer l’ecartement entre des lois. 
il est souvent commode de considerer leur entropie relative et les calculs 
qui precedent sont alors utiles pour etudier l’evolution de ces quantites. 
L’interet de I’entropie par rapport h des normes II,“. avec 1) > 1, est qu’elle 
se comporte plus agreablement quand les lois invariantes instantanees 
varient avec le temps. En effet, en reprenant les calculs present& dans 
121 pour lesquels la tinitude de I’espace des phases n’eat pas necessaire. 
on se rend compte qu’une des hypotheses minimales pour une bonne etude 
de I’evolution des normes II,“, est yue les lois invariantes instantanees, 

h, )rrm doivent &tre equivalentes entre elles et que les densites d/s,, /&/,,,+, 
appartiennent respectivement aux espaces E-(/c,~) (qui sont alors tous les 
memes), pour II. E IV. Mais en pratique ce dernier point est trop exigeant. 
et on en donnera un exemple ci-dessou\. 

Cependant pour les chaines inhomogenes, la constante de majoration A’ 
aura tendance h croitre avec le temps (il faudra d’ailleurs s’arranger pour 
qu’elle ne diverge pas trop rapidement, en jouant avec le controle que I’on 
peut avoir sur I’evolution de la temperature). Notre premiere &he consiste 
done a obtenir un resultat de dependance assez explicite de il et cil en 
fonction de K dans la proposition 6. 

Plus precisement, soit 9 un bon majorant tixe et KC1 > cp( 1). Soit 
Cgalement une fonction (I)ll : R?+ 4 I!?+ telle que pour tout espace 
probabilise (S. S. ~1) et pour tout .f E D(/“. w, KC,), on ait 

(12) $“:-,, (.f> f) L WW)(,f)) 

(on inclut la constante A > 0 qui intervient dans la proposition 6 dans 
la definition de Y/I). 
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Alors, on a 

PROPOSITION 10. - Suit K > &, on a pour tout f E D(p, cp, K), 

Preuve. - On va se servir du fait que A et 4 ne dkpendent pas de 
l’espace probabilis6 considCrC : soit n un point n’appartenant pas h S et 
intkressons-nous B (S,S, jI), oti on a posC 

s=sLl{n} 
s = a(S u {{A}}) 
/cl = (1 - Ly)S, + alsp 

Ko - 41) 
Cl = K - cp(1) 

E 10. 11 

Soit ensuite la fonction f dkfinie par 

(oa rappelons que f E D(p,cp,K)). 
On a 

Jl(f2) = (1 - n) + a@) = 1 

et 

5 (l- +(l) + ctK = K. 

de sorte que f E II@, cp, Ko). 

Ainsi on a bien d’aprks (12), 

Ej!& (f> f) 2 W(“‘(f)) 

et il reste done 2 comparer, d’une part C@)(J) et L(L”) (f), et d’autre part 
les variances. 

Mais remarquons que 

q d’oii en fin de compte le rksultat annon& 
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Pour voir comment on peut mettre en pratique ces estimees, on va d’abord 
effectuer un calcul relativement generique, dont l’on precisera ensuite les 
hypotheses sur un exemple plus specifique au recuit simule. 

Soit (P,),+u une suite de noyaux markoviens sur (S, S) et supposons- 
nous donne une suite (~~)~~>u de probabilites invariantes respectives. On 
fait l’hypothese que toutes <es mesures hIL, r~ E IV, sont Cquivalentes 
entre elles et on note pour tout n E IV, X, le trou spectral de I - P,,P,+ 
dans K2(pLn). 

Soit ma une probabilite absolument continue par rapport a ~0, on 
designera alors par mrL la loi a I’instant n > 0 d’une chaine de 
Markov inhomogene de loi initiale m. et dont la probabilite de transition 
est Pm pour tout temps m 2 0. Remarquons tout d’abord que si 
pour un n E IV, m,, < po, alors m, < hu, ce qui implique que 
?TL n+l = m,P, << pJ?, = lb,], d’oti m,+l < ~0. Ainsi par recurrence on 
obtient que pour tout n E IV, m, < ,u,,. 

Soit cp un bon majorant, on fait l’hypothese que 

Ko dz+!. p(l) + p o( (2)) <+m cp 

et considerons 11, une fonction positive et croissante telle que (12) soit 
satisfait pour toute probabilite p et toute fonction f E D(p, cp, Ko). On 
note II, l’application definie par 

de man&e a ce que -IR+ 3 z +-+ 1c - J(X) soit croissante et que 4 5 $, 
ainsi notamment (12) est aussi satisfait avec cette fonction VJ. 

Enfin supposons que l’on sache calculer des suites (yn)n20 et (K7L)nko 
qui majorent respectivement les quantites 

et posons pour tout 72 E lN, 

rl = Kn - cp(l) 
n Ko-~(1) 

Andes de i’lnstitut Henri Pnincar6 Probabilitks et Statistiques 
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PROPOSITION 11. - Faisons 1 ‘hypothkse suppkmentaire que la suite 
( Jn)n20 dkjnie par la rkurrence 

JO = Ent(molpo) 

V n E LV, J,+I = Jn - h&Jn) + “/nr,’ 

satisfasse 

Alors on a 

lim I’, Jn = 0 
71-00 

lim Ent(m,Ip,) = 0 11’cc 

Preuve. - Les hypothbses pr6ddentes nous fournissent effectivement tow 
les ClCments pour I’Ctude traditionnelle de l’kvolution de l’entropie. Pour 
n E IV, notons I, = Ent(m, Ipn). On a, d’aprks la proposition 10, 

ce qui nous am&e B poser pour tout n E IV, J, = &,/I’,, car on a alors 

et vu la croissance de l’application R+ 3 z H z - X$(X) pour tout 
0 5 X 5 1, on en dCduit que pour tout n E IV, J, < J,, d’oti le resultat 
annond. 0 

La proposition prt%dente donne done un critkre assurant le 
rapprochement asymptotique de m, et de pnr mais en suivant la mCme 
dkmarche, on peut en imaginer de nombreux autres, en voici une variante 
qui se sert de la croissance de 11, plutbt que de $. 

PROPOSITION 12. - On reprend le contexte dkcrit avant la proposition 1 I, 
mais supposons que lim,,, yn = 0 et que pour tout b > 0, 

gyn - x,r,+(r;lb) = --oo 
n=o 
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On a alors la convergence 

lim Ent(m,Ip,,) = 0 IL-X 

Preuve. - Soit b > 0 fix& et notons pour n E N, c(n,b) = 

Yn - L~n$(r,l~). p ar croissance de 4~ et d’apres la preuve de la 
proposition 11, tant que I,, > b, on a IrL+i L: I,, + c(n, b), et par hypothese 
il existe done un p > 0 tel que J,L+P < b. Maintenant si I,, < b et si 
p = inf{m > 0 / In+lrL > b}, alors In+* 5 b + ~,~+~-l. 11 apparait ainsi que 

li;rn~pl, 5 li~rn~p (6 + sufTrJ) = b 

et on en deduit le resultat annonce car b peut Ctre choisi arbitrairement 
petit. cl 

Exemples. - a) Voici une application certainement trop directe de ce qui 
precede : notons que l’on peut toujours considerer 

dPn -- x = espy dl-L,,,+l XII;‘+ 

De plus, si l’on suppose que le bon majorant cp verifie ~(1) > 0 et qu’il 
existe une 

(13) Q 
il apparait 

(14 

et done 

certaine constante n > 0 telle que l’on soit assure de 

f 2 0. Q x > 0, dxf)lx I cp(f) exp(a(z - 11,) 

que l’on peut prendre pour tout n E Ilr, 

En effet, puisque cp est convexe et que prL est invariante pour P,, on 
calcule que 
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Les propositions 11 et 12 permettent alors d’obtenir des hypotheses sur 
les suites (Xn)n20 et (~~)~>a qui assurent la convergence 

lim Ent(m,Ih,,) = 0 n-+03 

par exemple, il est facile de voir que les conditions 

sont suffisantes pour ceci, s’il existe un T > 0 tel que J / 2 1 ‘+‘dpo < 
+oO. 

Cependant, une des hypotheses que l’on est amen6 a faire, yn. < +m pour 
tout n E N, est parfois trop forte, car a partir de celle-ci on peut appliquer 
directeyent des arguments IL2, pour obtenir, du moins si l’on suppose que 

JI I 
2 @a < fee, des criteres un peu meilleurs de convergence vers 

0 pour l’expression 

Mais a nouveau, contrairement a une approche par l’entropie, ceci 
ne permet pas d’aborder les situations oti I’on suppose seulement que 
dmo/dpo E L1+r(po), avec 0 < T < 1. 

Cependant, les estimations (14) sont trop grossieres et trop generales, des 
que cp croft moins vite que toute fonction puissance d’exposant strictement 
plus grand que 1. On peut alors souvent les ameliorer en Ctudiant plus 
precisement la chaine de Markov particuliere dont I’on dispose, comme va 
l’illustrer l’exemple suivant. 

b) Pour presenter une situation difficilement traitable uniquement par des 
arguments L2, mCme si la densite initiale appartient a J!,“(pa), nous allons 
maintenant reprendre l’exemple introduit a la fin de la section 4. Donnons- 
nous de plus une evolution croissante de l’inverse de la temperature, 
N 3 n t-) pn E IR;, telle que limTLeo3 ,& = +cc, et posons pour tout 
7-L E CJ, 
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ce qui now replace darts le contexte precedent. 
Une premiere &ape pour obtenir de bonnes suites (yn)nE~ et (I’lL)nEN 

consiste a montrer le resultat technique suivant 

LEMME 13. - Soit T > 0 et supposons que J’ U’+‘(z) mO(dz) < +CQ. II 
existe alors we constante A > 0 telle que pour tout n E N, 

.I U’+“(x) m,(dx) 5 Aexp(M@,-l) 

03 rappelons que M = SUP,,~~~~ IV(y) - V(x)/. 

Preuve. - Du fait que V est borne, il suffit de voir qu’il existe une 
constante Al > 0 telle que pour tout n E N, 

J 
I4 2-t2r m,(dz) 5 Al exp(M/3n-1) 

Pour ceci, remarquons que pour tout x E Rd, on a 

P,(x, 1 . -e-1x12+2r) 

= 
.I 

exp(-,&(V(y) - V(x))+)RE?(a, dy)ly - e-1x12+2r 

+ Afln (x)(1 - e-1)2+2rlz[2+2r 

5 
I 

R’!Y~(x dy)ly - e-1xl2+2r A ’ +(l-exp(-P,M))(1-e-1)2+2”1212+2 

5 p;+r A2 + (1 - exp(-PJI))(l - e-1)2+2rlx12+2r 

oti A2 = (1 - eel)lST Snzd ly)2+2r exp(-1y12) dY/r’. 
Or par convexite, on a 

Pn(x, 1 . 12+2r) = P,(x, I(1 - e-‘)(. - e-lx)/(l - e-l) + e-1xl2+2r) 
5 (1 - e-1)1-2-2rpn(x, 1 . -e-1x12+2r) + e-1lxl2+27’ 

et en integrant ceci par rapport 21 m,, on fait apparaitre que 

J 1x12+2r(x) mn+l(dz) 

5 (1 - (1 - e-l ) exp(-k&l@) / IxI~+~~(x) m(dz) + + 
n 

avec A3 = (1 - e-1)1-2-2rA2. 
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Pour n E LV, on est done amen6 a poser arL = exp( -,&-r M) 
s Iz~*+*~(z) m,(dz), car l’inegalite ci-dessus montre que 

an+1 5 alL + exp(-MD,) ( +$ - (1 - e-l)u,. 
n > 

Ainsi, si a, 2 A3,Ll;1-‘/( 1 -e-l), alors on a u,+~ 6 a,, et d’autre part, 
a, < A&-’ /(l - e-l) implique que a,+1 5 As&l+‘[(l - e-l)-l + 
exp( --M/!&)1. 11 en decoule facilement que si la suite (~~)~>a ne finit 
pas par Ctre decroissante, alors elle converge vers 0, et dans tous les cas 
on a done 

limsupu,< + cc 
n--FCC 

ce qui nous assure de la validite du lemme. 
On en deduit le resultat suivant : 

0 

LEMME 14. - Soit r > 0 et supposons que mo < ~0 et que 

s + ln’+T 
( > 

$f dmo < +oo. I1 existe alors une constante B > 0 telle 
que pour tout n E LN, 

J'ln;+r (2) dm, I B exp(Mt%) 
Preuve. - Commencons par v$ifier que l’hypothese du lemme 13 est 

satisfaite. Soit K > 3 et notons U = K A U. En utilisant, avec f = po6/2 
et m = ~mo/mo(U’), la majoration generale 

J f dm F Ent(mlpo) + In (Jexp(f) dpo) 
valable pour toute application mesurable et positive f et toute probabilite 
m, on fait apparaitre que 

PO 

5 J 61+r dmo 

5 J In(?)? dmo + Jln+ (2) k dmo - mo(6’) ln(mo(~‘)) 

+ mo(V’) In (I exp(h~l2) ho 1. 
< J ln( @)6’ dmo + 

-(I > 
(JlnyT (%) dmo)l'(l+') 

rl(l+r) 
61+r dmo 

+ e-l + mo(U’) In (I exp(P8/2) ho > 
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11 reste alors a faire tendre K vers +co, en se servant du fait que 
J’exP(PoUP) Go < +W et J ln:+‘(dnO/d~o) dmo < +zo, pour se 
rendre compte que l’on ne peut pas avoir 

.i a cP+“(x) rno(dx) = +m 
sinon le membre de gauche dans les inegalites precedentes exploserait plus 
vite que le membre de droite. 

Ainsi on sait deja qu’il existe une constante A > 0 telle que pour tout 
71 E Lv, 

/ 
U+” dm, 2 Aexp(M/L1) 

On en deduit que 

(/ In:+” (2) drn,,+l) l’(‘+‘) 

= 
(i( 

(/A+1 - &)U + 111* 
I+: 

) ) 

l/(1+1.) 

dm,,+l 
A + 

l/(1+1,) 
< - 

U 
((0 ,{+l - rjjrl)W1+r dm,+l 

> 

= (Pn+l - I&!) (I’ Ul+r diii,,,,) l’(l+“) 

I A*(~+I - A) exp(~,&/(l + 7.)) 

En utilisant cette estimee et le fait que l’application B+ 3 :I: r 
X: In:“‘(z) est convexe, on obtient 

(/ In:+” (2) dwb,,+i) “(‘+“j 
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+ A* 2 c~p(A4~;+~,( 1+ ?-)) - exp(MP;/(l + r.)) 

pour une certaine constante BI > 0, indkpendante de n, et le rksultat 
annonck en dkoule immediatemen& avec B = Bt+T. q 

Soit T > 0 fix& et considkrons le bon majorant cp dCfini par 

v :1: 2 0, (o(x) = 2; h:+“(X) 

D’aprks ce qui prC&de, si s p(dm~/dp~) dpo < fx, il existe une 
constante C > 0 telle que I’on puisse prendre pour tout n E IN, 

yrl = CexpUWf/(1 + ~))(ijA~+l - A) 

r,, = CexpUMf) 

(pour la premih-e CgalitC, on a utilisk la majoration J lri(&~~,/d~~~+~) 
drn,,+~ 5 (J 1r1:+~ ~4%/&b~+1) dm,+1) ‘/(l+) et une inCgalitC de la 
preuve du lemme 14). 

Par ailleurs, quitte B prendre C encore plus grand, on a vu qu’une 
application $ qui convenait Ctait donnCe par 

v x > 0, 7)(x) = C(1 A :r?) 

ainsi le crib-e de la proposition 12 montre que l’on sera assurk de 

(15) ,;irrk Eut(n&x) = 0 

dks que pour tout b > 0, 

2 exp(&,M/(l + T))(/?~,+~ - a) - (1 - ed2)C+bF 
n=o 

exp(-(3 + l/~)lll/&) = -cc 
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Supposons plus precisement que l’evolution de l’inverse de la temperature 
soit don&e par 

\Y’nEN? pTL = k-l ln(e + 12) 

oh k > 0 est une constante, la condition precedente revient alors a imposer 
que k > (3 + l/r)M. 

Dans le cas ou T = 2, on aurait pu aboutir a la meme conclusion en 
adaptant plutot la methode presende dans [lo], bake sur les inegalites 

f /C-f - P(f))” & + 46 /’ f2(ln(f + e) -k 1)2 d/l 2 / f2 m(.f) dp 

valables pour toute fonction f E K2(p), toute probabilite p, et tout 
0 < S 5 &, oti So > 0 est une certaine constante. 

Cependant, en optimisant en S, on retrouve les inegalites Cnergie-entropie 
restreintes utilisees ci-dessus si T = 2 (voir aussi l’appendice), et celles-ci 
peuvent done Cgalement Ctre vues comme une generalisation de l’approche 
donnee dans [lo]. 

Remarque. - Supposons que l’on sache montrer qu’il existe une constante 
c > 0 telle que 

Jic [j-l ln(A(1 - FL:)) = -c 

et que l’on fasse l’hypothese que pour tout R > 0, 

(16) .I’ 
Ul+yZ) m&h)< + cc 

on peut alors en deduire que (15) sera realise, des que k > c, si I’on 
suppose que 

(17) ;/lIII+l(~)dvLn<+m 

En effet, la relation (16) et la preuve du lemme 13 montrent que pour 
tout E > 0, il existe une constante A, > 0 telle que pour tout n E LV, 

J 
’ U1+“(x) m,(dz) 5 A, exp(@,-1) 

ce qui permet de voir que sous l’hypothese supplementaire (17), il existe 
une constante B, > 0 telle que pour tout 72 E IV, 
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et on conclut comme precedemment. 
A l’aide des propositions 11 et 12, on obtient en pratique des critbres qui 

assurent que pour tout 1 E N et toute probabilite m absolument continue 
par rapport a ~1 et telle que dm/dpt E 45-&l), on soit assure de 

(18) lim Ent(m(& . . . &+n-l)lpl+n) = 0 1L’oo 

Notamment, les conditions presentees dans l’exemple (b) ci-dessus 
impliqueront cette convergence. 

Si l’on est un peu moins exigeant sur la qualite du rapprochement entre 
7h et h, il est alors facile d’etendre ce resultat : 

COROLLAIRE 15. - Supposons que (18) soit satisfait, alors pour toute 
probabilite’ initiale mo << po, on a en variation totale, 

lim jlrnn - 4,t = 0 11’00 

De plus, appelons X = (XIL)fLLO le processus des coordonnees 
canoniques sur (52,3) = (S”, S@“), et a toute probabilite’ mo sur S, 
associons lPm, la loi sur (Q,3) qui fait de X une chaine de Markov 
inhomogbne de transitions don&es par (P a nzO et de loi initiale 7~. Soit A ) 
un evenement de la tribu de queue de X, alors soit po-p.s. en 2, lP*, (A) = 1, 
soit po-p.s. en z, lPsz (A) = 0. 

Preuve. - Soit une loi initiale 7~ < p. et 0 < E < 1. 11 est possible de 
decomposer ma en (1 - no( S))fobo + no, oti no est une mesure positive de 
masse totale inferieure a t et oti f. est une densite (par rapport a po) bornee. 

On en deduit une decomposition de m, en 

7n,, = m0(P0 . . P,-I) 

= (1 - ~o(s))(foPo)(po . . . E-1) + (no)(Po . . . pn-1) 

ce qui permet de voir que 

llmlL - Pnll,t 2 (1 - ~o~sNl(foPoPo~~ . p,:,-1) - Pnll”t 
+ II(~o>(po . . . pn-1) - nO(S)PnIlvt 

I Il(foPo)(po~ . . R-1) - PnIlvt + ‘2F 

Cependant d’apres l’hypothese (18) appliqute avec 1 = 0 et m = fopo, 

$t Il(foPo>(po . . .pn-1) - Pnllyt = 0 
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de sorte que 

et t > 0 pouvant Ctre choisi arbitrairement petit, le premier resultat annonce 
en decoule. 

De la m&me man&e, il apparait que pour tout 1 E N et toute probabilite 
‘7n < pLg, 

,,1iIl& jlm(P, . . .&+,1-l) - P/+rrIl,,+ = 0 

En adaptant la preuve du theoreme 2 de [1’8], on voit que ceci admet 
pour consequence que pour tout ~~~~~ < pu. la tribu de queue de X est 
P,,,,, -triviale. 

Soit A un Cvtnement de la tribu de queue, et supposons par exemple que 
P,,,,,(A) = 1. S’il existait une distribution 74, < /L() telle que I’,[:,,, (A) = 0, 
on aurait en posant rnz = (uI,~, -I-V/&)/~, IF’,,,;; (A) = l/2. ce qui est absurde. 
On montre ainsi que lPr,,,(A) ne depend pas de la probabilite 71% < p. 

choisie. Reste a Ccrire que pour une telle probabilite on a 

pour se convaincre de la seconde affirmation du corollaire. 0 
I1 est clair que ces calculs pourraient conduire a des estimations 

quantitatives sur la vitesse de convergence en variation totale. Sous de 
bonnes conditions, il est possible d’etudier directement l’tvolution de la 
variation totale, mais ceci fait a priori plutot intervenir les constantes 
ergodiques de Dobrushin (mais notons qu’elles sont aussi inutilisables dans 
l’exemple (b) ci-dessus), ce qui ne correspond pas a nos hypotheses. 

Enfin precisons que les calculs de cette section peuvent s’adapter en 
temps continu, pour des processus de Markov inhomogenes de generateurs 
(I-f&a, oh (Pt) tlo est une famille mesurable de noyaux de probabilites 
de transition admettant une famille mesurable (,~~)~>a de probabilites - 
invariantes. 

APPENDICE : UNE DtiMARCHE ALTERNATIVE 

Dans le cas oti cp est la fonction 
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avec q > 0 fix& la minoration presentee dans la proposition 6 peut Ctre vue 
comme une simple consequence d’une inegalite de Holder usuelle. 11 est 
peut-Ctre possible de gentraliser cette approche a des fonctions convexes 
cp plus g&t&ales (satisfaisant toujours cp(z) > zln(rc), pour z grand), 
toutefois le fait que les normes d’Orlicz autres que celles des espaces -IL”, 
0 < p 5 so, ne sont pas tres explicites nous a fait preferer les preuves 
plus Clementaires de la section 3, qui permettent de se figurer quelle doit 
Ctre la forme de y’/ rien que par une etude sur un ensemble a nombre de 
points reduit (typiquement 5). 

Soient 0 < T < 2, 0 < a 5 1 et considerons la fonction 

F : [0, e] -+ R 
:c c) a(z - a) + 5(x - a)* - x2 ln(2*) 

avec a = 2a(l + aIn(a 
On calcule que F”(X) = 4(1 - ln(~)) 2 0 pour x E [0, e], et par choix 

de a, on a F’(Q) = 0, ainsi puisque F(a) 2 0, on a F 2 0 sur son 
domaine de definition. Notons aussi que a 2 -4ep3/*, ce qui montre que 
pour II: > e, u(z - CX) + 5(2 - a)* 2 0. 

Par ailleurs, pour z 2 e, on a z 5 e(e - l)-‘(z - u), de sorte que 

x2 ln(z*) < --e+ 
( > 

“(x - cqIC*-1’ lu(22) 

5 5(x - a)‘~*-~ ln(2*) 

et done pour tout ZE > 0, on a 

x2 ln(z*) 2 a(z - CX) + 5(2 - ~1)~ + 512 - CY]~X*-~ 111+(x*) 

Soit maintenant une probabilite p et une fonction positive f E L*(p) telle 
que lo = 1. On pose u: = p(f) puis on integre l’inegalite precedente 
avec f a la place de 2, pour obtenir 

df"W")) I5~((f - df))*) +5~(lf-~(f)l'f*-'ln+(f*)) 

Appliquons l’inegalite de Holder a ce dernier terme pour le majorer par 

5[p((f - p(f))*)]““[p(f* ln2,1(2-“)(f2)](2-r)‘2 

ce qui nous permet d’obtenir finalement 

p(f* lu(f*)) I 5[p((f - ,~(f))“)]“~“(l + [p(f* ln~“-“(f”))](*-“)‘*) 
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Ainsi si avec la fonction cp donnee en (19) ou 17 = r/(2 - T), on a 
~-r(cp(f~)) I K, ah-s 

II-E,, (f, f) 

w(f)) 

2 5-2/r[~P-r)/2 + 11-V’ 

avec 7/i : R+ 3 x H z21r, resultat qui dans ce cas est Cvidemment plus 
precis que la proposition 6, mais remarquons que la proposition 10 permet 
de rattraper le bon comportement en K, quand celui-ci devient grand. 

Notons que ces calculs se generalisent au cas oti r = 2, car il apparait 
alors que si p(S”) = 1 et si esssup, f* 5 K (necessairement K 2 l), 
on est assure de 

EI-E,Kf) > 1 
WI - 5(1+ In(K)) 

Mais dans le cadre inhomogene de la section precedente, travailler avec 
la norme 11 . I[L-(~~) (qui par equivalence des probabilites ,un, pour n 2 0, 
est aussi la norme I( . IIa-(rbp,)) n’est interessant que si l’on dispose de 
bonnes estimees sur esssupPo dpn/d,u,+l, ce qui ne correspond pas en 
general aux situations pertinentes pour l’utilisation de l’entropie. 
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