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ABSTRACT. — Let P be a Markovian kernel with an invariant probability .
Let P* be the adjoint operator of P in IL*(p). We will see how a spectral
gap for I — PP* (where [ is the identity) allows one to obtain an upper
bound on the speed of convergence toward equilibrium in the entropy sense,
under various hypotheses on the degree of integrability of the density of the
initial law with respect to ¢. Then we will show how to adapt this approach
to get strong ergodicity results for certain inhomogeneous Markov chains.
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RESUME. — Soit P un noyau markovien admettant une probabilité
invariante z. Notons P* I’opérateur adjoint de P dans IL*(p). Nous allons
voir comment 1’existence d’un trou spectral pour [ — P P* (] étant I’identité)
permet d’obtenir des majorations de la vitesse de convergence vers
I’équilibre au sens de ’entropie, sous diverses hypotheses d’intégrabilité
de la densité de Ia loi initiale par rapport & y, puis on en déduira des
criteres d’ergodicité forte en loi pour des chaines de Markov inhomogenes.
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262 L. MICLO
1. INTRODUCTION

Souvent pour étudier quantitativement 1’évolution de [’entropie des
processus de Markov & temps continu, on se ramene & considérer certaines
inégalités de Sobolev-logarithmiques, qui permettent classiquement
d’obtenir une convergence exponentiellement rapide. Si le temps est discret,
on a vu dans [11] comment il était possible d’adapter ces preuves, cependant
les inégalités de Sobolev-logarithmiques qui y apparaissent naturellement
ne sont satisfaites que si I'espace des états est fini (et si la chaine est
irréductible apériodique). Le but de cet article est d’étendre quand méme
ce type de résultat a des chaines de Markov plus générales, en obtenant une
estimée de la décroissance vers () dans le temps de I’entropie par rapport a
une probabilité invariante y, sous I’hypothése d’existence d’un trou spectral
dans EQ(/J,) pour le symétrisé multiplicatif du noyau markovien, et si la
mesure initiale (ou 1'une des lois de la chaine a un instant donné) admet
une densité par rapport a u qui est un peu plus intégrable que simplement
dans (ILIn(ZL))(¢1). La majoration de la vitesse de convergence qui en
résulte n’est plus alors nécessairement exponentielle en le temps et dépend
notamment du degré d’intégrabilité de la densité initiale (de plus la borne
que Ion obtient pour ’entropie a un instant n € IN™ ne sera pas linéaire en
’entropie initiale, ce qui ne permet pas de se ramener a une convergence
exponentielle).

Précisons maintenant notre cadre : soit (S,S) un espace mesurable
muni d’un noyau strictement markovien P : S x § — [0,1] satisfaisant
les conditions de mesurabilité usuelles. Comme d’habitude également, on
fait agir P sur les fonctions mesurables bornées f définies sur S (dont
I’ensemble sera noté B(5)) par

Varels. Pf(r)= / fly) P(x.dy)
et sur les probabilités m définies sur S (dont ’ensemble sera noté P(.5)) par
VAeS. mP(A) = / P(y, A) m(dy)

Notre premiére hypothése est que P admet au moins une probabilité s
invariante, i.e. qui vérifie P = p. On n’a pas obligatoirement unicité
d’une telle mesure p, mais on suppose que 'on en a choisit une, fixée
pour toute la suite.

Le fait que p est invariante implique que si A € & est négligeable
pour i, alors il en est de méme pour I'application P14, ce qui permet
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ENTROPIE DES CHAINES DE MARKOV 263

de prolonger de maniére unique P comme un opérateur sur IL*(y) (et
plus généralement sur tous les IL”(u), pour 1 < p < oc). Celui-ci est
alors positif (f € IL*(p) et f > 0 implique que Pf > 0) et par une
application de I'inégalité de Schwarz il apparait qu’il est de norme égale a
1 (SuprLQ(H)ﬂ1|f||12(,1>:1 ||Pf||]Lz(“) = 1).

On notera P* I’adjoint de P dans IL?(;2) (plus généralement, par dualité
on peut définir P* sur ILF(u), pour 1 < p < oo, on rappelera dans
la section suivante comment construire directement P* sur IL'(p)), et
remarquons que P* est aussi positif et contractant (ce qui permet de le
considérer comme un opérateur de Markov généralisé), qui de plus admet
également ;1 comme probabilité invariante, au sens ol pour tout f € I.%(y1),
(P f) = n(fPL) = p(f).

Soit I I’opérateur identité, notre seconde et principale hypothése est que
I — PP* admet un trou spectral :

inf glfPP' .fvf)

1 MI — PP*) ‘= .
(1) ( ) fenz(u\veet(r) Er_p, (f. f)

>0

ol pour tout opérateur continu @ : IL*(u) — IL*(j), on a posé

Ve LNp).  Eolf.f) = / FQF du

ou £, est 'opérateur correspondant a I’espérance par rapport a p,

V fe L), E.f= (/ f du) 1

et ou T est la fonction prenant toujours la valeur 1 (ainsi &;_g, (f. f) =
w(f?) = ((f))? n’est autre que la variance de f par rapport a j).

Notons plus précisément que ci-dessus, £&7_pp- et £y E, sont des formes
de Dirichlet de domaine IL?(p) (et de générateurs respectifs I — PP* et
I-FE).

Remarquons que I’on a toujours A\({ — PP*) = A(I — P*P), bien que
contrairement 2 la situation ob S est fini, les spectres de PP* et de P*P
puissent étre différents (considérer I'exemple classique ot S = {0, 1}%

muni de sa tribu produit habituelle, ou pour tout & = (z;)epv € 9,
P(x, ) = 8(a)ien () et ol = ((8o + 61)/2)°", auquel cas P*
admet une version réguliere donnée par P*(z, <) = (60,20.01.)(") +

8(1.w0,u1,-(+))/2 pour tout = (z;);ewv € S, et il en resort que P*P =1
alors que PP* est la projection orthogonale sur IL*(S, S, ), ot S est
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264 I.. MICLO

tribu engendrée par les coordonnées sur S indexées par IN™). En effet, soit
Iespace de Hilbert V = {f € IL*(1) / u(f) = 0} muni du produit scalaire
hérité de IL?(;1). Alors V est stable par P et P*. Notons Q la restriction de
P aV, il est clair que Padjoint Q* de @ est la restriction de P* 4 V. Or

— A(I = PP*) n’est autre que la norme d’opérateur de (), qui est aussi
la norme de Q*, laquelle vaut 1 — A(/ — P*P).

Plus généralement, on dit qu’'une chalne de Markov admet un trou
spectral, si ses probabilités de transitions sont données par un noyau P qui
satisfait pour un certain n € IN™,

in >0
rer(w\veer(n  Er g, (f. f)

ou y est toujours une probabilité invariante pour P, et si elle admet une
loi initiale absolument continue par rapport a . Comme d’habitude, on se
raméne alors au cas précédent en remplacant P par P".

Notre derniére hypotheése va porter sur la loi initiale de la chaine de
Markov que 'on considére et pour la décrire, introduisons la notion
suivante : on dit qu’une fonction convexe ¢ : IR, — IR est un « bon
majorant » (sous-entendu de I'application IR, 3 x — zIn(x)), s’il existe
un o > 1 tel que ¢ soit de classe C* et strictement positive sur |izg, +oc],
et vérifie pour tout r > xg,

. ;g i),
d d®

(3) d.L( da3 #(a%)) ) 20

@ S li?f?) :

Les conditions (2) et (4) assurent que ¢ croit de maniere réguliere plus vite
en +oo que I'application IR, 3 x — xIn(x). L hypothése (3) peut paraitre
étrange, elle nous servira a imposer que pour tous K, Ko, K3, K4 € IR,
I’équation

K, + Ky + KszIn(z) + Kgo'(2%)z =0
admet au plus 5 zéros, ce qui permettra de ramener certains problémes
variationnels sur des espaces finis & des considérations sur un ensemble ne
contenant que 5 points. Les estimées que 1’on obtient ne dépendent plus
alors du cardinal de I’ensemble initialement considéré, ce qui en passant a
la limite, fournit des évaluations sur des espaces mesurables quelconques.
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ENTROPIE DES CHAINES DE MARKOV 265

Cependant la condition (3) n’est certainement pas optimale pour ceci, on
I’étendra d’ailleurs un peu dans la section 3, mais dans la pratique les
hypothéses ci-dessus sont en général suffisantes, car elles permettent de
voir par exemple que les fonctions

x 2t 2 zln(@)])'™", z— zln(z)In(In(z)])
sont des bons majorants, pour tout n > 0.

Rappelons par ailleurs que ’entropie d’une probabilité . € P(S) par
rapport a yp est définie par

Ent(m|p) = {/ln(dm/dﬂ) dm ,sim < p

+00 , sinon

Soit m € P(S), qui sera la loi initiale de la chaine, une probabilité
absolument continue par rapport a ¢ pour laquelle il existe un bon majorant
i tel que

déf.
K =" p(o(dm/dp)) < +oc
ce qui revient & demander un peu plus que la simple intégrabilité sous p
de In(dm/dp)dm/dp nécessaire pour que Ent(m|u) soit finie.

Notre but est de construire de maniére relativement explicite une fonction
v : IN — IRy, qui ne dépende que de Ent(mlu), A(I — PP*), p et K,
telle que

lim v(n) =0

n—roC

et surtout
VnelN, Ent(mP"|u) < v(n)

ce qui permet d’estimer en un certain sens la vitesse de convergence vers
I’équilibre d’une chaine de Markov de loi initiale m et dont les probabilités
de transitions sont données par P.

Ainsi par exemple si ’entropie initiale Ent(m/|u) vaut 1 et si les bons
majorants sont ceux présentés ci-dessus, on obtient respectivement les
fonctions v définies pour tous n € IV par

v(n) = exp(1 — /1 + AXI — PP*)n)
v(n) = (14+ AXNI — PP*)n)™"
v(n) = 8K/In[exp(8K) + In(1 + AN — PP™)n)]
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266 L. MICLO

oll A > 0 est une constante « universelle », i.e. qui ne dépend du probleme
considéré que par l'intermédiaire de ¢ et de K, mais on verra aussi
ultérieurement comment préciser la dépendance de A en K.

Le plan de I'article est le suivant : dans la section suivante, qui est
indépendante du reste, on verra que si I’on ne s’intéresse pas a la rapidité
de convergence, pour obtenir seulement la convergence de I’entropie vers
0, il suffit de supposer que I’entropie initiale est finie et que la tribu de
queue est triviale pour la loi de la chaine de Markov stationnaire dont la
loi initiale est ;. et dont les probabilités de transitions sont données par /°,
ce qui affaiblit beaucoup les hypotheses précédentes. Dans la section 3,
on s’intéressera a des inégalités énergie-entropie restreintes & certains sous-
ensembles particuliers de IL%(;), dans le cas ol S est fini et od PP = F,,.
Cependant, comme on I’a mentionné précédemment, cette étude n’est pas
effectuée en vue d’applications pour des ensembiles finis, mais pour obtenir
des estimées indépendantes du cardinal de I’ensemble, de maniére & pouvoir
les étendre a des ensembles mesurables quelconques. On en déduira ensuite
a l'aide du trou spectral des inégalités énergie-entropie restreintes plus
générales dans la section 4, sans limitations sur la forme de P, que I'on
« intégrera » dans la cinquieme section pour obtenir les estimées escomptées
(pour essayer de justifier I’aspect technique des sections 3 et 4, on pourra
commencer par lire cette partie, en admettant les résultats précédents). Enfin
dans une derniere section, on verra comment ceci peut s’ appliquer a 1’étude
de I’ergodicité forte en loi de certaines chaines de Markov inhomogenes.

Cependant nous pensons que les majorations présentées des taux de
décroissance ne sont pas asymptotiquement du méme ordre que les
véritables vitesses de convergence. Ainsi par exemple si I'on sait que
la densité initiale din/dy appartient a IL*(p:). alors en utilisant d’une part
I’estimée

dmpP"

dp

dm |
dp

VnelV, -1

<= NI = PP

L2 () L2 (1)

qui découle immédiatement de la définition du trou spectral et de I'identité
dmP/dy = P*(dm/dyu), et d’autre part la majoration

im,
dm |

Y m € P(S), m < p. Ent(m|p) <In {1+ .
dp

L)

qui provient de la concavité du logarithme, comme 1’a remarqué Francis
Su dans sa thése de Ph.D. & "université d’Harvard, on fait apparaitre que
’entropie finit par décroitre exponentiellement vite en le temps.
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ENTROPIE DES CHAINES DE MARKOV 267

Mais I’hypothese dm/du € IL*(1) est typiquement de celles que ’on
veut éviter, et méme si elle est satisfaite, nos estimées peuvent étre
meilleures sur un certain intervalle de temps que celles déduites de ce

dm
du

grand par rapport a Ent(m/|u), et en étudiant directement 1’évolution de
I’entropie, on évite ce saut initial dans I’estimation. Il semblerait ainsi, du
moins si la densité initiale appartient 2 un JLP(u), avec p > 2 (les cas
ou 1 < p < 2 restent par contre problématiques, si ’on n’a pas recours
a I'entropie), que les calculs qui suivent seront surtout intéressants en
temps moyen, pour estimer des temps de relaxation & 1’équilibre au sens
de I’entropie, en fonction de I’intégrabilité de la densité initiale, et non
pas pour évaluer des comportements asymptotiques en temps grand. Mais
la motivation principale provient des situations inhomogenes, ol ’entropie
est plus maniable que les normes %, dés que I’on s’affranchit de certaines
hypothéses de bornitude, comme on le verra dans la section 6.

qui précede. En effet, il se peut que In(1 +

2
- lH ) soit trés
L3 (p)

D’autre part, précisons que 1’on pourrait remplacer Pinégalité de trou
spectral par d’autres inégalités, par exemple celles introduites récemment
par Mathieu [8], qui reviennent & supposer que pour un 0 < p < 2, on a

o Er-pp-(f. f)
rexgo\veeun) p((f — p(f))P)2/7

>0

car de nombreux calculs présentés ci-dessous peuvent s’étendre & cette
situation.

Nous avons préféré travailler avec le trou spectral, car il existe de
nombreux moyens pour I’estimer (voir la fin de la section 4).

2. CONVERGENCE QUALITATIVE DE L’ENTROPIE VERS 0

Pour pouvoir par la suite nous intéresser uniquement & des résultats
quantitatifs, nous allons prouver ici, sous des hypothéses plus restreintes que
celles présentées dans I’introduction, que I’on a souvent une convergence
de I’entropie vers 0. La démonstration que nous en donnons ne permet
pas d’en estimer la vitesse, car elle basée partiellement sur le théoréme de
convergence des martingales inverses positives. Par contre, elle s’adapte
immédiatement pour fournir d’autres résultats d’ergodicité du méme type
dont nous discuterons.

Soit 4 nouveau P un noyau de Markov admettant une probabilité
invariante p, on dit que le couple (P, ) satisfait la loi du 0-1, si en
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268 L. MICLO

notant X = (X, )nemw la chaine de Markov canonique (i.e. définie comme
le processus des coordonnées sur I’espace (STV,S®I)) stationnaire de
probabilités de transitions données par P et de loi initiale y, on a pour tout
événement A appartenant a la tribu de queve 7 = N, ey (X, : p > n),

F,(A)=00ul

11 s’agit de ’une des conditions classiques d’ergodicité en théorie générale
des chaines de Markov (voir par exemple la section 2 du chapitre 6 du
livre de Revuz [13]) et sera notre unique hypothese dans cette section (avec
I’existence de la probabilité initiale p).

Par ailleurs, rappelons comment il est possible de définir P* directement
sur IL'(u) (cf. par exemple le début du chapitre VII de [5] ou la
définition 1.2 p. 107 de [13]). Si f € ILL'(u), considérons la mesure
signée bornée donnée par m = fu. Du fait de I'invariance de ;v par P,
la mesure signée bornée mP est encore absolument continue par rapport
a p1, et on désigne alors par P*f € IL'(p1) sa densité. On vérifie facilement
que P* admet aussi I’interprétation suivante : si f € IL'(x) (ou si f est
S-mesurable et positive), on a pour tout n > 0, IP,-p.s.,

E, [f(X)F] = P f(Xnt1)

ot F*tl = g(X,;p > n+1).
On en déduit la

PROPOSITION 1. — Supposons que (P, 1) vérifie la loi du 0-1. Soit m une
probabilité initiale sur S, alors soit

VnelN. Ent(mP"|p) = +o0

soit
lim Ent(mP"|p) =0

n-—0o0

Preuve. — Clairement il suffit de montrer que si m € P(S) est telle que
Ent(m|p) < 4o, alors

lim Ent(mP"|u) =0

n—oc

Pour ceci, notons pour n € IN, f, la densité de mP" par rapport a p.
D’apres ce qui précéde, ces fonctions se déduisent les unes des autres par
la relation de récurrence

fn+1 = P*fn
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ENTROPIE DES CHAINES DE MARKOV 269

ainsi en posant Z,, = f,(X,), le processus (Z, ), est une martingale
inverse par rapport a la famille de tribus (F"),cpv. Comme de plus les
variables aléatoires Z,, sont positives, il est bien connu (voir par exemple
le paragraphe V-3 de [12]) que IP,-p.s.,

lim Z, = IE,[Z|T]

Mais vu I’hypothése faite sur la tribu de queue, le terme de droite est
.-P.s. constant, et son espérance vaut ;(fo) = 1, on a donc en fait

lim Z,, =1

n—oc

Cependant, p(foln(fo)) = Ent(m|p) < 400 et le théoreme de La
Vallée-Poussin (cf. par exemple le théoréme 22 p. 38 de [9]) implique qu’il
existe une fonction croissante et convexe ¢ : IR, — IR, telle que pour
x grand H(x) > x et telle que

w((foln(fo))) < +oc

Posons G(z) = ¢(zIn(x)) pour & > 0. Du fait que ¢ et IRy > z
x In(x) sont convexes et que ¥ est croissante, il découle que G est convexe.
En appliquant alors I’inégalité de Jensen a des espérances conditionnelles,
on voit que IP,-p.s.,

Gl (X)) = G (X)) S B G X )IF
= P*(G(f”))(X,"+1)
Cest-ddire que u-ps.. G(fus1) < PH(G o fu). dob p(G(farr)) <
1(P*(Go f,)) = u(G(f.)), et en conséquence pour tout n € IV,

w(G(fn)) < u(G(fo)) < +oc

ce qui s’écrit aussi sous la forme

E, W)(Zn III(Z,,,))] < w(G(fo))

Ainsi une application de ia réciproque du théoréme de La Vallée-Poussin
permet d’obtenir que (7, In(Z,))nepn est uniformément intégrable, puis
que

lim IE,[Z,In(Z,)] = FE,[1In(1)] =0

n—o0

ce qui n’est autre que le résultat annoncé. U
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En fait on ne s’est pas vraiment servi ci-dessus de la forme
particuliere de la fonction IR, 3 z + x In(z) (celle-ci permettrait d’avoir
des renseignements supplémentaires du type de ceux donnés dans Ia
proposition IV-2-10 de [12], qui s’adapte immédiatement aux martingales

inverses), ainsi plus généralement, soit ¢ : IR, — IR une application

convexe minorée telle que (1) = 0. Notons pour toute probabilité
m e P(S),
" [dm J .
Ey(m) =1 ¥ m woLsim < p
+oc , sinon

et remarquons que cette quantité est toujours positive d’aprés 1’inégalité
de Jensen.

On montre alors de la méme maniére que pour toute probabilité initiale
m, Soit

VnelN, E,(mP"|p) = +oc

soit
lim E (mP"|p) =0

n—oc

Supposons maintenant de plus que ¢ admette un développement limité
d’ordre 2 au voisinage de 1 de la forme (1 + z) = ¢'(1)x + az? + o(x?)
avec a > 0 (en fait une minoration suffirait pour ce qui suit, notamment une
telle inégalité existe toujours si ¢ n’est pas dérivable en I, en remplacant
¢’(1) par un nombre strictement compris entre la dérivée a gauche et a droite
en 1). En reprenant la preuve de la majoration ||m — pl|,, < +/2Ent(m|u)
donnée p. 198 de [16], on montre qu’il existe une constante K > 0 telle que

e < K\/ E (m)

En effet, en considérant séparément ce qui se passe au voisinage de 1,
de 0 et de +o0, on voit qu’il existe deux constantes b, ¢ > 0 telles que

vV m e P(S), [l — pe

V>0, (= 1)? < (b+ cx)(ox) — ¢ (1) (x—1))

11 en découle que si m < p et si f = dm/dpu,

1 1 2
=l = 17 =W <0+ entleln) - o' -,
< b+ Cf)“Ll(p)H(W(f)—<Pl(1)(.f—1))“ml(p,)
= (b+ ) Ey(m)
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ENTROPIE DES CHAINES DE MARKOV 271

carona f > 0etp(f)> ¢ (1)(f—1) par convexité.
A partir de ces deux observations on peut retrouver le résultat suivant,
qui découle aussi du corollaire 2.5 de [13] :

COoROLLAIRE 2. — Plagcons nous a nouveau sous [’hypothése de la
proposition précédente et soit m une probabilité initiale quelconque. Alors
soit il existe un n € IN tel que mP"™ <« u, auquel cas on a

lim ||mP™ —p|,, =0
n—00 :
soit pour tout n. € IN, mP™ n’est pas absolument continu par rapport a [u.

Preuve. — Comme d’habitude il suffit de considérer le cas ot la probabilité
initiale m est telle que m <« pu. Notons fo sa densité. Une nouvelle
application du théoréme de La Vallée-Poussin montre qu’il existe une
fonction ¢ croissante, convexe et satisfaisant lim,_, o, ¢(z)/z = 400 telle
que u(¢(fo)) < +oc. On peut supposer de plus que ¢ est de classe C? (par
convolution avec une fonction régularisante de support inclus dans IR_) et,
quitte 2 lui ajouter une constante et & augmenter un peu ¢” sur un compact
(ce qui en I'infini n’a pour conséquence que de rajouter & ¢ une fonction
linéaire), que (1) = 0 et ¢”(1) > 0.

Ainsi d’apres la discussion qui préceéde, on a

lim E,(mP")=0
puis en fin de compte
lim mP" = u,, =0 O

Notons que la preuve du corollaire 2.5 de {13] fait également intervenir
le théoreme de convergence des martingales inverses positives, mais d’une
maniere un peu différente, ce qui fait qu’il est plus général. En revanche,
I’approche précédente permet d’étre un peu plus précis, puisqu’elle montre
que la densité de m P™ — i par rapport a p converge en moyenne vers 0 dans
I’espace d’Orlicz IL® (), si m < p et si ® est une fonction de Young telle
que [ ®(dm/dp)dp < 400 (pour une présentation des espaces d’Orlicz,
voir le livre de Krasnosel’skii et Rutickii [7] ou ’appendice de Neveu
dans [12], avec plus de prudence toutefois, car son affirmation p. 199
« puisque les v.a. étagées sont denses dans IL® » esten général fausse, ce
qui nous empéche aussi d’appliquer sa proposition 1X-3-4).

En effet, ceci signifie simplement, en reprenant les notations de la preuve
de la proposition 1, que

lim /‘P(Ifn—ll)dMZO
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272 L. MICLO

ce qui s’obtient en considérant la fonction convexe ¢ définie sur IR,
par V.x > 0, o(z) = ®(lx — 1), qui vérifie bien E (m) < +oo car
() < () Vmaxoci<y P(f) sur R,

Notamment si @ satisfait la condition (L) de [7] (c’est-a-dire s’il existe
up > 0 et k > 1 tels que pour tout v > ug, ®(2u) < kd(u)), alors
dmP" /dy converge vers 1 en norme dans IL* (j1), ce qui peut s’écrire sous
la forme : pour tout M > ( fixé,

lim sup =0

T Ge LY () (W (jgl)) <M

/ gd(mP"™ — )

ol ¥ est la fonction de Young conjuguée de ® (cf. le théoreme 9.4 p. 76, le
théoreme 9.3 p. 74 et P'inégalité (9.12) p. 72 de [7], ainsi que la remarque
a la fin de la page 77 pour la réciproque, grice a (A,)). Notons que
cette condition (A,) permet aussi d’utiliser les preuves de I’appendice de
Neveu [12] et donc d’obtenir directement la convergence précédente (voir
le paragraphe 9 de [7]).

Remarquons par ailleurs que I’on a une équivalence dans le corollaire 2,
car Totoki (cf. la preuve de la proposition 3 de [17]) a obtenu trés
simplement un résultat qui dans notre contexte se réécrit de la maniére
suivante :

(P, ) satisfait la loi du 0-1 <=V h € B(S). L p(|P""h — uw(h)])=0

n—0c

On peut clairement remplacer dans cette équivalence B(S) par

{fe BS)/f20e [ Fau= 1}

ce qui montre que la loi du 0-1 pour (P, p) est notamment impliquée par
"hypothese

Vm e P(S), m<p, lim [jmP" — plf,, =0

et est donc équivalente a cette propriété.

1l apparait également que la proposition 1 donne une condition nécessaire
et suffisante, c’est-a-dire que I'on a aussi réciproquement ; si pour toute
probabilité initiale sur S, soit V n € IV, Ent(mP"|u) = +oo, soit
lim,, _,oc Ent(mP™|pu) = 0, alors (P, ) vérifie la loi du 0-1.

De la méme manire on constate que cette loi du 0-1 est équivalente a

Ve, lim [PYf = u(Dllgag =0

Annales de IInsritut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



ENTROPIE DES CHAINES DE MARKOV 273

ce qui permet de se rendre compte en quel sens on va renforcer cette
hypothése, car I’existence d’'un n € IN* tel que A({ — P"P™*) > 0
revient exactement a dire que la convergence précédente est uniforme en
les f € IL*(p) tels que /Wl z2¢uy < 1. auquel cas la convergence a lieu
exponentiellement rapidement.

3. CAS DES ENSEMBLES FINIS

On va considérer dans cette section, tout d’abord la situation ol

= {1,---,N}, avec N € IN, N > 2 fixé, puis grice a une astuce
basée sur un argument apparaissant dans la preuve du théoreme 5.1 de [3],
on raménera au cas précédent certains problemes sur S = {1,---,n}, avec
n > N. Notre unique but est de montrer le corollaire 5 ci-dessous, dont la
preuve est technique mais trés élémentaire.

Soit ¢ : IRy — IR une fonction continue pour laquelle il existe xp > 1
tel que 'application z — xIn(x)/p(z) soit strictement décroissante sur
[0, +20[ et dont la limite en +oc soit 0. Il en est alors de méme pour
la fonction = — 2/p(x), et ainsi si K > 0 est fixé, il existe une unique
bijection ¢ entre ]0, 2K (N — 1)z In(zo)/p(xo)] et 10, zqp(xo)] telle que

V & € [xg, +0], Y(2K(N — Dz ln(x)/o(x)) = x/p(x)

On prolonge ensuite % sur IR, en posant ¢(0) = 0 et par exemple
P(x) = xo/p(xe) pour 2z > 2K (N — 1)x¢ In(xo)/¢(z0), remarquons bien
que ¢ ne dépend que du triplet (K(N — 1), ¢, zo).

Notons P} I'ensemble des probabilités sur {1,---, N} qui en chargent
tous les points, et B} DIensemble des fonctions positives définies sur
{1,---,N}. Pour o € Pk et f € By. posons

£V (L H) = D () = F() p(x)uly)

1<e,y<N

LW(f Z F2(x) In(f3(2)) (=)

1<a<N

On note enfin pour K > 0 fixé,

o S UL
fEDlrip K) 1/)(5(“ ()

ob Dip. . K) = {f € BE\ {1} / u(f?) = 1 et u(p(f?)) < K}. Alors,
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PROPOSITION 3. — On «

f 0
O, ronlh) >

Par la suite on notera aussi C(N,K,) > 0 la constante définie par
Uinfimum ci-dessus.

Preuve. — La démonstration va s’effectuer par 1’absurde : supposons qu’il
existe deux suites (fin)nemw €t (fn)nev d’éléments respectifs de Py et
de Bj, satisfaisant

S hm@ =1 et Y o(fuld)pali) < K

1<i<N 1<i<N

telles qu’en posant

Z fn(l Nn )

1<i<N
et Lo= > fa®W(fa(i))pali) = LU (V/f)
1<i<N
on ait
En
R T

(on aura remarqué que 5(“” (\/fm Vi) =1-(1-&)%>&).
Par symétrie du probleme, on peut supposer que pour tout n € IN,

0 < pn(1) < pn(2) <+ < pin(N)

De plus par compacité, quitte & extraire une sous-suite, on fera également
I’hypothése que les g, convergent vers une certaine probabilité u sur

{1,--,N} :

V1<i<N\, lim p,(3) = p(i)

n—oo

Dans un premier temps on va s’intéresser au cas ol y & Py : soit alors
ig = sup{l < ¢ < N /(i) = 0}, de sorte que V i < iy, u(i) = 0 et
Vi > ig, p(i) > 0. On conviendra désormais de noter Y. la somme sur
les1<i<ig, >  lasommesurlesicg<i<Netd =3 +3"

Par ailleurs, les f,(¢) étant positifs et > f,(Z)u.(7) = 1, on peut aussi
supposer que pour i > iy, f,(i) converge pour n grand, disons vers
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f(i) > 0. Commengons par vérifier que ’on a nécessairement f(¢) = 1
pour i > 1.
Pour ceci montrons que pour tout 1 < 2 < 4,

(5) lim fo(3) In(fo(8) (i) = 0
Puisque lim, .o (i) = 0, si ceci n’était pas le cas, il
existerait une sous-suite (n)reny telle que limg_o fr, (i) = +o0 et

liminfy o fn, () In(fn, (2))ttn, (¢) > 0. Cependant pour k grand on a

P(fni (1)) > fo, () In(fn, (i) d0b liminfy oo 9(fn, ())pn, (1) = +00
ce qui est en contradiction avec Y o(f,(4))pn(¢) < K, car ¢ est minorée
sur IR,

De la méme maniére on voit que pour tout 1 < i < 7,
lim f,($)pn(i) =0
lim \/fn—('i)ﬂn(i) =0

Ainsi on obtient que

lim &, =15 V/FDuli)
Tim £, = 37 () In(£(i) (i)
Y Jf@u) =1
Or le fait que lim,, .., £,/¢¥(L,) = 0 implique (car ¢ est bornée) que
lim, oo & = 0 d’olt 327 /F(D)u(i) = 1 = 3.7 f(i)p(i), ce qui constitue
un cas d’égalité dans I’inégalité de Schwartz et on en déduit immédiatement
que pour tout ¢ > 49, f(i) = 1.

Posons pour i > i,
(i) = (i) = p(3) et Bali) = fuli) — 1
de sorte que lim,, o ay,(2) = limy, o Ba(2) = 0 et on a évidemment
> i) == uali)
S Ba@)n() + (i) + BalD)an(i) = = Y fulD)ita(s)

Pour minorer &,, commencons par trouver y; > 0 assez petit tel que
pour tout n € IV et tout ¢ > i,

V1+B.() <1+ E’% — 10 (1)
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ce qui est possible vu le comportement asymptotique de /3,,(4) et celui de
x +— /142 au voisinage de 0.
On &crit alors que

Z* \/ ‘n "' ,ll“ "
“Z VT4 B () () + aunli
Z Lk (i) 2)(0) + i) =1 Y B0
= Z (B (D)1E) + vn (i) + Bu(i)een(i))
+ = 2 Z ”n le /f” ,Mn
:1‘32 (L+ fuli))pea (i) %Z B2 (i) 100 ()

ce qui permet d’obtenir, avec A, = Z B2 (i) > 0 et B, =

[Z fin (4 ]/2 2 0.

5 Z*(l + fn /Ln + Z V. 17 [L,, + FhA”
1 .

(E IllaX f,, ),Uan( )> vV ('71An + Bn)

1<i<

gn

I\/

v

Trouvons ensuite une autre constante o > 0 assez grande telle que pour
tout n € IN et tout i > ig,

Fa)In(fu () = (14 B () In(1 + (1)) < Buli) +728,(0)

inégalité que 1’on utilise pour obtenir une majoration de £, :
L0 <37 Fal I (D) 4D Bulid(pli) + (i) + 124,

_Z Fa(@) In(fr (0) ) pan (4) Z S () pon (2 +Z wn(i) + 72 A,

< Z 1+ fn ln f ( )))/Lrl( )+F}/2A”
< (zzo max fu(i)ln(fn("?))un,(i)> V (214, +4B,)

1<i<

Soit 1 < iy <y tel que 'ensemble N; des n € IV tels que le maximum
ci-dessus sur 1 < ¢ < i, soit atteint en #; soit infini. Alors pourn € Nj,ona

&y > [fn('i’l)ﬂn(":l)/Q] \ (VlAn + Bn)
@/)(‘Cn) - (/)([Q(N - 1)f71(il) 111(f11,(7:1))/l'7b(7:1)] v (272147:, + 4Bn>)

car on aura remarqué que ¢ est croissante.
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o Considérons d’abord le cas ou il existe une infinité de n € N; tels
que 272 A, +4B,, > 2N f,(i1) In(f,,(¢1)) e, (i1) et notons Ny I’ensemble
de ces n. On a donc pour n € Ns,

g‘ll > ’Yl An + B'n,
d)(ﬁll) - '(/)(2'72/1” + 4B’n)

ainsi en utilisant que lim, ... 4, = 0 = lim, ., B,, la positivité des
A,, B, et le fait que pour z petit on a v¢(z) < x, on obtient une
contradiction car le terme de droite diverge pour n grand vers +oc.
¢ Intéressons-nous maintenant au cas ol N, est fini, et on il existe une
infinité de n € N; \ N tels que ©g < f,(7;) (notons N3 I’ensemble de
ces n). Alors en vertu de (5), pour tout n € N3 assez grand, il existe un
unique y, > xp tel que
B dtn) _ g (i)t (i) i)
P(yn)

et on a évidemment lim,en, nooo¥n = +oc ainsi que H(2(N — 1)
fn(i1>1n(fn(7"1))lffn<il)) = yn/@(yn)-
Vérifions que Ky, /o(yn) < fuli1)pn(i1). Ceci revient a voir que

fn(li’l) ln(fn(il))ﬂn(il)
1“(1/71)

< fn(il)uﬂ(/[.’l)

hl(fn(il))
In(y,)

puis y, > f,(41) (car In(y,) > 0). Par stricte décroissance de [zg, +00[>
x — xln(x)/e(x), il suffit de constater que

Kyn ln(yn) < Kfnr(il)hl(fn(il))
elyn) = e(fulin))

ce qui découle de la définition de y,, et de la majoration ¢(f,,(i1))pn(i1) <
K. Ainsi en fin de compte on a bien pour n € N3, n assez grand

gn > fn(il)/“n(il)
P(La) ~ 2PN = D (i) In(falin))pa (i)
> fnr(zl)ﬂgéll)(ﬂ(yN) > K/2

<1

ce qui est la contradiction recherchée.
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e Enfin, toujours si N, est fini, considérons le cas ou pour une infinité
de n € Ny \ Na, on a @y > f,(41) (notons Ny I’ensemble de ces n). En
utilisant & nouveau le fait que pour a petit on a ¢)(x) < 2, on obtient
rapidement une contradiction car

lim i)
ne€Ns, n—oc 200(2(N — 1V)xo Inxg) p,(41))

= 400

Pour terminer la démonstration, il reste a traiter le cas ol pu € Py,
mais celui-ci est encore plus facile, car les considérations précédentes sont
valables et se simplifient, du fait que toutes les sommes > sont nulles, et
n’intervient finalement que A,,. O

Soit u une probabilité quelconque sur {1,---,N} (on notera leur
ensemble P ), posons désormais

D(p, . K) = {f € By [ n(f*) =1 et ue(f?)) < K}
puis
ok (p) = in _gﬁ)E#(f,f)
P Do ) DLE([))
en convenant que E;ﬁ)E“(f,f)/z/)(ﬁ(“)(f)) = +o0 si f € D(p, @, K) est

telle que £U9(f) = 0, i.c. si f est égal a | sur le support de p.
On vérifie alors sans difficulté que I'on a aussi

C(N.K.¢)= il o,x(n)

Remarques. — a) La dépendance de ¢ en N et K peut apparaitre
artificielle, d’ailleurs soit ¢ la bijection entre [0,zoln(xo)/w(xo)] et
[0, 20¢(x0)] que I"on obtient en imposant que

V€ (g, +00),  Plzln(z)/e(z)) = z/p(x)

On prolonge ensuite 1; sur IR, en la rendant par exemple constante sur
[xoIn(xo)/p(xg), +00[. Supposons que pour tout 0 < A < 1,
Y(Az)

(6) liminf —= >0

=0 ()

alors on aurait pu considérer pour u € Py,

P (D)
inf TR
FED(up. K) h(LW(F))

aso,K(llJ) =
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car on aboutit également a la conclusion que

= def.
C(N,K,p) = inf a,x(p) >0
nEPN
et de plus les constantes (~}’(N , K, ) sont clairement décroissantes en N
et en K.
Cependant (6) n’est pas toujours satisfait, comme on s’en rend compte

en considérant I’exemple donné par p(z) = z In(x) In(|In(z)]), pour lequel
il faut prendre

ta0 )= e (-exn () o (-25)

b) Plus généralement, seul importe le comportement de () (ou de u( )
si (6) est satlsfalt) pour z > 0 petlt ainsi si pour une certaine fonction
croissante 7 : R, — IR, on a ¢ = O(3) (la constante de majoration
pouvant dépendre de N et K, remarquons notamment que 15 sera aussi
bornée), alors on a encore

C(N, K, ) U inf Ay k(p) >0
HEPN

en ayant évidemment posé

M (£, 1)

Gorcli) = inf W

Dans la pratique on choisira plutdt de telles fonctions 12; admettant une
forme simple. Ainsi par exemple, si pour tout z assez grand (z) =
z(In(z))™*" (resp. p(z) = «'*7), avec 1 > 0, alors on a pour = petit
p(z) = K- Ung(m/n (resp. 4(z) ~ —z/(nn(x))) et on préférera donc
prendre d)(r) =1 A2/ (resp. 1/1( )= (—z/In(e712))oci + Lpsa).
¢) Soit ¢ une fonction comme ci-dessus. Montrons qu’il existe une
application croissante de classe C'! sur R, ¥, telle que pour tout z > 0,

P(z) < 9(z) < 2(x)

Pour ceci, il suffit de modifier légeérement la procédure usuelle de
régularisation par convolution : en effet, on construit d’abord une application
croissante de classe C*, ¢ : IR, — IR”, telle que pour tout = > 0,

P(x + 2€(x)) < 24(x)
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(ce qui peut se faire en considérant dans un premier temps une telle
application qui soit croissante et constante par morceaux dans tout
intervale compact de IR" ., que I'on convole ensuite avec une fonction
régularisante comme ci-dessous, mais dont le support est égal a [—2.0)).
Soit p : IR — [0,1] de classe C', vérifiant [ p(z)dx = 1 et de support
inclus dans [0,2]. 11 suffit alors de considérer pour x > 0,

d(z) = / Pl + e(z)t)p(t) dt
J10,2]

Notons que de la méme manitre on construirait une telle fonction ¥ de
classe C™ sur JR’. Ainsi il existe toujours une fonction ¢ qui satisfait la
condition de la remarque précédente et qui soit de classe C'*.

d) Parfois il est commode également de pouvoir perturber légérement ¢
(voir par exemple la fin de cette section). Supposons que I’on dispose d’une
fonction ¢; : IRy — IR qui soit minorée et telle qu’il existe une constante
a > 0 telle que pour tout x assez grand, on ait

w1() > ap(x)

Alors pour toute application (Z associée a ¢ comme dans la remarque (b)
ci-dessus, on a
1, (. f
inf inf *Ai—g—(w—z >0
REPN f€D (1 K) )(LUD(f))
car ceci découle (rivialement de Vinclusion D(p.p.K) C
D(p.p,a (K + b)), ot b > 0 est tel que pour tout = € IRy,
o1{z) + b > ap(x).
Supposons maintenant de plus que ¢ soit au moins de classe C* sur
IR7 et que

d d? 9
T (Jfﬁ(#’(l )))

ne s’annule qu’un nombre fini de fois sur IR’ disons N € IN. Le résultat
qui va nous permettre de sortir du cas d’ensembles finis s’énonce alors

ProposSITION 4. — Soit N = N 4+ 4, n > N et p une probabilité sur

BN

{1,---,n}. On a alors pour toute fonction v comme dans la discussion qui
précéde et de classe C* sur IR,

o e D > C(N. K, )
fED(,p,K) Qp(ﬁ(“)(f))
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Preuve. — Commengons par montrer que I’infimum dans la proposition
ci-dessus est atteint. En effet, s’il en était autrement, il existerait une suite
(fonenw d’éléments de D(p, ¢, K) telle que

o G k) &R (D)
e G(LW(f,))  TED(eK) 1/)(£‘*”(f))
et
/1311 fo=1

Cependant en effectuant un développement limité on s’ apercoit que

LY(f) =268 (fur fu) + 0(EPp (fur )

et il existe donc un ng € IV tel que pour tout n > ny,

DL (£.)) < DBE"g (far f))

On obtient alors une contradiction comme dans la preuve de la
proposition 3, du fait que ¥(z) < x pour = > 0 petit.
Soit donc fy € D(u, 9, K) tel que

£, (o fo) _ iy £ (f.1)

GLW(fy))  FEDlue k) (LI (f))

et notons Ko = p(p(f@) et I = {1 < i < n/fy(i) > 0}. Soit
également B(I) I’ensemble des fonctions définies sur 7, que I’on identifie
avec les fonctions définies sur {1,---,n} qui s’annulent en dehors de 1.
L’application F' définie par

— (u(£))?
V(f f2In(f?) dp)

est différentiable au voisinage de fj et sa dérivée dans la direction h € B([])
est donnée par

B(I)> f— =

L(fo)u h) — w
YL (fo) DL (fo))

Ainsi en considérant f; comme un minimum de F sur la surface
{f € BU)/u(f*) = 1 et u(e(f?) = Ky}, on voit qu’il existe des

9 (LY fo))n((4fo In(fo) + 2fo)h)
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constantes A1, A2, A3 € IR (les multiplicateurs de Lagrange) telles que pour
tout p € I,

“2u(f) e, o W LS
DL (f)) ey e mo(p) +2/o(p))

+X22f0(p) + X320 (f3(p)) fo(p) = 0

Les valeurs de fy (outre 0) sont donc aussi des solutions d’une équation
en z du type

Ky + Ky + Ksrln(z) + Ky’ (2%)x = 0

ol Ky, Ky, K3, K, sont certains réels. Notons G(x) le membre de gauche
ci-dessus, on a

d? K. d?
2) = — + Koz ()

€T

et cette fonction admet autant de zéros sur IR’ que K3 + Kw%cp(:ﬁ).
Il en résulte, vu I’hypothése supplémentaire faite sur ¢, que fy prend au
plus N valeurs, disons vy, - -, vn.

Soient pour 1 < ¢ < N, 4; = {1 < p < n/folp) = v}, et pgla
probabilité¢ sur {1,---, N} définie par

V1<i<N, (i) = p(d)
il apparait que

£y (fo. fo) A
LB S Gk () > (N, K, )

D(LW(fo)) — T

d’ou le résultat annoncé. U
Ainsi sous les hypothéses de la proposition précédente, on a pour tout

n > N,

_ EMg (£.1)
lnf —_—

n = = 6(]\7’ K. )
wEPr fED(p,p,K) qp(ﬁ(u)(f))

D’autre part, il n’est pas difficile d’assouplir la condition  donnée sur ¢
avant la proposition 4.
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Commencgons par remarquer que s’il existe a € IR tel que pour tout x
assez grand on ait

ﬁ( (22)) <
.Ldm3 plz?) <a

alors en intégrant trois fois, il apparait immédiatement que

2
lim sup o7

rotoo T2 In(2?) oo

Ainsi sous nos hypothéses on a nécessairement

d3
Iimsupx—g(w(mQ)) = toc
z— 400 dx
d
E 3
implique qu’en fait ci-dessus lim, | a:dd?(go(ﬁ)) = +o0, cette diver-
gence permettant de retrouver que lim, o 2% Iu(z?)/¢(z?) = 0).

3 . n . .. .
et L (xL;p(2?)) finit donc par étre strictement positif (ce qui 2 son tour

Réciproquement, supposons seulement qu’il existe z; > 0 tel que ¢ soit
de classe C* sur |z, +00] et satisfasse pour z > 1z,

(s « (ola*)) 20

dx v dr3

alors la proposition 4 est encore vérifiée (en faisant toujours I’hypothese
que  a le comportement asymptotique décrit avant la proposition 3) et on
peut méme y prendre N = 5.

En effet, il est possible de construire une fonction ¢, : IRy — IR
de classe C* sur R, telle que ¢; majore o, vérifie pi(z) = ¢()
pour tout x > x; + 1 et ne satisfait pas Ed;(x%(wl(a:?))) = 0 sur
10,21 + 1[. Par ailleurs, en considérant des applications de la forme
Ry >z — a/(b+ /x) avec a,b > 0 bien choisis, on montre sans
difficulté que I'on peut trouver une fonction bornée h : IR, — IR, telle
qu’en posant @2 = @y + h, %(w%(cpg(xz))) ne s’annule qu’une fois sur
IR’,. Si on a bien lim,_, .,  In(x)/@2(z) = 0, par contre il n’est pas clair
a priori que z — x In(z)/@o(x) finit par décroitre, néanmoins ceci n’est pas
grave d’aprés la remarque (d) qui précéde et la preuve de la proposition 4,
car @, majore . Ainsi, il existe une constante C(K, ¢) > 0 ne dépendant

pas de 4 ni de n, telle que

%, (£, 1)

o > C(K,¢)
FED(p,p2,K) '(/J([/(H)(f))
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Soit Ky = sup,> (po( ) — p(x) < +oc, il reste a utiliser que si 1 € P,
et K > 0, alors D{p, 0, K) C D(/I w2, K + Ky), pour se persuader qu’il
existe une autre constant C(K,p) > 0, telle que

. 51(”15 (f.fy -
feD( ;4y[\)m > C(K@)

En résumé, en utilisant la remarque (c), on a donc montré le résultat
suivant, pour lequel la convexité de ¢ est en fait inutile,

COROLLAIRE 5. — Soit @ un bon majorant (de ’application IR, > » —
zin(x)) et K > 0, il existe des fonctions croissantes et bornées i telles
que pour x grand

G(RKrIn(x)/w(x)) = O(x/o(x))

et si une telle application est fixée, alors

U
inf inf inf — >0
ne€EIN* neP, feD(p,p.K) l‘j)(ﬁ(“ (f))
Notons que I'introduction de ¢ n’est pas innocente, car on a vérifié

dans [11] que

€, (],
inf inf ! f‘( /) =0

nEPs fED{(p.p. ) L “)(f)

4. INEGALITES ENERGIE-ENTROPIE RESTREINTES

Notre but ici est d’étendre les résultats de la section précédente, ce qui
est relativement immédiat vu nos hypotheses.

On suppose que ¢ est un bon majorant fixé et que ¢ est I'une des
fonctions lui est associée comme dans le corollaire 5. Soit g une probabilité
sur un espace mesurable quelconque {S,S). Comme d’habitude, on note
pour K > 0 fixé (celui qui intervient aussi dans la définition de v).

D(p, 0, K) ={f € L*(p) / u(f*) = L et u(o(f*)) < K}

PROPOSITION 6. — [l existe une constante universelle (i.e. ne dépendant
pas de l'espace de probabilité (S,8,p1)) A > 0 telle que pour tout
/€ D(p.p.K),

Er-p, ([ f) 2 AP(L(S))
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oi £(f) = [ fIn(f?) dp
Preuve. — On va montrer que 1’on peut prendre pour A la derniere
expression apparaissant dans le corollaire 5. Du fait que pour tout

f e L (w), Er-p,(f, ) > E-p, (1], |f]) et L(f) = L(If]), il suffit
de considérer des fonctlons positives. Soit donc f € D(u, ¢, K), f > 0.
Pour m € IN et 0 < k£ < m2™, posons

A= {k2m < f<(k+1)27™} ,sik<m2™
m.k = {f>m} , sinon

Gm k / ﬂ
Ak m Ak 7”

en convenant que cette derniére quantité est nulle si p(A,, ) = 0, puis
notons

m2™"

fm = E amrla, ,
k=0

de sorte que

hm w(fm) = p(f)
lim u( ln( w)) = u(f2l(f*))

De plus pour tout m > 0, on a p(f2) = p(f?) = 1, et par I'inégalité
de Jensen il apparait que

m2™

wle(F2)) = plal, )i Am k)

k=0
m2
f?
- dlL /L(Am k )
k=0 </4k - M(Ak,m)
m2™
< p(f*) dp
k=0 7
<K

On peut alors appliquer le corollaire 5 pour se rendre compte que

SI—E“ (fma fm) Z A'w([’(fm))

puis en passant a la limite pour m grand, on obtient la méme inégalité
pour f. O
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Nous pouvons maintenant & nouveau considérer un noyau de Markov /°
qui laisse p invariante.
PROPOSITION 7. — Supposons que I — PP* admette dans IL* (1) un trou
16f. . .y
spectral X =" \(I — PP*), alors avec les notations précédentes,
ot Er—pp-(f. f)
feD(up k) P(L(f))
Preuve. — En effet, & I'instar de la démonstration du corollaire 5.4 de

Diaconis et Saloff-Coste [3]. il suffit d’écrire que pour tout f € D(u, ¢. K),
2 # 1

> AA

Erpp: ([ f) _ Er—pp-(f. f)Er—E,(f, f)
SL)) e, (ff) 9L(f))
Remarque. — On pourrait évidemment remplacer A par I'une des
constantes suivantes

0

it Er—pp-(f. f)
feDGue i) Erp, (f. f)
o Erpp-(f. )

rerrGy g, (f. f)

o @ est une fonction de Young dominant la fonction convexe IR 3
&~ @(x?), malheureusement nous ne savons pas évaluer celles-ci, sauf a
estimer le trou spectral de [ — PP* !

Pour des exemples d’évaluation de trou spectral par la méthode de
Poincaré dans le cas olt S n’est pas fini (dénombrable ou non), on renvoit
a un article récent de Rosenthal [14].

Mais il existe des situations ot le trou spectral de [ — PP* se calcule
naturellement et ci-dessous se trouvent trois exemples pour lesquels on
pourrait en fait expliciter tout le spectre :

a) Supposons que S = (IR/Z)", avec n € IN", que 'on munit de sa
tribu borélienne S. Soit 1 la mesure de Lebesgue et p € IL*(p), satisfaisant
p > 0 et u(p) = 1. On définit un noyau markovien P en posant (une
version de p ayant été choisie)

VeeS YVAEeS, Plx. A) = /"p(’!l — )L a(y) pldy)

11 est clair que P admet p pour probabilité invariante et qu'une version
de P* est donnée par

VeeS VAES, P (x, A) = /p(.L' —y)La(y) u(dy)
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(notamment si p est pair alors p est réversible pour P).

On peut calculer le trou spectral par le biais de I’analyse de Fourier :
pour k € IN™, posons

er S 3w exp(2rilk,2)) € C

Cette base (e )ren de IL*(S, u,C) diagonalise P, car on vérifie que
pour tout k € IN", Pep = p_reg, ol p_g = p(pey.) est un des coefficients
de Fourier de p. Il apparailt ainsi que les valeurs propres de PP* sont
les |pk‘|2, pour k € IN", de sorte que le trou spectral de I — PP* est
L = supye o fo) |pk[2 = 1 — maxe ne\ {0} \pk\2 (car Himg|— 40 [Pr| = 0),
quantité qui est toujours non nulle.

Plus généralement, supposons S séparable et soit P un noyau markovien
admettant une densité par rapport & une probabilité invariante , c’est-a-dire
qu’il existe une fonction S? 3 (x,y) — p(x,y) € IR, telle que I'on ait
la représentation

VreS VAeS, Pz, A) = /p(.’l:,y)IA(g/) w(dy)

Pour .,y € S, notons g(x,y) = [p(x.z)p(y.z)u(dz) et faisons
P’hypothese que

) [ ) ity < 40

et que les seules fonctions harmoniques pour °P* dans E2(u) sont les
constantes. Alors I — PP* admet un trou spectral strictement positif.

En effet, remarquons que le noyau PP* admet aussi une version a
densité, et que cette derni€re n’est autre que ¢. La condition (7) implique
alors que PP* est un opérateur compact dans IL?(;i) (voir par exemple
I’exercice 52 p. 518 de [4]), et comme il est également symétrique, il est
diagonalisable par séparabilité de IL?(z). La compacité entraine qu’il ne
peut avoir une suite de valeurs propres différentes de 1 convergeant vers 1,
et puisque ’on a fait aussi ’hypothése que I’espace propre associé a 1 est
la droite des fonctions constantes, on en déduit le résultat annoncé.

Notons que la condition

/' () plde)p{dy) < +c

implique (7) par une application de I’inégalité de Cauchy-Schwarz, ou plus
directement que P est compact, d’ou la compacité requise de PP*.
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b) Voici un exemple bien connu ou le critere ci-dessus ne s applique

jamais : pour ¢ > 0 et 3 > 0, notons Rgﬂ) le noyau markovien défini sur
IR®, d > 1, en posant pour tout x € IR’

(»3) b
(z,dy) = <ﬂ-(1 — exp(—zfﬁ))>

olt | - | désigne la norme euclidienne usuelle.

e

ly — exp(—/)’t):zr|2) d

o (I

Il apparait que (Rgﬁ ))tZU est le semi-groupe d’Ornstein-Uhlenbeck a la
température 51, dont le générateur est Ly - o ANJ2 - —F{x, V") (du
moins sa restriction sur les fonctions de classe C'™ a support compact).
Or le spectre de ce dernier est bien connu, il s’agit de —FIV (les vecteurs
propres associés sont certains polyndmes d’Hermite, & une homothétie pres
de rapport (2[3)*% de I’espace, cf. par exemple [1]), notamment L ; admet
0 pour trou spectral.

Par ailleurs, rappelons que Ri"’) est réversible par rapport a la mesure
gaussienne v de moyenne nulle et de matrice de covariance (23)'Id,
avec Id la matrice identité¢ d x d.

On en déduit que
AT = RPORYy = A1 = Ry = 1 — exp(—28t)

¢) Nous allons nous intéresser ici a une chaine de Markov considérée par
Follmer [6] (qui lui-m&me I'avait emprunté 2 Wasserstein [19]).

On prend S = {0,1}% muni de sa tribu produit usuelle S. Soit
x = (x;)iez € S, pour ¢ € Z on définit une probabilité P;(z. -) sur
{0,1} par

si Tip1 = 1

(8) Pz, {1}) = {1—p, :Si:I?H_l:O

ol les p; sont des nombres appartenant a [1/2, 1[. Soit ensuite la probabilité
produit sur S donnée par

i€Z

L’application P ainsi construite sur S X S est bien un noyau de
probabilités de transitions.

Annales de I'Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



ENTROPIE DES CHAINES DE MARKOV 289

Pour r € [0, 1], soit v, la probabilité produit définie sur S par

: aér. 1 1
VieZ, v, =1)=r = 5 + <7- - 5) H(2pj —1)

VEL

on constate sans difficulté que chacune de ces probabilités est invariante
pour P°. Fixons donc un tel r et prenons pu = v,.

On vérifie par un argument usuel que P* admet une version réguliére
sous forme d’un noyau de probabilités de transitions tel que pour tout
x € S, P*(x,-) est également un produit ®;¢z P (x. - ), ol la probabilité
sur le i facteur {0,1} est donnée par

r;

Pi-1 Ssiwiop =1
Ti-1

P {1}) =

r; .
m(l—pi_l) , ST ;1 =
(on aura remarqué que 0 < r; < 1).

On calcule alors que la composition Q{z,-) = PP*(x,-) est également
une probabilité produit Q(z,-) = R;czQ:(x, -) dont le i®™ facteur est
défini par

Qi(z,{1}) = {Z;Eég ysia; =1

,Siiﬂi:(]

avec pour tout ¢ € Z,
T

ri—1(1 —7ri_1)
r;

ri—1(l —7i_1)

3:(0) =

(1) =

pi-1(1 = pi—1)
(L=rim)p ) +rici(1 = picy)?)

et on vérifie immédiatement que 0 < ¢;(0),¢;(1) < 1.

Remarquons que le noyau () fait évoluer les différentes coordonnées de
S indépendamment, et vu les structures produits de @ et de p, chaque
@ (considéré comme un noyau de probabilités de transitions sur {0,1})
admet nécessairement la restriction ; de p au 7™ facteur de S comme
probabilité réversible, pour ¢ € Z. La matrice (J; est donc diagonalisable
et ses valeurs propres sont 1 et A, = —g;(0) + ¢;(1) < 1 (formule de la
trace). D’autre part on se convainc facilement que

w(fQf)

sup ——=t" = gup A;
renrw,un=0,sz0 MI?) ez
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de sorte que

Al - PP )y=1-sup X\

icZ
Montrons que si r # 0 et r # 1,
9) sup A; = sup(2p; — 1)* = (2supp; — 1)?
icZ icZ icZ
a partir de 1’expression
> rill—1r;)
10 A= q; (1) — q;(0) = 2piqg — 1)?
( ) ] q( ) q( ) ( Pi-1 ) 7',‘41(1 7171>

et pour cela considérons deux cas.

o Si [1,50(2pr — 1) > 0, alors nécessairement lim,; . p; = 1 et
limn; 4o 15 = 7, ainsi si 0 < 7 < 1, on a immédiatement

lim A, =1

I o

d’ou la validité de (9), puisque ses trois termes sont nuls.

o Si J[,5o(2m — 1) = 0, alors pour tous j € Z. on a
lej(Qpl —1) =0, ie. r; = 1/2. L’égalité annoncé (9) est alors claire,
puisque \; = (2p;_; — 1)2

Notons que dans cet exemple ’hypothese sup,. 7 p; < 1 est équivalente
a la condition de Dobrushin (voir [6], équation (1.9)), et dans le cas ou
r €]0.1], on a donc montré que celle-ci est équivalente a "existence d’un
trou spectral strictement positif. Mais nous allons maintenant voir que dans
les cas ol = 0 ou » = 1, on peut avoir un trou spectral sans que la
condition de Dobrushin soit satisfaite.

Supposons par exemple que » = 0. On remarque tout d’abord que si
H120(2pl — 1) = 0, alors P’égalité (9) est encore valable. Faisons donc
Phypothese que [],»,(2p; — 1) > 0. D’autre part puisque lim; .. r;
existe toujours par monotonicité et qu’elle appartient a ]0, 1], on voit que
sup,<g Ai < 1 équivaut a limsup, , .. p; < 1. Supposons donc de plus
ceci réalisé, et écrivons pour tout I > 0, 2p; — 1 = 1 — ¢, de sorte que
e >0et Y, 6 < +oc. On calcule que pour 4 grand, on a I’équivalence

ij,’ €5
ijiq €
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ainsi dans cette situation on a I’existence d’un trou spectral si et seulement si

€
Iminf —— >0
itoo Z i>i €

De méme si r = 1 et si [[;54(2p — 1) > 0, I'existence d’un trou spectral
est équivalente a

lim sup p; <1

1——0C

-1
hm inf —e—mmmee >()

i——4oo Z_]>I(

Ces conditions sont par exemple satisfaites si on prend p; = 3/4 pour
i <0etp =1—exp(—i) pour i > 1.

Enfin notons que sachant que (1) est vérifié par une certaine chaine de
Markov, on peut en déduire que des chaines relativement proches admettent
également un trou spectral, par des procédés de comparaisons (cf. [15]).
Nous allons illustrer ceci sur un exemple qui nous sera utile ultérieurement.

Reconsidérons 1’exemple (b) ci-dessus, ot 'on prend ¢ = 1. Soit
| ﬂ?: — IR, une fonction mesurable bornée, et posons pour tout
x € IR,

Py(. dy) = exp(—p(V (y) = V() 1) RS, (2, dy) + Ay(2)8.(dy)

avec Ag(z) = [R(*) (z, dy) exp(—B(V(y) — V(z))4).

Il s’agit d’une perturbation de type Metropolis du noyau R(, )1, ce qui

permet de se rendre compte que 15,; est réversible par rapport a la probabilité
fi;; définie par

fig(dr) = Z;l exp(—pU(x)) du:

avec U(z) = |z]*+V(z) et Zg = [ exp(—pU(z)) dx, on aura constaté que
U est une fonction positive, ce qui assure que 1’application IR, > 8 — Z3
est décroissante.
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Cependant, pour toute fonction f € LQ(ﬁg), on a

:51_P§(f~f)

1

= 5 [ Hald) Pl d2)Pali,dy) (£ (0) ~ fa))

= 2;3 (%) I:/l/’ﬁ(d.’l,')R/Ef)l(ZL',(ZZ)RE;”I(Z,dy)
exp(=BlV(z) + (V(2) = V(2)+ + (V(y) = V() D(f(y) = f(2))?
+ [ vatdo)As(e) + Aa) RS, (o dy) S0) - Fo)?

(VRN

|

2exp(—ZMﬁ)%/1/,;((1:1)R(@31(1 dz)RY, (z,dy)(f(y) - f(x))?
avec M = sup, g« [V(y) — V(x)], et il en découle que
MI = P3Py) 2 exp(=3MBMI = RY?) = (1 — e72) exp(~3M )

car

Erp, (F.1) = //HdL)( () - sl £))?
< / fis(do)(F () — va( )
< exp(Mp) / va(da)(f () — vl F))?

5. CONVERGENCE QUANTITATIVE DE L’ENTROPIE

A partir des inégalités de la section précédente, I’étude de 1’évolution
temporelle de I’entropie est aussi relativement directe, si on reprend une
estimée générale donnée dans [11].

En effet, on y a vu que

Ent(mP|u) < Ent(m|u) — & pp- (\/dm/du, \/dm/dy)

du moins si m est une probabilité telle que Ent(m|u) < 400 (la preuve n’y
est présentée que dans le cas oll S est fini, mais elle s’étend immédiatement
au cas général).
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Mais supposons de plus qu’il existe un bon majorant , désormais fixé,
tel la densité initiale f = dm/dp satisfasse

déf.

(11) K '="1Vu(p(f)) < +x

Une application de I’inégalité de Jensen fait alors apparaitre que pour
tout n € IN,

.“/(‘P(f'n)) <K

ol f, = P*"f désigne la densité de mI’™ par rapport & p, cest-a-
dire que chacune des fonctions \/f,, appartient & D(ji. ¢, K'). Fixons une

application # vérifiant les conditions du corollaire 5 avec cette constante
K > L

On peut alors appliquer les estimées précédentes pour obtenir

LEMME 8. — Supposons que (11) soit satisfait, on a alors pour tout n € IN,
Ent(mP" ) < Ent(mP"|p) — Ap(Ent(mP" 1))

oit X est le trou spectral de I — PP* dans IL*(j1) et A une constante qui
ne dépend que de ¢, K et .

Pour pouvoir exploiter ces inégalités aux différences, on va les comparer
a I’équation différentielle qui leur correspond :

Soit v : IR, — IR+ la solution de

v, = —AM(vy)
vy = Eut(m|u)

PROPOSITION 9. — On a pour tout n. € IN,
Ent(mP" i) < v,
Preuve. — Ceci découle aisément de la positivité et de la croissance de
I"application . ]

11 suffit donc désormais d’évaluer v, pour ¢ grand, et pour cela, fixons un
2o > 0 (il est généralement commode de choisir 2y = Ent(m/|u)) et soit

F:R, — R
v
& dt
Jeg ()
Puisque pour ¢ petit, 0 < )(t) < ¢, on a le comportement suivant pour
F o lim,_o, F(t) = —oc, Hm,_ o F(#) = 400 et F est strictement
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croissante sur IR’ , c’est-a-dire que F effectue une bijection croissante
entre IR’ et JR. Mais I’intérét de cette fonction provient surtout du fait que
pour tout t > 0, F(uv,) = F(vg) — AAt, d’od

vy = F7YF(Ent(m|u)) — AMt)

Notamment, on a bien que lim;_, ., v, = 0.

Pour terminer cette courte section, illustrons ces calculs en considérant les
situations présentées dans 1’introduction. Ci-dessous A désignera toujours
le trou spectral de I — PP*.

e Si la densité initiale dm/dy appartient a I'un des IL' V" (1), avec
71 > 0, on a vu que I'on pouvait prendre

t

’l/)(t) - —-ln(e_lt) Itsl + It>l

ce qui nous fournit tout naturellement les fonctions

Yz>0, F(z) = {(1—1n2(e_1;c))/2 ,siz <1
' x—-1 siz>1
VzeR Fi(g) = xp(l=VI=2z) .siz<0
, z+1 ,siz >0

Supposons que Ent(m|u) < 1 (en effet, sinon les estimées précédentes
permettent de majorer Ent(mP™|x) par un terme décroissant linéairement
en n, du moins tant que ce terme reste supérieur a 1, mais ceci est
certainement trop grossier pour rendre compte de la véritable évolution
de I’entropie sur I’intervalle de temps ainsi déterminé. Pour étre un peu
plus précis il aurait fallu s’intéresser plus sérieusement dans la section 3
au comportement global que 'on peut permettre a 1, i.e. pas seulement
au voisinage de 0, voir aussi a4 ce sujet I’appendice 1, mais remarquons
que le comportement de ¢ en l'infini n’est pas important, car £(-) est
bornée sur D(u, @, K). 11 serait aussi possible de changer la définition
de ¢ en prenant par exemple () = “"‘f;(;‘_"f‘a‘_l—t)ltsa + al;sq, avec
a > 1V Ent(m|u), cependant la constante A dépendra alors de I’entropie
initiale par I’intermédiaire de son majorant a. On obtient alors

Yne, Ent(mP"|p) < exp(l — \/ln2(e—1Ent(m|u)) + Adn))

ol A > 0 est une constante dépendant de [(dm/du)**7 dy et de 1.
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e Au bon majorant R, > z — z|In(z)['t"

associer les applications

, ol n > 0, on peut

Vao>0, Ylx)=1A g/

V>0, F(:c)z{"(l_w”””) csiz <1

r—1 ,sixz>1

_ L—z/m)™" ,siz<0

Vze R, F i (z)= ( z
vedn (z) {w+1 ,six >0

ce qui ameéne les inégalités
VnelN, Ent(mP"|u) < (1 4+ Adn)™"

si Ent(m|p) = 1, ot A > 0 est une constante dépendant de
[ |In(dm/du)|"*" dm et de 7.

e On a aussi déja vu qu'an bon majorant IR, > z —
zIn(z) In(|ln(z)|), on pouvait associer 1’application

iz s (o () (-5)

ot K =1V [In(dm/dp)In[In(dm/dw)|] dm, cependant on n’obtient pas
une formule « fermée » pour F. Supposons comme précédemment que
Ent(m|g) = 1 et prenons donc o = 1. Méme s’il apparait facilement

que pour z petit
x? 8K
_F(z) ~ —— >
(z) Si P <exp( ~ ))

on préfere utiliser 1'inégalité
1
Vo<z <1, F(z) > —é—g(exp(exp(SK/x)) — exp(exp(8K)))

qui montre qu’il existe une constante A > 0 ne dépendant que de K
telle que

< 8K
~ In(In{exp(exp(8K)) + AAn))

Ynel, Ent(mP"|u)

Un des buts de la section suivante est d’expliciter un peu plus la
dépendance en K de A.
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6. APPLICATION A DES CHAINES
DE MARKOV INHOMOGENES

Une des motivations des considérations précédentes provient de
problemes d’ergodicité forte (en loi) pour certaines chaines de Markov
qui sont inhomogénes par I'intermédiaire d’une température évanescente
avec le temps (algorithmes de recuit simulé en temps discret sur des
espaces généraux). Pour obtenir de tels résultats de convergence, on procéde
classiquement en deux étapes : tout d’abord on montre que la loi de la
position du processus a un temps donné s’approche asymptotiquement
de la probabilité invariante instantanée associée, puis on s’intéresse au
comportement de ces dernieres. Pour mesurer I’écartement entre des lois.
il est souvent commode de considérer leur entropie relative et les calculs
qui précedent sont alors utiles pour étudier I'évolution de ces quantités.
L’intérét de I’entropie par rapport & des normes IL”, avec p > 1, est qu’elle
se comporte plus agréablement quand les lois invariantes instantanées
varient avec le temps. En effet, en reprenant les calculs présentés dans
[2] pour lesquels la finitude de {'espace des phases n’est pas nécessaire.
on se rend compte qu'une des hypothéses minimales pour une bonne étude
de I'évolution des normes IL”. est que les lois invariantes instantanées,
(140 )n >0, doivent étre équivalentes entre elles et que les densités dys,, /dj,, 41
appartiennent respectivement aux espaces IL7°(y,,) (qui sont alors tous les
mémes), pour » € IV. Mais en pratique ce dernier point est trop exigeant.
et on en donnera un exemple ci-dessous.

Cependant pour les chaines inhomogenes, la constante de majoration K
aura tendance a croitre avec le temps (il faudra d’ailleurs s’arranger pour
qu’elle ne diverge pas trop rapidement, en jouant avec le contrdle que 1’on
peut avoir sur I'évolution de la température). Notre premiére tiche consiste
donc a obtenir un résultat de dépendance assez explicite de 4 et ¢ en
fonction de K dans la proposition 6.

Plus précisément, soit ¢ un bon majorant fixé et Ky > (1). Soit
également une fonction + : 7, — IR, telle que pour tout espace
probabilisé (S, S, u) et pour tout f € D(pu, ¢, Ky), on ait

(12) E (£ F) 2 20(L9(f))
(on inclut la constante A > 0 qui intervient dans la proposition 6 dans

la définition de ).
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Alors, on a

ProposiTioN 10. — Soit K > Ky, on a pour tout f € D(u, ¢, K),

5 K—e1) ¢<Ko - (1)
" Ko— (1) "\ K - (1)
Preuve. — On va se servir du fait que A et ¢ ne dépendent pas de

’espace probabilisé considéré : soit /A un point n’appartenant pas a S et
intéressons-nous a (S, S, i), ol on a posé

S=5u{a}
S=a(Su{{at})
g={(1—a)bs+alsy
o= Ko — (1)
K —(1)

£y (f.1) E(")(f))

€10,1]

Soit ensuite la fonction f définie par

rees s

(ot rappelons que f € D(p, ¢, K)).
On a
af*) = (=) +au(f?) =1
et _ "
i(e(f7)) = (1 = a)e(l) + ane(f7))
<{1-a)p(l)+aK = Ky
de sorte que f € D(f,p, Ko).
Ainsi on a bien d’aprés (12),

WL () 2 w(LP(f)

et il reste donc 2 comparer, d’une part L7 (f) et LI(f), et d’autre part
les variances.

Mais remarquons que
LO(F) = alL®(f)
€05, (. 1) = a(l = a)(1 = u())* + a€ (g, (1. )
< 201, (£.1)

d’ou en fin de compte le résultat annoncé. O

I
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Pour voir comment on peut mettre en pratique ces estimées, on va d’abord
effectuer un calcul relativement générique, dont I’on précisera ensuite les
hypothéses sur un exemple plus spécifique au recuit simulé.

Soit (P, ),>0 une suite de noyaux markoviens sur (S, S) et supposons-
nous donné une suite (4,,),>o de probabilités invariantes respectives. On
fait I’hypothese que toutes ces mesures u,, 1 € IV, sont équivalentes
entre elles et on note pour tout n € IV, A, le trou spectral de [ — P, P}
dans JL2(fi,).

Soit mg une probabilité absolument continue par rapport i g, on
désignera alors par m, la loi a l’instant n > 0 d’une chaine de
Markov inhomogeéne de loi initiale mg et dont la probabilité de transition
est P, pour tout temps m > 0. Remarquons tout d’abord que si
pour un n € IN, m, < po, alors m, <€ pu, ce qui implique que
Myy1 = Mp Py € pn Py = 1, 0t my, 1 < po. Ainsi par récurrence on
obtient que pour tout n € IN, m,, < ji,,.

Soit ¢ un bon majorant, on fait I’hypotheése que

&f. d
Ko = (1) +uo(¢(5@>) < +oo
Ho

et considérons 1 une fonction positive et croissante telle que (12). soit
satisfait pour toute probabilité y et toute fonction f € D(u,p, Kp). On
note i ’application définie par

V>0, (z)=z— sup y—o(y)
0<y<z

de maniére a ce que Ry 2z — 2 — ’QZ(I) soit croissante et que {/; < 1,
ainsi notamment (12) est aussi satisfait avec cette fonction 1Z

Enfin supposons que 1’on sache calculer des suites (v, )n>0 €t (K, )n>0
qui majorent respectivement les quantités

VnelN, /ln(un>dmn+157n
Hn+1

et posons pour tout n € IV,

_ Kn _ (p(l)
b= Ko — (1)
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ProposITION 11. — Faisons [’hypothése supplémentaire que la suite
(Jn)n>0 définie par la récurrence

JO = Ent(moluo)
VoeN,  Jupn=Jn— MW(Jn) + 7050

satisfasse
lim 'y, J, =0

n—oo
Alors on a

lim Ent(m,|g@,) =0

n—oo

Preuve. — Les hypothéses précédentes nous fournissent effectivement tous
les éléments pour I’étude traditionnelle de 1’évolution de I’entropie. Pour
n € IN, notons I,, = Ent(m,,|u,). On a, d’apres la proposition 10,

In+1 = Ent(mn+1|un) +/ln ( Hn ) dmn+1
Hnt1

< Ent(m,|pn) — /\nI‘nt/)(I‘;lEnt(mnlun)) + Yn
< L= MLa(T7 ) + v

ce qui nous ameéne & poser pour tout n € IN, J, = I,,/T,,, car on a alors

jn+1 S F;IIn—!—l
S jn - /\n'{/\;(jn) + ’angl

et vu la croissance de l'application IR, > = — z — AJ(&:) pour tout
0 < A <1, on en déduit que pour tout n € IN, J, < J,, d’ot le résultat
annoncé. d

La proposition précédente donne donc wun critere assurant le
rapprochement asymptotique de m,, et de p,, mais en suivant la méme
démarche, on peut en imaginer de nombreux autres, en voici une variante
qui se sert de la croissance de % plutot que de .

ProPOSITION 12. — On reprend le contexte décrit avant la proposition 11,
mais supposons que lim,,_,o. v, = 0 et que pour tout b > 0,

n=0
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On a alors la convergence

lim Ent(mg,|g,) =0

n—o0

Preuve. — Soit b > 0 fixé, et notons pour n € IV, ¢(n,b) =
Yo — Anlntp(T1b). Par croissance de + et d’aprés la preuve de la
proposition 11, tant que I,, > b, on a I,,+; < I,, + ¢(n,b), et par hypothése
il existe donc un p > O tel que I,;, < b. Maintenant si [, < b et si

=inf{m > 0/ L4, > b}, alors I, 1, < b+~,4,_1. Il apparait ainsi que

limsup /,, < limsup (b + sup ’y,,) =b
n—oo n—oo p>n

et on en déduit le résultat annoncé car b peut étre choisi arbitrairement
petit. 0

Exemples. — a) Voici une application certainement trop directe de ce qui
précede : notons que ’on peut toujours considérer

De plus, si I’on suppose que le bon majorant ¢ vérifie (1) > 0 et qu’il
existe une certaine constante o > 0 telle que I'on soit assuré de

(13) VYV 20.Vz>0,  olef)/z <p(f)expla(z - 1)4)

il apparait que ’on peut prendre pour tout n € IV,

(14) __exp( ka)uo( ( ))+ (1)

et donc
n—1
T, =exp (a Z'yk>
k=0

En effet, puisque ¢ est convexe et que u, est invariante pour P,, on
calcule que

" dTTLn+1> / (dmn+1 dy, )d;znﬂ
-} d n = d 'n
/(p(dp'n-}-l Hnl . 4 d:u'n dﬂn+1 dﬂn #
dm,
< exp(ava) /w( ;n “) ditr,
. fin
< ( ) dm,, d
< exp(av, 7 ™ Lo,
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Les propositions 11 et 12 permettent alors d’obtenir des hypotheses sur
les suites (An)n>0 €t (7m)n>0 qui assurent la convergence
lim Ent(my|p,) =0

n—o0

par exemple, il est facile de voir que les conditions

n—1 -1
Z)\n<1+2’m> =4
k=0

n>0
n—1

lim ~, Z’yk A =0
k=0

sont suffisantes pour ceci, s’il existe un 7 > 0 tel que [ 1+Tduo <
+o00.

Cependant, une des hypotheses que }’on est amené 2 faire, ,, < +00 pour
tout n € IV, est parfois trop forte, car & partir de celle-ci on peut appliquer

directement des arguments IL? pour obtenir, du moins si ’on suppose que

dmyg
dpg

2
f ‘d—mﬂy dpo < 4oc, des critéres un peu meilleurs de convergence vers

dpg
0 pour I’expression

/ ’dmn 1

J | dpn

Mais & nouveau, contrairement 4 une approche par l’entropie, ceci
ne permet pas d’aborder les situations ol 'on suppose seulement que
dmo/dpe € L' (1), avec 0 < r < 1.

Cependant, les estimations (14) sont trop grossiéres et trop générales, dés
que ¢ croit moins vite que toute fonction puissance d’exposant strictement
plus grand que 1. On peut alors souvent les améliorer en étudiant plus
précisément la chaine de Markov particuliere dont I’on dispose, comme va
I’illustrer 1’exemple suivant.

2
dpin

b) Pour présenter une situation difficilement traitable uniquement par des
arguments L%, méme si la densité initiale appartient 2 IL*(10), nous allons
maintenant reprendre I’exemple introduit 2 la fin de la section 4. Donnons-
nous de plus une évolution croissante de I’inverse de la température,
IN 3 nw— (3, € R, telle que lim,,_,, 3, = +00, et posons pour tout
n € IN,

Pn = ﬁ[jn
Hn = ﬁﬂn
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ce qui nous replace dans le contexte précédent.

Une premiére étape pour obtenir de bonnes suites (¥, )new €t (I'n)nen
consiste a4 montrer le résultat technique suivant

LEMME 13. - Soit v > 0 et supposons que [ U (z) mo(dz) < +o0. Il
existe alors une constante A > 0 telle que pour tout n € IN,

/U1+"(m) m,(dz) < Aexp(MB,_1)

ou rappelons que M = sup, ,cpe |V(y) — V(x)].

Preuve. — Du fait que V est borné, il suffit de voir qu’il existe une
constante A; > 0 telle que pour tout n € IV,

/|x[2+2’" my(dz) < Ay exp(MBn_1)

Pour ceci, remarquons que pour tout z € IR%, on a
P.(z,| - —etz[>T?")
— [exp(=B.(V ()~ V@) R s dy)ly — e a2
+Aﬂn (.’L‘)(l _ 6—1)2+2r|m|2+2r

/an o, dy)ly — e a +(1—exp(—Ga M))(1—e ") |af*H2

< ke (0 = exp(= M1 = a2

o Ay = (1= ™) fa [yl*+? exp(—|y|?) dy/75.

Or par convexité, on a

Py(x, |- P*?7) = Po(z, [(1 — e™))(- —e7'2) /(1 = e71) + el HP)
<@ =e )PP (2, |- —e T ) 4 e a P

et en intégrant ceci par rapport a m,,, on fait apparaitre que

/ (&[4 (2) 11 (d)

< (1—(1— e ) exp(—B. M) / (22427 () () + 2

ﬂl—&-r
avec Az = (1 — e 1)172724,,
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Pour n € IN, on est donc amené a poser a, = exp(—F,_1M)
J |z)***(z) mn(dz), car I'inégalité ci-dessus montre que

Apn41 <a,+ exp( Mﬁ") (,8?_1—1‘ (1 —e )an)

Ainsi, si a,, > A308,;177/(1—e™!), alors on a a, 41 < ay, et d’autre part,
an < A3B;177/(1 — e71) implique que any1 < A3B71T[(1—e D)7 +
exp(—Mp3,)]. 1l en découle facilement que si la suite (an)n>o ne finit
pas par &tre décroissante, alors elle converge vers 0, et dans tous les cas
on a donc

limsupa,< + oo

n—oo

ce qui nous assure de la validité du lemme. O
On en déduit le résultat suivant :

LEMME 14. — Soit r > 0 et supposons que my <K g et que
f lnlfr (%’—:ﬂl) dmg < +oo. Il existe alors une constante B > 0 telle
que pour tout n € IN,

/ I} (Cflm"> dm.,, < Bexp(Mf3,)

thn

Preuve. — Commengons par vérifier que I’hypothese du lemme 13 est
satisfaite. Soit K > 0, et notons U = K AU. En utilisant, avec f= ﬁgU/2
et m = Urmg /mO(U "), la majoration générale

/fdm < Ent(m|uo) + In (/ exp(f) dm)

valable pour toute application mesurable et positive f et toute probabilité
m, on fait apparaitre que

Fo /UHT dmy
T dmo rr NT' NT
/ln(U" W dm0+/ln+ (dﬂ )UT dmg — mo(U") In(mo(U™))
0

+ mo(07) In ( / exp(Boll /2) d,u0>

o ' 1/(14+)
< /ln(Ur)UT dmo + (/m}ﬁr <@> dmo)
dito
N r/(1+r)
([ amo)

+e 4 mo(UT)In ( / exp(BoT /2) du0>
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Il reste alors & faire tendre K vers 400, en se servant du fait que
Jexp(BoU/2) dpy < 400 et flnfr”(dmo/duo)(inzo < 400, pour se
rendre compte que 1'on ne peut pas avoir

/ UM (x) mo(de) = oo

sinon le membre de gauche dans les inégalités précédentes exploserait plus
vite que le membre de droite.

Ainsi on sait déja qu’il existe une constante A > 0 telle que pour tout
n € IN,

/U“”' dm,, < Aexp(MpB,_1)

On en déduit que

. du 1/(14r)
Ini* (-———L) dmy, )
(/ + dﬂ’n+1 it

. 7 L+ 1/ (14}

= (/ <([3,,,+1 — 0,)U +1n ~;——+—1> drnn,H)
- ,’j” 4
1/(1+41)

s </ ((ﬁrw—l - H'rl)U>1+r d"’/n+1)

. 1/(1++)
= (ﬁn+1 - /311,) (/ U1+’r (i'ffL,L+1>

< AT (Br1 — B) exp(MB, /(1 + 1))

En utilisant cette estimée et le fait que Iapplication R, > » +—

21n}™" () est convexe, on obtient

. /d . 1/(1+7)
(/ lnfj' ( m +1> dm,,,+1>
. du'n-l-l
1
l/ (£ l T 1+r
(] (o ) o)
) dnl/n_{_l 14 1/(147)
/ <1D+ ) m,LH(dx)
. i,

1/(147)

/(1+r)

IN

IA
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i dm, \'""
< (/ <ln+ dun> ’ran(dIE))

+ AT exp(M B, /(1 + ) (Busr — Bn)

o\ 1 1/04)
< (/ (ln+ 71;(?) mo(da:)>

+ AT Y " exp(MBiy1 /(14 7)) — exp(MBi/(1+ 1))

=0

1/(1+7)

1/(14r)
drmyg

o 1+,
< (/ (111+ m) ’mo(dl‘)) + Aﬁ eXp(M,@,,,+1/(1 + ,))

< Byexp(MB,1/(1+71))
pour une certaine constante 37 > 0, indépendante de n, et le résultat
annoncé en découle immédiatement, avec B = B, 4
Soit » > 0 fixé, et considérons le bon majorant ¢ défini par

YVa>0, o) = lnf"(:ﬂ)

D’apres ce qui préceéde, st [ o(dmo/dpe) duo < +oc, il existe une
constante C' > 0 telle que 1’on puisse prendre pour tout n € IN,

Yo = Cexp(BnM/(1+7))(Bngr — Bu)
Fn = Cexp(ﬂnM)

(pour la premitre égalité, on a utilisé la majoration [ In(du,/dpni1)
dmg,. < (fln?’"(dun/dun“) A )Y 47 et une inégalité de la
preuve du lemme 14).

Par ailleurs, quitte & prendre C encore plus grand, on a vu qu’une
application v qui convenait était donnée par

i+r

Yz >0, P(x)=CAAx™)
ainsi le critere de la proposition 12 montre que I’on sera assuré de
(15) lim Ent(mp|p,.) =0

dés que pour tout b > 0,

ZQXP(ﬂrr,M/(l + ) (Bnsr = Bn) = (1 = 642)6 b

n=>0

exp(—(3+ 1/r)MpB,) = -
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Supposons plus précisément que I’évolution de I'inverse de la température
soit donnée par

VnelV, B, =k 'ln(e +n)
oll k > 0 est une constante, la condition précédente revient alors a imposer
que £ > 3+ 1/r)M.

Dans le cas ol 7 = 2, on aurait pu aboutir & la méme conclusion en
adaptant plutdt la méthode présentée dans [10], basée sur les inégalités

5 [ =ndus 36 [ Pats v o w02 dnz [ £

valables pour toute fonction f € IL*(u), toute probabilité s et tout
0 < 6 < 6y, ol 65 > 0 est une certaine constante.

Cependant, en optimisant en §, on retrouve les inégalités énergie-entropie
restreintes utilisées ci-dessus si 7 = 2 (voir aussi I’appendice), et celles-ci
peuvent donc également &tre vues comme une généralisation de I’approche
donnée dans [10].

Remarque. — Supposons que 1’on sache montrer qu’il existe une constante
¢ > 0 telle que

lim A~ (M1 - P3)) = —¢

B—oc

et que ’on fasse I’hypothése que pour tout R > 0,
(16) /U1+R(a:) mg(dz)< + o

on peut alors en déduire que (15) sera réalisé, dés que k£ > ¢, si F'on
suppose que

' dm,
17 It (==
(17) / n, ( o ) dmg< + 00

En effet, la relation (16) et la preuve du lemme 13 montrent que pour
tout ¢ > 0, il existe une constante A, > 0 telle que pour tout n € IV,

/. UM (z) mp(dz) < A exp(efn-1)

ce qui permet de voir que sous I’hypothése supplémentaire (17), il existe
une constante B, > 0 telle que pour tout n € IV,

/ln_ljf' (f;::) dm,, < B.exp(ef,)
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et on conclut comme précédemment.

A I’aide des propositions 11 et 12, on obtient en pratique des critéres qui
assurent que pour tout [ € IV et toute probabilité m absolument continue
par rapport a g, et telle que dm/dy; € IL™ (), on soit assuré de

(18) lim Ent(m{(P; - Piyn—1)|thi4n) =0

n—0o0

Notamment, les conditions présentées dans Pexemple (b) ci-dessus
impliqueront cette convergence.

Si ’on est un peu moins exigeant sur la qualité du rapprochement entre
my et iy, il est alors facile d’étendre ce résultat :

COROLLAIRE 15. — Supposons que (18) soit satisfait, alors pour toute
probabilité initiale mo < o, on a en variation totale,

lim ||m,, — pnll,, =0

De plus, appelons X = (Xn)nzg le processus des coordonnées
canoniques sur (2, F) = (SN, 8®N), et a toute probabilité my sur S,
associons Py, la loi sur (U, F) qui fait de X une chaine de Markov
inhomogene de transitions données par (P, )n>0 et de loi initiale my. Soit A
un événement de la tribu de queue de X, alors soit po-p.s. enz, IPs_(A) =1,
soit po-p.s. en x, IPs (A) = 0.

Preuve. — Soit une loi initiale mg < pg et 0 < e < 1. 11 est possible de
décomposer mg en (1 —ng(S)) fopso + 1o, Ol Ny st une mesure positive de
masse totale inférieure A € et ol f est une densité (par rapport a ji9) bornée.

On en déduit une décomposition de m,, en

My = mO(PO ot Pn—l)

= (1 = no(S))(foro)(Po -+ Pa1) + (no)(Po -+ Pn-1)

ce qui permet de voir que

M = tinllyy < (1 = no(S)I(foro)(Fo -+ Puoi) = tinlly
+ (no)(Fo - -+ Pu1) — no(S)penll
< [(foro)(Po v+ Pue1) = pnlly, + 2€

Cependant d’aprés I’hypothése (18) appliquée avec [ = 0 et m = fopo,
TL]LH;O |(forro)(Po -+ Pao1) — F’Jn“vt =0
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de sorte que

limsup ||m,, — il < 2¢
n——r0C
et € > 0 pouvant étre choisi arbitrairement petit, le premier résultat annoncé
en découle.

De la méme manicre, il apparait que pour tout [ € IN et toute probabilité
m <& o,

lim ||m(P - Pryn-1) = fugnlly, =0
n=—>0oC

En adaptant la preuve du théoréme 2 de [18], on voit que ceci admet
pour conséquence que pour tout mgy < pg. la tribu de queue de X est
P, -triviale.

Soit A un événement de la tribu de queue, et supposons par exemple que
P,,,(A) = 1. §’il existait une distribution g < po telle que 1P,/ (A) = 0,
on aurait en posant mg = (mg+mg)/2, P, (A) = 1/2, ce qui est absurde.
On montre ainsi que IP,,(A) ne dépend pas de la probabilité m < 1
choisie. Reste a écrire que pour une telle probabilité on a

" d
H)ln,(') = / —‘T'r‘ll‘(flf)ﬂ)(s,_(') [L()((i.'l?)
s dpo

pour se convaincre de la seconde affirmation du corollaire. |

Il est clair que ces calculs pourraient conduire & des estimations
quantitatives sur la vitesse de convergence en variation totale. Sous de
bonnes conditions, il est possible d’étudier directement I’évolution de la
variation totale, mais ceci fait a priori plutdt intervenir les constantes
ergodiques de Dobrushin (mais notons qu’elles sont aussi inutilisables dans
I’exemple (b) ci-dessus), ce qui ne correspond pas & nos hypothéses.

Enfin précisons que les calculs de cette section peuvent s’adapter en
temps continu, pour des processus de Markov inhomogenes de générateurs
(I = Py)i>0, o (P;)¢>0 est une famille mesurable de noyaux de probabilités
de transition admettant une famille mesurable (u;);>o de probabilités
invariantes.

APPENDICE : UNE DEMARCHE ALTERNATIVE

Dans le cas ol ¢ est la fonction
(19) Ry 3z — zln}"(x)
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avec n > 0 fixé, la minoration présentée dans la proposition 6 peut étre vue
comme une simple conséquence d’'une inégalité de Holder usuelle. Il est
peut-étre possible de généraliser cette approche a des fonctions convexes
@ plus générales (satisfaisant toujours @(z) > xln(z), pour x grand),
toutefois le fait que les normes d’Orlicz autres que celles des espaces IL?,
0 < p < o0, ne sont pas trés explicites nous a fait préférer les preuves
plus élémentaires de la section 3, qui permettent de se figurer quelle doit
étre la forme de ) rien que par une étude sur un ensemble & nombre de
points réduit (typiquement 5).
Soient 0 < 7 < 2, 0 < a < 1 et considérons la fonction

F :[0,e] = R

2 a(z — a) + 5(z — a)? — 22 In(2?)

avec a = 2a(l + 2In(a)).

On calcule que F”'(z) = 4(1 — In(z)) > 0 pour = € [0, €], et par choix
de a, on a F'(a) = 0, ainsi puisque F(a) > 0, on a F > 0 sur son
domaine de définition. Notons aussi que a > —4e~3/2, ce qui montre que
pour x > e, a(z — @) + 5(z — a)? > 0.

Par ailleurs, pour z > ¢, on a z < e(e — 1)7!(z — @), de sorte que

2% In(x?) < (e — l)r(x —a) 2?7 In(z?)
< 5(x - @) 2* " In(2?)
et donc pour tout z > 0, on a
#2In(2?) < a(z — a) + 5(z — a)? + 5|z — o 2% Iny (2?)

Soit maintenant une probabilité 1 et une fonction positive f € IL*(u) telle
que u{f?) = 1. On pose a = u(f) puis on integre ’inégalité précédente
avec f 2 la place de z, pour obtenir

p(f* (%)) < 5p((f = p())?) +5u(lf — w(HI" £~ In (f)
Appliquons I’inégalité¢ de Holder & ce dernier terme pour le majorer par

Sl((f = p(£)))2p(f2 % B (f2)@-72

ce qui nous permet d’obtenir finalement

p(F () < Sla((f — p(H)DI7A + [u( 2 Y O (£2)) @772
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Ainsi si avec la fonction ¢ donnée en (19), oo n = /(2 — 1), on a
wp(f?)) < K, alors

gI_Eu(f’ f> -2/r (2—r)/2 —-2/r
w20 T

avec v : IR, 3 z + z?/", résultat qui dans ce cas est évidemment plus
précis que la proposition 6, mais remarquons que la proposition 10 permet
de rattraper le bon comportement en K, quand celui-ci devient grand.

Notons que ces calculs se généralisent au cas out » = 2, car il apparait
alors que si p(f?) =1 et si esssup, f> < K (nécessairement K > 1),
on est assuré de

En(ff), 1

L(f) ~ 5(1+ In(K))

Mais dans le cadre inhomogene de la section précédente, travailler avec
la norme || - ||z (u,) (qui par équivalence des probabilités p,,, pour n > 0,
est aussi la norme || - ||g~(,,)) n’est intéressant que si 'on dispose de
bonnes estimées sur esssup, dun/dpny1, ce qui ne correspond pas en
général aux situations pertinentes pour I’utilisation de I’entropie.
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