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Abstract

Let (Lg)yen be a family of elliptic diffusion operators on a compact and connected smooth
manifold M, whose terms of first order are indexed by a parameter 6 living in N, the
n-dimensional torus. For each fixed 6, we associate to L, its invariant probability u,. Let f be
a smooth function on M x N and define for 8 € N, F(0) = j J(x,0) up(dx) . We study partial
simulated annealing algorithms (using only quite directly L, and f') to find the global minima of
F. This paper presents a new proof of the convergence of these algorithms, using n + 2 partial
entropies associated naturally to the problem. This approach is simpler than the one exposed
previously in (Miclo, 1994), which furthermore was restricted to the case n = 1, but we need to
speed up much more the diffusion interacting with the simulated annealing algorithm (and in
practice, this is embarrassing).

Keywords: Diffusions interacting with simulated annealing processes; Evolution of partial
entropies

Résume

On s’intéresse aux interactions entre des diffusions et des algorithmes de recuit simulé qui
permettent de trouver les minima globaux (sur N, le tore de dimension n) de potentiels de la
forme F() = j Sf{x,0)uy(dx) ou p, est la probabilité invariante associée a une diffusion non
dégénérée sur une variété riemannienne compacte et connexe, dont la dérive est paramétrée par
0 € N. On présente une nouvelle démonstration de la convergence de ces algorithmes, plus
simple que celle restreinte au cas n = 1 que nous avions déja exposée dans (Miclo, 1994), car
basée sur I'’étude des évolutions conjointes de n + 2 entropies partielles associées naturellement
au probléme. Cependant, cette méthode exige que I'on accélére fortement la diffusion adjointe,
ce qui en pratique est génant.

1. Description de P’algorithme

On va reprendre ici le probléme décrit dans (Miclo, 1994) et en présenter une
approche plus simple. Cette méthode permet de traiter le cas ou Pespace des
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paramétres est un tore de dimension quelconque (et non plus seulement le cercle), mais
elle exige que les paramétres déterministes y, et h,, dont dépend [Pévolution de
l’algorithme a l'instant ¢, convergent exponentiellement plus vite vers 0 en temps
grand que la température partielle §, ! (alors que dans P'article précédent, il suffisait
qu’ils convergent polyndmialement plus vite).

Rappelons succinctement les motivations, fournies par Etienne Pardoux, qui sont
a Porigine du probléme que I'on se pose. On considére un systéme dont I’évolution
stochastique dans R™ est décrite par

dX?=dB, + h(X? 0)d:t

ot B est un mouvement brownien sur R™ indépendant de la condition initiale X, et ot
b(-,0): R™ - R™est un champ de vecteurs régulier paramétré par 0 € R", élément par
lequel on se permet de contrdler la diffusion (X°).

Pour une certaine fonction réguliére f donnée sur R™xR" on est amené
a s’intéresser a la quantité

1 (7. o
L0 =7 [ TR0

et plus précisément, a sa limite quand T devient trés grand. Le théoréme ergodique
affirme (sous de bonnes hypothéses sur b) que I7(0) converge p.s. vers

1.(6) = Jf(x,f))ﬁo(dx)

ou fi, est I'unique probabilité invariante associée a la diffusion (X°). On cherche
a minimiser globalement en € € R” cette fonction (contréle asymptotique) et le but de
l'article est de présenter un algorithme qui effectue cette opération en ne faisant
intervenir que d’une maniére relativement simple les deux données a priori, b et f(on
ne se permet notamment pas d’utiliser les probabilités fi,y, pour lesquelles il n’existe
pas en général de formules explicites). Pour simplifier, on se placera dans le cas ou tous
les espaces considérés sont compacts.

Soient M une variété riemannienne compacte et connexe, et N=T" ou
T = {z € C/|z| = 1} est le cercle unitaire (que I'on identifiera souvent avec R/2nZ),
muni de sa structure riemannienne usuelle. Comme d’habitude, on notera (, >, ||, V,
div, 4 et A, le produit scalaire, la norme, le gradient, la divergence, le laplacien et la
probabilité associés a la structure riemannienne de M.

On se donne une famille de champs de vecteurs sur M, b(-, ), paramétrée par
f € N, et on suppose que I'application

MxN-TM
(x,0) — b(x,0)

est de classe C*.
Pour tout 0 e N fixé, on associe au champ b(-,6) 'unique probabilité py sur
M invariante pour 'opérateur L, défini sur C*(M) par

Ly-=734- +<b(x,0), V>
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C'est-a-dire 'unique probabilité us qui satisfait pour toute fonction ¢ e C2(M),

to(Lo®) = 0.
Soit fe C*(M x N), on pose, pour 8 € N,

F(0) = f 0 Oad).

Comme expliqué précédemment, le probléme est de trouver les minima globaux de
cette fonction F par une procédure simple a appliquer.

On est amene, pour cela, & s’intéresser a des algorithmes de recuit partiel sur
M"*'x N. Introduisons tout d’abord quelques notations: pour h >0, x,ye M,
8=(0,...,0,)e Netl<i<n,posons

) 0 1
1(x,y,0) = 36,/ 0+ 5 [1(0.0) = (.6)]

et
ei = (0i)1<j<n€(R/2nZ)"
ou ¢;; désigne le symbole de Kronecker. On convient aussi de noter ¢g =0¢

(R/21Z)".

Remarque. Si 'on ne veut pas calculer la dérivée partielle de f par rapport a 8;, on
peut aussi considérer application

i 1
[)(x,,6) = 5 L/ (30 + hei) — f(x,0)]

car il est facile de vérifier que ce qui suit reste valable, avec les (1§"); < ; <, & la place des
q <is P

()
()1 <i<ne
Pour pouvoir interpréter les opérateurs que 'on considére comme les (restrictions

aux fonctions de classe C? de) générateurs de processus de diffusions, il est commode
d’écrire le laplacien sur M sous la forme

A= ZA5+A0
a=1

S

ou les 4,, pour 0 < a < r, sont des champs de vecteurs réguliers sur M (considérés ici
comme des opérateurs de dérivation sur M). On peut toujours mettre le laplacien sous
cette forme, quitte & prendre r suffisamment grand, d’ailleurs les opérateurs Ly sont
parfois donnés directement sous une telle forme,

r

o Popérateur Y, _, AZ est elliptique (il est bien connu qu’il existe alors une structure
riemannienne sur M dans laquelle les opérateurs L, prennent la forme donnée
initialement, Ly = 34 + (b(x,8), V), voir Ikeda et Watanabe (1981)), et on peut dans
ce cas prendre 4, = A,, pour 1 <a<r.
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Un exemple du type d’algorithme a considérer peut se décrire sur M"*! x T" par
(ou ° représente I'intégration stochastique au sens de Stratonovitch)

dX{? =971 Y AX 7)o dBE + y7 HA(XV) + b(X?, 0,)]1dt,

a=1

dXV =912 Y A X V)o dBE + 97 HAo(XY) + B(X Y, O, + heey)]dt,

a=1

dXP =371 Y A4(X{P)odBE + 97 [Ao(X:) + b(X(?, 6, + heer)]dt,

a=1

1)
dX{" =y Y A(X")o dBE+ 9 [Ao(X(”) + B(X(", 0, + he,)]dt,
a=1

do = dw — gI(x", x (", 0,)dt,

do" =dw " — BII(X, X", 0,)dt

ou (B!, ...,B", WM, .. W®)est un mouvement brownien sur R" x T " (indépendant
de la v.a. initiale (X“” X000, e etoa v et he CH([0, + oo, R*) sont
des évolutions a determmer pour que O, tende, en temps grand, vers les minima
globaux de F (a priori, §, y et h seront tels que lim,_,, ., 8, ' =0, lim,.,, 7, = 0 et
lim,_, o h, = 0).

Remarquons que le générateur L, a I'instant ¢ > 0 de ce processus ne dépend pas
uniquement de b, f, f;, y, et k,, mais aussi du choix des champs de vecteurs (4,)o < 5 <»
nécessaires a la décomposition du laplacien (on peut vérifier sur certains exemples
qu’il est possible effectivement d’obtenir des L, différents). Cependant, le fait important
est que pour tout ¢ > 0, pour tout fe C*(M x N) et pour tout 0 < i < n, Paction du
générateur L, sur la fonction f; définie sur M"*! x N par

YV (X0, X15 ey X ) € M VXN, fi(x0, X1, 00 s X, 0) = f(x:,0)

soit donnée par

1
u—t[.fi](x():x17 axnae) = 5 Af(xiae) + <b(X,~,0), Vf(x,,B))

g @ () d
Ejglb_f)?f(x"’e) B: Z Iy, (x0,x;,0) 8_0jf(xi’0)'

On ne se servira dans la suite que de ce résultat, et on appelera désormais
algorithme de recuit partiel, un processus de diffusion (X EO), X0 ox™
el ..., @f")), S osur M"*1 x N, dont la famille des générateurs (L,), - o satisfait a cette
propriété. On aurait pu ainsi considérer I’algorithme de recuit partiel décrit heuris-
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tiquement sur M"*! x T" par
dX ¥ =y 2dB + 37 'b(X ", 0,)dt,

dxV =97 124BY 4+ 97 (X, @, + hey)]dt,

dX? =9, V2dB® + 37 ' h(X P, 0, + hey)]dt,
(2)
dX{” =y 2dB” + 37 'b(X", 0, + he)]dt,
d@(l) qu) ﬁtl(l)(X(o) X(l) ,)dt
t ’
de” =dw{” — g1V (X[, X", 0,)dt
ou (BY,BY, . ,B® WM, . W™ est un mouvement brownien sur M" "1 x T"
(indépendant de lav.a. 1n1t1ale (X D LLXP eV, ., 00)) Cest-a-dire un algorithme

dont la restriction 3 C3(M"*! x N) du generateur L, a I'instant t > 0 est donné par

. 2 ) 0
=3 L[4 +2¢bx0), Vi) + 3 Z[(wz 213:’%?’(*0’*#")5@‘]

l\)l’—‘

ou les i en indices indiquent que I'on considére la structure riemannienne du (i + 1)™
facteur de M"*1.

Cependant, 'algorithme (1) est plus facile 4 mettre en oeuvre pratiquement, car il ne
nécessite de simuler que r “browniens directeurs” indépendants sur R (au lieu de
(n + Dr pour (2)).

On suppose désormais qu'un algorithme de recuit partiel quelconque nous est
donné. On se propose dans cet article de prouver le résultat énoncé ci-dessous, qui
montre que 'on peut l'utiliser pour localiser les minima globaux de F, en observant ou
tend a se diriger ©,. Pour une justification heuristique de cette convergence (en loi), on
renvoie & la fin de cette section.

Si on part d’une probabilité initiale m sur M"*! x N, on note m, son image
a linstant ¢ > 0, par I'algorithme considéré (C’est-a-dire la loi de (X', X", ..., X,
e, ...,0™)), et n, la projection de m, sur N (i.e. la loi de (8", ..., 0™)).

Posons également F, = ming.y F(0).

Théeoréme 1
11 existe une constante ¢ = 0, telle que si on prend pour t assez grand
B=k'ln(), <y, =t3  h=t1"

avec k > ¢, alors, pour toute constante 6 > 0,

lim n({F —F,>8})=0

t— + o0
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On peut donner une description simple de la constante ¢ qui apparait dans le théoreme:
A x,ye N, on associe ¥, , I'ensemble des applications continues ¢:[0,1] - N
telles que ¢(0) = x et ¢(1) = y, et on définit I'elévation (relativement a F) d'un élément
¢e¥b,, par
e(#)= sup F($(©)— F(x) = F() + inl F().

zeN

On peut alors prendre pour ¢ la constante

¢(F)=2sup < inf e(qS)).

x,yeN \ ¢¥, ,

Remarquons que 'on retrouve la méme constante que si ’on avait considéré un
algorithme de recuit simulé classique associé¢ a F (dailleurs, dans le cas trivial ou f ne
dépend pas de x, le processus (@,), o est un algorithme de recuit usuel). Ainsi la
condition donnée ci-dessus pour f est en un certain sens optimale, car on sait que si on
prend B, = k™ 'In(t) aveck < c(F) dans un algorithme de recuit classique, alors en
général (notamment dans le cas ou il y a un unique minimum global), il n’y a pas
convergence vers les minima globaux (mais aussi vers certains minima locaux).
Cependant, le fait de retrouver cette bonne constante semble lié a 'exposant 3 qui
apparait pour le comportement en temps grand de y~! (mais il est probable que ceci
n’est dii qu’a la méthode utilisée), et comme on le verra, quitte a augmenter k, on peut
diminuer cet exposant.

D’autre part, notons que si I’on ne sait pas en général calculer F, on peut du moins
majorer facilement ¢(F) par

c(F)<2<sguIE)F(H)—gn£F(0)><2< sup f(x,0)— inf f(x,6)

(x,0)eM xN (x,0)eM xN )

Dans (Miclo, 1994), ou on ne considérait que le cas n = 1, on a étudié précisément le
comportement en temps grand de la probabilité invariante instantanée p, associée
a I’algorithme (2), en prouvant notamment que sous de bonnes conditions sur f, y et h,
sa projection sur N tendait & se concentrer au voisinage des minima globaux de F,
puis en se servant des résultats obtenus, on a également montré que l'entropie de
m, par rapport a u, tendait vers 0 en temps grand (sous une hypothése supplémentaire
sur la température partielle 8, !), ce qui permettait de conclure.

Dans cet article, on ne va plus considérer I'entropie de m, par rapport a y,, car
on a du mal a bien estimer cette probabilité, d’autant plus qu’elle peut ne pas
étre réguliére (comme par exemple dans le cas de I’algorithme (1)), mais on va
s’intéresser a des “entropies partielles” de m, par rapport a certaines mesures que
I'on connait bien et desquelles on espére que m, se rapproche (partiellement) en
temps grand.

Soit m(dxg,dxy, ... ,dx,|0) la projection sur M"*! de Ia probabilité conditionnelle
sous m, sachant que la coordonnée sur N vaut §. On définit m{?(dx;|6), pour 0 <i < n,
comme étant la projection de cette probabilité sur le (i + 1)*™ facteur de M"*! (que 'on
convient désormais de noter M®), cest-a-dire m{’(dx;|0) = E,,[ X" € dx;| ©, = 8].
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De par la présence du terme y, qui tend vers 0, on espére qu'en temps grand cette
probabilite conditionnelle m,(dx;|0) va se rapprocher de pig 4 ., (dx;). On définit alors
pour t > 0 et 0 < i < n, les entropies partielles I @ par

()
19 = J In (M)—>m,(dx0,dx1, ..., dx,,df)
M"* 1 xN .uO+h,e,-(xi)

(i)
- f In (M>m$i)(dxi,d6).
MY <N

He+h,e.-(xi)

Comme d’habitude, m{’(x;|60) (respectivement g, (x;)) représente la densité de
m®(dx;| ) (respectivement g, ne(dx;)) par rapport a la probabilité riemannienne
A(dx;) sur MY, On aura remarqué que les résultats de Taniguchi (1983) permettent de
voir que pour tout ¢ > 0 et tout 0 < i< n, la probabilite m{(dx;,d6) (qui est la
projection de m, sur M® x N) est absolument continue par rapport a la probabilite
riemannienne A(dx;)(2n) ' dé, --- (2rn) 1 d6, sur MY x T", et que sa densité est stric-
tement positive et de classe C® sur M® x N. Taniguchi ne considére que le cas ot les
champs de vecteurs ne dépendent pas du temps, mais on peut se ramener a cette
situation, comme me I'a fait remarquer Rémi Léandre, en considérant le temps comme
une coordonnée supplémentaire (voir alors la remarque de Taniguchi (1983 p. 283) de
son article), ou on peut reprendre directement les calculs, qui s’adaptent facilement
(voir aussi l'article de Stroock (1981)). Ainsi I ii) est une quantité finie tout t > 0. On
conviendra dans la suite de noter I, = ¥y _; ., I®.

D’autre part, sachant que m{®(dx,|6) est proche de pg(dx,) et que pour 1 <i < n,
m{(dx;|8) est proche de pig 1 1., (dx;), Pévolution sur la i*™ composante de N sera a peu
prés donnée par

de; = dwi — /3:( jmt(dxo,dxl, e A%, 1 @)1 (x0, X, @t)) dr,
. b, 1 ©)
= del) — B ng(xo, e,) — ;l‘f(xm O)m:"(dx,| 0,)
i t
1 .
+to jf(xi, O)m; (dx;| Q))dt,
(3
) i, 1
= del) - B 7 S (%0,0,) — _f(xo,@t)#e,(dxo)
06, h,
1
+ h_ Jf(Xi’ @t)“9,+h,e,-(dxi)>dt’
t

. 0 1
= dWﬁ‘) - ﬁ:( a*e.f(xo, @t)ﬂa,(dxo) + Jf(xo, @t)ﬁ [ﬂ@,+h,e,-(xo)

- u@.(xo)mdxo)>dr.

Or le terme entre parenthéses du dernier membre de droite converge, quand b, tend
vers 0, vers 0 F(0,)/30;.
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On est ainsi ramené a un algorithme de recuit simulé usuel associé & F sur N et on
s’attend donc a ce que la loi de @, soit proche de

v5,(d0) = Z;; exp(— 28,F(60))2m)~ ' d6, --- (2m)~ 1 d6,

ou Zg est la constante de normalisation

Z, = j exp(— 2B.F(0))(2m)~1d0, - (21)~'d0,.

On est donc amené a considérer 'entropie partielle

n(0)
=11 (dO
f “(mm) {de)

qui est aussi une quantité finie pour tout ¢ > 0.
On va étudier les évolutions conjointes des entropies partielles précédentes dans le
but de prouver que J, tend vers 0, sous les hypothéeses du théoréme 1.
Ce résultat suffit en effet 4 montrer que pour tout 6 > 0,
lim n({F —Fy>0})=

=+ o0

comme on peut le voir en utilisant la relation entre variation totale et entropie

Ine — vg | <44/2J;

(ou |- || représente la variation totale de mesures signées) et le fait que vy, tend a se
concentrer au voisinage des minima globaux de F.

2. Démonstration du théoréme 1

Commengons par faire quelques rappels sur la probabilité invariante u,: Pour tout
8 e N fixé, elle est absolument continue par rapport a la probabilité riemannienne 4 et
elle admet une densité strictement positive de classe C*. De plus, pour tout x € M fixé,
N30 - pg(x) est au moins deux fois différentiable et uy(x) et ses deux premiéres
dérivées partielles 0 py(x)/06; et 8% uy(x)/ 30,00, sont continues sur M x N (voir par
exemple les propositions 5 et 7 de (Miclo, 1994)). Ainsi, il existe une constante A > 1
telle que pour tout 1 < i, j < net tout (x,0) e M x N,

po(x) V ug (%) < A, A,

2
In(et)| < 4, | = ug(x)‘ <4

69

Nous pouvons maintenant étudier I’évolution de J,, pour t > 0.

Proposition 2. 1] existe deux constantes ¢y, c, > 0 et un entier p > 0, tels que pour tout
t>0,

dJ, <
——<c¢
dt

ou ¢(F) est la constante définie dans la premiére section.

dp,
dt

+ (B + Bi(h 2 V DI >— c2(Be V 1)"Pexp(— c(F)B)J.
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Démonstration. D’aprés les propriétés de régularité des n, pour t > 0, il est clair que
I'on peut dériver sous I'intégrale dans 'expression de J,, et on obtient:

dJ

t a a )
w,_ J& I (6))m(d8) ~ j = In(3,(0))n,(d6) +j1 ( ()

(0)) 0

(ici et dans toute la suite, A(df) désignera la probabilité 2r)~'d6, --- 2n)~'d6, sur
N)

> n,(0) A(d6)

J— n(6)A(d0) + 2 dﬁ ! JF(B)(n,(B) — v,(6))A(d)
nt(e)
+J1n( ﬁ(0)> n,(0) A(d6).

Le premier terme est nul, car il vaut dfn,(d())/dt, et le second est borné par
4| F,|dB,/dt]. Quant au dernier terme a estimer, il s’écrit aussi

g In <Klt—(@> my(dx, df)

ds v5(9) s=t
ou on convient désormais, pour simplifier Pécriture, de noter x = (xg, x4, ..., X,) un
élément générique de M"*! et dx = (dx,,dxy, ... ,dx,).

Notons L, = y; 'Ly, + L, ,larestriction a C*(M"*! x N) du générateur a I'instant
t = 0 de l'algorithme de recuit partiel considéré, on L , est un opérateur de diffusion
(éventuellement dégénéré) sur M" ! (paramétré par 6 € N) et ou L, , est un opérateur
de diffusion sur N (paramétré par x € M"*1!). L’hypothése faite sur la famille (L,), 5 o
implique qu’une telle décomposition est possible et que

1 92 ; 0
Ly, = Z EW Btl()(xo’xiae)w

1<ign

Par définition du générateur, on a

d n(0) i n,(0)
% jln <vﬁ[(0)> mg(dx, d6) ] I]_,|:1n <VB,(0)>:| my(dx, d6)
[ n,(0)
= 2.t 1 1 d 9
uL’[ (ﬁ,((’))]m(Xd)
_ [~ n,(6)
=] LZ',|:1n (Vﬁ,(9)>] n,(8) A(d6)

ou L, , est I'opérateur sur C2(N) défini par

~ 1 o2
Lz,z‘ = z ‘2‘&012 Bt (6)

1<ign
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le champ de vecteurs (R}), <<, sur N étant donné par

Rio) - f (o, xi, O)mi(dx| 6)

- [a‘; f(xo,6) - f(xo,e)]m<°’(dxo|9)+ [ rex oo,

Posons, pour 1 <i < n, Ri(0) = 6F(0)/d6; et L, , l'opérateur associé au champ de
vecteurs — B(RY); < cn:

- 1 82 . 0
Ly, = == — BRiO) —
2 linzaef T
Ona

- n(6)
JLz,t[ln (v,;,(ﬁ))} n,(6) A(d0)

13 n,(6) & 2 n.(0)

= J‘Lz‘,[ln <vﬁ,(6)>:| n(6) A(d6) + j(Lz,, —L,,) [ln (W):l n(0)A(df). (3)

Remarquons que L, , est un opérateur de diffusion, ainsi
- nO\]_w® : [mO] 1[0\ 0 nO)Y’
LZ"[‘“ <vﬂ,(0)>} o) [vﬁ,w)} 2 (n,(9)> 2 (aoi vﬂ,(0)> |
Mais vy, est la probabilité invariante associée 4 L, ,, dou

~ n(6)

JLZ,,[ln (m)}n,(e)/l(d())
NG (6) 0 O\
- [ o -3 (E) 5. (@ ) o

(0
s (6% il )) 14,(d6)

1<i<n v (0)

(notons que I'on ne s’est pas servi ici la réversibilité de v, par rapport a L, ,, on
réutilisera cet argument par la suite).
D’autre part, on peut borner le second terme du membre de droite de (3) par

.. (6
j (Las— Ls) [ln (%)]n,wm(de)

5| ¥ [®- )(9)[ <”‘( ))}n,(em(de)|
1<ign (9)

_ n,(0) vliz(a) 0) A(d ‘

26, 12@ (Ri R)(H)[ (,;'(0)” 7(0) n,(6) A(d6)
= G, n(6)\?

<% ¥ VIR -RPOn@) @0 / f % 7@) ,(0) 4(d0)

X0
< (ﬁ, f (Ri — Riy*(0)n,(d6) + J (ae ”((0))) ,,,(cw)).
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On obtient donc

~ n(0)
JLZ,,[ln <m)j] n,(G)A(dO)
= a0 0 /nt(e) 2
< 1 szilg n J(Rt ~ R )n(d6) - 1 szis n (50—1 vs,(6)

) vs,(d6). (4)

Evaluons le premier terme. Pour un 1 <i<netun e N fixés,on a

J | 30

|Ri — Ri|(0) <

0 1
g/ X0, 0) — 2~ f (xo, 0)] [m”(dxo|6) — ne(dxo)]

1 .
g £ 0D - uw,e,.(dxi)]'

00,

i 0
+ Jl;.,)(xo,xi,e)ﬂo(dxo)ﬂeﬂ,e.-(dxi) vy F(9)|

Or, en utilisant I'inégalité entre variation totale et entropie, on a

4 1
j |:551 f(xo, 0) — Ef(x()’ 9)] [m(tO)(dx()| 9) . ug(dxo)]

<KMh 'V 1) \/jln (M)mﬁo)(dxdﬂ),
Uo(Xo)

1 .
l | 7 000 @x10) — 1 0n 050)

()
h 1 1)\/ (mt (xz|9)> ii)(dxilf))
Ho+he (x
avee

K= 4f( max

1<gign

+ 1 f ).

50_

D’autre part, il est clair que

; 6
Jli.,’(xo, X, 0) pto(dxo) g + e (dx)) — F () '

= ljf(xo’g) (hl [ﬂ0+h,e,» (x0) — po(x0)] — ;3%_ ,ug(xo)>/l(dx0)

< Ah | f 1l

ou A est constante définie avant la proposition 2.
Ainsi, en posant K’ = 3max[K2(n + 1); (4| f | »)*n], on voit que pour tout ¢t > 0,

Y R -RPOEOH<3 Y [A2) fI2h + K2R 2V HUIO + 19)]

1gign 1<ign

<K'+ k2 VL),
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Reste a nous intéresser au second terme du membre de droite de (4); En utilisant les
inégalités de Sobolev logarithmiques satisfaites par v (voir le théoréme (1.14) de
Holley et Stroock (1988) et le théoréme (3.23) de Holley et al. (1989)), on voit qu’il
existe une constante ¢, > 0 et un entier p > 0 (qui ne dépendent que de la norme
uniforme de F et de ses premieres dérivées, ainsi que de la dimension n) tels que pour
tout ¢t > 0,

0
) (‘ n(9)> 0, (d0) > ex(B, V 1) exp(~ e(F)B),

1gign [3(9)

(pour plus de détails, voir par exemple (Miclo, 1992)).
Ceci termine la démonstration de la Proposition 2, si on y prend ¢, = max(K'; 4

I lle) O

La proposition précédente montre, comme l'on s’y attendait, que I’évolution
al'instant t > 0 de J, est liée & I,. De méme I’évolution de I, est liée a celle de J,, mais
d’une autre maniére:

Proposition 3. 1! existe deux constantes k,, k, > 0, telles que pour tout t > 0,
dl, dﬁ,
<k
dr (

Démonstration. Soit 0 <i<n fixt. Notons que pour tout (x;,0)e MxN,
mP(x;10) = m(x;,0)n; }(0), ainsi, comme dans la proposition précédente, il n'y

a aucun probléme pour dériver sous I'intégrale dans I'expression de I\”, et on trouve

d1"’

t

dat dt

+ (B2 V B2V 1)) —(n+1) o kay ;.

f 2 In(m(x;]6))m!P (dx;, d6) — f % 10t ey () (i, 40)

N fm( ”(""”) (s, 0)4(dx) A(dO).
,u9+he( ,)

Le premier terme est nul car il vaut

j 2 Ingm(c, 0)m(dx,,d0) — j 2 In(n(@)m (dx, o)

o . ' -
= Jé—t mP(x;,0) A(dx;) A(d6) — JE (n(0) A(df) = 0 — 0.

Le second se majore facilement & I'aide de la constante 4 définie avant la proposi-
tion 2:

dh

f L It (5 ))m,”(dx,,dm'

Pour estimer le dernier terme, on considére I'opérateur de diffusion LY, (paramétré
par 6 € N) défini sur C*(M?) par

LY, =34, + (b(x:,0 + he), V-,
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(les indices 0 < i < n indiquent que 'on considére la structure riemannienne de
M(’)).

Par hypothése, on a que pour tout fe C2(M®) et tout x;e M9, LY, fix,) =
Ly, f,(x) ou L, ,est l’operateur introduit dans la démonstration de la proposition 2,
ol f; est défini sur M"*! par fi(x) =f(x;) et ob x e M"*! est tel que sa (i + 1)
coordonneée soit x;. Ainsi,

Jln (M> mP(x;, 0) A(dx;) A(d6)
M0+he, (X) t

J Lo [1 (ﬂ’l”_@("_fi%)]mgﬂ(xi,e)z(dxi)A(dO)
0+ ke \ i

i)
+ JLZ,, [In (M)} my(dx, d6) . (5)
Ko+ he; (x:)

Cependant, du fait que pour tout § € N fixé, L‘f?, est un opérateur de diffusion sur
M dont pg ., est la mesure invariante, on a

[ (240 gy 0 = —2
Ho+ he, (x:)

On utilise alors les inégalités de Sobolev logarithmiques satisfaites par les
Mo +ne, POUr voir qu’il existe une constante k, > 0 indépendante de t > 0, de f e N et

de 0 < i< n, telle que
2 (l)
Hos e, (d) ;% Jln (__(x_@) O (dx,|0)

J .V m(x;|0)
l /-10+h,e.»(xi) #0+h,e,-( i)

m{(x;]0) |*

Vi
Ho+he\X (3)

Ho+he; (dx;).

(En effet, remarquons que In( g+ 4e,(x:)) est borné uniformément en t >0, 6 N,
0<i<netx;eM®? cequisuffit pour prouver 'existence d’une constante k, satis-
faisant I'inégalité ci-dessus, cf. le lemma 3.13 de Holley et Stroock (1988).)

Alinsi,

J LY, 1In (M>]m(,”(xi, ) A(dx;) A(d8)

Ho+ he; ()

= ( j LY, [1 (M>]m(f’(xil0)2(dx,-)>n,(0)A(d0)
J #0+h,e.~(xi)

< (kz j In (M) m® (x| 0)) n.(6) A(d6)
Heo +he, (x:)

= — kzlgi).

Intéressons-nous au second terme du membre de droite de (5). Notons m{?(df| x;) la
projection sur N de la probabilite conditionnelle sous m;, sachant que la coordonnée
sur M9 vaut x;. Alors m{(8]x;) = m®P(x;,0)(p{"(x))~! ou p est la projection de
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m, sur M¥. On a

m$i>(x,.|9)>} O@)x, [ ( 1 )]
Lz’t[]n</‘o+h,ei(xi) La Linfm 01x)] + La..| In ﬂ0+h‘ei(xi)nr(0)

+ L, t[ln(ptl)(x ))]
= Ly [In(m(8]x:))] — Lo, [In( o+ ne, (xn(6))] -
Cependant, par définition de I'opérateur L, ,,
f Lo, [In(m? (01 x))Im,(dx. d6)

) aa;z In (m{?(0]x;))mP(x;, 0) 2(dx;) A(dO)

1<j<n

—ﬂ,f y l‘”(xo,x,,a) 9 ln(m")(()lx ))ym,(dx, df)

1<j<n
0 - i
=-2 ¥ J [% v mi"(f)lxi):l A(d6)p;"(dx;)
t<j<n J

0 )
Y |50, x5, 0) =5 In(mi(0]x) Imi(dx, dO)
1<j<n J

L’inégalité de Cauchy—-Schwarz permet de borner le dernier terme du membre de
droite:

Y |00, %1,0) % In[m{?(8]x))1m,(dx, dH)‘

1<j<n

< b \/J[lﬁ”(xo,xp@)]z «(dx, df)

X \/J[é;— In[m®@| x; )]] m,(dx, dO)

<p Y Kk'v 1)\/j[— ln[mt‘)((?IX)]] m{(0x;)pi” (x)) A(dx;) A(dO)

1<jsn

=28Kh V1 Y f [a%\/(mt”(ﬂlx)] Pt (x;) A(dx;) A(d6)

<BIKG VDT +2 2 [%ﬂm”(ﬂlx)]] pi"(dx) A(d6)

ou on a posé

0
K= 2 )
1ma 3, + I/l
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On a donc finalement
[ La.tmon? @1 max, ) <5 Kong2h v ).

D’autre part, décomposons le terme restant a évaluer en

Ly [In(pte 4 ne, (x)n:(0))] = Ly, [In(pe+ hee; (x;) Vﬂ,(a))]

nt(e)
¥ L”‘[h‘ (vﬂ,w))]‘

On a vu dans la démonstration de la proposition 2 que

- J Lz,,[ln <ﬂ@)}m,(dx, doy = — 3y, 95 JF(H)(n,(O) — v5(6)) A(d6)

%5(0) BT
dJ. dg,
S 4 © 1 4.
S arr |

et il est clair, en utilisant les estimées qui précédent la proposition 2, qu’il existe une
constante K’ = 0, indépendante de (x;,0) e M@ x N et de t > 0, telle que I'on ait

| L2, e[ (g e, (DTN < K'(B V DTV 1),
| Ly, [Inve (0) 1 S K'BAB V DBV 1).

On en déduit que pour tout t > 0,

dr® ks dﬁ,
dt T n+1t dt

dh,

dt

dJ;

\+(B, V)2V 1)>__d__k2 ~170

avec k; = (n + )max(4; 4| f|l»; 3K?n + 2K’), d’ou le résultat annoncé, en som-
mant ces inégalités pour 0 <i<n. [

Nous sommes maintenant en mesure de montrer que sous les hypothéses du
théoréme 1,
lim J,=0. (6)
t++w
Tout d’abord, puisque 'on suppose a priori que lim,, ; , max(B;, *;y,;h) =0, on
peut se ramener au cas ou pour tout t =0 on a f, =1, 3, <1 et h, <1, quitte
a n’étudier lalgorithme qu’a partir de l'instant ¢, ou la condition précédente est
satisfaite pour tout t > t,. Ainsi les propositions 2 et 3 montrent que pour tout t > 0,

dJ d _

d—tt<c ( dlit + (B:h t)2 +Bt2h 21>_C2ﬁt Pexp(— c(F)B)J.,

dI, dh, dg, dJ, 1

—d_t<k1<_(§ +’ +Bt >_(n+1)Tt—k27t It- (7)
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Puis, toujours pour la méme raison, on peut supposer que pour tout ¢ >0,
I'expression

kz'}’t—l + cy(n + l)ﬁtzht_2 — 2, Pexp(— c(F)B,)
est strictement positive. On peut alors poser, pour tout t = 0,

_ Clﬁtzht_z
kyye '+ ci(n+ DR — o Pexp(— c(F)B)

L

Faisons ’hypothése supplémentaire (H) que x, converge vers 0 quand ¢ tend vers
I'infini et qu’il existe un t; > 0 tel que 'application . soit décroissante sur [t;, + oo[.
On peut alors aussi supposer que f, est tel que pour tout ¢ = t;, k; <(n + 1)" L.

Définissons pour t = 0,

K, =J,+xl,.

Il suffit de trouver des conditions sur les évolutions f., y et h qui assurent que
lim,_, , ., K, = 0, car ceci entraine (6) (en effet, d’aprés I'inégalité de Jensen, les I\” (et
donc I,) et J, sont des quantités positives).

L’application K. est dérivable et pour tout t > ¢4,

dK, _dJ, dx ol
dr de At T q
Sde Tt de
dJ dh d _ _
S(l_(n+1)Kt)d—;+let<a—5 ‘Fﬂtf +Bt2ht 2)—k21€t% 11:
d dh
<[ei(l —(n+ ), + kixi] Eﬁ[—" + kk, Ht—t

+cy(1 — (n + Vie,) BEh + ko, f2h7 2
+ (e (1 —(n + D) BEh; 2 — ko YD,
— (1 —(n+ Vi) P exp(— c(F)B)J,.
Cependant, k, a été défini de maniére que
ci(l —(n+ Dk BEh 2 — koxy, ' = — cax B Pexp(— c¢(F)B,)
< — (1 — (n + D) B Zexp(— c(F)f,)
et on obtient donc que I'application t > K, satisfait pour ¢ > t,, I'inégalité différentielle

dK,
dt

< At - Bth
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ou

dg,

dh
Tl +k1K[ !

A =[ci(1 = (n + Dr,) + kyx,] dr

t

+ (1 —(n + Vi) BPhE + ki Bih 2,
B, = cy(1 — (n + Dx,) B Pexp(— c(F) ).
Une condition suffisante pour obtenir lim, ., . ,, K, = 0, sachant que K , A et B_sont
des applications positives, est:

+ oo A
j B,dt = + o0, lim = =0.

t—+o0 &t

Prenons des évolutions particulieres du type
B,-_—k"ln(t), ,y[:t—a’ htzt_b

(pour t suffisamment grand) ou k, a et b sont des réels strictement positifs, et voyons ce
que les conditions précédentes imposent a ces constantes.

11 est facile de vérifier que (H) est satisfaite si et seulement si a > 2b.

D’autre part, la divergence de lintégrale [* B,dt est équivalente & o < 1, ou on
a posé « = c(F)k ™, et la condition lim,_ ., A,B; ! = 0 est notamment satisfaite si

a<l1, a<2b, o< max(a;2b)—4b,
Le.
o < min(1;2b;a — 4b).

Il est dans notre intérét de choisir a et b de telle sorte que les trois termes qui
apparaissent dans le minimum ci-dessus soient égaux. En effet, cela revient a choisir
les valeurs minimales de a et b (pour 'avantage que I'on a a avoir a minimal, voir la
remarque ci-dessous) qui permettent d’obtenir la meilleure condition sur x (c’est -a-
dire o < 1) quant a la plus rapide des décroissances admissibles pour la température
partielle f; .

D’ou le choix de a = 3 et de b = 3 dans le théoréme 1. [

Remarques. (a) Les calculs précédents ne permettent pas de retrouver que dans le cas
du cercle (n = 1) il existe une constante k > 0 telle que si on prend pour ¢ assez grand

B, =k 'In(t), 7. =In"?@t), h =In"%()

avec ¢ > O et p > 2 + 44, alors la conclusion du théoréme 1 est encore satisfaite pour
I’algorithme (2), cf. (Miclo, 1994).

Or, le fait de devoir faire croitre y, ! avec des taux beaucoup plus rapides que ceux
présentés ci-dessus peut étre génant d’un point de vue pratique, car cela signifie qu’il
faut accélérer d’autant plus la diffusion dégénérée (X\”, XV, ..., X™), ., interagis-
sant avec l'algorithme de recuit (@), o.

(b) Il est possible d’adapter la méthode précédente a la situation dégénérée ou les
opérateurs Ly ne sont plus nécessairement elliptiques, dumoins si les probabilités
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invariantes uy (dont on n’est plus assuré de I'unicité) peuvent étre choisies comme
limites (uniformes en un certains sens en § € N), quand ¢ > 0 tend vers 0, de mesures
invariantes y, . associées a des opérateurs non dégénérés de la forme Ly ,- = Ly +
¢L-, ou L est un opérateur auxiliaire de diffusion, pouvant étre lui aussi dégénére.
Dans lalgorithme que I'on considére, il faut alors introduire une évolution suppié-
mentaire, ¢: R, — RY, servant & approximer L, par Ly, pour ¢ grand. Ainsi dans
(Miclo, 1996) on a montré, en reprenant certaines estimées de (Miclo, 1994) pour la
dépendance en ¢ des quantités qui interviennent dans la preuve, qu’il suffit de prendre
pour ¢ assez grand & = In"1(In(t)), avec par ailleurs les mémes conditions sur les
autres évolutions que dans le théoréme 1, pour assurer la convergence escomptée
(mais on peut obtenir la méme conclusion par exemple avec f, = k™ 'In(t), y, =t ¢,
h,=t"?ete = rin~1(t), si les réels strictement positifs a, b, k et r satisfont certaines
conditions, ce qui permet d’avoir des températures partielles § et ¢ du méme ordre).
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Par une méthode similaire a celle présentée ici, on vérifiait que ces deux quantités
satisfont un systéme différentiel identique a (7) et on obtenait donc les mémes résultats
(et notamment les mémes conditions de convergence).
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