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S u m m a r y :  On a general separable state space, let P be a Markovian kernel, 
reversible with respect to a probability /~, such that there is a spectral gap for the 
operator I d -  P in E2(g).  Let P~ be the Metropolis kernel associated to P and to 
a potential ~U, where U is a measurable bounded function and ~ > 0 is the inverse 
temperature. We are interested in its spectral gap $(~) and specially in the behaviour 
for large fl of the quantity _~-1  ln($(~)). By analogy with some classical cases, we 
have conjectured that it should converge to c, the largest secondary well exit height, 
but as we w i n  s e e  o n  a counter-example, this is not true, since - ~ - 1  ln($(~)) can 
asymptotically osciUate, and even if it converges, the limit can be different from c. 
We also get similar results for the asymptotical behaviour at small temperature of the 
isoperimetric constants I(~), but for them the study is a little more satisfactory, as 
we can conclude to the convergence of - ~ - ~  ln(I(~))  to c, if it is equal to ess sup,  U - 
ess inf ,  U. 

R~sumf i :  Sur un espace mesurable et s~parable quelconque, soit P u n  noyau  
markovien rdversible par rapport s une probabilit$ /~, tel que Id - P admette un 
trou spectral darts E2(#).  Consid6rons le noyau de Mdtropolis P~ associ$ s P et au 
potentiel ~U, oh U est une fonction mesurable bornSe et oh ~3 > 0 est l'inverse de la 
temp&ature,  et notons $(~) son trou spectral. On s'int&esse au comportement pour 

grand de la quantit$ - ~ - ~  ln($(~)), car par analogie avec des cas classiques connus, 
on aurait voulu montrer qu'eUe converge vers c, la plus grande hauteur de sortie de 
puits secondaires associSe s (P, #, U). Mais on verra sur un contre-exemple que ceci 
est faux, _~-1  ln($(~)) pouvant asymptotiquement toujours osciller, et mSme si eUe 
converge, la limite n'est pas n$cessairement c. On obtiendra Sgalement des rSsultats 
similaires pour le comportement asymptotique s basse teml~rature des constantes 
isop&imStriques 1(/3), cependant pour elles l '$tude sera un peu plus satisfaisante, car 
on pourra conclure s la convergence de - ~ - ~  ln(I(~))  vers c, si cette constante vaut 
ess sup,  U - ess inf ,  U. 

1 U n e  c o n j e c t u r e  fausse 

Soit P u n  noyau markovien d~fini sur un espace mesurable et s~parable (S,S). 
Supposons que P admette une probabilit~ r~versible #, i.e. qui satisfait pour toutes 
fonctions mesurables et born~es f ,  g d~finies sur S, 

fsxs f(x)g(y) #(dx)P(x,  dy) = ,~[-xs g(z)f(y) #(dz)P(~ ,  dy) 
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De maui~re usueUe, on peut alors consid6rer P comme un op6rateur auto-adjoint 
sur l'espace de Hilbert ~2(p) ,  positif et de norme 6gale ~ 1. Notons I l 'op6rateur 
identit~ et f~isons l 'hypoth&e suppl~menta~re (de type ergodicit6 forte pour le proces- 
sus de Markov homog~ne qui admet P pour noyau d'intensit6s de transitions et qui 
part d 'une probabilit6 initiale absolument continue par rapport ~ #) que I - P admet 
un trou spectral, c'est-~-dire que la quantit6 suivante est strictement positive : 

)~(I -- P )  ~-'f" inf El-v( f , / )  
teL2(~), ~(1)=0 s , f )  

off pour tout op~rateur born6 Q, on a not6 

f C ~ : (~) ,  s f )  = f V f Q f  d# 

et o6 E~ est l 'ol~rateur d'esp~rance par rapport ~ # 

V f E L2(#), E~,f = #(f)I 

I d6signant la fonction prenant toujours la valeur 1. 

Rappelons comment on peut approcher P (puts surtout A(I - P))  par des noyaux 
markoviens d6finis sur des ensembles finis : si A est une sous-tribu de $ ,  notons Q~ la 
projection orthogonale sur/L2(S, A,/~.a) (qui n'est autre que l'esp~rance conditionnelle 
sachant A), oix #.aest la restriction de # s A, et P.a l 'op6rateur sur L2(S, A, tt~t) d6fiui 
par P.a = Q.aP. I1 est clair que P~t est encore auto-adjoint (ainsi que positif et de norme 
6gale s 1), i.e. tt~t est r6versible pour le noyau de Markov g6n6ralis6 PA sur (S, A). De 
plus le trou spectral de PA est alors plus grand que celui de P.  En effet, 

A(I-P.a)  = 1 -  sup ffQ~Pfd#.4 
/eL2(.a,~t), ~.~(:)=o, t~.4(/2)=I d 

= 1 -  sup f f P f d p  

> ~(x- P) 

Si la sous-tribu A est time, disons si eUe est engendr6e par une partition S = 
I I1<i<~A/, index~e de telle sorte que pour un 1 < No _< N, on a pour tout 1 < i < No, 
#(A/) > 0 et pour tout i > No,/z(A~) = 0, on peut interpr&er P~t comme un noyau 
de probabilit6s de transitions sur l'ensemble tint {A~, . . .  ,ANo} donn6 par 

V l < i , j  <_ Yo, P.~(A~,A~) - 1 f - #(A,) p(dx)P(x,dy)Ia,(x)IA~(y) 

qui admet pour probabilit6 r6versible celle donnant le poids p(Ai) ~ At, pour 1 < i < 
No. 

Du faJt que $ est s6parable, il existe au moins une suite croissante (An),~e/v de sons- 
tribus finies telle que $ = a ( A ,  ; n �9 Br) (on notera d6sormals T l'ensemble des telles 
suites (.A~),~v). Par la proc6dure pr6c6dente, on en d6duit alors une suite (P~t~),~e~v 
de noyaux markoviens finis teUe que ( A ( I -  P~t~)),,e~v soit une suite d6croissante dont 
la limite est au moins sup6rieure ~ A(I - P) .  V6rifions qu'en fair 

l i r a  ~( I  - P.,4,) = ~( I  - P)  



38 

Pour ceci soit e > 0 et f E • 2 ( # )  tels que/~(f)  = 0 et 

1 # ( fP f )  < ~ ( I -  P) + a 
# ( f ~ )  - 

il suffit de consid6rer pour n E ~W, fn la projection orthogonaJe de f sur L2(S, .A~, # ~ )  
et d'utiliser le fait que fn converge pour n grand vers f dans L2(/~) (th6orbme de 
convergence des martingales ~2)  pour se rendre compte qu's la limite A(I - P )  + e _> 
limn-~oo A(I - P~t~), puis obtenir le r&ultat annonc6. 

Soit maintenant U un potentiel, qui sera simplement une fonction mesurable et 
born& sur S, et /3 _> 0 qui repr6sentera l'inverse de la temp6rature. On peut leur 
associer un nouveau noyau markovien P~ d6fini par 

Vz C S, V A C S, Pa(x,A) = f exp(-/3(U(y)-U(z))+)IA(y)P(z, dy)+da(z)6o,(A) 

off dz(z) = 1 - f exp(-/3(V(y) - V(z) )+)P(z ,  dy). 
On v6rifie imm6diatement que la probabilit6 #a qui admet la densit6 

exp(-/3U(~)) $ 9 ~  
z~ 

par rapport ~ /~ avec Z~ - /~(exp(-/3U))~ est r6versible pour P~. On conviendra de 
poser 

En remarquant que pour f G L2( /~)  (qui n'est autre que ~2(#) ,  car pour [3 _> 0 
fix6, les normes [] �9 [Ir~(ua) et II " I[L~(u) sont 6quivalentes), on peut 6crire 

E~_p~(f,/) = z z  ~ f #(d~)P(~,dy)~xp(-/3(V(~) v V(y)) ) ( / (y)  - / (x) )2 /2  

EI_E~,t~(f , f )  = Z~ 2 f I~(dz)l~(dy)exp(-/3(U(x) + U(y)))(f(y) - f(~))2/2 

il apparalt que l 'on a l 'encadrement pour tout /3  _> 0, 

A(0) exp(-2/3(ess sup U - ess inf U)) _< A(/3) < 2 Y [A(0) exp(2/3(ess sup U - ess inf V))] 

et on peut se demander si la limite suivante 

am /3-~ In(A(/3)) 

existe ? 
Plus pr6cis6ment, soit .A une sous-tribu finie de S, que l'on suppose s nouveau 

engendr6e par une partition S -- I Ii<i<2vA~, avec pour tout 1 < i < N,/~(Ai) > 0. On 
peut consid6rer comme pr6c6demment le noyau de probabilit6s de transitions PtL.a sur 
l'ensemble fini {A~, . . - ,  AN} associ6 s P~. On a clairement 

V 1 < i  < N: lim _/3-aln(#~(A,)) = essinf U 
#---++o~ Ial,U 

Y l < i , j < _ N ,  lim -/3-~ln(P~.a(A~,A~)) = essinf W - e s s i n f U  
D"* +00 IA i • A~ m IA i D 
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oh I a d t  d$signe la mesure admet tant  IA~ pour densit6 par rappor t  s #, oh m(dz,dy) 
est la probabilit6 sur S • S donn6e par t*(x)P(z, dy) et oh W e s t  d6fini sur S • S par 

v) = v ( v )  v 
Remarquons que la derni~re limite, que ron  appelera d6sormais V(Ai, Aj) et qui 

est g valeurs dans ~ + ,  est infinie si et seulement si m(A~ • Aj)  = 0. On notera 
aussi pour 1 < i < N,  U(A~) = essinftA v U. Des r6sultats classiques (voir t tolley 

i 
et Stroock [3] et la g6n6ralisation donn6e dans [5], car ici on n 'a  pas n6cessairement 
V(A~,Aj) = (U(Aj) - U(A,))+ pour 1 < j # i _< N,  que l 'on peut  encore 6tendre 
pour t rai ter  notre si tuation actueUe, grs ~ des r6sultats de comparaisons comme 
par exemple celui d6crit dans le lemme 2.2.12 de [8]) permet tent  alors de d6duire des 
convergences prdc6dentes que la llmite suivante existe 

(1) c(A) asj. _ lim ~-1 ln(A(I  - Pa.~)) > 0 
~ + o o  

et on peut  d6crire cet te  quantit6 uuiquement en termes des (V(A~, Aj))~_<~r 
It est clair que l 'appl icat ion c(.  ) est croissante sur l 'ensemble des sous-tribus finies 

de S ,  ce qui nous conduit ensuite s poser 

d~f. 
c = s u p  c ( A )  

,A sous-tribu riffle de 8 

Si on se donne une suite croissante (.A~),~e~v de sous-tribus finies convergeante vers 
S ,  la suite croissante des constantes associ6es c(.a~) ne satisfait pas n6cessairement 

lim * c(.A~) = c 
rt---r 

comme le montre le contre-exemple suivant : 
L'espace des 6tats S sera ici le cercle ~ / 2 ~  que l 'on munit  de sa tr ibu bor61ienne 

S.  Soit 0 < h < 1/2, on considSre le noyau markovien P donn6 par  

Y z �9 S, P(z,  dy) = I]~-h,~+h[(y)~'--~ 

I1 est clair que P admet  pour unique probabili t6 invariante la mesure de Lebesgue 
/~ qui de plus est bien r6versible. Pour v6rifier que I - P admet  un trou spectral,  on 
utilise l 'analyse de Fourier:  soit f �9 /:,2(/,) teUe q u e / , ( / )  = 0, on peut  l '6crire dans 
E2(#)  sous la forme 

/ =  
n E Z *  

o~1 pour tout  n �9 2~*, e,~ est la fonction trigonom6trique S ~ x ~-~ exp(i21rnz) et o~1 
(a,~),~ez. est une suite de complexes satisfaisant pour tout  = �9 zW*, a_,~ = ~ (car on 
suppose f g valeurs r6elles). 

On v6rifie imm6diatement  que P f  est alors donn6 par 

nC.~* 

o~l pour tout  n E ~ * ,  
sin(2~'nh) 

a n  ~ a r t  
21rnh 
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En utilisant le fait que 

12 sin(2~'~h)l < lexp(i2~rnh) - e x p ( - i 2 ~ r n h ) l  

_< ~ lexp(i2r(n - 2j)h) - exp( - i 2r (n  - 2 j  - 2)h)l 
o<./<.-I 

--  n l e x p ( i 4 r r h )  - 11 

il apparMt que 

f f P f  d# = Z ana-n 

< lexp(i4rrh)- 11 
- 4 r h  ~ la''l~ -E~'* 

l exp ( i4 r rh ) -  lJ 
= 4 r h  f f2 d# 

ce qui entraine que 
lexp(i4~rh) - 11 

A(I - P )  _> 1 - 47rh 

Introduisons ensuite le potentiel  U don,6  par  

> 0  

v �9 �9 s ,  u ( . )  = - c o s ( 4 ~ . )  

dont les minima globaux sont 0 et 1/2. I1 n 'es t  pas tr~s difficile de se convaincre que 
c = (1 + cos(4rrh))+, qui est donc str ictement positif  si h < 1/4, or on peut  construire 
une suite (.A~)ne~ �9 T satisfaisant de plus 

v n �9 ~v, c(~) = 0 

de la mani~re suivante : 
Pour n > 1 et 0 < k < 2", on note A,.k l 'ensemble ]k2-"  - 2 -2n, k2 -'~ + 2 -2"] et 

.A~ est alors la t r ibu engendr~e par les ensembles {0}, (A,,,0 U A~,2~-1) \ {0} et Amk , 
p o u r 0 < k < 2  " - l e t 2  n-1 < k < 2 " .  

De mani~re plus g6n6rale, on aurait  pu penser qu'il  suffit que # soit diffuse pour 
qu'il  existe toujours une suite (,A~),elv �9 T telle que pour tout n �9 zW, c(.A,~) -- 0, 
mais ceci n 'est  pas vrai. En effet, consid6rons S = [0,1] • {0, 1, 2} que l 'on munit  de sa 
tr ibu n a t u r e l l e / 3 ( [ 0 , 1 ] ) |  2}). Pour i �9 {0,1,  2}, soi t  l a  probabilit6/~, = m |  

sur S ,  o~ m est la mesure de Lebesgue. On d6finit alors un noyau markovien cn posant 

V ~ E S ,  
{,1(.) 

P ( ~ , ' )  = [ , 0 ( . )  + , ~ ( . ) ] / 2  
,1(.) 

, si x E [0,1] • { 0 }  
, si �9 e [0, 1] • { 1 }  
, si �9 �9 [0, 1] • { 2 }  

I1 est clair que P est r6versible par  rappor t  s la probabilit6 diffuse # = (/z0 + #1 + 
/t2)/3 et que I - P admet  un trou spectral  : en effet, soit .4 la t r ibu finie engendr~e 
par la part i t ion S = U~=0[0 , 1] • {i}. Pour tout  f E/L~(#),  Pf  est A-mesurable,  ainsi 

# ( f P f )  = #(Q.a(f)Pf) = #(P(Q.a(f))f) = #(Q.A(f)P(Q.~(f))) 
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ce qui montre que 

A ( I - P )  = 1 -  sup 
fe r,2(.).~(I)=0 

= 1 - sup 
f~ r) 0,),t,(f)=0 

> 1 -  sup 
f~ r.20,),t,(#)=0 

= A(I - P~t) 

d'ofi en fin de compte $ ( I  - P)  = ),(I - P~) = 1. 
Introduisons ensuite le potentiel U donn6 par 

g( /P / )  
~(/~) 

#( Q.a(Y)P( Q.a(f) ) ) 
, ( / ' )  

#( Q.a(f)P( Q.a(f) ) ) 
,((Q~(/))~) 

o , si  �9 e [o, 1] • {o} 
V x E S ,  U ( x ) =  1 , s i x E  [0 ,1 ] •  

0 , s i x C  [0,1] x { 2 }  

de sorte que d~s que la sous-tribu B e s t  non #-p.s. triviale, c(B)  = 1. 

Cependant il est 6videmment toujours possible de trouver une suite (A,)netr E T 
teUe que la suite croissante des constantes associ6es c(A~) admette c pour limite, 
et de telles suites seraient donc d'honn6tes candidats pour fouruir de relativement 
<< bonnes ,* approximations de P~ g basse tempdrature. On remarque 6galement que 

{ n m i n f ~ _ + ~ - ~ - l h ~ ( ~ ( ~ ) )  _ c 
(2) limsup~_~+o _~3_11n(A(13)) < 2 ( e s s s u p u U _ e s s i n f u U )  

Tout naturellement, on est doric amen4 s se demander si le r4sultat suivant est 
juste : 

C o n j e c t u r e  (fausse)  1 

I Pour f3 grand, la quantit6 -13 -1 ln($(/3)) converge et sa limite vaut c. 

Le fait que m6me la seule convergence ci-dessus n'est pas toujours v&ifi6e implique 
en quelque sorte qu'il n 'y  a pas de ~< comportements canoniques agr4ables >> pour ~ +  
13 ~ / 3  -1 ln(),(f3)), ou pour des quantit6s proches, qui en assurerait la convergence en 
l'infini par des arguments g4n6raux (de type sous-additivit6). Ainsi par exemple on ne 
peut pas avoir pour tout noyau irr6ductible et rdversible fini P e t  pour tout potentiel 
U, 

lira 13 -1 ln(A(13)/A(0)) = ~nfl3 -1 ln(A(13)/A(0)) 
~--,+oo 

mais  ce dernier point peut se voir directement sur un ensemble s deux points, off Cest 
d'ailleurs le comportement contraire qui apparait : 

Soit 0 < a, b < 1 et pour 13 > 0 posons (ce qui correspond au cas g6n&ique) 

on a alors par la formule de la trace ~(13) = aexp(-13) + b. Une appfication classique 
de l'in6galit6 de Hblder permet de voir sans effort que ]0, +00[3 t ~ t l n (A(1 / t ) /A (O) )  
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est convexe, et comme eUe admet une limite en +c~ (car A est d~rivable en 0), elle 
est n6cessairement d6croissante, d'ofi la croissance de ~ +  ~/3 ~-~ t3 -1 ln(~(~)/A(0)). 

Cependant dos que l'espace ~ plus de trois points, m6me cette croissance (qni si elle 
s'6taJt g6n6ralis6e aurait 6t6 utile pour l'existence d 'une limite, mais en l 'occurence 
aurait 6t6 insuffisante pour son identification avec c, contrairement s une d6croissance) 
n'est plus assur6e. 

rl reste toutefois s se demander s'il n'existeralt pas des crit6res naturels (voir la 
derni~re remarque de la section suivante) qui assurent que la conjecture pr6c6dente 
soit satisfaite. La motivation provient de l '6tude du recnit simul6 sur des espaces 
g6n6raux, oh il est tr6s important de bien connaftre lim sup~__.+oo _ ~ - i  ln(A(~)) (voir 
par exemple le corollaire 14 de [6]), notamment on voudrait savoir si l 'on peut l 'exprimer 
simplement en termes des donn6es (P, #, U) ou du moins comment l 'approximer par 
des quantit6s plus maniables pour en avoir des estim6es moins grossi~res que la 
majoration par 2(ess sup.  U - ess inf,, U). 

On peut consid6rer des questions similaires pour la constante isop6fim6tfique 
/ ( P , # )  relative au couple (P ,#) ,  qui est d6finie de la mani6re suivante : s tout A �9 ,.q, 
on associe la quantit6 

Qp(A) = f ~ (dx)e(x ,  dy) IA(X)IS\A(y) 

ce qui permet de poser 

I(P, #) = inf Qp(A) 
A~S,~(A)<~/2 #(A) 

(avec la convention que le quotient ci-dessus vaut 1 si #(A) = 0), qui est une constante 
appartenant a priori s [0, 1]. 

Notons que l 'on a la m~me propri6t6 d'approximation pax des sous-tribus finies que 
pour le trou spectral. En effet, si .4 est une sous-tribu de S, on v6rifie immddiatement 
que 

I(P.4, #a)  = inf Qp(A) 
Aea,~,(~)<_~/~ ~(A) 

ce qui montre que cette quantit6 est d6croissante sur l'ensemble des sous-tribus de S, 
et comme pr6c6demment on montre en fair que si (flm),~eIv �9 T, alors 

= 

n - - * o o  

En effet, soit A ~ $ avec #(A) _< 1/2, il suffit de se rappeler que par un th6or~me 
de classes monotones, il existe une suite (A,~)ne~v d'616ments de U,~e~.A~ teUe que 
I a .  converge vers IA dans ~ ( # )  et donc aussi dans ~L~(#), et de noter que par 
r$versibilit6, Qv(A. )  = Q~(S \ A.), ce qui montre qu'en posant 

An , si/~(A,~) < 1/2 
V n � 9  r, B ~ =  S \ A ~  ,sinon 

on obtient une suite (B,~),~e~v d'616ments de {B �9 ~,,r < 1/2} teUe que 
lim.-~oo Q~(Bn)/#(Bn) = Qv(A)/#(A), d'ofi d6coule le r6sultat annonc6. 

Ceci permet d'ailleurs d'6tendre l'in6galit6 de Cheeger (origineUement prouv6e 
dans un cadre de g6om6trie riemannienne [1]) pour les noyaux markoviens finis (voir 
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par exemple [2] ou [8] et les r~fSrences qui y sont donnSes), qui dit que pour toute 
tribu finie A, 

I(P'~'#'~)2 < ~( I  - P.4) < 2 I (P~ ,#~)  
2 -- 

(dans cet encadrement seule la premiere in~galit~ est non-triviale) au cadre g~n~ral 
(mais la preuve de [8] peut aussi s 'adapter directement sans difficultY, voir ~galement 
[4]). 

I(P, #)2 < )~(I - P) < 2I(P, I~) 
2 - 

Notamment il apparalt que l 'hypoth~se d'existence d 'un trou spectral est ~qui- 
valente au fait que la constante isop~rim6trique est strictement positive. 

Le potentiel U ~tant toujours donn~, on reconsid~re pour tout ~ ~ 0 les noyaux 
markoviens P~, et on se rend compte que l 'on a l 'encadrement 

I(0)  exp(-~(ess  sup V - e s s  inf V)) _< I (~)  _< 1 V [I(0)exp(~(ess sup V - e s s  inf U))] 

o~t on a convenu de noter I (~)  = I(P~,#(fl)) 
Par aiUeurs, soit .4 une sous-tribu de S finie, en utilisant d 'une part l'in$galit$ 

facile 
2(I - P~,~) < 2I(P~,A,#~,A) 

(plus simplement, on peut montrer directement que lim sup~__.+oo-f1-1 ln(I(P~,A, #~,.4)) 
c(.A) en se servant du th~or~me 3.3.6 de [8], qui est une version isop~rim~trique de 

l'in~galit~ de Poincar~ que l'on utilise pour la minoration de ~ ( I  - P~,.~) intervenant 
dans la preuve de (1)) et d 'autre part le fait que pour la majoration de ~(I  - P~,.~) 
dans la preuve de (1), on fair settlement intervenir la fonction indicatrice d 'un  bon 

cycle �9 (voir la d~monstration donn~e dans [3], qui se g~n~ralise facilement aux cas 
d~crits dans [5]), qui est done aussi utilisable pour une majoration de I(P~..~,/~.~), 
car on peut s 'arranger pour en prendre un de masse plus petite que 1/2 pour #~..~ 
(du moins pour ~ assez grand), on prouve facilement que l 'on a aussi 

= - n m  Z - 1  ln( (P, 
/ ~ + o o  

Ce r~sultat et la remarque qui precede permettent en fair de voir que 

e = sup r 
AE8 

or AA est la tribu {S,O,A,S \ A}. Or la quantit~ c(AA) est facile s d~crire, car elle 
v~ut  

min(V(A, S \ A); V(S \ A, A)) = ess inf W - max(ess inf U; ess inf U) 
iA• IA~ Is\A~ 

et on retrouve donc bien l'interpr~tation usuelle de cen  terme de �9 hauteurs de puits 
secondaires ~. 

Si S est d~nombrable, on pourralt croire que dans le sup precedent on peut 
~galement imposer que A soit fini, mais ceci est faux, comme on ]e volt sur l 'exemple 
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suivant : on prend S = {0}l I(/N x {0, 1,2}) muni de sa t r ibu natureUe 8.  Soit (qi),et/ 
une probabili t6 s u r / V  qui en charge tous le s  points avec q0 = 1/2, et posons 

f2/3 , s i x = 0  
V x E S ,  #(x) = ( ql/9 , si x = ( i , j )  E iW • {O, 1,2} 

On d$finit ensuite pour tout x E S, 

V i  E Br*, V j E {0,2}, 

1/3 , s i x = 0 o u z = ( 0 , j )  o u x = ( % l )  
P ( ( i , j ) , x )  = 0 , sinon 

{ 2 q j 3  , s i x = ( i , j )  
P ( ( 0 , j ) , x )  = 1/3 , s i x = 0 o u x = ( 0 , 1 )  

0 , sinon 
ViE~ r, 

S 1 / 3  , si �9 = 0 o u  �9 = ( i , 0 )  o u  �9 = ( i , 2 )  P(( i ,1 ) ,x )  
L o , sinon 

P(O,x)  = f q j 1 8  , s i x = ( i , O )  o u x = ( i ,  1) o u x = ( i ,  2) 
[ 5/6 , si z = 0 

et il est clair que ce noyau est r~versible par  rappo{t s #. 
De plus, puisque #(0) > 1/2 et que pour tout  z E S, P(z,O) = 1/3, il apparai t  que 

I(P,  #) = 1/3 et toutes nos hypoth$ses sont doric bien satisfaites. Soit U le potentiel 
d$fini par  

V x E S, U(z) = { O , s i z = ( i , 0 )  o u z = ( i , 2 ) , a v e c i E  
1 , sinon 

on v$rifie que c = 1, mais que si A C S est fini, alors c(.AA) = 0. Ceci permet  aussi 
de voir que m6me si S est d$nombrable, on n ' a  pas n$cessairement 

v ( ~ ) n ~ v  z T, llm T c ( ~ )  = 
r t - - *  o o  

car ceci implique notamment  que c = supAeo,~d(A)<o~ c(AA) (par contre la r6ciproque 
est fausse, car il est possible de construire un exemple v~rifiant nos hypotheses sur 

U { ~ }  tel que tout $16ment de P? soit reli$ ~ ses quatre plus proches voisins, tel 
que cr soit reli$ seulement anx entiers pairs et tel  que U prenne la valeur 1 sur 2/N 
et 0 ailleurs). 

On peut  se demander  si l 'analogue de la conjecture pr$c6dente est satisfaite pour 
les constantes isop6rim6triques : 

Conjecture (fausse) 2 
I Pour fl grand, la quantit6 _f l -1  ln(I( f l ) )  converge et sa limite vaut c. 

Posons b = ess supu U - ess inf u U, et remarquons que du moins on a toujours 
clairement 

(3) limsup~.~+r -f l~-~ln(I(f l ))  _~ b 
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Or on peut avoir 6gallt6 entre be t  c (si on reprend l'exemple precedent sur ~//2~, 
ceci est satisfait pour le potentiel d~fini par V z �9 S, U(z) = Ir si 0 < h < 1/4, 
et on a aussi b = c = 1 pour l 'exemple ci-dessus sur (0} UzW • {0,1,2}) et (3) permet 
alors de conclure que dans ce cas la conjecture 2 est v6rifi6e, par contre, on ne peut 
jamais utiliser (2) (saul dans le cas sans int6r~t o~ U est /~-p.s. constant) pour en 
d6duire la validit6 de la conjecture 1, c'est d'ailleurs ce qui a motiv6 notre pr6sentation 
des in6galit6s isop6rim6triques (voir 6galement la remarque (a) de la fin de la section 
suivante). 

Notre but dans la section suivante est de d6crire un exemple relativement simple 
avec b > c et pour lequel les deux in6galit6s dans (3) sont en fait des 6galit6s. En nous 
servant de la majoration du trou spectral par deux lois la constante isop6rim6trique, 
ceci nous fournira d6js un contre-exemple s la premiere conjecture, mais on verra aussi 
directement que la quantit6 3-~ ln(A(Z)) ne converge pas non plus n6cessairement pour 

grand. 

2 L a  p r e u v e  

Nous allons donner ici deux exemples construits suivant un m~me principe, pour 
le premier _~-1  In(I(15)) w converger pour ~ grand vers b > c, et pour le second cette 
quantit6 osciUera asymptotiquement entre be t  c. 

Dans un premier temps l'espace des ~tats S sera l'ensemble d~nombrable {0} U 
(~W • {0, 1, 2}), que l'on munit tout naturellement de la tribu 8 form~e de toutes ses 
sous-parties. On identifiera donc un noyau markovien P sur (S ,S)  avec une matrice 
infinie P = (P(z ,  Y))~.~es. Avant de d~crire celui que l 'on va consid~rer, on va pr6senter 
la probabilit~ # = (~(z))~es. Soit q = (qi),~v une probabiUt~ sur ~W qui en  charge 
tousles  points et soit (a~)~e~v une suite d'61~ments de ]0,1[. 

On prend 

2/3 , si ~ = 0 
qJ6 , si z = (i, 0), pour un i E / N  

V z �9 S, /,(z) = aiq,/6 , si z = (i, 1), pour un i �9 J~V 
(1 - ~ , ) q ,  f6 , si �9 = (i ,2),  pour un i �9 nV 

Les settles transitions permises pour P seront celles qui lient (dans les deux sens) 
0 s des ~l~ments de la forme (i, 1) ou (i, 2), pour i �9  et (i, O) s (i, 1) ou (i, 2), plus 
~ventueUement des boucles d 'un ~l~ment de S vers lui m~me (le graph�9 associ~ �9 
donc relativement ~ trapu ~> puisque son diam~tre vaut 4, qui est aussi la plus grande 
longueur de ses chemins ne se recoupant pas, on aurait ainsi pu esl~6rer ~tre proche 
du cas fini). Le noyau P �9 alors uniquement d6termin6 par l'imposition que 

1 
V ( i , j )  �9 B r x (1,2},  P(( i , j ) ,O)  = ~ = P( ( i , j ) , ( i ,O) )  

du fait de la r6versibilit6 demand6�9 par rapport s #. 
Ainsi on obtient que pour tout  ( i , j )  �9 ~ x (1,2},  

P(0,(~,j)) = ~,((i,j)) 
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ai/2 , s i j = l  
P((i,O), (i, j))  = (1 - a~)/2 , si j = 2 

P(( i , j ) , ( i , j ) )  = 0 

puis les boucles, pour i E B r, 

P(0,0)  = 7/8 

P((i,O),(i,O)) = 1/2 

routes les probabilit6s de transitions non d6crites 6tant nuUes. 

Nous allons dans un premier temps montrer que la constante isop6rim6trique 

I(0) e~j. I (P,  #) se calcule facilement et vaut en fait 1/4. Par le biais de l'in6galit6 de 
Cheeger A(I - P )  _> 1(0)2/8, on sera alors rassur6 de savoir que toutes nos conditions 
sont bien remplies. 

Pour calculer I(0),  commen~ons par remarquer que/~(A) _< 1/2 6quivaut au fair 
que 0 ~ A. Ensuite consid6rons d 'abord le cas d 'un ensemble A indus dans {i} • 
{0, 1, 2}, pour un i E / N  fix6, et notons J = {j E {1, 2} / ( i , / )  E A} et J'  = {1, 2} \ J .  

�9 S i ( i , O )  E A ,  o n a  

Qp(A) = ~ #((i ,O))P((i ,O),(i , j))  + ~-~#((i , j ) )P(( i , j ) ,O) 
j~js jEJ 
1 1 

= ~ E~((~ , i ) )+  ~E~((~,J)) 
JEJ' ./EJ 

= ~((i,011 

et 
~t(A) = ~t((i, 0)) + ~-~#((i, j)) < 2#((i ,0)) 

jEJ 

ee qui fait apparaltre que 

�9 si  (i, 0) r A, on a 

Qp(A)  = 

inf Qp(A) _ 1 
(~,o)eAc(~)x{O,,,2) ~(A) 4 

[#((i, j ) )P(( i ,  j ) ,  0) + #((i, j ) )P(( i ,  j) ,  (i, 0))] 
jEJ 

Z.((i,j)) 
jeJ 
~(A) 

I1 resort de ces consid6rations que 

inf Qp(A) _ 1 
AC(~)x(O,1,2) g(A) 4 

puis en fin de compte que 
1 

I(0) = - 
4 



47 

Introduisons maintenant  le potentiel  U d~fini tr~s simplement par  

! , s i z = 0 o u s i z = ( i , 0 )  p o u r u n i C / P r  
v �9 e s, v ( ~ )  = , si �9 = ( i ,  1) p o u r  u n  i e ~V 

, s i z = ( i , 2 )  p o u r u n i E ~ W  

Soit A une sous-tribu finie de S ,  disons engendr~e par une part i t ion S = II~=lAk , 
on v~rifie imm~diatement que 

] 0 , s'il existe 1 < k < N tel que Ak D {0} U { ( i , 0 ) / i  C SY-} 
c( .~)  

L 1 , s i n o n  

Ainsi c = 1, et ici pour tout  (.A~)nerr E T,  on a lim,~_~or c(.A~) = 1. 
Par  ailleurs, on peut  reprendre les calculs ci-dessus (notons par exemple que l 'on 

a pour tout  fl > 0, #~(0) = 2/(3Z~) > 2/3) pour montrer  que 

1 a i e - ~ + ( 1 - a i ) e  -2~ 1 e -2~+(e -~ -e -2~ ) in f i e l va i  
I(fl) = - inf = 

2 ie~v 1 + a ,e-~ + (1 - ai)e -~~ 2 1 + e -2~ + (e-~ - e-2~) inf,~tr ai 

d 'o6 si on choisit une suite (a~)ietr telle que infielv ai = 0, 

1 e -2~ 
1 ( / 3 )  - 2 1 + e - 2 ~  

puis 
lim - /3  -1 In(I(/3)) = 2 

/3--,+~ 

L'exemple precedent montre donc que l 'on peut  avoir lim sup~_,+~ - /3  -1 In(I(/3)) > 
c, mais pour celui-ci la quantit~ - /3  -1 in(I(/3)) admet  une l imite quand/3 devient grand 
(qui est b = maxs  U - mins  U) et est en fait d&roissante en/3 E ~ + .  Pour voir qu'en 
g~n~ral on n'est  m~me pas assur~ de la convergence, on va compliquer un peu cet 
exemple,  pour obtenir  comme annonc~ dans la section pr&~dente 

l iminf  - /3  -~ In(I(/3)) = e 

l i m s u p - f l - 1  ln(I( f l ) )  = b 

On prend maintenant  S = {0} U (/N • {0,1, 2, 3}) que l 'on munit  de la probabilit~ 
# d~finie de la mani~re suivante, s par t i r  de la donn& d 'une probabilit~ (qi)ie~v s u r / N  
en chargeant tous les  points et de deux suites (a~)~e~r et (b~)~e,v d 'd~ments  de ]0, 1/3]: 

v �9 e s ,  ~(~) = 

2/3 
q j6  
aiqJ6 
(1 - ai - -  b{)qi/6 
biqi/6 

, s i z = 0  
, si z = ( i ,0) ,  pour un i E ~W 
, si z = (i, 1), pour un i E EV- 
, si z = ( i ,2) ,  pour un i C ~W 
, si z = ( i ,3) ,  pour un i E ~W 

On impose ensuite que pour tout i E / N ,  1/2 est la valeur de P ( ( i ,  1), 0), P ( ( i ,  2), 0), 
P((i, 1), (i, 0)), P((i, 2), (i, 0)) et de P((i, 3), (i, 0)), ce qui par r~versibilit6 implique 
q u e  

aiqJS , s i j =  1 
P(O,( i , j ) )  = [ (1 - ai - b,)qJ8 , si j = 2 

all2 , s i j = l  
P(( i ,O) , ( i , j ) )  = (1 - ai - bi)/2 , si j = 2 

bi/2 , si j = 3 
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et on suppose que routes les transitions non d$crites (outre les boucles) sont nulles. 
Enfin on consid~re le potentiel U ddfini par 

0 , s i z = 0 o u s i x = ( i , 3 )  p o u r u n i E z W  
1 , s i x = ( i , 0 )  p o u r u n i E ~ W  

V z ~ S ,  U ( ~ ) =  2 , s i x = ( i ,  1) p o u r u n i E l V  

3 , s i x = ( i , 2 )  p o u r u n i E J N  

Soit ~ > 0, comme pr~cSdemment le point crucial pour Svaluer I(B) est de calculer 
pour i E zW fix$ la quantit$ 

rain Qp, (  A) 
Ac(~• g~(A) 

et pour cela on considSre ~ nouveau plusieurs cas, en notant toujours J = {j E 
{1,2} / ( i , j )  E A} et J ' =  {1,2} \ J .  

�9 Si (i, 0) E A et (i, 3) E A, on calcule que 

Qp~(A) = ~ #~((i ,  O))P~((i, 0), ( i , j ) )  + ~ t ~ ( ( i , j ) ) P ~ ( ( i , j ) , O )  
j E J  I j E J  

1 = 1 ~ g , ( ( i , j ) )  + ~ ~ , , ( ( i , j ) )  

2 jeJ' - jEJ 
1 

= ~ ~ t t , ( ( i , J ) )  
j=l,2 

qui est une quantit$ ne dSpendant pas de J ,  ainsi dans cette situation le cas le pire 
sera celui off J = {1, 2}, i.e. A = Ax d~. {(i, 0), (i, 1), (i, 2), (i, 3)} et 

QpAA~) 1 a,~-~' + (1 - ~, - b,)~ -s€ 

#~( A1) - 2 b, -4- e-~ -4- a,e -2~ -4- (1 - ai - b, )e -a~ 

�9 De maniSre analogue, si (i, 0) E A e t  (i, 3) ~ A, la situation la pire est celle qui 
correspond s g = {1, 2}, i.e. A = A~. dc__'f. {(i, 0), (i, 1), (i, 2)}, auquel cas 

Qp~(A2) _ 1 a,e -2~ + (1 - a i - -  bl)e -s~ + bi 

tt~(A2) 2 e-~ + a i e  -2 '  + (1 - ai - bi)e -a~ 

q~i est ma=ifestement minor~ par Q~,~(A~)/~,(A~). 
�9 S i ( i , 0 ) r  ( i ,3)  E A ,  o n a  

Qpt,(A) = ~ #~ ( ( i , j ) ) [P~( ( i , j ) ,  O) + P~( ( i , j ) ,  (i, 0))] + tt~((i, 3))P~((i, 3), (i, 0)) 

e-~ 
= y ~ # ~ ( ( i , j ) )  + -~-#~(( i ,3) )  

~ ( A )  = ~ ( ( i , j ) )  + ~((i,3)) 
jqJ 

et clairement la situation la pire correspond s J = 0, i.e. A = As ~---'f" {(i, 3)}, et alors 

Q~,~(As) e - '  
#~(As) 2 
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1. 
�9 Enfin si (i, 0) i / A  et (i, 3) i /A ,  on s'aper~oit que l 'on a toujours Q p ~ ( A ) / # a ( A  ) = 

E n  r~sum$, puisque pour tou t /3  > O, 

Q~,~(A1) Q,,AAs) 

on a obtenu 

- - < i  

min Q p ~ ( A )  1 aie -2a + (1 - a, - bi)e -3~ 
AC{i}• # a ( A )  - 2 bi + e - a  + a i e -2~  + (1 - a i - bl)e - a s  

puis pour tout /3  >_ O, 

1 a ie  -2a + (1 - ai - bi)e - a s  
1(/3) = - inf 

2 ie~v bi + e - a  + a i e -2a  + (1 - ai - bi)e - za  

et notamment  pour /3  = O, 

I ( 0 ) =  1 inf 1 - b l  > 1 
2 ~e~v 2 - 6 

car on a impos~ que pour tout i E ~vV, bi _< i/3,  ainsi le module initial (S, S, P, #) 
admet bien une constante isop~rim~trique strictement positive. 

Notons que l 'on a l 'encadrement suivant pour tous i E SV et /3 > 0, 

ge_2al ai + e - a  < aie  -2a + (1 - ai - bi)e - a s  _ - 2 a ~  2 e - a  

b, + e - a  - + < - ~ b~ + e-a  

de sorte que pour ~tudier le comportement  en/3  grand de/3-1 ln((I(/3)), il sumt de 
s'int6resser s la quantit$ 

g(/3)N'/3-11n i n f  b, + e - a /  

On aura d~js rSalis~ qu'ici c = 2 et b = 3, ainsi prouver le rdsultat annonc$ revient 
s voir que l 'on peut trouver des suites (a~)ir et (bi)i~tr telles que 

{ liminfa_.+~g(/3) = - 1  
(4) limsupa_.+ ~ g(/3) = 0 

La construction qui suit est due au referee: soit (Xi)ielv une suite d'@l~ments 
de ]0, I[ telle que X2i > X2j+I pour tous i,j E SV et telle que limi_~X~{ = 1 et 
lim{_~r X={+I = O. 11 suffit de trouver trois suites d~croissantes, (a{)ie~v , (bi){e~v et 
(e{){e~v, d'61$ments de ]0, i/3], satisfaisant les conditions suivantes pour tout i ~ ~V: 

(5) a~ - -  < 1 
bi 

(6)  a i + l + ~  _ a i + ~  
b~+l + e~ b~ + ei 

(7) ~ i+~i  _ ~,  

(S) Jim ~ = 0 
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En effet, (6) implique que (a~ + e~)/(b~ + e~) est la pente qui permet d'aller des points 
(b~+l, a~+l ) ~ (b~, a~) dans ~2 .  Or du fait de (5), l 'application ~ +  ~ e ~ (a~ + e)/(b~ + e) 
est strictement eroissante, d'ofi 

ai + e____~i > ai+t + ei+t 
b~ + ei - bi+I + 5i+1 

ee qui montre que les points (bi, ai), i E P i ,  forment les sommets d 'un  graphe polygonal 
convexe de ~2 .  

Ainsi, puisque infiezc(ai + e)/(b~ + e) est la plus petite pente de (0,0) s l 'un des 
sommets (b~ + e, a~ + e) du translat6 par (e, e) de ce graphe, il apparait par convexit6 
(faire un dessin) que pour 0 < e < co, cet infimum est atteint et vaut (aj + e)/(bj + e) 
off j e s t  tel que e E [ei, ej-1], 

En effectuant la conversion fl = - In(e) et en nous servant de (7) et (8), on obtient 
alors ( 4 ) .  

I1 reste done h eonstruire par r~currence les trois suites: 
�9 Pour l'initialisation, posons (par exemple) b0 = 1/3, et choisissons a0 et Co tels 

q u e 0 < a 0 <  1 / 3 , 0 < e 0 <  1 / 3 e t  

a0 + e0 = e~ o 

b0 + e0 

ee qui est toujours possible, ear pour e > 0 suffisament petit, 0 < eX~  < 1/3. 
�9 Passage de 2i s 2i + 1, i E zW : il suffit de poser a2~+1 = a2~ et b2i+t = b21, car du 

fair que l'expression (a2~+1 + e)/(b2~+~ + e) - e x2'+~ est strictement n~gative en e = e2i 
(rappelons que X~i+l < X2i) et strictement positive en 0, elle s'annule au moins en un 
point appel6 e2i+~ E ]0, e~i[. 

�9 Passage de 2i - 1 s 2i, i E SV* : eonsid6rons la relation (6) comme la d6finition 
d 'une fonetion b2i de la variable a2i E ]0, a2i-~ [, fonction qui est eroissante et qui admet 
une limite strictement positive en 0+ (et b~i-1 en a2i -~-) .  Choisissons alors a~ < e~i-~ 
sufflsament petit de sorte que 

a2i + a2i x~ 
< a2i 

b2~ + a2~ 
(ell utilisant que X~ < 1), et eonsid~rons l 'applieation 

a2i § s e x~  
]0, ~_~] ~ e ~ b~ + ~  

Celle-ci est strictement n6gative (resp. strictement positive) en a~i (resp. e~i-~, car 
X2i > X~-~)  et par continuit6 s'annule done en un point e~ ~ ]a~i, e21_~[ qui convient. 

Notons que par construction les trois suites sont bien d~croissantes, et admettent 
donc respectivement des limites a~ ,  boo et e~o. Si eo~ devait ~tre strictement positive, 
en passant s la limite dans les ~quations (7), s6par6ment pour les indices pairs et 
impairs, on aboutirait s la contradiction eo~ = 1, d'ofi e~ = 0. 

Ainsi la quantit6 fl-1 ln(I(fl)) peut asymptotiquement osciller. Pour voir qu'il peut 
en ~tre de m~me pour f l - '  In(A(/~)), on reprend l'exemple ei-dessus sur {0} 12 (~W x 
{0, 1, 2, 3}). 

Notons que pour tout/~ > 0, on a 

~(/~) = inf E , . ~ e s ( f ( Y )  - f(z))~a/~( z, Y) 
~v(~)\voo,(~) E~,~s(/(v) -/(~))2~,~(~)~,~(v) 
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avee pour tous x ,y  E S, c~(z ,y )  =/z~(z)P~(z ,y) .  
Pour i E /N ,  posons Si = {0} II ({i} • {0,1, 2, 3}) et remarquons qu'en utilisant le 

fait que E=r #~(x) < #~(0), on a 

~ ( f (Y )  - f(x))2#~(x)#~(y) 
i # j ~  =~&\{o},vesj\(o} 

< ~ ~ 2[(f(y) - f(0))  = + ( f ( z )  - f(0))2]#,(z)#~(y) 
i#jEIV z E S i \ { O } ,  y E S . / \ { 0 }  

<_ 4 ~ ~ (f(z) - f(O))2./3(z)#/3(O) 
iE~W = E S i  

iE~V =ESi, yESI 

ee qui fait resortir l 'encadrement 

~ ( f ( Y )  - f(~))2~ta(x)##(V) < ~ ( f ( Y )  - f (z))z#a(z)gB(y)  
iE JN =,yESi =,yES 

< 5 ~ ~ (f(v) - f(~))~z~(~)z~(v) 
iEJN =,yESI 

D'autre part on a aussi 

(f(Y) -- f(z))2c~a(z,y ) = ~_. ~ (f(Y) -- f(~))2cz/3(z,y) 
=,yES iE]IV =,yESI 

et on est done amen6 ~ poser pour i E ~W 

A,(~) = inf E=.ves , ( f (Y)  - f (z))2ct~(  z ,  Y) 

(o~ F(S~) est l'ensemble des fonctions d6finies sur S~), car les consid6rations pr6c6dentes 
montrent que 

inf A,(fl) < A(fl) < 5 inf A,(~) 
iEJN - -  - -  iEJB r 

Int6ressons-nous done s ~i(/~). Th6oriquement, il est possible d'expliciter eette 
quantit6, car cela revient s trouver les valeurs propres d'une matrice 5 x 5, dont on 
sait a priori que l 'une des valeurs propres est 0. Mais en pratique de tels calculs sont 
d6jk trop compliqu6s et on va plutSt se ramener au cas de trois points. Pour simplifier 
les notations, on laisse tomber un moment l'indice i E IV, suppos6 fix6, et on pose 
1 = (i,0), 2 = (i,1), 3 = (i,2) et 4 = (i,3). Notons 6galement S (~) = {0,1,4} et 
S (~) = {0, 2, 3}, sur lesquels ensembles on considSre les �9 matrices hors diagonale 

0 czO(1,4) * 

a~ee ~ ) (0 ,  ~) = (~(0 ,  3) ^ ~ (3 ,  ~)) + (~,(0,2) ^ ~(2, ~)) = ~(0 ,  3) + ~a(0, 2), ~ar 
on aura not6 que pour tout /3 _> 0, ~xO(0, 3) = ~x~(3, 1) et cza(0, 2) = ~xa(2, 1), et 

�9 ~ (0 ,  2) ~(0 ,3)  ) 
~2~ = ~ ( o , 2 )  �9 o 

as(0, 3) 0 * 
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Pour j = 1, 2, posons alors 

~(J)(/3) = inf r,=r - f(x))2a(J)(x,Y) 

En utilisant des in~galit~s du type 

v f c F ( S ) ,  ( I (1)  - I (3))  2 + ( f (3)  - f (0))  ~ _> ~ ( f (0 )  - I (3))  ~ + ~ ( f (1 )  - f (0))  2 

on volt que pour tout f E F(S), 

=~:yE$ 

>- ~ ~ (/(Y) - . f (x ) ) ' c~ ) (x ,Y)  + Z ( : (y )  - . f (~) ) 'c~] ) (x ,y)  
=r =~ES(2) 

or comme pr~c~demment, on v~rifie que pour tout f E F(S), on a aussi 

(f(Y) - f(~))21.*8(x)#8(y ) 
=~yE$ 

/ \ 

<_ ( r r ( : ( , ) -  \ ;r S( 1 ) a~Eyq S( = ) / 

ainsi i1 resort que 

~(~) >_ ~(~(~)(~) A 
- i  ~(2)(/~)) 

D'aut re  part ,  en consid~rant les fonctions dont les valeurs sur {0,1, 3} sont ~gales, 
il est clair que 

~(~)(~) _> ~(/3) 

Ceci nous conduit donc ~, estimer ~O)(fl): manifestement il s'agit 1~ de la plus 
petite valeur propre non nulle de la matrice 

( a(*)(O,1)/Iss(O) -a(1)(O, 1)/I*~(O) O )  
(#8(S(1))) -1 - aO) (0 ,  1)/#8(1 ) (a(1)(0, 1) + a~(1,4))//*8(1 ) -a8(1 ,4) / /*~(1)  

0 - a s ( 1  , 4 ) / /~(4)  a~(1, 4)/#8(4 ) 

Toujours s partir  de la formulation varlationnelle de cette valeur propre, on s'aper~oit 
qu's un multiple pros, qui est minor4 et major4 par des constantes strictement positives 
universelles, il suffit de consid4rer la plus petite valeur propre non nulle ~O)(fl) associ4e 
s la matr ice 

( q(ae-28 + e-aS) -q(ae-2~ + e-~8) 0 ) 
a(~) = -(ae -8 -t- e -~) ae -~ -t- e -~8 -+- b -b 

0 - - e  - 8  e - ~  

Ceci nous amine  s une ~quation du second degr~ que Fon r~soud pour obtenir 

1 
~(*)(~) = ~(A~ - ~/A~ - 4B~) 
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avec 

A~ = q~-~ + (1 + ~q)~-2. + (a + 1)~-~ + b 
B~ = e-2~(a + e-~)(1 + q(e-" + b)) 

Remarquons que l'on a, pour/3 >_ 0, 

B~ < 4e- '~(a + e-~)(1 + (1 + 1/3)) 
0 _< 4A~ - (b + e-~),  

28 a + e -f3 
< - - e  -B 
- -  3 b + e - ~  

< 28e-~ 
- 3 

car par  notre choix des ai et des b~, pour i E ZW, on a toujours a ~ b, d 'o~ (a + 
e-~) / (s  + e-~) < 1. 

Ainsi on voit qu'il  existe deux constantes universelles C, D > 0 (d6sormais C et 
D d6signeront de telles constantes, dont les valeurs changeront de lignes en lignes, 
l ' impor tant  Stant qu'eUes ne dSpendent pas de l ' indice i E / N  cach$) telles que pour 

tou t /3  > 3, 1 - CB~/A~ < r  - 4B~/A~ < 1 - DB~/A~,  ce qui imptique que 

CB~/A~ <_ X(1)(/3) _< DB~/A~ 

puis en util isant que 0 < q, a, b, e -~ < 1, on fait plus pr~cis6ment appara i t re  que 

c a  + e -~ -2~ _ _ a + e -~ -2~ b-7-~-~ e < ~(1)(/3) _< vb_7~_~e 

D'une mani~re similaire (et m~me plus s implement) ,  on montre un encadrement 

c < ~(~-)(/3) _< D 

En fin de compte,  en quit tant  S~ (que l 'on notait  S !) pour revenir s S,  on a donc 

�9 . a i + e  - ~  - 2 3  . . a i + e  - ~  - 2 ~  
C m x  h.--_-~-~_~ e ~ < A(/3) < D mI  - - e  

iOv bi + e-  - - i~lv b~ + e-~ 

ce qui f~it appara l t re  que pour ~tudier le comportement  asymptot ique de/3-~ In(A(/3))-  
2, il suffit de s'int~resser s celui de 

[ . .  ai + e - ' s ' ~  /3_1 ~, ~,,~ ~, ~ e-~ ) 

ce qui a d~js $t6 fMt. On obtient donc finalement 

l i m i n f - / 3 - 1  In(A(/3)) = c = 2 ~--.+~ 

~im ~up _/3-1 ln(~(/3)) = ~ = 3 
~--,+r 

Remarques : 

a) Notons que pour les exemples pr6sent6s dans cette section on a toujours 



54 

r Z -1 in = 0 \i(z)] 
et il serait int6ressant de savoir dams quelle mesure il s'agit 1s d 'un r6sultat g6n6ral 
(peut-~tre cela n'est-il dfi qu 'au fait que les longueurs des chemins ne se recoupant 
pas sont born4es pour les graphes consid4r4s). 

b) Si l 'on cherche s trouver des crit6res assurant la validit6 des conjectures 1 ou 
2, la premi6re id6e est d'introduire une topologie et des hypotheses de compacit6 et 
de continuit6. 

Ainsi par exemple on pourrait supposer de plus que S est un espace m6trique 
compact,  que S est sa tribu bor41ienne, que P est feUerien (i.e. l ' image d'une fonction 
continue born6e est elle-m~me continue) et que U est continu. Mais ceci est insuf[isant, 
car on peut transformer l 'exemple pr6c4dent en un contre-exemple sur S = {0} tl 
([0,1] x {0,1, 2, 3}) que l 'on murat de la distance d6finie par 

V z, y E S, 

I t - s ]  , s i z = ( s , i )  e t y = ( t , i ) a v e c 0 < s , t < l e t i E { 0 , 1 , 2 , 3 }  
d(x ,y)= 0 , s i x : y  

1 , sinon 

Ainsi S est compact et S d4signera sa tribu bor61ienne. 
Par analogie avec ce qui pr6c~de, donnons nous une probabilit4 q sur [0, 1] dont le 

support est [0, 1] et deux fonctions continues a, b : [0, 1] ---+ [0, 1/3] dont le seul point 
d'annulation 4ventuelle soit 1. I1 existe alors une unique probabilit6 # sur S teUe que 
pour tout bor41ien A de [0,1], on ait 

q(A)/6 , si i = 0 
# ( A x { i } ) =  fAatq(dt)/6 , s i i = l  

fA (1 -  at - bt) q(dt)/6 , s i i = 2  
fA bt q(dt)/6 , si i = 3 

On considSre ensuite le noyau markovien P fellerien donn6 d'une part  par 
V O < s < l ,  

1 
P( (s, 0),. ) = ~(at6(,,~)(. ) + (i - at - bt)6(,.2)(. ) + bt6(,,3)(. ) + 6(,,o)(. )) 

P ( ( s , 1 ) , . )  = 5 ( ( , , 0 ) ( ' )  + 60(.))  

1 6 
P ( ( s , 2 ) , . )  = 5( (o .0) ( ' )  + 60(.))  

1 6 
P ( ( s , 3 ) , . )  = 5 ( ( , . o>( . )+6( , ,3 ) ( . ) )  

et d 'autre  part  en posamt pour tout A �9 S, 

1 1 
P(O, A) - 7 + f bo8 q(ds) g~ + -~ f IA(S, 1) a,q(ds) + -8 f IA(s, 2)(1 -- a, -- b~ 

Puis on ddfinit le potentiel U en posamt 

0 , s i z = 0 o u s i z  = ( s , 3 )  pouruns �9 [0,1] 
1 , s i z = ( s , 0 )  p o u r u n s � 9  

V z � 9  S, U ( z ) =  2 , s i x = ( s , 1 )  p o u r u n s  �9 [0,1] 
3 , s i z = ( s , 2 )  p o u r u n s  �9 [0,1] 
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I1 est alors possible de reprendre les preuves pr~cSdentes pour obtenir les m~mes 
r~sultats de divergence (faire d~crire s (bt, at)t>0 le graphe convexe polygonal dont les 
sommets sont les points (b~, a~)ie~ constrnits pr~c~demment, et voir aussi la fin de 
l'introduction de [7], off l'on vient de v~rifier directement que (9) est g~nfiralement 
satisfalt pour le type d'exemples consid~r~s ici). 

L'avantage de cet exemple est de sugg~rer que ce qul manque encore s P e s t  peut- 
~tre une << propri~t~ d'eUipticit~ ~, au sens par exemple o{1 les probabilit~s P ( x , - )  
seraient uniform~ment (en �9 E S) absolument continues par rapport s #( .  ). 

R e me rc i e me n t s  : 

Je tiens tout particuli~rement s exprimer ma gratitude envers le referee qui m'a 
fourni la preuve de (4) pr~sent~e ici, la d~monstration initiale ~tait beaucoup moins 
~l~gante. 
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