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Summary : For a family of generalised annealing algorithms associated to a fixed cost
function on an irreducible finite graph and whose evolutions of temperature get in some sense,
smaller and smaller, we study the subsets for which an inhomogeneous strong law of large numbers
before the exit time is satisfied. Thus by an application of semi-group methods and calculus of
compensators, we find the cycles and their associated decompositions that Hwang and Sheu have
introduced in this context by another method. By using them we give, for arbitrary subsets,
results of weak convergence for the joint law of the exit position and the renormalisation of
exit time and of the occupation times of one of its points, as the (inhomogeneous) evolutions of
temperatures tend to vanish. Then we deduce from them limit theorems satisfied in large time
by the renormalised processes of occupation times of any recurrent points for critical (relatively
to the ergodicity in law) generalised annealing algorithms. It appears that in general, “few”
points verify a law of large numbers (in particular it is not satisfied by the points of minimal
virtual energy), but instead we get weak convergence towards a non deterministic process which
can be represented by means of simple functionals of a stationary Markov process indexed by IR
(depending on the points, the limit process is either continuous, in which case the convergence is
weak for the local uniform topology, or purely of jumps, and then we have only weak convergence
of the finite marginals).

Résumé : Pour une famille d’algorithmes de recuit généralisés associés a une méme fonc-
tion de cotuit sur un graphe fini irréductible et dont les évolutions de la température sont d’une
certaine maniere de plus en plus basses, on s’intéresse aux sous-ensembles pour lesquels est sat-
isfaite en chacun de ses points une loi forte des grands nombres (inhomogene) avant sortie. On
retrouve ainsi par le biais d’'une méthode de semi-groupes et de calculs de compensateurs ap-
pliqués a I’évaluation de temps d’occupations, les cycles et les décompositions associées qui ont
été introduits dans ce contexte par Hwang et Sheu. Celles-ci nous permettent d’obtenir pour des
ensembles quelconques, des résultats de convergence en loi pour des renormalisations des temps
de sortie et des temps d’occupations de points avant sortie, ainsi que de la position de sortie, a
basse température (inhomogene). On en déduit ensuite, pour des algorithmes de recuit généralisés
critiques (relativement a I'ergodicité en loi), les théoremes limites vérifiés en temps grand par les
processus renormalisés de temps d’occupations de points récurrents. Il apparait en général que
pour ceux-ci les lois des grands nombres ne sont satisfaites que par “peu” de points (et notamment
pas par ceux d’énergie virtuelle minimum), mais que l'on obtient & la place une convergence en
loi vers un processus non déterministe qui peut se représenter a partir de fonctionnelles simples
d’un certain processus de Markov stationnaire indexé par IR (suivant les points, le processus li-
mite est, soit continu, auquel cas la convergence est étroite pour la topologie uniforme locale, soit
uniquement de sauts et on considere alors la convergence étroite des marginales finies).

Abbreviated title : Temps d’occupations inhomogenes.
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1 Introduction

Cet article est la suite directe de [11], et conformément & la promesse qui y avait été faite,
nous allons donner des applications des résultats obtenus sur les problemes de sortie discrets,
principalement celles concernant le comportement asymptotique des temps d’occupations conven-
ablement renormalisés de certains processus de Markov finis inhomogenes dont la température
tend a s’annuler.

Nous nous référerons donc largement a cet article précédent, dont nous reprendrons souvent
les estimées et parfois les notations.

Néanmoins, commencons par rappeler les notions les plus importantes :
Soit M un ensemble fini et ¢ = (q(z,y)),,)enr une famille de réels positifs indéxée par M qui
est M x M privé de sa diagonale. Pour (x,y) € M, on dit que la transition de z & y est permise si
q(z,y) > 0, et on appelle chemin allant de z a y toute suite finie (z;)1<;<, d’éléments de M issue
de z (x; = x), arrivant en y (x, = y), et dont toutes les transitions de x; a x;;1 sont permises
(1 < i < n). On suppose que (M, q) est irréductible, c’est-a-dire que pour tout (z,y) € M, il
existe au moins un chemin allant de x a y.

On se donne également une fonction V' définie sur M & valeurs dans IR, vérifiant

V(r,y) e M,  q(z,y) =0 V(z,y) = +o0

Une telle application est appelée une fonction de cotit compatible avec le graphe irréductible
(M, q). )

Soit G' un sous-ensemble de M, on désignera par q© la restriction de ¢ & G (parfois on notera
aussi V la restriction de V' a G) et on dira que G est un sous-graphe de (M, q), si (G, ¢%) est
irréductible. Notons que les singletons sont des sous-graphes de (M, q), car pour eux G = 0.

Pour # > 0 (qui représentera 'inverse de la température), on note

a5 (z,y) = exp(=BV (z,y))q(z,y)

et on associe a la famille (irréductible) qg d’intensités, 'opérateur Lg agissant sur les fonctions
@ définies sur G par

Veed,  Lip(x) =Y (py) — ¢(x)df (z,)

yeG

A la donnée d’une probabilité my sur G et d’'une évolution continue 8 : IR, — IR, de
I'inverse de la température, on peut associer un processus de Markov inhomogene et continu a
droite X¢ = (X&),>0 sur G (unique en loi) dont la loi initiale est mg et dont l'intensité de saut
de x & y (pour z # y) au temps s > 0 est ¢§ (2, y), ’est-a-dire dont la famille de générateurs est
(Lgs)szo (si G = M, on ne fera pas apparaitre M en exposant dans les notations précédentes).

Si I’application [ est constante, V s > 0, 35 = (o, I'irréductibilité de GG assure 'existence d’une
unique mesure invariante ugo et il est bien connu (cf. [4]) qu'il existe deux fonctions UY : G — IR,

et p¢ 1 G — IR’ telles que pour 3, grand,
Vaoed, ugo ~ p%(x) exp(—BUC(2))

(on notera que U% et p“ satisfont ming UY = 0 et ming p% > 0).
L’application U% est donc la fonctionnelle d’action pour les grandes déviations satisfaites &
basse température par la mesure invariante. On lui associe la fonction W& définie sur G par

V(ry) eG, — WY z,y) =min(U%=)+V(z,y); US(y) + V(y, )



puis en désignant par Sgy I’ensemble des suites finies d’éléments de G dont le premier terme est x
et le dernier y, pour (z,y) € G, on définit 1’élévation symétrisée d’une telle suite (z;)1<;<p € S¢,
comme étant la quantité

5G(($z‘)1§i§n) = 1121?3% WG(xi, le)

(qui sera finie si et seulement si (z;)i1<;<, st un chemin pour les intensités de transitions ¢

symétrisées de ¢ pour sa mesure invariante fio, qui sont données pour tout (x,y) € G par §(z,y) =

(q(z,y) + po(x)tpo(y)q(y, z))/2), ce qui nous permet de poser, toujours pour (z,y) € G,
H(z,y) = min &(p)

pESﬁy
Enfin, a tout z € G, on associe la constante

“(z) = max HO(z,y) - U(y) - US(a)
yeG\{z}

si G n’est pas un singleton, et on pose c%(r) = —oco si G = {x} (avec les conventions usuelles, on
a donc toujours ¢ () = sup,ee oy H (2, y) — U%(y) — U%(x)).

On appelle frontiere sortante de G (qui sera notée Fy(G)) I'ensemble des couples (z,y) €
G x M \ G dont la transition de = a y est permise, et sortie extérieure (resp. intérieure) tout
élément y ¢ G (resp. x € G) pour lequel il existe z € G (resp. y € G) avec (z,y) € Fs(G), leur
ensemble sera noté S.(G) (resp. Si(G)).

On dit que le sous-graphe G est une cellule (dans M), si

YV (z,y) € Fs(G), V(z,y) > cG(x)

Remarquons notamment que tout singleton est une cellule. Si GG est une cellule, on pose

§(G) = in _ V(z,y) -
(@) = min Viz.y) = c(@)
o(G) = min UG(x) + V(z,y)

(z,y)€Fs(G)

(cependant ces quantités ne dépendent évidemment pas seulement de (G, ¢, UY), mais aussi de
ce qui se passe au voisinage proche de G).
Introduisons également les ensembles

R(G) = {() €F/UW) +V(w0) = o(G))
Se(G) = {y¢G /3 e avee (z,y) € Fy}

et soit

RG)= Y p%x)qlz,y)

(,9)€Fs(G)
ainsi que 7% la probabilité sur S.(G) définie par

VyeS(G), “y=RG™" Y %y
z / (z,y)€Fs(G)

Intéressons-nous maintenant & une famille de processus (X )),>¢ associée & une famille (m(()t))tzo
de probabilités initiales et & une famille (3®),>¢ d’évolutions de I'inverse de la température. On
note

7@ = inf{s >0/ X" ¢ G}

vGn _ Xﬁam ,si TG < 400
Yo , sinon



oll on a rajouté un point auxiliaire yg &€ G.
Soient a : IRy — IR} et F' : IRy — IR, deux fonctions, F' étant supposée croissante,
auxquelles on associe les conditions suivantes :

(1) Toutes les probabilités initiales mét) sont portées par G
(2) Vs>0, lim min A% =400
t—+00 0<u<a(t)s
a(t)s
(3) Vs>0, lim exp(—a(G)BY) du = F(s)
— o0 O
at)s dﬁ(t)
> : _ (t) u —
(4) Vs >0, tlgnoo ; exp(—d(G)B) ‘ T du=0

Soit v T'unique probabilité sur IR, satisfaisant pour tout s > 0 qui n’est pas un point de
discontinuité de F,

4T (]s, +o0]) = exp(—R(G)F(s))

On désignera par 7% la sous-probabilité restriction de v% & IR,
Nous avons alors obtenu dans [11] le résultat suivant :

Rappel 1

Sous les hypotheses (1), (2), (3) et (4), la restriction a IRy X So(G) de toute limite
étroite pour ¢ grand des lois des couples de sortie renormalisés (7Y /a(t), Y (&) sur
Ry x (Se(G) U {yo}) est v9F @ 7.

En fait, le cas du singleton n’a pas été traité explicitement, mais la preuve donnée dans [11]
s’étend a cette situation, si on remplace, avec les notations de cet article, @g) par Ig,, (notons
d’ailleurs que dans ce cas 'hypothese (4) est toujours satisfaite, car §(G) = +00), cependant ceci
pouvait aussi s’obtenir directement a partir de résultats classiques sur le premier temps de saut
des processus de Markov inhomogenes (cf. la section 8.9.6 p. 266 de [7]).

Le plan de l'article est le suivant : Dans la section suivante, on va associer a une cellule
I’ensemble de ses points en lesquels les temps d’occupations vérifient, asymptotiquement a basse
température (sous certaines conditions sur les évolutions), une loi faible des grands nombres
avant sortie. On obtient ainsi tous les cycles relatifs a la structure (M, g, V'), mais pour bien le
faire apparaitre, on va dans la section 3 donner une définition plus “globale” des cycles, en se
ramenant d’une certaine maniere au cas des graphes muni d’un potentiel satisfaisant la condition
de réversibilité faible de Hajek (en quelque sorte notre démarche sera inverse de celle de Hwang
et Sheu ou Trouvé, car on partira du comportement des temps d’occupations pour retrouver
les propriétés des cycles, avec I'espoir que peut-étre cette approche sera plus facile a généraliser
a des situations plus complexes). On y étudiera aussi différents liens entre les cycles et les
cellules. Ensuite dans la section 4 (respectivement 5), on utilisera sa décomposition en cellules
(resp. cycles) maximaux, pour donner des théoréemes de sortie (resp. le comportement avant
sortie de temps d’occupations renormalisés) pour des sous-graphes (et méme des sous-ensembles)
quelconques. Dans une derniere section, ces convergences seront appliquées pour obtenir les
théoremes limites vérifiés en temps grand par les temps d’occupations d’algorithmes de recuit
généralisés ergodiques en loi, et on s’intéressera tout particulierement aux cas critiques non traités
dans [9], en faisant apparaitre de nouvelles lois limites.

Enfin, l'auteur remercie le referee pour le complément de références qu’il lui a fournit :
ainsi les questions abordées dans les sections 4 et 5 respectivement ont également été étudiées
indépendamment par Olivieri et Scoppola dans [12] et par Catoni et Cerf dans [1], en vue



d’applications en théorie de la métastabilité. Néanmoins leur démarche est essentiellement basée
sur des techniques de grandes déviations qui actuellement ne permettent pas d’accéder a la
précision de résultats de convergence étroite, en probabilité ou p.s. tels que ceux que nous
présentons ici (la proposition 3.8 de [12] sur 'imprévisibilité des temps de sortie est un résultat
dans cette direction, cependant contrairement au rappel 1, Olivieri et Scoppola n’ont pas explicité
la renormalisation qu’il fallait employer en termes des données de base, voir leur équation (3.24)).

De plus, ces auteurs se sont limités pour ces études a des processus homogenes dans le temps,
ce qui ne permet pas de mettre en évidence des phénomenes tels que ceux décrits par exemple
dans la derniére section (voir aussi [11]), ou 'inhomogenéité est fondamentale.

D’autre part, précisons que la notion d’élévation symétrique a également été introduite par
Deuschel et Mazza dans [3], ou elle a été étudiée beaucoup plus soigneusement.

2 Loi faible des grands nombres pour certains temps
d’occupations avant sortie d’une cellule

Soit G une cellule dans M, nous allons nous intéresser a un sous-ensemble C'(G) de G appelé
le cycle associé a G et défini par

C(G)={z e G/ )+ U"x) <o(G)}

(il s’agit en fait du cycle de hauteur de sortie maximale inclus dans G, cette terminologie sera
justifiée dans la section suivante).

Nous montrerons notamment, en renforcant les hypotheses du rappel de l'introduction, que
les temps d’occupations en les points de C'(G) avant sortie de G satisfont une loi faible des grands
nombres.

Introduisons quelques notations : Pour zy € G et t,s > 0, posons
GO = [ Tpy(x
9 a0) = (o) /0 exp(—U (a0) 1) du

considérons la condition qui affirme qu'uniformément en s dans les compacts de ]0,4+o00], on a
pour ¢ grand

expl(c <xo>ﬁo”> <5 exp(—UC (a0) 3
exp(cC(20)B0) |2 du < [ exp(~UC (20)3

) du

(5) ats )) du

£

et rappelons que l'on dit que la renormalisation de rapports (a:):>o est adaptée (au probleme de
sortie de G) si % ({0, +00}) = 0 (i.e. si limy_o, F(s) =0 et si lim,_ oo F(s) = +00).
On a le résultat suivant qui généralise la remarque (m) de la section 5 de [11] :

Théoréme 2

Outre (1), faisons 'hypotheése que la renormalisation (a;):>o est adaptée et vérifie
les conditions (2), (3), (4) ainsi que (5) pour un zy € C(G), alors G;fgg,t)(xo)/g(ﬁgf’)t)(:po)
converge en probabilité vers 1 pour ¢ grand.

Si T = 00, la quantité Ggfzg’t)(xo) / g(TC(:’Gt’)t)(:co) n’est peut-étre pas bien définie, mais ceci
n’est pas trés génant car du fait que v%F ({+00}) = 0, on a lim; ., P(T@") < +00) = 1. Par

ailleurs, puisque p.s. T(@* > 0, il n’y a pas non plus de probleme pour diviser par g(chfl) (o).



Avant de passer a la démonstration de ce théoreme, faisons mention de I'un des objets lié a
la preuve du rappel 1 :

Si G est une cellule qui n’est pas un singleton, on lui associe le graphe irréductible (G,7%)
défini par

G =GUS(G)
~ Q(xay) >Si$€Gety€§
Vg eG @y ={1 . si(y1)eFR(G)
, sinon

que 'on munit de la fonction de cotit V< donnée par

= -G V(l’,y) aSleEGetyEG
V (z,y) € G, Vi(z,y) =<0 st (y,2) € Fy(G)

+00 , sinon

., 7G /s ol Ny ; . —q TG —
Soit Lg le générateur sur G associ¢ comme précédemment a 7%,V et 3>0,et ug la mesure
invariante pour cet opérateur. Alors pour 3 grand et x € GG, on a

ig (x) ~ pg ()

(ceci serait faux si G est un singleton tel que o(G) = 0), et notamment si T désigne la fonction-
nelle des grandes déviations satisfaites par ﬂg pour (3 grand, T coincide avec UC sur G (mais
on a mieux puisque 71§ () ~ p%(z) exp(—BU(x)) pour z € G).
De plus, on vérifie facilement (cf. [11]) que pour x € S.(G),
—=G . G G
U'(x)= min U +V¥(y,x
()= min U"(y) (y,2)

De ces résultats, il découle, avec des notations évidentes, que pour tout x € G,
(z) = (x)

Par ailleurs, si (m(()t))tzo est une famille de probabilités initiales portées par G et si (3®);0
est une famille d’évolutions de l'inverse de la température, on peut leur associer une famille de
processus de Markov (Y(G’t))tzo sur G dont les générateurs sont les fg. Notons

TN = inf{s >0/ X% ¢ G}
7@ _ Y(T(fcf)t) , si 7 < +00
Yo , sinon

On a alors pour tout ¢ > 0 fixé, I’égalité en loi des deux processus (Yif’j_?c,t) )s>0 €t (Xs(j\)T(G’t) )s>05

ot X® est le processus de Markov construit sur M & partir de m(ot) et 5.

Nous allons plutot travailler avec la famille de processus (Y(G’t))tzo.
Démonstration du théoreme :

Le cas o1 G est un singleton étant trivial (car alors p{#o}(xq) = 1 et U™} () = 0, d’olt pour

(t) (G . . ’ 51 9 5 .
tout s > 0, GS AT = Goap(ny PUIS le résultat annoncé), on supposera qu’il n’en n’est pas ainsi, ce

qui assurera notamment que c¢%(zy) > 0.



Soit donc xy € C(G) fixé, pour 3 > 0 notons g I'unique fonction sur G solution de

-G .
{ é’ﬁ Y = I{xo} - Mg(xo)
a5 (ps) = 0

On a vu dans [11] qu'il existait une constante K > 0 telle qu’en norme uniforme et pour tout
B =0,

lpsll < K exp (6% (x0)) = K exp(Bc®(x0))

< K exp(Bc®(x0))

||%90ﬂ

(dans toute la suite, K désignera une constante générique dont la valeur pourra changer de ligne
en ligne).

Vu le probleme de martingales satisfait par (YiG’t))szo, il existe une martingale (M;p 7 (t))szo
telle que pour tout s > 0,

Pat) (YiG’t)) = Gt )+ / < (t)) du + / Lﬂ(t)ﬁpﬁ(t) (X )) du + M%(t)

Gt +/ < w) du+/ L0y ( X(Gt)) ﬁgu)(«fo) du + M.

Soit 0 < .57 < Sy < 400 fixés et S; < 5 < .55, on applique la relation précédente avec le temps
s remplacé par a;s pour obtenir

as (Gt

(6) /0 I{wo}(Xa(J )) Mﬁu)(%) du
= xEH TG ws [ d ~(G,t) 0
= (pﬁéit)s (Xats ) (pﬁ(t) (X ) /0 (du(ﬁ@(j)> (Xu ) du ass

Intéressons-nous d’abord au terme

ats
/ ﬁgm (o) du
0 u

qui du fait de 'hypothese (2) et de la remarque qui suit 1’énoncé du théoreme 2, est équivalent
pour ¢ grand (et uniformément en 0 < s < Sy) a

o) [ exp(- AU ) d

Nous allons montrer que chacun des termes du membre de droite de (6) est négligeable en
probabilité pour ¢ grand (et uniformément en S; < s < Sy) devant cette derniere expression.
Ainsi par exemple,

—(G,
‘Qoﬁ(t) (X((ztst))‘

ats

IN

(t)
H‘pﬁats

< Kexp(B,c(0))

< K [expwot (a0)) + (o) [ exp(8Ye o)) ‘d%ﬁé“

N

]

et I'hypothese (5) permet justement d’obtenir la négligeabilité désirée. D’une maniere similaire,
on montre le résultat correspondant pour goﬂ(t)( ) et [;"° ( di%fj)) (Yic’t)) du.



Reste a borner convenablement en probabilité la martingale Maﬁs( " Pour ceci il suffit de bien

majorer son premier moment, ce que nous allons faire en reprenant un calcul de [9] :

On a
(m1(208°))
_ (E[<M%(t>>at5])%

ats —(G,t)
_ JE/ T o (s 000 (XY d )
( L), T (050, 050) (X)) dl

B M |

IN

1
2

ol pour tout x € GG, on a posé
—G —G
Fﬁy((pﬁg), cpﬁq(j))(x) = Lﬁqgt)go;g)(x) — 250 (z) Lo Py0 (x)

Cependant, toujours d’apres le probleme de martingales satisfait par le processus Y(G’t), il
apparait que

ats _e —(G) —(@ —(G,b) ats [ d ——(G.t)
E{/O ng”@;g)(Xu )du} = E[‘Pﬁu) (Xats) @;ét)(Xo )—/0 <%¢Zg>> (X, )dul

or

ats d —(Gy1)
|E[/o <d @Bm) (X )du]‘

S /ats d d

du %(t)
ats
2 / 20

< K / t eXp(QCG(xo)ﬁit))‘
0

IN

du

@ﬁ(t)

d

e

d
du Y

ats d
< Koggisexp( (Jﬁo)ﬁq(f))/o exp(cG(xo)ﬁff))‘—ﬁff) du
ags d
< & (o) + [ et a0 au) [ ewlcte0 a0 | 00| du

et cette derniere expression est négligeable pour ¢ grand (uniformément en S; < s < Sy) devant

(o) [ exp(=B0U(w0)) du)

2

Il en est clairement de méme pour IF [cpg(t) (st ))] et IE[p? o (YéG’t))], et il nous suffit donc

maintenant de considérer
ats —(Gt)
B[ o0 (RN L0 0y (X dul
0 u
— B[ 00X (15, (X)) — 56 d
= [ 90@(;)( w ) Ty (X) %g)(iﬁo) u]

ats ~ (G, .
< K max exp(e(ea) 30V | [ 1) (F™) + 7 (a0) du

0<u<ats
ats
/
0

d ats
%‘P@(j) du—i—2/0 ﬁgg)(xo)dul

< K max exp(c®(zq)3 [H%(t)s +H90ﬁ(()t)

0<u<ats



mais les calculs précédents montrent que le terme entre crochet est pour ¢ grand de 'ordre de
2 [ ,u @ (o) du et que 'expression qui est en facteur avant est négligeable devant ce dernier,

d’ou ﬁnalement le résultat annoncé.

Soit Q ={we /s < T(G’t)( )/ay < Sy}, d’aprés 'hypothese d’adaptivité de la
renormahsatlon on peut choisir 51 suffisamment petit et Sy suffisamment grand de telle sorte
que pour tout ¢ assez grand, ]P(Q s,) soit arbitrairement petit.

Cependant en appliquant ce qui précéde avec s = T /ay sur le) s5,> ON voit que pour tout
e > 0 fixé,
lim [E[1 =0

(t) t Gt
t——+o0 Q 1,89 {‘G( )G " /g( (G)t)

>e}

et on en déduit aisément en fin de compte que pour tout € > 0 fixé,

lim P|GY6. /g5 — 1| > =0

t—-+o00

O

Avant de donner une application de ce théoreme, discutons un peu de I'hypothese (5). Remar-
quons tout d’abord que pour ce qui concerne la premiere condition, il suffit qu’elle soit satisfaite
pour tout s > 0 (assez petit), I'uniformité demandée en découlant automatiquement. De plus, du
fait que

d

_ B(t)

d
du Y

exp(cG(xo)ﬁét)) — exp(cG(:po) min @(f)) < /Oats eXp(cG(xo)ﬁg)) ‘

0<u<ats

la seconde condition implique que ’on peut remplacer la premiere par

ats
exp(c¥(o) min B) < [ exp(~U(2)8Y) du
u<ass
et celle-ci est satisfaite si on suppose outre (2), (3), (4) et 'adaptivité de la renormalisation, que
pour tout s > 0, F(s) > 0.
En effet, écrivons que pour xy € C(G),

| (=800 o) du = [ exp((o(G) — U%(w0))87) exp(~o(G)BY) du
> exp((7(G) — U%(wo)) mmin A0 [ exp(=a(G)5) du

0<u<ats

Or

ats

Jim [ exp(=0(G)B])) du = F(s)
et puisque o(G) — U%(xg) > ¢%(x0), on a
exp((o(G) — U%(x0)) min BYY > exp(c(xo) min BY)

0<u<ats 0<u<ats

en vertu de (2).
On en déduit notamment la validité de la premiere condition de (5) si les évolutions 3® sont
croissantes, car alors F' est concave d’ou

Jds>0avec F(s) =0 & Vs>0, F(s)=0

G,F __
= vV = 5+oo



ce qui est exclu par notre hypothese d’adaptivité.
Par ailleurs, la croissance des 3® permet alors aussi de réduire la seconde condition de (5) &

(7) exp(e(w0)80)) < [ exp(=AOU (z0)) du

que 'on peut se contenter de vérifier pour tout s > 0 fixé, car I'uniformité voulue en découle : il
suffit de noter que pour tous 0 < 57 < .5 fixés,

/oatSQ exp(—BPUY () du < <[%ﬂ + 1> /omts1 exp(—BU (z0)) du

Si on suppose de plus que F' est dérivable sur IR7, alors les hypotheses (2), (3) et 'adaptivité
de la renormalisation assure la validité de (7) (et par suite de (5)). En effet, on a alors vu dans
[11] que pour tout s > 0, limy_. o a; exp(—c(G)BY,) = F'(s), ainsi

| (=800 @) du = [ exp(=B00 (w0)) du

t5/2
- // exp((0(G) — U (2))8Y) exp(~0(G)5P) du
> exp((0(G) = VS )iy [ exp(=o(@)8) du

o(0)~U% (2q)
@

(7)) RO - F)

(comme précédemment, la concavité de F' et 'adaptivité de la renormalisation implique que F’
est strictement positive sur IR’ et donc aussi que F'(s) > F(s/2)).
Cependant pour ¢ grand, on a aussi

C(zg)

eXP(CG(QEo)ﬁa(L?s) ~ (F(,l—(ts)> "

et on conclut en utilisant 'appartenance de zy & C(G) et le fait que dans les cas ou G n’est pas
un singleton, on a nécessairement pour une renormalisation adaptée lim; . . a; = +00 (pour les
singletons, (5) se réduit & une trivialité, car alors c¢%(zy) = —00).

D’autre part, notons que la condition (5) n’est pas bonne si ¢%(zg) = 0. En effet, dans ce cas
on sait qu’il existe deux constantes K > 0 et ¢%(xg) < 0 telles que pour tout 3 > 0,

< K exp(B¢©(x0))

d
(ceci provient du fait que pour tout x € G fixé, w3() s’exprime comme une fraction rationnelle
en les (gs(y, 2)) (0.2)E cf. [11]) et il convient donc de remplacer la seconde condition de (5) par

/Oatsexp( o)) ‘ 452

Enfin terminons ces remarques en notant que C'(G) est non vide : Soient

du < /atsexp(—UG(xo)ﬁq(f))du
0

N(G) = {z€G/U%x) =0} ~

Si(G) = {reG/3y&GqG, avec (z,y) € Fo(G)}
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Par définition d’une cellule, on a S;(G) € C(G), mais on a également N(G) € C(G), comme
on le voit & partir de la majoration H(zo,2) < H%(x, %)V HY(Z,7) que 'on applique avec
10 € N(G), 7 € Si(G) et z € G (51 Si(G) # 0, ie. si G # M). Dailleurs cette procédure permet
de voir que si un g € N(G) a été fixé,

C(G) = {z € G/ H%(z0, ) < 0(G)}

puis que cette caractérisation est en fait valable pour tout zo € C(G) fixé.

Une des conséquences du théoréme 2 qui nous sera utile, est de montrer que sur C(G), U est
a une constante additive pres la restriction de U. Mais prouvons tout d’abord le résultat suivant
qui sert également d’illustration aux manieres possibles de prolonger le théoreme 2 :

Corollaire 3

Soit G une cellule strictement incluse dans M et (m(()t))tzo une famille de lois initiales
sur (G. On considere la famille d’évolutions donnée par

Vit>0,Vs>0, B =1t

(les X seront donc des processus homogenes).
Alors pour tout zg € C(G) et toute fonction continue h définie sur IR, & croissance
au plus polynomiale en I'infini, on a

G;fgc,w(%) . G;?G,t)(xo)
h(zE[g;?’él)(a:on = M BN R0 ) e (0(G) — T @a))d)

= [Tty exp(-w) dy

lim F

t——+00

Il est possible d’assouplir les conditions précédentes pour obtenir des généralisations de la
conclusion ci-dessus, néanmoins ce cas particulier nous suffira.

Démonstration :

Soit la renormalisation définie par a; = exp(o(G)t) pour tout ¢ > 0, on observe que les condi-
tions (2), (3) et (4) sont satisfaites et le rappel 1 montre donc que T(%? /a, converge étroitement
vers une loi exponentielle de parametre R(G).

Plus précisément, le corollaire 8 de [11] montre que pour toute fonction continue h a croissance
au plus polynomiale en I'infini, on a

liny BT fa)] = RG) | ™ h(w) exp(—R(G)u) du

t—+4o0

Par ailleurs, puisque la condition (5) est vérifiée d’apres les remarques qui suivent le théoréme 2

et que g(TG(Cf)t) (z0) = p& (o) exp(—UC(20)t)T ), on obtient en appliquant ce théoréme que

ngc,t) (o)

RHG)p% (o) exp((0(G) = Ulxo))t)

converge étroitement vers temps exponentiel de parametre 1.
En appliquant ce qui précede avec h ’application identité, on voit qu’il en est de méme pour

G,
Gél?c,t) ($0)/E[9(T(cf,)t) (z0)).

11



Pour obtenir le résultat annoncé, il suffit donc de voir que pour tout entier p € IN,

G(t)G (o) p
8 sup I G < 400
®) o (R—1<G>p0<xo>exp<<a<6> — U0t
. G 1 (o)
(car on aura alors aussi sup,s,F W < 4+00), ce que nous allons montrer par
- 9 \*0

récurrence sur p € IN.
Pour p = 0 cette propriété est claire, supposons donc la satisfaite pour un p € IN et prouvons

la pour p + 1.
En reprenant les notations de la preuve du théoreme 2, intéressons-nous d’abord a

p+1 pt1 T(G’t) p+1—k
—(t —G =t —G =t
(@t(X(fgc,w) —/0 L, @t(Xi)) dS) Z +190t <G H) (—/0 L, SDt(Xi)) ds)

et tout particulierement aux deux premiers termes de cette derniere somme. On transforme le
premier en

T(Gﬂf)

T(Gﬂf)

T(Gt)_ o p+1 . B - B
(_/O LtG‘Pt(Xit))dS) = —(p+1)/ <—/O Lfsot(Xit))du) L0 (X ds

0

et le second par intégration par parties (cf. [2] p. 343) en
T(Got)

p
P _G —_
(p+ 1)90t(X;3G,t)) (— /O L p(X) dS)

) T(G’t) p
Pyt =G ~
= (p+1) (wt(X( +/ “o (XY ds + M. ?él)) (—/0 L th(Xit)>dS>

T(G,t) s o P e .
— | [ (- [T de) @ X ds +ar?)

T(Gﬂf)

S __ _ p—1_ —
o[ el (= [ Ta®) au) Lfsoxxi“)ds]

0
([ (- [ 3oty i)
v>0

est une martingale, en passant aux espérances (rigoureusement il faudrait d’abord considérer le

(Gt)

Du fait que

temps d’arrét borné S AT puis faire tendre S vers +o0, les détails sont laissés au lecteur), on

obtient

T(G’t)

p+1-k
Lf%(X(t)) ds )

Z o1 (e X—(Gt))) (—/0

F(Gyt)

T _ s_ _ p=1_ —
— —(p+ D {/0 A0 (= [[Tie®) du) Lfgot(Xit))ds]

IA

T(G,t) . p
(b +Vp el K L T ®) +nf<xo>> ]
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et les estimations de ||¢;|| et de i (24) que I'on a déja vu, le rappel du début de cette démonstration
avec h(x) = P, ainsi que I'hypothese de récurrence permettent d’en déduire que

T(G’t) p+1-k
z t e r—(
Stl>110)€ —(e(@)-U( 0))(P+1)tE Z +1 th(X(TEG,t)))k (_/0 Lt (Pt(Xg))dS) < 400
mais elles montrent également que
p+1 TN 0 pHl—k
et donc en fin de compte que
(Gt) p+1
<= (t —G =t
sup exp(—(0(G) = Ulao))(p + 1)1) B (w;%w)— [ mxi))ds) < oo

Cependant, en écrivant
H(G.t)

v /
(@t( (G, ) 0

p+1 —=(G,t)

_ (Gt T
= X Cpalp(Xgion) + 7 (270 (— /

p+1
ztG Pt (79) dS)

p+1-k
I{fto} (Yit)) ds)

et en isolant le premier terme de la somme du membre de droite, il en découle facilement que (8)
est satisfait avec p + 1.

O

En fait on ne se servira du résultat précédent qu’avec h ’application identité :

lim E [G(tzc ) (170)} ~ lim E [G;f%c,ﬂ(xo)] 1
e Bl (wo)] e BTHG)p% (o) exp((0(G) — Ulzo))t)

Corollaire 4

| Pour tout z¢ € C(G), on a U%(z) = U(zy) — ming U.

Démonstration :

Soit G une cellule strictement incluse dans M (le cas G = M étant trivial a traiter), 'idée
principale consiste a appliquer le corollaire 3 a M puis a G.

Cependant il va falloir pouvoir sortir de M, et pour ceci rajoutons un point y; &€ M a M. Soit
x1 € M \ G, on considere le graphe irréductible (M ,q) défini par

P q(z,y) si(z,y)eM
Vz,yeM, qzy) =11 ,si{z,y} = {z1, 1}
0 , sinon
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Soit également la fonction de cotit V donnée par

Vi(z,y) ysi(z,y) e M
V(ry)eM, V(izy) = (1)+ maxzen ¢(2) + U(z) =U(z1) i Ex zg &133
400 , sinon

Le fait que y; n'est relié qu'a x; € G assure que G reste une cellule dans M I'inégalité
V(z1,y1) > c(z1) montre que M est également une cellule dans M, et cette construction permet
aussi d’avoir que UM n’est autre que la restriction de U Moy M (ainsi que p = pM = pM sur M).

Reprenons les familles (mé ))tzo et (8®);>0 introduites dans le corollaire 3 et notons (X®);5
la famille de processus de Markov associée sur M.

Appliquons le corollaire 3 a la cellule M pour voir que

T(M,t)

. 1 ©) gu| —
. T e TG T e =1

(ceci étant vrai pour tout zy € M, car o(M) = U(x1) + V (21, 41) > max.ep ¢(2) 4+ U(z) implique
que C(M) = M).
Cependant, soit

T() — O
Sy = inf{s>0/X® &G}

puis par récurrence sur n € IN*,

T, = inf{s>S, /XY ecq}
S, = inf{s>T,/ X" &G}

On peut alors écrire

J

or d’apres le corollaire 3, si xy € C(G), il existe une fonction € : R, — IR, vérifiant lim; ., €(t) =
0 et telle que pour tout n € IV,

(M, t)

Sn
(X du= 3 [ "y (X du

T, <T(M,1)

<FE

/Tsn Ty (X)) dU]
< (14 ) an) (U ) [ [ ]

(1 — e(1)p () exp(—UC (x0)t) [ [

n

(on aura en effet remarqué que dans le corollaire 3, la convergence est uniforme en les lois initiales),
et il en découle que
/0

< (14 €(t))p (o) exp(=U (o)1) IE VO

T(M,t)

(1 — €(£))pC (o) exp(—UC (o)1) [E [ /0 16(XY) du

T(M,t)

<B|[ Tyl >du]

T(M,t)

Io(X®) du]
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Mais comme précédemment (en appliquant le corollaire 3 & M), il apparait que

im 1 T(M,t) (t) u‘| _
e R0 S 2 () e (0 (31) — T ())& Vo Lo(X7) duj =1

c’est-a-dire aussi que

- exp((U% () + ming U — o(M))t) [ T (t) u] -
tL+OO R=Y(M)p%(20)(Xsen () p(T)) . /0 T (X =1

ou on a noté
N'(G) = {xEG/UM(x):mC%nUM}
= {xEG/U(x):ménU}

En regroupant ces estimées, on en déduit le résultat annoncé.

On voit également que

-1
(9) P (w0) = ( > p(:v)) p(z0)
2zeN(G)
car a posteriori N'(G) = N(G).
En effet, du fait que N(G) C C(G), il est clair que N(G) C N'(G). Réciproquement, puisque
> 2eN(G) p%(x) = 1, il apparait que sous les hypotheses du corollaire 3,

G1)
B ]
1o E[TC] -
c’est-a-dire que pour tout xy € G\ N(G),
E [ OT(G,t) I{mo}(Xﬁt)) ds]
Jm E[TG] =0

or comme dans la preuve ci-dessus, ceci permet de voir que

(M,t)
BT Ty (X0 ds|
t——+00 E |: (’)T(J\Lt) IG(XS(t)) d8:|

puis que UM (x¢) > ming UM. L’égalité (9) peut se traduire aussi par le fait que la quantité
p%(x)/p(x) ne dépend pas du choix de z € C(G).

Il existe certainement de simples manipulations combinatoires sur la définition d’une cellule,
de son cycle associé et de I’énergie virtuelle (a partir de la formule de Freidlin et Wentzell pour les
mesures invariantes) qui permettent d’obtenir directement le corollaire 4, mais nous n’y sommes
pas arrivé (sauf a faire appel aux résultats sur les cycles de [6] et [14], voir la section suivante),
ce qui nous a fait préférer cette approche plus probabiliste.
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3 Décompositions en cycles

L’inconvénient majeur des cellules, c¢’est qu’elles sont a priori malaisées a reconnaitre, car
meéme si 'on connait I'énergie virtuelle U associée a la fonction de cotit V' sur le graphe irréductible
(M, q), il n’est pas facile (mis & part dans les cas classiques ou ¢ est réversible et ou V' dérive
d’un potentiel) de calculer 1'énergie virtuelle associée aux restrictions de ¢ et V' a un sous-graphe
de (M, q). Nous allons donc plutot les caractériser en termes de cycles, qui sont des sous-graphes
qui ont 'avantage que leur énergie virtuelle n’est autre que la restriction de I'énergie virtuelle
associée au triplet initial (M, q, V). Ceci nous permettra de partitionner convenablement un
sous-graphe quelconque en les cellules maximales qui y sont incluses en vue de I'étude du com-
portement du couple de sortie renormalisé de cet ensemble. Mais on pourrait se contenter de sa
décomposition en cycles maximaux et c’est d’ailleurs celle-ci qui est la plus indiquée quand on
s'intéresse aux comportements des temps d’occupations. Nous en profiterons également pour don-
ner des caractérisations plus probabilistes des cellules et des cycles en fonction du comportement
des trajectoires avant sortie.

Dans le cadre que l'on s’est fixé (M, q, V), les cycles ont été introduits par Hwang et Sheu
[6] (voir aussi Trouvé [14]) d’une maniere récursive (on considere d’abord les cycles d’ordre 0 qui
sont les singletons, puis si on a construit les cycles d’ordre p > 0, les cycles d’ordre p + 1, qui
formeront eux aussi une partition de M, seront certaines réunions de ces derniers, et en un nombre
fini d’étapes on obtient ’ensemble M tout entier, les cycles étant alors tous les sous-graphes qui
sont apparus au cours de cette procédure), ce qui permet ensuite a partir de certaines quantités
qui leur sont associés d’obtenir une formule pour 1'énergie virtuelle (cf. la proposition 1.22 p. 24
de [14]).

Nous allons adopter une présentation inverse en partant de I’énergie virtuelle (que ’on suppose
connue a partir des formules de Freidlin et Wentzell, cf. le lemme 3.1 p. 177 de [4]) pour nous
ramener d’une certaine maniere aux cas ou la fonction de cotit dérive d’un potentiel satisfaisant la
condition de réversibilité faible de Hajek. Cependant, si les preuves different de celles de [6] et [14]
et si nous pensons que cette démarche est plus susceptible de s’adapter aux situations analogues
sur une variété riemannienne compacte et connexe, la plupart des résultats importants présentés
dans cette section ne sont pas originaux et on donnera a chaque fois une référence précise aux
travaux de Trouvé [14].

Par ailleurs, pour ce qui concerne le trou spectral du générateur symétrisé, il existe également
une procédure tres astucieuse, dite “filling method”, qui permet de se ramener a 'autre situation
bien connue de Metropolis, on renvoit pour ceci a [3] (il sy est d’ailleurs glissé une petite erreur, car
Paffirmation @ > 0 p. 1039 est en général fausse, néanmoins ce n’est pas tres grave, car il est facile
de vérifier que le trou spectral (et plus généralement tout le spectre) de 'opérateur que ’on obtient
en effacant les transitions qui ne vérifient pas cette inégalité est asymptotiquement équivalent a
basse température au trou spectral (resp. au spectre) du générateur initial). Cependant cette
procédure n’est pas tres utile pour la description des cycles, ni surtout pour l'obtention de la
proposition 7, qui est cruciale pour nous (on peut toutefois voir a partir de ce qui suit que les
cycles associés & la fonction de colit V ou a sa symétrisée définie par V (z,y) € M, V(:p,y) =
min(V(z,y); U(y) + V(y,z) — U(z)) sont les mémes).

Pour définir les cycles, associons un nouveau graphe irréductible “virtuel” (]\7 ,q) a (M, q) de
la maniere suivante : Pour tout (z,y) € M dont la transition de x a y est permise par g, soit x -y
un nouveau point n’appartenant pas a M. On pose

M=Mu{z-y/(xy) €M, q(z,y) >0}
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puis on considere la famille d’intensités de sauts ¢ donnée par

. q(z,y) ,siz=wzetz =x-yavecz,ye M
Vz#£2€eM, q(z,2)=1¢1 ,siz=x-yet 2 =yavecx,ye M
0 , sinon

On introduit également la fonction U définie par

~o [U(x) ,stee M
(10) vzeM, U(Z)_{U(:E)—i—V(x,y) ,slz=ux-yavecx,y € M

et la fonction de coiit (virtuelle) V qui en découle :

Vidtd el V()= { O =U(=)y ,siqlz2)>0

+00 , sinon
Les qualificatifs “virtuels” sont justifiés par le résultat suivant :

Lemme 5

L’énergie virtuelle associée a (]\7 , XA/) n'est autre que U.

Démonstration :

Commencons par rappeler 'expression donnée par Freidlin et Wentzell pour U : Si M, désigne
'ensemble des z-graphes pour z € M, on pose pour h € M,, v(h) = X, _..yen, V (¥, 2) (sa valuation
relativement a V'), et on a

Ux) = min v(h) — min min v(h)
(on notera aussi M l'ensemble des h € M, pour lesquels v(h) < +00).

Soient maintenant z,y € M tels que g(x,y) > 0 et h € M,, on obtient un élément h de M,
en enlevant a h la fléche partant de y et en lui ajoutant (x — y), et le résultat de cette opération
est que v(h) < v(h) + V(z,y), d’ou il resort que U(y) < U(z) + V(x,y), cette inégalité étant
d’ailleurs donc toujours satisfaite.

On en déduit facilement que pour tout (z,y) € M,

(11) Vie,y)=V(z,z y)+V(z-y,y) =V(z,z y)

Pour exploiter cette égalité, remarquons que pour x € M, il existe une bijection naturelle
entre M} et ]\7,;‘ qui consiste a remplacer les fleches de la forme (y — z) par (y — y - z) et
(y -z — 2). De méme & h € M* on peut associer un élément i € M;y en effectuant les mémes
opérations et en rajoutant la fleche (z — x - y) et cette application est une bijection. Le résultat
annoncé découle alors immédiatement de ces remarques, de (11) qui montre que les valuations
sont préservées ou convenablement transformées par ces bijections et de la formule de Freidlin et

Wentzell.
O

En fait on aurait pu se contenter de ne rajouter les points z -y que pour les (z,y) € M tels
que V(z,y) # (U(y) — U(x)), car tout ce qui suit serait encore valable.

Autorisons-nous maintenant une petite digression qui sera importante pour la suite :
Soit un graphe irréductible (M,q) muni d'une fonction de cotit V' dérivant d'un potentiel

(c’est-a-dire qu’il existe une fonction U telle que pour tout (z,y) € M dont la transition de z &
y est permise, on a V(z,y) = (U(y) — U(x))4), on dit que la condition de réversibilité faible de
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Hajek est vérifiée si pour tout (z,y) € M la hauteur minimum (pour U) & franchir pour aller de
x a y est la méme que celle pour aller de y a x, c’est-a-dire si

min max U (z;) = min max U (z;)
(2:)1<i<NECz,y 1<ISN (:)1<i<NECy,x 1<ISN

ou C,, désigne I'ensemble des chemins (pour ¢) allant de x & y.
Il est connu (voir le théoreme 1.35 p. 37 de [14], la condition nécessaire étant due a [5]) que
cette condition est équivalente au fait que ’énergie virtuelle est donnée par U = U — miny, U.
Nous allons retrouver ce résultat par une autre méthode, en montrant que la condition suff-
isante découle immédiatement de l'expression de Freidlin et Wentzell pour U et en utilisant une
récurrence sur le cardinal de M ainsi que le corollaire 4 pour la condition nécessaire :
Remarquons tout d’abord que pour vérifier la condition de Hajek, il suffit de le faire pour
(z,y) € M dont la transition de 2 & y est permise (on se ramene & cette situation en choisissant
un chemin qui va de x a y et qui minimise la hauteur a franchir pour U et en considérant ses
éléments consécutifs), auquel cas il faut voir que
< U(x) v U(y)

min max U (z;)
(2i)1<i<NECy,x 1<ISN

I'inégalité dans 'autre sens étant triviale.

Faisons donc I’hypothese que 1’énergie virtuelle est donnée par U = U—miny U, et soit h € M,
pour lequel v(h) soit minimal. De ce z-graphe h, on peut extraire un chemin (z;)1<i<n € Cya
en suivant les fleches permettant d’aller de y a x. Soit 1 < j < N, on obtient un z;-graphe en
rajoutant a h la fleche (x — y) et en enlevant la fleche (41 — x;), et il apparait ainsi que

U(z;) <U(x) + (U(y) — U(z))y = U(y) v U(x), puis que la condition de Hajek est satisfaite.

La réciproque est un peu plus délicate, considérons donc un graphe irréductible (M, ¢) muni
d’un potentiel U satisfaisant la condition de Hajek et montrons par récurrence sur le cardinal de
M que son énergie virtuelle est U & une constante additive pres. Le cas oit M est un singleton est
trivial, supposons donc que card(M) > 2. Soit A = {x € M /U(z) = maxy, U} et B = M \ A,
la condition de Hajek permet de voir que B se partitionne en By U By LI - - - U B, ou chacun des
B;, 1 <4 < N, muni de la restriction de g est irréductible, vérifie la condition de Hajek pour la
restriction de U et n’admet des transitions permises sortantes que vers A.

Ainsi d’apres I’hypothese de récurrence, pour 1 < i < N fixé, I'énergie virtuelle associée a
B; est la restriction de U & une constante additive pres. Ceci permet de vérifier que B; est une
cellule dans M pour laquelle C(B;) = B;, et le corollaire 4 montre donc que la restriction a B; de
I’énergie virtuelle (associée a M) est de la forme

U\Bi = [7|Bi + K;

pour une certaine constante K; = ming, U — minpg, U.
Cependant rappelons qu’a l'inverse de température 3 > 0, pug est l'unique probabilité qui
satisfait pour tout © € M,

> us(@)as(x,y) = usy)as(y, «
y#x y#x

or en sommant ces égalités pour x € B;, 1 < i < N fixé, et en retirant aux deux membres
Zm,yeBi,w;éy /,Lﬂ(l')ql@(l‘,y), il apparait que

Z(Zﬂﬁ qu> = D ous(y) Y as(y,x) =D psly) Y aly,x

yeA \z€B yeA zeB; yeA zeB;

18



De méme pour x € A on peut écrire

Mﬁ(x)( oD aslzy)+ D Qﬁ(%y))

1<j<N yeB; yeA\{z}

_ uﬁ(x)( oS glay)+ Q(:v,y))

1<j<N yeB; yeA\{z}

= D (Z uﬂ(y)%(y,w)>+ S ws(yaly,x)

1<j<N \yeB; yeA\{z}
Ceci nous amene a considérer le graphe irréductible (M*, ¢j3) défini par
M*=AU{l,---,N}

et pour tout (z,y) € M*,

q(z,y) ,siz,ye A
(2, y) >en, 4(T,2) ,sixeAdet 1 <y< N
T,y) = v - '
e > wep, exp(B(maxy U + K;))us()gs(z,y) ,sil <z < NetyeA
0 , sinon

car la mesure invariante uj sur M* pour le générateur associé aux intensités de sauts gj est, a la
constante de renormalisation pres Zj, donnée par
Z7 gl size A
VIL‘GM*, ﬂZ(x): ﬁil:uﬁ( ) _ ) :
Zg exp(=fB(maxy U + K,;)) ,sil<z<N

Cependant en utilisant le fait que pour x € B; et 3 grand,

pa(x) ~ p(x) exp(=H(U(z) + Ki))

il apparait que pour 1 <x < N ety € A,

lim gj(x,y) = > p(x)q(x,y)
B—+o0 z€B;

Ainsi gj converge vers une famille d’intensités de transitions irréductible sur M*. Il en découle
a partir de la formule de Freidlin et Wentzell pour les mesures invariantes que pour tout x € M*
fix¢, 3 converge pour § grand vers une quantité strictement positive et on en déduit facilement
que les K; ne dépendent pas de 1 < ¢ < N, c’est-a-dire finalement le résultat annoncé.

L’idée de la preuve précédente est en fait tres simple : D’une certaine maniere le corollaire
4 permet de se ramener par récurrence au cas ou chacun des B; est un singleton, situation pour
laquelle le résultat est trivial par la formule de Wentzell et Freidlin.

Nous refermons maintenant cette parenthese ouverte apres le lemme 5 et qui nous mon-
tre notamment que le graphe virtuel (M, g, U) que nous avons considéré vérifie la condition de
réversiblité faible de Hajek.

D’ailleurs ceci permet de réaliser que 1’on aurait pu prendre pour définition de H :

V(z,y)e M,  H(z,y)= min e(p)

PECz,y
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ou I'élévation d’'un chemin (z;)1<;<n de C,,, est donnée par

e((xz)1<z<N> = 1glza<}1(v U(ib"z) + V(«Tz, 9Uz+1)

car cette quantité est également 1’élévation classique relative a U pour le chemin (Z;),_, 5 sur
M obtenu & partir du précédent en remplacant les transitions (x; — x;41) par (x; — x; - T;41) et
(z; - i1 — Tiy1), et qui est définie par

é\((i’\i)1<z‘<ﬁ) = max U(‘%Z)
== 1<i<N

Cependant ceci est aussi valable pour tout sous-graphe G de M,

vV (z,y) € G, H(z,y) = min e%(p)

peCy,

ol CG est Pensemble des chemins (pour ¢%) allant de x & y en restant dans G et ot €“ est défini
comme ’élévation e mais avec U & la place de U.

__ D’autre part, soit U une fonction quelconque sur M, on peut considérer la fonction U sur
M associée comme dans (10), ou l'on aurait remplacé U par U. Le résultat suivant permet de
retrouver la proposition 1.34 de [14] :

Proposition 6

Le triplet (]\7 . q, U ) satisfait la condition de Hajek si et seulement si U est U & une
constante additive pres

Démonstration :

Il nous suffit de voir la condition nécessaire. Soit x,y € M dont la transition de x a y
est permise par ¢q. L’élévation minimum relativement a U pour aller de x a x - y dans M est
Uz -y) = U(x)+ V(x,y), ainsi la condition de Hajek impose que U(y) = U(y y) < U(z) +V(z,y),
car pour aller de z -y & x on doit d’abord passer par y. On en déduit que V(x z-y)=V(x,y)
et V(x y,y) = 0, ce qui par le biais de la bijection naturelle entre M} et M *pour x € M et
de la formule de Freidlin et Wentzell pour les énergies virtuelles montre que I'énergie virtuelle U
associée & (M, q,V) et la restriction & M de celle associée & (M, g, V) (qui est U & une constante
additive pres du fait de la validité de la condition de Hajek) coincide a une constante additive
pres.

O

Par construction du graphe virtuel, les sous-graphes de (M, q) et de (]\//\[ ,q) sont canoniquement
en bijection, ce qui permet d’étendre les définitions relatives a des sous-graphes d’un graphe muni
d’un potentiel satisfaisant les conditions de Hajek au cadre général (M, q, V).

Ainsi on dit qu'un sous-graphe G de (]\7[ ,q) est un cycle si c’est un singleton ou il existe
A € IR, tel que G soit une composante connexe (au sens ici de sous-graphe maximal pour
Pinclusion ensembliste) de I'ensemble {& € M /U(z) < A}, ce qui nous fournit par restriction &
M la notion de cycles de (M, q, V) (si V dérivait déja d’un potentiel satisfaisant la condition de
Hajek, on vérifie que 1'on retrouve bien la définition usuelle).

Comme exemple typique, nous laissons au lecteur le soin de vérifier que pour une cellule G,
C(G) est effectivement un cycle (pour celui-ci on peut prendre A = ming U + o(G)) et que plus
précisément c’est le cycle maximal inclus dans G qui contient N(G).
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Proposition 7

| Soit G un cycle de (M, q, V'), son énergie virtuelle est donnée par U = U —ming U.

Remarquons toutefois que cette propriété est trivialement satisfaite par tous les sous-graphes
G dans le cas classique de Metropolis, ou plus généralement si les Lg sont symétriques dans

L?(pg).
Démonstration :

Soit (CA?, g“) le graphe virtuel associé a (G, ¢%), il apparait que la restriction de Ua (@, q) sat-
isfait la condition de Hajek, ainsi une application immédiate de la proposition 6 permet d’obtenir
le résultat annoncé.

O

On en déduit facilement que tout cycle est une cellule, et ceci nous fournit une définition plus
locale des cycles ; ce sont les cellules G pour lesquelles C'(G) = G. Ceci permet par exemple de
montrer que si C' est un cycle dans (M, q, V) et si G est un sous-graphe de M tel que C' C G,
alors C' est encore un cycle de (G, ¢%, V%), dont la hauteur de sortie o(C) sera la méme si on la
calcule dans G ou dans M, pourvu que S¢(C) N G # (.

Il n’est pas trop difficile non plus de voir & partir de cette proposition que pour (z,y) € M, si
h € M, est de valuation minimale, alors le chemin p allant de y a x que 'on obtient en suivant
des fléches issues de h est d’élévation minimale (cette remarque permet par exemple d’arranger le
lemme 4.33 de [3], qui est faux en général, en montrant qu’il existe certaines familles de chemins
pour lesquelles il est quand méme satisfait). Ce résultat s’exprime aussi en disant que si C' est
un cycle contenant x, alors la restriction a C' de h (de valuation minimale dans M,) est encore
un z-graphe dans C, mais ceci pouvait se montrer directement a partir de (9).

Conformément a ce que nous avons annoncé au début de cette section, nous allons maintenant
donner une procédure qui permet de reconnaitre les cellules :

Soit G un sous-graphe de M, on considere sa décomposition en cycles (pour (M, ¢, V')) maxi-
maux, G = Cy U---UCl, il est alors facile de voir en se servant des résultats précédents que G
sera une cellule si et seulement si :

o Il existe 1 < ig < N tel que {x € G/U(x) =ming U} C Cj,.

e Pour tout 1 <i < N tel que i # i, 0(C;) < 0(Cy,)-

e Pour tout 1 < i < N tel que i # ig, Se(Cy,) C G-

Et si ces conditions sont remplies on a C(G) = Cy, et o(G) = o(C;,).

Cette structure des cellules permet de mettre en évidence le fait que si G et G’ sont deux
cellules de M telles que G NG’ # (), alors G U G’ est encore une cellule, et par suite que tout
sous-graphe GG admet une partition en cellules maximales de M (cependant en pratique pour la
construire il vaut mieux commencer par considérer la partition de G en cycles maximaux). Elle
permet aussi de se rendre compte que pour la définition d’une cellule, on peut remplacer U® par
U et HY par H (méme si ces fonctions ne sont pas égales, d’ailleurs en remarquant que

5(G) = (II;II] 51(G, Cz)) A 52(G, Oio) A 53(G, Cio)

avec

02(G, Cy) = o(Cy) - I&iﬂa(cz’)
; = 1 _ Cig Cig Cig
33(G, Cyy) xeCiO,zHggiO,ng V(z,y) — H o (x,z) + U (z) + U0 (2)
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on voit que o(G) et 6(G) prendront les mémes valeurs si on les calcule & partir de U® et H ou a
partir de U et H (en notant que pour z € G, ¢“(z) = maxyee (2} H(z,y) —U(y) —U(x) +ming U),
ce qui ne change pas les conditions (2) et (3)), et ceci permet donc a posteriori de repérer plus
facilement les cellules si 'on a déja calculé U.

Dans le méme ordre d’idées, soit GG une cellule et z € G, il apparait sans trop de difficulté que
'on a toujours U%(z) > U(z) — ming U et sur des exemples simples on vérifie que 1'on peut avoir
une inégalité stricte si z € G\ C(G).

Enfin donnons également une caractérisation des cellules et des cycles a partir du comporte-
ment des trajectoires avant sortie, qui ne fasse intervenir directement aucune des quantités as-
sociées au graphe (M, q, V') ou a ses sous-graphes :

Soit G un sous-graphe de (M, gq), on note par P(G) I'ensemble des probabilités portées par G
et P°(G) 'ensemble des familles (m(()t))tzo de telles mesures (cependant pour ce qui suit, on peut
prendre de maniere équivalente pour P>(G) I'ensemble, de méme cardinal que G, des familles
(mét))tzo pour lesquelles il existe x € G tel que pour tout ¢ > 0, m(()t) = 0y).

Si une telle famille est fixée, on considere a nouveau la famille d’évolutions donnée par ﬁét) =1t
pour tout ¢, s > 0, et (X®),5¢ la famille de processus associée.

Pour zy € G, on pose

T =inf{s >0/ X" = x}

P)

Rappelons que im®) désigne la convergence en probabilité.

Proposition 8

On a équivalence entre
i) G est une cellule
i) 32e € G/Y (mMP)m0 € PX(Q), im0 /TED = 0
iit) Jw0 € G, Fa>0/V (m)iz0 € PX(G),  limi"hc Gl (w0)/ TV = a

Si ces conditions sont satisfaites, ’ensemble des zy pour lesquels ii) (respectivement iii)) est
vérifié est C(G) (respectivement N(G)).
D’autres quantités peuvent avoir des interprétations “stochastiques” : Ainsi par exemple,

o(G) = lim ¢ 'In(E[TE])

t——+o00

et siz e C(G), on a

EGY.(2)]
. . _ G _ . —1 T(G,t)
U(z) ITléIlU U (z) tLlJrgot In (—E[T(Gﬂt)]

(mais aussi p.s. U%(z) = — Hm{™) ¢! IH(GE,f?G,t) (x)/TE1)), et

t——+00

(z) +U%x) = lim ¢t ln( max E[T(t)])

X
t—+o0 m{ eP(@)

(pour ce dernier point, il faut d’abord donner l'interprétation suivante de ¢“(x) + U%(x) pour
x € C(G) : on décompose en cycles maximaux G\ {x} = C,U- - -LICl, de sorte que ¢ (z)+U%(z) =
maxi<;<n 0(C;) et on obtient le résultat ci-dessus en s’inspirant de la méthode présentée dans la
section suivante).

D’une maniere similaire on a
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Proposition 9

On a équivalence entre
i) G est un cycle
i) Vo € G,V (my)s0 € PP(G), lim{"),  TO/TED =g

Si G n’est pas un singleton, on a de plus équivalence de i) et ii) avec
i) V 20 € G, ¥ (m)is0 € P2(G),  lim{") o GY ) (20) = +o00

Nous nous contenterons d’esquisser une preuve de i) = ii) de la proposition 8. Cette impli-
cation découle en fait d’un résultat plus fort : Soit G une cellule qui ne soit pas un singleton,
soit (mét))tzo € P>(G) et (8Y),> une famille d’évolutions satisfaisant pour un certain hy > 0,
la condition

].imt_)+oo ﬁét) = 400
12 (t)
(12) lim sup,_, | o SUp,>q eXp(h05§t)) % < T+

(il serait évidemment possible d’amoindrir encore cette hypothese en des conditions intégrales),
alors pour tout g € G tel que c%(x) + U%(x0) < hg et toute application b : IR, — IR, telle que

pour ¢ grand, exp((c® (o) + U%(0))85") < by, on a

lim PP [Tf’ < bt] 1
t—+o00 0

®)

(T(to) est défini comme T:g), mais & partir du processus X~ introduit apres 1’énoncé du théoreme

X
2), car on a, avec des notations évidentes,

(t)
lim(P) Gy, (20) _
im 3 0) =1
e [yt exp(=fs U (20)) ds

(ce qui se montre en procédant comme dans la preuve du théoreme 2, du fait que les hypotheses

aps)
“ds ds <

précédentes impliquent que pour t grand, exp(c®(zo) ét)) + S exp(c(z0) 1)

Jo* exp(=BU (x0)) ds).

Or par ailleurs, si on suppose de plus que o(G) < hg et que pour ¢t grand, b; < exp(c(G) ét)),
alors on vérifie facilement sous 'hypothese (12) que les conditions (2) , (3) et (4) sont remplies
avec a; = by et F' =0, et une application du rappel 1 nous donne donc

P) T(G.t)

lim! = 400
t—+o00 bt

Cependant les processus X ® et X" coincident avant TG (en loi ou exactement si on a pris
soin de les coupler), ainsi si xy € C(G) et si (12) est satisfait avec hy = o(G) (auquel cas on peut

prendre b, = exp[ﬁ((]t)(cG(xo) + U%(z0) + 0(G))/2]), on a

T(t)

- (IP) To o __
tl}inoo T(G7t) - O

et ceci est notamment valable pour les processus homogenes a la température ¢ 1.

Mais la section suivante peut permettre d’estimer plus précisément Tég), car asymptotiquement
il s'interprete donc comme le temps de sortie de G\ {z}.

La réciproque ii) = i) s’effectue en considérant la caractérisation d’'une cellule par sa décom-
position en cycles et en s’intéressant aux différents cas qui peuvent faire qu'un sous-graphe ne
soit pas une cellule.
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4 Théoreme de sortie généralisé

Nous allons ici nous intéresser au comportement en loi des couples de sortie renormalisés d'un
sous-graphe quelconque, en combinant, par le biais de sa décomposition en cellules maximales,
les résultats déja obtenus pour ces ensembles.

Soit donc G un sous-graphe de (M, ¢), on a vu dans la section précédente que 1'on pouvait le
partitionner en cellules maximales de M, G = G1 U ---UG,,. Soit un 1 < i3 < m fixé et donnons
nous une famille (m(ot))tzo de probabilités initiales toutes portées par G;,. Soit une renormalisation
(at)i>0 qui pour une certaine constante o > 0 vérifie

ats
Vo0 tim [ exp(-o?)du=F(s)

ou F' : IR, — IR, est une fonction de classe C! et strictement croissante. Considérons également
une famille d’évolutions (ﬁ(t))tzo qui satisfait pour la renormalisation précédente les conditions
(2) et (4) avec §(G) = minj<;<;m 0(G;).

C’est sous ces hypotheses que nous allons étudier pour ¢ grand le comportement en loi du couple
de sortie renormalisé (TG /a,, Y(G)) ott TG et Y@ sont définis comme dans I'introduction.

Pour décrire le résultat, soit

S(G) = (M\G)N (UP8.(G)
S(G) = (M\G)N (US.(G1)

(TG est a priori a valeurs dans So(G) U {yo}) et considérons le graphe G* = {1, ---,m} LUS.(G)
muni de la famille d’intensités de sauts ¢* définie par

. TGQ&(GQ) 7Si1§xay§m _
V(z,y) €G, ¢(z,y)=q7%(@y) ,sil<z<metyeS(G)
0 , sinon

(notons qu’en posant ¢*(z,z) = 0 pour 1 <z < m et ¢"(z,z) = 1 pour z € ge(G), on prolonge
¢* en un noyau de probabilités de transitions, et c’est celui-ci que 'on considerera ci-dessous).

Du fait que 'on a considéré des cellules maximales, il apparait que les classes de récurrence
du graphe (G*, ¢*) sont les singletons {z} pour z € S.(G).

En effet, pour le voir on commence par décomposer G en cycles maximaux G = CyU---UCy
(avec m/ > m) et on construit comme ci-dessus un graphe (G’,¢') avec G' = {1,---,m'} US.(G).
Puisque chaque cellule G; sera une réunion de cycles Cj, disons G; = Uje,Cj avec [; C {1,---,m'},
et quiil existe j; € I; tel que Se(Gi) C Se(Cj,) C Gi USe(G;) et Se(C;) C G, pour j € I; \ {ji},
il suffit en fait de voir que les seules classes de récurrence de (G', ¢’) sont les singletons {x} pour
T € ge(G). Cependant on est alors ramené d’apres la section précédente au cas d'un graphe
muni d’un potentiel U satisfaisant la condition de Hajek et le résultat s’obtient par 1'absurde :
Supposons qu'il existe une classe de récurrence qui ne soit pas de la forme précédente, elle est alors

nécessairement incluse dans {1,---,m’}, appelons la {iy,---,7,}. En considérant x € S.(C;,U- - -
C;,) qui soit de hauteur minimum pour U et le cycle en dessous de cette hauteur qui contient Cj,,
on obtient facilement que {iy, - - -, ,} doit étre réduit & un singleton, ce qui est une contradiction.

Soit Z = (Zn)new une chaine de Markov admettant ¢* pour probabilités de transitions, il
s’agit donc d’une chaine absorbée en les éléments de S.(G), et si on note

N =inf{n>0/2Z, € S.(G)}
il est bien connu qu’il existe deux constantes K > 0 et 0 < p < 1 telles que pour tout n € IN,

PIN > n] < Kp"
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Introduisons maintenant pour 1 < i < m et s > 0 les lois v; 5 sur E qui satisfont pour tout
point u > 0,
exp[—R(G;)(F(s+u) — F(s))] ,sio(G;) =0
Vis(Ju, +00]) = { 0 sio(Gy) <o
1 ,sio(Gy) >0
et construisons par récurrence une suite de variables aléatoires (7,),en a valeurs dans Eﬂe la
maniére suivante : Ty = 0 et si T;, a été construit, on pose T,,.1 = 0si T, = +o0 ousi Z,, € S¢(G)
et on considere sinon une variable aléatoire T,,; telle que sa loi conditionnelle sachant Z et
Ty, -+, T, soit vz, 1y+...t1,. Supposons que la chalne Z soit issue de iy (i.e. Zy = i p.s.), alors

Théoréme 10

Pour toute fonction continue f sur IR, x (So(G) U {yo}) telle que f(+oo,x) ne
dépende pas de z € So(G) L' {yo}, on a

lim B[f(TC) far, YOO) = Bf(Ty + -+ T, Zy)]

t——+o0

notamment la loi limite de 7(G) Jay est celle de Ty + -+ - + Ty

Il s’agit la du résultat le plus simple, qui est susceptible d’admettre de multiples variantes
et extensions (par exemple on peut remplacer la condition de croissance stricte de F' par des
hypotheses sur les familles d’évolutions (ﬁc(l?st) indexées par t,s > 0, ou n’obtenir, sous des
conditions moins restrictives, que certaines majorations des temps de sortie, si on ne s’intéresse
pas vraiment a la convergence étroite de leur renormalisation), nous en donnerons une a la fin
de cette section assurant une convergence plus forte. D’autre part remarquons que 1’on n’a plus
nécessairement 1'indépendance asymptotique entre le temps de sortie renormalisé et la position
de sortie dans les cas oti la loi limite des T(%? /a, est portée par IR,, et que la loi limite du
couple dépend des conditions initiales (mais seulement par I'intermédiaire des poids donnés aux
différentes cellules maximales).

Démonstration :

Dans un premier temps, remarquons que quitte a retrancher a f la valeur f(+o00, ), on peut
supposer que

li t.x) =0
Jmmax |f(t,z)]

et en fait on se ramene facilement au cas ou pour tout x € S.(G) U {yo} fixé, 'application
Ry >t~ f(t,r) est & support compact et de classe C'. Soit d’ailleurs S, > 0 tel que [0, S,]
contienne tous les supports de ces applications.

Ensuite pour ¢ > 0 fixé, soit (X{).>0 le processus sur G U S.(G) défini par

s

Vs> 0 0 {z sis < TED et si X € Gy, pourun 1 <i<m
s >0, =

Xj(f()c,t) . sis > TG
Par récurrence on pose alors Sét) = 0 et pour tout n € IV,

0 inf{s > S / X (") + X/étgt)} ,si S8 < 400 et Ygﬁ) e{l,---,m}
" Sr(Lt) , sinon
a valeurs dans IR, ), puis on note
( "
T = 0
T = Sr(zt) - 57(21
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avec la convention que co — oo = 0.
Soit aussi pour tout n € IV,

7t —

n

- { 3(“;?) L si SO < Soa

Yo , sinon

et
N® =inf{n/Z® € S.(G) U {yo}}
de sorte que
t t
f(T(G’t)/at, y (&) ) = f(S](V(z)’ N)(t))

Nous allons d’abord prouver que pour tout n € IV,

lim E[f(SY /ay, Z(zt))lﬁ(t):n] = IE[f(Sn; Zn)In=n]

t——+00

ou S, =11+ ---+1T,, ce qui montrera déja que pour tout n € IN,

lim E[f(SY, /ar, 29, ) 5.,) = E[f(Sy, Zy)In<n]

t——+o0 N®

Soit G** = {1,---,m} U S.(G) U {yo}. Du fait que I'événement {N® = n} ne dépend que de

Zét), -, ZW il suffit de vérifier que si g @ IRy x {1,---,m}" x G** est une application continue
telle que pour tout (x;)o<i<n € {1,---,m}" x G** fixé, la fonction IR, > s +— ¢(s, (z;)o<i<n) €St &

support dans [0, S| et de classe C', alors

(13) tlliﬂ E[ (S(t /CL ZOt)’ : 7Z’r(l,t))] = E[g(sna ZO) ) Zn)]
Mais ceci se montre par récurrence sur n € IN : Soit s > 0 et (z;)o<i<n € {1, -+, m}" ! fixés,

il apparait facilement en appliquant le rappel 1 (oli on permet a F' de prendre la valeur +oo, ce
qui est autorisé d’apres [11]) avec les évolutions 5% données par

Vi>oYu>0 g0 =p"_,

que pour t grand, on a la convergence de I'espérance conditionnelle de la quantité

g(TT(Ql/at +8,T0,*+, Ty, Z(J)rl) sachant que S = a;s et Z(f) =Tp, ", Z((]t) = xg, vers
_ déf Ga
g(svlbv'"axn) - / g(u—i_sax(}a"'vxnvy) Vzn,s(du)r n(dy)
Ry XSe(G)
+ Z / gu+ s,y, o, Tp, J)T G”"(G ) Vs (du)
1<j<n
et on peut montrer plus précisément que cette convergence est uniforme en s € E et (xi)ogign €
{1’ e m}n‘f'l.
Cependant I'hypotheése de régularité de F assure que l'application § définie sur IR, x
{1,---,m}"*"! satisfait les mémes conditions que g si o(G,,) = o, mais aussi dans tous les cas,

car si 0(G,,) < o, elle vaut

/S(G)g(s’x()’"'7xn7y)7nGzn(dy>_'_ Z g(s’yv*TOa" xna]) Gzn(Gj>

1<j<n

et est nulle si 0(G,,,) > o, ce qui nous permet d’appliquer la récurrence pour obtenir (13) avec
n+ 1 a la place de n (I'initialisation de la récurrence se traitant plus simplement encore).
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Pour obtenir le résultat annoncé dans le théoreme, il suffit donc de voir qu’il existe 5 > 0 tel
que N
lim sup P[N® >n] =0
n—-+o0o t>to
et pour ceci nous allons montrer que I’on a une décroissance exponentielle en n uniformément en
t Z to .

(14) Jtg,n9>0, 30<py <1, Vt>1t5,¥n>ng, P[N® >n] < p
Munissons le graphe G** du noyau markovien ¢** donné pour tous x,y € G** par

r@(G,) ,sil<z,y<m
(2, y) = r%(y)  ,sil<ax<metyecS(Q)
’ 1 ,8i @ =y € S.(G) U {yo}
0 , sinon

(qui n’est donc que P'extension de ¢* & G** qui soit absorbée en So(G) U {yo}).
Soit également le noyau de probabilités de transitions ¢*** sur G** défini pour tous x,y € G**

par
*okk _ 1 ) si Y =Yo
¢ (zy) = {O , sinon
Les seules classes de récurrence pour ¢** sont les singletons {z} avec z € S.(G) U{yo}, ce qui
suffit a assurer I'existence de ng € IN et 0 < pg < 1 tels que pour tout processus stochastique
Z & temps discret sur G** satisfaisant pour tout n € IN et tout (2;)o<i<ns1 € (G*)"? tel que
PP|Z, = zp, -+, Zy = 2| >0,

(15) P[ZnJrl = zn+1|Zn =Zn," ", ZO = ZO] > Anq**(zna zn+1)/2 + (1 - An)q***(zna Zn+1)/2

ou (Ap)nenw est une suite de variables aléatoires a valeurs dans [0,1] (que I'on peut supposer

adaptée a la filtration engendrée par les (Z,)nemw), on ait

YV n > ng, P[ﬁZn]Spg
ol N est le temps d’atteinte par Z de So(G) U {yo}. ~
La majoration (14) découle alors de ce que pour ¢ grand, Z® satisfait la condition (15), avec
A, = P[Sﬁl < @S| 20 = s, 28D = 2p], comme on s’en rend compte en utilisant la
propriété de Markov de la chaine (Z®), S®)), .

O

On aurait obtenu le méme résultat si I'on avait considéré la partition en cycles maximaux, la
seule différence est qu'il aurait fallu supposer (4) avec §(G) remplacé par 6(G) = min<;<p 6(G).
Or on construit facilement des exemples ot pour une cellule G, on a §(G) < 6(G), et d’autres pour
lesquels §(G) > 0(G), ainsi suivant les situations I'une des hypothéses (4) est plus restrictive que
lautre. Ceci suggere que déja dans le cas d’une cellule, on doit certainement pouvoir améliorer
la condition (4) en remplagant §(G) par une autre constante (un peu plus grande).

D’autre part le fait d’avoir introduit S, dans la définition de Zr(f) ci-dessus est génant car les
variables aléatoires construites en dépendent alors. Il est souvent commode de pouvoir considérer
plutot

7(t) —

n n

{555&) , st S < 400
Yo , sinon
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et
N® = inf{n/Z,(f) € Se(G)U{yo}}

Supposons que lim, ., F/(s) = +oo, alors par construction Sy = T} + -+ + Ty est p.s.
fini. Soit € > 0, il existe donc un S, > 1 et un N € IN suffisamment grands tels que
IPIN < Ny et Sy < Sy — 1] > 1 — €. Cependant en reprenant la premiere partie de la preuve
qui précede (avec ce Sy, dans la définition de Z}Lt)), il apparait que

. AT t
Jim PIN® < N et SO < (Ss— Da] = P[N < Ny et Sy < So — 1]
(car il est clair que 'hypothese de continuité de F' implique que la loi de Sy est sans atome sur
R,).

Ainsi pour ¢ assez grand, on a

PIN® < +400] > P[N® < N ] > IPIN® < Ny et SO, < Soo —1] > 1—2e

d’ou en fin de compte

Jim PIN® < +o0] =1
et plus précisément, on a en fait ici convergence étroite de la loi de N® vers celle de N et donc
notamment

lim liminf P[N®¥) <n] =1

n—oo t—-+oo

(ce qui intervient souvent dans les applications et par exemple dans la preuve du théoreme 15 de
la section suivante). N

Par ailleurs, si on veut obtenir quand méme (14) avec N® & la place de N® | il faut renforcer
les hypotheses et se servir de la remarque suivante : Toujours en reprenant la preuve du théoreme 1
de [11], si on suppose que

. . (t) o
16) AR = e
+00 g
; _ @)y | 2w —
(17) &%”)QW(MQ%)‘% du = 0
alors on a

im_ PV O = ] — O () PITC) < o] = 6, () PIT) = +oc] = 0
et la vitesse de cette convergence ne dépend que de celles qui interviennent dans (16) et (17) (voir
aussi la preuve de la proposition 6 de [11]).

I1 est facile d’en déduire, en effectuant quelques petites modifications dans la preuve précédente,
que sous ces hypotheses (16) et (17), une majoration du type (14) est satisfaite par N®. Ainsi

notamment il n’y a p.s. qu'un nombre fini de passage en chacune des cellules maximales avant
T(GH)

Nous allons maintenant restreindre encore les hypotheses précédentes pour obtenir une con-
vergence plus forte :

Plagons nous dans la situation particulierement intéressante ol maxj<;<m, 0(G;) < o et sup-
posons qu’il existe une constante K > 0 telle que pour tous s’ > s > 0 et tout ¢ assez grand,

!

(18) / " exp(—0 89 du > K(F(s') — F(s) — 1)

tS
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D’autre part, posons pour tous s > 0 et n > 1,
gn(s) = exp(nF(s))

Proposition 11

Sous les hypotheses (16), (17), (18) et maxi<;<mo(G;) < o, il existe ny > 0
suffisamment petit tel que

lim sup IE[g,, (T Ja,)] < +o0

t—-+o00

Démonstration :
La preuve repose sur 'estimation de la proposition 7 de [11] : En reprenant les notations de

la démonstration du théoreme 10, pour tout 0 < n < inf{R(G;) /o(G;) = 0} < +o0, il existe
deux constantes K(n) > 1 et ty > 0 telles que pour tous t > ¢y, s >0, n € IN et x € G,

g(T3h + 50 far) |
9y(SY Jay)

Si0<m <inf{R(G;)/o(G;) = o} est fixé, il est clair par I'inégalité de Hoélder que 'on peut
prendre pour 0 < 1 < 0y, K(n) = K(m)"™ et avec cette constante on a lim, o, K(n) = 1.

En fait la majoration (19) n’a été prouvée dans [11] que si x € G; avec 1 < ¢ < m tel que
0(G;) = o, néanmoins, en écrivant que pour les autres ¢, pour tous s’, s > 0 et pour ¢ assez grand

= 8, X(t) =z

(19) < K(n)

!

| exp(=0(G)B0) du = K expl(o — o(G) inf ALNF(S) — F(s) = 1)

tS

et en reprenant la preuve de la proposition 7 de [11], on montre facilement que (19) est valable
pour tout x € G et méme pour tout z € G U S.(G) U {yo}, car si z € So(G) U {yo}, on a fait la

convention que T ni1 = 0.
En effectuant n conditionnements successifs, on en déduit que pour un t; > ¢y, on a

Vi>h,VneN,  E[g(SP)| < Km)mm

ce qui, en considérant p > 1 et n > 0 tels que pn < n;, permet d’obtenir par une nouvelle
application de I'inégalité de Holder

Elgy (S yw_y] < Elgp(SONPE[Tyw_,)' "
< (K ()" m g Py

Reste a choisir 79 > 0 tel que K(m)”o/mpé*l/p < 1 pour s’assurer que pour tout t > tq,

1
(SW)) E| N1 <
Egp( (t) ngo [9n(S N =n] < 1_ K(nl)no/mpl 1/p

O

Cette proposition n’est évidemment intéressante que si lim,_, ;o F'(s) = 400, auquel cas elle
montre notamment aussi que pour tout ¢ suffisamment grand, T est p.s. fini. En réunissant le
théoreme 10 et la proposition 11, on obtient sous leurs hypotheses que si f : Ry X So(G) — IR
est une fonction continue dont la croissance en 'infini de max,es () |f( -, )| est bornée par celle
de g, () avec un n < no, alors

lim BE[f (T, Y )] = BIf(Ty + -+ Ty, Zy)]

t——+o0
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5 Comportement des temps d’occupations avant sortie

Le but de cette section est de compléter le théoreme 2 par un résultat sur le comportement
en loi des temps d’occupations avant sortie (sous I'hypothese que celle-ci intervient d’une bonne
maniere), pour tout sous-graphe G et en tous les points de G.

Mais commencgons par généraliser le résultat de convergence en probabilité donné dans la
section 2 : Soit G un sous-graphe de (M, q) et soit zp € G, on s’intéresse donc au comportement
de Ggsz,t) (z0) ot G (10) et T sont définis comme précédemment. Pour le décrire, introduisons
quelques notations : On décompose G en cycles maximaux, G = Cy U --- U C,,, de telle maniere
que xy € C} et posons 0(G) = maxi<ij<,y 0(C;) (on aurait obtenu le méme nombre si 'on avait
considéré la partition en cellules maximales G = Gy U - - - UGy, et noté o(G) = maxi<;<m 0(G)).

Supposons que toutes les lois initiales m(ot) soient portées par GG et que la famille d’évolutions
()50 soit telle qu'il existe une renormalisation (a;);>o pour laquelle on ait uniformément pour
s dans un compact,

at(s+u)
(20) lim liminf exp(—a(G)BY) dv = +oo

u—+o00 t—+00 Jg,g

(ceci est notamment satisfait si la condition (3) est vérifiée avec lim,_, o F(s) = 4+00).
On fait aussi ’hypotheése que pour tout s > 0, il existe une renormalisation (*fa; )¢ telle que
uniformément pour s dans les compacts de IR,

ats—l—(s)gtu

lim lim inf exp(—o(C)pP)dv = +o0
(21) e e e

ars+Saru
lim limsup/ exp(—o(C)B)dv = 0
=0+ ¢too Jars

(remarquons que (20) et (21) impliquent que pour tout S > 0, limsup,_. . supy<,<g “a;/a; <
+o0 si 0(Cy) = o(G) et limsup,_, o, supg<,<g i /a; = 0 si 0(Cy) < 0(G), et dans tous les cas,
on peut se ramener a supposer que pour tous t,s > 0, ), < a).

Viennent ensuite toutes les hypotheses qui vont permettre d’utiliser les techniques des preuves
des théoremes 2 et 10 : Considérons les évolutions *)3®) données pour tous ¢, s > 0 par

Vuz0, B0 =g,

et supposons que les conditions (2) et (4) sont satisfaites d'une part par les évolutions (3%));>o
et la renormalisation (a;)>o mais avec 6(G) remplacé par 6(G) = minj<i<, 6(C;) (en fait soit
C:’l, . -,C:’mn les cellules maximales incluses dans G \ C; (qui sont aussi des réunions des Cj,
2 < i < m), quitte a considérer la partition G = Cy U él L. U ému, on pourrait encore
remplacer cette constante par §(Cy) A d(G \ Cy), ot rappelons que 6(G \ C1) = ming<;j<pr 6(G5))
et d’autre part, uniformément en s dans les compacts de IR, par les évolutions ((S)Q(t))tzo et
la renormalisation (*)3;);>o avec 6(G) remplacé par §(Cy). On fait également I'’hypothese que
ces dernieres satisfont la condition (5), toujours uniformément pour s dans les compacts de IR, .

Alors,

Proposition 12

Sous les hypotheses précédentes, on a la convergence en probabilité

T(G.t) -1
™) () [ (-0 ) )1, (X)) Gl () = 1

t—4o0

(par convention, l'expression précédente vaut 1 si son dénominateur, et par suite son

numérateur Ggfzg’t)(xo), sont nuls).
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Remarquons que pour la démonstration de ce résultat, on peut commencer par supposer que
toutes les lois initiales sont portées par un méme Cj,, 1 < iy < m/ fixé, car la convergence en
probabilité annoncée en découle.

Nous ne donnerons pas ici toute la preuve de cette proposition 12, car elle est relativement
proche de celle des théoremes 2 et 10, mais seulement quelques indications, notons cependant
que l'on a remplacé la condition (3) avec F' suffisamment réguliere du théoreme 10 par (20)
et l'existence pour tout s > 0 d'une fonction ®F : IR, — IR, telle que (3) soit satisfaite
par les évolutions )3 avec la renormalisation (©*%,);>o (plus une hypothése de convergence
uniforme en s dans les compacts de IR, de *)F(u) vers 0 pour u petit et vers +oo pour u
grand) par (21). En effet, ce qui joue un réle dans la démonstration est qu’avec une grande
probabilité, le temps de sortie TG soit au plus de “Iordre de a;” et que les temps de sortie
successifs de C) avant T soit effectivement de “I'ordre de *)a,” sachant que I'entrée a eu lieu
au temps a;s (uniformément pour s dans des compacts) et non pas la convergence étroite de leur
renormalisation respective. Plus précisément, la premiere étape consiste a construire a partir de
la chaine de Markov Z introduite avant le théoréme 10 (mais associée ici a 0 = o(G) et a la
décomposition de G en cycles ou encore 4 la partition G = C; UGy U+ - - U G plutot qu'a celle
en cellules maximales) et pour tout ¢ > 0, une nouvelle famille de variables aléatoires (T\V),en

a valeurs dans IR, telle que vo(t) = 0 et telle que pour tout n € IN, d’une part Tﬁl et Z,.1 sont

conditionnellement indépendants connaissant Tl(t), x -,Tr(f) et Zo, -+, Z,, et d’autre part la loi
conditionnelle de T}Eﬁl sachant Tl(t) =ty TW =t, et Zo = 29, Zn = 2, (avec (ti)1<i<n €
(Ry)"™ et (2i)o<icn € (G*)™*1) est celle qui admet pour fonction de répartition 'application

R, > s +— 1—exp(R(C,,) 5" exp(_g(czn)Bc(z?(tl—l—---—l—tn)—f—u) du) (ceci si z, € {1,---,m'} et si
A

t1 + - +1t, < +oo, sinon on pose 1,,/; = 0). Ensuite par une variante de la preuve du théoreme
10, on montre que pour tous n € IN et 74 > 0,---, 7, > 0 fixés, 'expression

P[N(t) S anl(t) S TG,y - - 'aTr(Lt) S Tnat] - P[N S anl(t) S T1, " 'aTq—(Lt) S Tn]

converge vers 0 pour ¢t grand. Cependant on vérifie a partir de (20), (2) et (4), que I'on peut
choisir n puis récursivement chacun des 7, - - -, 7, de maniere a rendre la liminf pour ¢ grand du
second terme arbitrairement proche de 1, et on en déduit facilement que

litmfup PINY > n ou Tl(t) + 4 T](\f?t) > (144 Th)ad

peut-étre rendu aussi petit que 'on veut, d’ott limy, s 4o limsup, PIN® > nou TE) >
a;5] = 0. On choisit alors N, Ss > 0 tels que pour ¢ assez grand IP[N® > N, ou T¢ > q,S,]
soit arbitrairement petit, puis lors d’une seconde étape, on utilise les hypotheses sur les )3®) avec
s € [0, S5 pour appliquer au plus Ny, fois le théoréme 2, car on aura remarqué que ce théoreme
est encore satisfait (dans le cas ou G est une cellule) si on assouplit ses hypotheses en remplacant
la condition (3) par (21) (celle-ci seulement pour s = 0 et C; = C(G), avec 0(Cy) = o(G) et
%, = ay).

Si par ailleurs on remplace I'hypothese (5) pour les )3® par Vexistence d'un a € IR tel que
uniformément en s dans les compacts de IR, et u dans les compacts de IR’ , on ait pour un

+
T € Cla

exp([a+ cC(21)]98") <[5 exp(la — US(21)]WB0) du

22 )3t atu
B2 S esp(la+ ] O80) [ du < i explla — US () OB0) do
on obtient
P o T(G.t) c -1 @G
Jim ><p o) [ (U 1<x1>15$>>1a<xgt>>ds) | (s 1, (X0 ds =1
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Corollaire 13

Soit C' un cycle inclus dans G et contenant xq, outre les hypotheses de la proposition
précédente, supposons que (22) soit vérifié pour a = —U%(z¢) et pour tout x; € C.
On a alors

-1

T(G,t)
i ® (5 [ (-0 ) (X) d5) Gl (o) = 1

t——+o0

Ceci se démontre aisément a partir des convergences précédentes, de 'égalité (9) avec p et p&
remplacés par p©t et p© (et N(C) au lieu de N(G)) et du fait que pour z € N(C), U (z) +
U (o) = U (20).

Si C est strictement inclus dans Cj (et n’est pas réduit a {xo} !), ce résultat est difficile a
prouver directement de la méme fagon que la proposition 12, car une fois entré dans C', le nombre
de passage en C' avant de sortir de C'; tend en probabilité vers I'infini avec ¢.

D’une maniere similaire, on peut lier le comportement de deux points xy et xj, de Cj, car
sous les hypotheses de la proposition 12 et si (22) est vérifié avec (z1,a) = (1o, U (20)) et avec
(w1,a) = (zf, U (x})), alors on a

(Gt)
do exp(U (o) B Mgy (X) ds_ p (o)
o@D Cr (3D Oygs  pC(ah)
0 exp(UC (z() Bu )I{%}(Xs Yds  P7H(Zy

Intéressons-nous maintenant au comportement en loi de renormalisations des G;f%c,t)(:po).
Comme le montre les considérations précédentes, il s’agit d’abord d’avoir un résultat dans le
cas out GG est un cycle. Soit donc G un cycle et (b);>o une famille de réels strictement positifs
candidate a étre une renormalisation des G;f%c,t)(:po). Pour obtenir une convergence étroite des

Ggfzg’t)(xo) /by, on va se servir de celle des T /a,, ce qui nous amene & supposer que les condi-
tions (1), (2), (3) et (4) sont satisfaites, pour une certaine renormalisation (a;):>o et une fonction
F.

Faisons de plus ’hypothese que cette renormalisation (a;):>o est adaptée, que la condition (5)
est remplie et qu’il existe H : IR, — IR, telle qu'uniformément en s dans les compacts de IR,

(23) % o) [ exp(—UC (o) B) du = H(s)

t—4o0

(ainsi H sera nécessairement continue sur [0, +oc[). Notons que si U%(z¢) = 0 (i.e. 2o € N(G)),
on peut toujours prendre pour tous t,s > 0, b, = a; et H(s) = s.
Le théoreme 2 permet alors de montrer que

Proposition 14

Sous les hypotheses précédentes, GgZG,t) (x0)/b; converge étroitement pour ¢ grand
vers I'image par H de la loi vF.

Discutons un peu de 'hypothese (23), pour voir quelles peuvent étre les renormalisations a
considérer dans les bons cas : Supposons qu’il existe une fonction f : IR, — IR, pour laquelle
on ait pour tout s > 0,

S

(24) lim

t——+o0 Jo

arexp(=a(G)AL,) = f(w)] du =0
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Ceci assure que f est localement dans IL' pour la mesure de Lebesgue sur IR, et que la
condition (3) est remplie avec l'application F' définie par

Vs >0, F(s):/osf(u)du

mais implique également, via l'inégalité ‘al/p — bl/p‘ < la— b|1/p valable pour tous a,b > 0 et
p > 1, et 'inégalité de Holder, que

S

ai "D exp(—UC o) B0) — fw)" 7D du = 0

lim o

t——+o0 Jo

ainsi (23) est vérifié si on prend pour tous ¢, s > 0,

b, = a"©@-UCE)/E)

H(s) = pG(xO)/OSf(u)UG(a:O)/U(G)du

Revenons au cas d'un sous-graphe GG quelconque partitionné en cycles maximaux G = C7 U
- U Cpy avec xy € Cy. Supposons que les conditions (2), (3) et (4) soient satisfaites pour une
certaine renormalisation (a;):>o et une fonction F de classe C 1 strictement croissante et vérifiant
limg_ 4o F(s) = +00, et avec §(G) remplacé par 6(G) (ou éventuellement par 6(Cy) AJ(G\ C1)).
Par contre pour la convergence en loi que I'on espere, la condition (1) n’est évidemment plus
suffisante, car la loi limite va dépendre des poids donnés par les probabilités initiales aux différents

cycles Cy, - -+, Cpy. 11 faut donc la remplacer par I'existence d’une probabilité pg sur {1,---,m'}
telle que
(25) vii<m!,  lim my'(C) = po(i)

(si 'on ne s’intéresse pas conjointement aux autres temps d’occupations Ggf%c,t) (x) pour x & C4,
voir la remarque qui suit le théoreme 15 ci-dessous, on peut par exemple généraliser cette condition
en supposant que V 1 < i < m”, lim;_ mét)(éi) existe, ot Gy U -+ L Gy est la partition en
cellules maximales de G \ C}, sachant que m(()t) est portée par G).

Faisons également I’hypothese que d’une part il existe une renormalisation (b;);>o et que
d’autre part pour tout s > 0, il existe une renormalisation ((S)at)tzo et deux fonctions WF, GV -
R, — IR, telles que ®)F ne soit pas identiquement nulle et telles que uniformément pour u, s

dans les compacts de IR, x IR,

(26) /O(S)GtueXp(—U(Cl)(s)ﬁz(;t))dv _ (S)F(u)

azu

(27) lim b;* exp(=U% (20) 80 dv = OH(u)
0

t——+00

(notamment ®)F et )H sont continues).

Ceci nous amene a introduire pour s > 0 la probabilité ) telle que pour tout u > 0 qui est
un point de continuité de ®F, G (Ju, +o0]) = exp(—R(C1)®F(u)), puis la mesure ) image de
) par )H .

Dans le cas ot 0(C}) = 0(G), on montre facilement a s > 0 fixé, a partir des hypotheses sur
F et O)F et en considérant les valeurs d’adhérence dans IR, de Ja,/a, pour ¢ grand, qu’il existe
A(s) € IR tel que,

()

. t
tLlErnoo a; _)\(S)
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puis que

©Fw) = FA(s)u+s)— F(s)
OH@w) = OH\(s)u+s) — OH(s)

Ainsi sans vraiment restreindre la généralité, on supposera que dans cette situation ®a, = ay,
ce qui implique pour tous s,u > 0,

OF(u) = F(u+s)— F(s)
OH(u) = OH(u+ )~ OH(s)

D’une maniere similaire, si 0(C;) < o(G), on montre que pour s > 0 fixé, limy_ o, ®a;/a; = 0,
c’est-a-dire que I'on peut notamment supposer que pour tous ¢, s > 0, ®la, < a,.

Ces considérations permettent de voir & partir de (2) et (4) pour les évolutions 3%, que ces
mémes conditions sont vérifiées par les évolutions *)3%) et les renormalisations a,, avec 6(G)
remplacé par §(C}), uniformément pour s dans des compacts de IR, .

Pour pouvoir appliquer la proposition 14, reste encore a supposer qu'uniformément pour s
dans des compacts de IR, I'hypothese (5) soit remplie par les évolutions ¢)3® (avec G remplacé
par C] et a; par (S)at) et que

i (s) _
(28) { lim,, o, ®F(u) 0

lim, oo OF(u) = oo

(notons que cette derniere condition est automatiquement satisfaite si o(C}) = o(G)).

Pour la description du résultat, reprenons les familles de variables aléatoires (Z,),en et
(T))nenv définies avant le théoréeme 10 (mais & partir de la partition en cycles maximaux et
o = 0(@)), en supposant que la loi initiale de la chaine de Markov Z est pg, et introduisons une
nouvelle suite de variables aléatoires (fn)nE n de la maniere suivante ; Dans tous les cas TO =0,
mais :

- Si o(Ch) = o(G), on pose pour tout n > 1,

n —

7o I IH(T) st Zy =1
0 , sinon

- Si 0(Cy) < o(G), on considere une famille de variables aléatoires (T)nen indépendantes
entre elles, telle que la loi conditionnelle de 7;, sachant Z, T}, ---,T;,_1 soit donnée par

(TlJr---JrTn_1),u sl Zy1 =1
0o , sinon

Ceci suffit a déterminer la loi du processus (Z, T, f), car sachant Z, T3, --,T,_1, 'une des
lois conditionnelles de T}, ou de T}, est une masse de Dirac en 0, ce qui permet de calculer pour
tout n € IN*, la loi conditionnelle du triplet (Z,,T,,T,) connaissant ((Z,, Ty, Tp))o<p<n_1 (les
variables aléatoires Z,, ,T,, et fn étant d’ailleurs conditionnellement indépendantes sachant ceci).

En s’inspirant des arguments des théoremes 2 et 10 et des propositions 12 et 14, on montre le

Théoréme 15

Sous les hypotheses précédentes, on a convergence étroite pour ¢ grand (sur IR, x
R, x (SeU{yo})) de laloi de (TG /ay, G;f%c,t)(xo)/bt, Y (@) vers celle de (T + -+ - +
Tn,Th+---+Tn, Zn).
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En fait il est clair que 'on pourrait donner des conditions qui assurent pour de bons choix
de renormalisations (b:(z)):>0, pour tout x € G, une convergence étroite pour t grand, de la
famille (T /ay, (Ggf?c,t) (2)/b(7))ecq, YED) (si z et y appartiennent & un méme cycle max-
imal, il apparaitra notamment que ngcyt)(x)/bt(x) et GgZG,t) (y)/bi(y) sont asymptotiquement
fortement corrélés), et plus généralement encore, on pourrait obtenir conjointement des résultats
limites pour le processus des différentes positions de sortie des cycles maximaux avant le temps
TG ainsi que pour les temps de sortie respectifs convenablement renormalisés (les renormali-
sations dépendant alors du cycle par I'intermédiaire de sa hauteur de sortie et du temps d’entrée
renormalisé par a;, comme ((S)Qt)t7520 correspondait au cycle C). Néanmoins on s’est restreint
a 1’énoncé du théoreme 15, car il permet de ne pas trop surcharger des notations déja lourdes
tout en fournissant une bonne compréhension du comportement du processus avant sortie (si elle
intervient effectivement), d’autant plus qu’il nous donne exactement les informations dont nous
aurons besoin pour l'application de la section suivante.

Ainsi notamment la loi limite des Ggf%c,t) (20) /by est celle de Ty +- - -+ T, cependant en général,

celle-ci n’est pas facile a évaluer, car (fo + -+ Tn, Zn)new n'est pas un processus de Markov.
Pour qu’il le soit, il faudrait que *)u ne dépende pas de s, mais si c’est le cas, notons g(1) le
nombre de passage(s) par 1 de la chaine de Markov Z et soit (fn)ne n une suite de variables
aléatoires indépendantes, indépendante de Z et de loi Yy, alors la loi limite de Ggf?c,t) (x0) /by est

celle de Zfill) T, (par convention ceci est nul si g(1) = 0).

Donnons des exemples ou 'on est dans cette situation, tout d’abord dans le cas ou o(C}) =
o(G) : Comme apres la proposition 14, supposons que (24) est vérifié, les hypotheses faites sur
F assurent alors que f est continue (du moins qu’il en existe une version continue, c’est celle-ci
que l'on considérera désormais), que 'ensemble A = {s > 0/ f(s) > 0} est un ouvert dense et
que [;7° f(u) du = +o00. On prend ©a, = a;, by = a; *™) ot a(wg) = U (20) /0 (G) € [0,1], et
notons pour u > 0, H(u) = OH (u) = p“(z0) 3 f4*)(v) dv. Vu les propriétés de f, 'application
H est une bijection bicontinue de IR, sur [0, Hy[, avec Hy, = p©(0) f7° @) (v) dv € R, \ {0},
notons H~! son inverse. Il en découle aussi que le support de “Ju est exactement [0, Hy, — H(s)],
ainsi si on veut que *Ju ne dépende pas de s > 0, il faut commencer par supposer que Hy, = +00,
ce que nous ferons désormais.

On calcule alors immédiatement que pour tous u, s > 0,

/H_l(H(s)Jru)s /H‘l(H(s)Jru)

~R7HCy) ln((s)u(]u, +o0[)) = flv+s)dv= f(v)dv

0 s

Cependant cette expression est dérivable en s sur A, et sa dérivée vaut

(™) (H(s) + 0 H (5)f (H (H($) +0) = [(s) = J@)H($)/H'(0) = £(5)
F () (17 0) = 00 s)

ol on a posé v = H~Y(H(s) 4+ u) > s, ainsi supposer que “Ju ne dépend pas de s revient &
dire que f est constante. Réciproquement, s’il existe un réel f > 0 tel que (24) soit satisfait
avec une fonction identiquement égale & f, alors pour tout s > 0, ) est la loi exponentielle de
parametre R(Cy) f1=@0) /pC1(z4), et on peut vérifier qu’il existe deux réels 0 < p; < 1 et py > 0
(cf. la remarque qui suit le corollaire 15 de [10] pour leur description), tels que la loi limite des
ngg’” (x0) /by soit de la forme p1E(ps) + (1 — p1)do, ol E(p2) est la loi exponentielle de parametre
po (le cas p; = 1 ou on n’obtient qu’une loi £(py), et qui n’apparaissait pas dans [10], correspond
aux situations pour lesquelles a partir de tous les points chargés par pg, on doit nécessairement
passer par xy pour sortir de G, ainsi par exemple ceci est satisfait si pg = 0z, ).
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Considérons ensuite le cas ou o(C}) < o(G) et supposons que la convergence dans (24) soit
forte : il existe une fonction f : IR, — IR, telle quuniformément pour s dans les compacts de
R,

Jim apexp(=0(G)BL)) = f(s)

Comme ci-dessus, f est continue, A = {s > 0/ f(s) > 0} est un ouvert dense dans IR, et
o7 f(u) du = +o0.

Mais dans cette situation on a aussi des renormalisations ((s)at)t,szo naturelles : Il suffit de
prendre pour tous t,s > 0, ®a, = af(cl)/ J(G), car la convergence précédente permet de voir

qu'uniformément en v, s dans des compacts de IR,

a 7D exp(—o(Cy)3 sep/ae,) — [T (s)

atsta,

af D exp(=a(C1)B,,,, wevim@,) = f7 VD (s 4 o] OOy

lim
t——4o00

< lim
t——4o0
+ lim ‘fo(Cl)/a(G)(S) . fa(cl)/a(c)<8+ao(Cl)/a(G)flv)‘

t——+o0 t

=0
ce qui montre que (26) est satisfait avec
YV u,s>0, (S)F(u) = fU(Cl)/U(G)(S)u

et que cette convergence est forte (au sens ou l'on a convergence uniforme sur les compacts de
IR des dérivées).

Notamment pour tout s > 0, F ne sera pas identiquement nul, si et seulement si A = 0,
ce que l'on suppose désormais, assurant ainsi aussi la validité de la condition (28), et on peut
prendre

b = Clgle@I-UTE)/a(Cr) _ ((o(C1)-UCt(z0)/o(C)
S c & o
OH(u) = p&(xg)f(s)V 1 @0)/o(@y

pour obtenir (27) avec une convergence forte.
On calcule que pour tous s, u > 0,

S g —U¢ €T g

C(u, +oo[) = exp(=R(Cy) [T END ()0 o (o))

ainsi ceci ne dépendra pas de s > 0, si et seulement si, comme précédemment, f est constante.
On aboutit alors également a la méme conclusion en ce qui concerne la forme des lois limites des

Gél?c,t) (o).

6 Théoremes limites pour les temps d’occupations
d’algorithmes de recuit simulé généralisés

Nous allons appliquer les résultats précédents pour obtenir le comportement asymptotique
du processus renormalisé des temps d’occupations en les points qui sont récurrents mais qui ne
satisfont pas la loi forte des grands nombres, pour certains processus de recuit simulé généralisés
ergodiques en loi. Il s’agit la d’une extension de résultats déja présentés dans [9] et [10] pour les
algorithmes de recuit classiques, cependant la preuve que nous allons donner ici est légerement
plus simple (nous n’utiliserons pas immédiatement les techniques et résultats tres généraux de
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[8], mais nous ferons plutdt des calculs directs mieux adaptés a notre situation), ce qui va nous
permettre de traiter le cas critique qui n’avait pas été abordé dans les articles précédents. Soit
mg une loi initiale sur M et 8 : IRy — IR, une évolution de l'inverse de la température de classe
C!, auxquelles on associe un processus de Markov X comme dans Iintroduction. Soit zq € M,
on s’intéresse donc au comportement pour 7' grand de

T
/0 T, (X

Soit ¢(M) = max,ep ¢M(z), sans vouloir chercher ici des hypothéses minimales, on suppose
que [ finit par étre croissante et qu'il existe deux réels k > ¢(M) et o > 0 tels que pour s grand,

(29) exp(3,) ~ as™

(notamment le cas trivial ¢(M) = 400 qui correspond au singleton M = {zo} est exclus).

Comme dans [9] et [10], soit M (resp. . M) le cycle minimal contenant N(M) = {z / U(z) = 0}
dont la hauteur de sortic o(M) (resp. o(M)) soit supérieure ou égale (resp. strictement supérieure)
a k. En fait, on a

]\/{ = {reM/Vye NM), H(z,y) <k}

M = {oeM/VyeNM), Hzy) <k}
Il est commode de poser encore
M=Mu{zeM/U(x)=k}

Alors en reprenant les preuves données dans les sections 2 et 3 de [9] (via les estimées de la
section 3 de [11]), il apparait que

Proposition 16

L’ensemble des points récurrents pour X est M et pour tout xy € M, on a p-s.

T
([ o) s

Le premier point de cette proposition est encore satisfait dans le cas critique ou k = c(M)
(notons qu’alors M n’est plus nécessairement défini, mais que M garde un sens), si ¢(M) > 0
(cependant si ¢(M) = 0, trivialement ceci reste satisfait car alors M = N(M) et d’apres (29) il
faudrait que pour s assez grand, 5, = +00) et pour le voir présentons une preuve alternative :

On considerera toujours dans cette section la famille d’évolutions (3®);5¢ qui se déduit de

[ par translations : Pour tous t,s > 0, ﬁ@ = Biys. Soit (mg))tzo une famille de probabilités
portées par M€, on montre (par exemple > a partir de la proposition 11), du fait que la hauteur de
sortie maximum d’un cycle inclus dans M€ est inférieur ou égale a ¢(M) < k, que

lim P[T = +4o00| =0

t—4o0

(M€ n’est pas nécessairement un sous-graphe, néanmoins on aura remarqué que cette condition est

inutile pour les sections 4 et 5), ce qui implique en fait que pour tout ¢ > 0, IP[T™M"!) = +oc] = 0.
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Par contre, si les m(()t) sont toutes portées par M, on obtient (voir les remarques e) ou j) de la

section 5 de [11])
lim P[T™MY = to0] =1

t——+00
et de ces deux résultats on déduit facilement que p.s.
Jin 1. (X) =0

D’autre part soit z € M , on montre encore de la méme maniere, que pour toute famille

(m((f))tzo de probabilités initiales,
Jim P[TMVERD — 4 o0] = 0
c’est-a-dire en fait que pour tout ¢ > 0, P[TM\*h) = +00] = 0 (mais ceci pouvait aussi se voir
directement a partir de ce qui précede la proposition 11 et de la proposition 5 de [11]), et on en
déduit que .
VeeM, lim sup I,y (X,) =1
s——+00

d’ou I'assertion que l’ensemble des points récurrents pour X est M.

Revenons au cas ou k > ¢(M), le comportement des temps d’occupations en les points zy €
M \ M est un peu plus compliqué, et pour le comprendre, il faut introduire la famille (indexée
par T' > 0) de processus définie par

Ts

Vs>0  L(Ta0)= - [ T (X,)d
s >0, (T, x) T () s Jo (w0} (Xu) du

Pour décrire leur comportement limite, soient R(M ) et 7™ respectivement la constante et la
probabilité associées comme dans l'introduction au cycle M.

Outre la famille (ﬁ(t))tzo obtenue par translations de 3, considérons la famille de probabilités
initiales telle que pour tout ¢ > 0, mg) = M. Toutes les hypotheses de théoréme 15 sont
satisfaites avec G = M¢® (mis a part éventuellement que celui-ci est un sous-graphe). Notons v

la loi limite de G(t)~
T(M€,t)

on aura remarqué que o(Cy) — U () = k — U(xg), ot Oy est le cycle maximal inclus dans M¢
contenant xq) qui suit I’énoncé de ce théoréme, est une combinaison convexe de la masse de Dirac
en 0 et d’une loi exponentielle (cependant ici, puisque contrairement a la section précédente Mo,
n’est pas nécessairement un sous-graphe, on peut aussi obtenir seulement une masse de Dirac, ce

() /t*=U@/E - qui d’apres la remarque (pour faire le lien avec celle-ci,

qui correspond aux cas oil sous la probabilité initiale ¢ on ne peut pas aller en xy avant de
sortir de My).

Enfin, soit I(xo) = (I5(xo))s>0 le processus a accroissements indépendants de sauts, dont le
processus ponctuel de Poisson des instants de sauts sur IR, est d’intensité ofkR(M )s~1ds et dont
la distribution de la hauteur des sauts au temps s > 0 est I'image par I’homothétie de rapport
—(k_U](gi((’i)OO)‘U%)s(k_U(mO))/k de v. Alors,

Proposition 17

Pour T grand, on a convergence des marginales finies de I(7T,xg) vers celles de

I(xo).

Si pour la démonstration de cette proposition 1'on veut retranscrire directement la preuve
donnée dans [11], on se rend rapidement compte qu’il faudrait préciser dans (29) la vitesse de
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convergence, et imposer par exemple que exp(f;) = ask71(1 + O(57%)) pour un § > 0. Mais ceci
provient du fait que cette démonstration est maladroite, bien qu’elle contienne tous les ingrédients
pour pouvoir prouver la proposition 17. Pour illustrer ceci, nous allons plutot traiter le cas plus
difficile ot k = ¢(M), situation pour laquelle le processus limite (en loi) n’est plus nécessairement
a accroissements indépendants. Sa loi n’est pas facile a décrire a priori, il vaut mieux la laisser
apparaitre naturellement au cours de la preuve ci-dessous. . .

Tout d’abord, remarquons que I'on peut se restreindre au cas ou M = M. En effet, puisque M
est ensemble des points récurrents, pour tout € > 0, on peut trouver un ¢, > 0 assez grand tel qu'il
existe un couplage entre le processus (Xy,4+)i>0 €t lalgorlthme (X,) sur (M, M, U M ) admettant
pour évolution de I'inverse de la température 5*) et pour loi initiale la renormalisation de la
restriction & M de la loi de X3,, satisfaisant

PEt>0/ Xy # X)) < e

Il suffit ensuite d’utiliser le fait que pour tous tg > 0 et xg € M fixés,

T M
Ty A GO
T=os [y pg, (o) du
(cf. le corollaire 4 et 'égalité (9) appliqués avec le cycle M ), et d’appliquer les résultats supposés
connus pour X (on aura noté que B ) satisfait les mémes hypotheses que () pour obtenir les
conclusions escomptées. -
Cependant notons qu’il se peut que c¢(M) < ¢(M), ceci correspondant au cas ou

max H(z,y) < c(M)

z,yeN (M)

et dans cette situation on est ramené aux propositions 16 et 17 appliquées sur (]\7 , qﬁ U M ), car
alors k > ¢(M).

Les cas “intéressants” sont donc ceux pour lesquels il existe dans M plusieurs cycles de hauteur
de sortie égale a k (chacun contenant au moins un élément de N(M)), notons les My, - - -, M,,.
On suppose donc désormais que M = M et que m > 1.

Considérons les xy € M tels que U(zg) = k. Pour eux il suffit de reprendre la preuve de la
section 3 de [11] pour montrer facilement que p.s.,

T
i ([ as) [ 106 =

Comme on va le voir, ces points (mais dans notre cadre de recuit généralisé, m > 1 ne suffit
plus & assurer qu’il en existe) sont les seuls a satisfaire ici une loi forte des grands nombres.
Remarquons que si 'on considere tout le processus renormalisé des temps d’occupations I(7T, o),
celui-ci converge (au sens de la convergence simple des fonctions) p.s. vers I'indicatrice 1 R -

Nous allons dans un premier temps étudier les temps d’occupations renormalisés en les points
de M1 - Mm, mais avant ceci intéressons-nous au comportement du temps d’ occupatlon en
I'un des MZ, 1 < i < m. Pour cela, il est commode d’introduire My = M \ (M1 -U M,,) et de
noter II 'application

M — {0,1,---,m}

r +— 1,siz €M,
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Soit s > 0 fixé, on pose pour u > 0,

Y(T,s) — H(XT(s+u))
=0
T(T ) = inf{u>0/Y" £ 0}

Y(Tvs)

n TT(LT,S)
T = itz T V(T 2 20
Ty = inffu > T /v £ 0}

Soit n € IN fixé, pour rendre compte du comportement en loi pour 7' grand de

((T(T #) 7o), Z{T: 5)))0<p<n, considérons une nouvelle chaine de Markov homogene Z = (Z )pev
sur M* = {Ml, e Mm+m }, ol Mm+1, cee Mm+m/ sont les cycles maximaux inclus dans MO, telle
que la probabilité de transition de M; a Mj pour 1 <1,57 < mim’, soit rﬁi(ﬂj), 7 Mi représentant
comme d’habitude la probabilité de sortie associée au cycle M;.

Soit les temps d’arrét

S = inf{pEﬂV/Zpe{Mh'”aMm}}
S* = inf{pe IN*/Z, e {M, -, M,}}

Si [ est une probabilité sur M*, on note [ la loi sur {1,---,m} donnée par
V1<i<m, (i) =1P{Zs= M|

ot le [ en indice indique que l'on part avec cette probabilité pour loi initiale de Z. De méme,
pour 1 <4, 5 < m, notons B N
7"(2,]) = sti[ZS* = M]]

Par ailleurs, soit myp, la loi de Xy, par regroupement celle-ci fournit naturellement une loi [(T:9)

sur M* qui elle méme se transforme par la procédure précédente en une loi (7% sur {1,---,m}, on
désignera par Z(7*) la chaine de Markov sur {1,---,m} admettant (r(4, j))i<i j<m pour matrice
de transition et de loi initiale 1(7>*)

Ensuite introduisons une suite (flgT’s))pew de variables aléatoires telle que féT S — 0 et

telle que pour tout p € IV, T ) et Z(T’s) soient conditionnellement indépendants sachant

((ZI()/T 9, TIS,T No<p<p €t que la 101 condltlonnelle de T ) sachant ((ZI()/T’S), fIET7S))>OSp/§p admette

pour densité

o *R(M)) (s+u a"FR(M:)+1
s+u < s+t >
par rapport a la mesure de Lebesgue A(dt) sur [u, +oo[, avec (i,u) = (Z(T 2 fIST’S)) (rappelons
que R(M ) est la constante associée au cycle M; comme dans I'introduction).
Alors en reprenant les résultats de la section 4 pour évaluer les positions et temps de sortie

renormalisés (ici par T) de Mo, on voit facilement par 2n + 1 conditionnements successifs, que
pour toute fonction f continue & support compact sur ({1,---,m} x R, x R, )" on a

(30) lim E[f(Z"), T8, T ocpen)] — E[f(Z"), TéT’s),féT’s))ogpgn)] =0

T—+00 p p
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Mais on a mieux : Soit s’ > 0 fixé, et si (¢,),>0 est une suite croissante de IR, , notons
) p)p>0 +>

Ny ((tp)p>0) = inf{p >0/, > s’}

Par le biais de la proposition 11, il apparait qu’il existe une constante n > 0 suffisamment
petite telle que si I'on a une majoration du type

v (va {pv tp)OSPSn € ({17 T m}xRer]RJr)"H, ‘f((zpa {pv tp>OSp§n>‘ < K(l _'_tn/\Ns/((tp)OSpSn))n

pour une certaine constante X > 0 (notamment si f est bornée), alors la convergence (30) est
encore vérifiée, pour peu, comme d’habitude, que I'ensemble de discontinuité de f soit négligeable
pour toutes les lois des (Z;T’s),Tp(T’S),Tp(T’S))ngSn (on se sera servi ici du fait que celles-ci ne

dépendent de T que par I'intermédiaire de la loi de Z(()T’s) et d’un argument de compacité).
Notre but est d’étendre cette convergence a des fonctions bornées f : ({1,---,m} x IR, X
RN — IR pour lesquelles il existe une suite (f,,)nev de fonctions telle que 1'on puisse écrire

v ((Zpa{p’tp))pzo € ({1,---,m} x R, x ]R+)1N>

f((zpvfp’tp)pZO) = Z INS/((tp)pZO):nfn(((2p7{p’tp))OSPSn)
nelN

et telle que pour tout n € IN, f, = ({1,---,m} x IRy x Ry)"' — IR ait un ensemble de
discontinuité négligeable pour chacune des lois des ((ZI()T’S), TIST’S), T;ST’S)))OSpSn-
Pour ceci, il suffit de montrer que
(31) lim (limsup P[NT**) > n]) =0
n=Ho0t T oo
et que

(32) lim (limsup P[N7**) > n]) =0

n—+o0 " T, 4o
ol on a posé

NTD = Ny (T7),0)

]/V\(T,S,S/) e NS/((fIST’S))pZO)

Ce dernier point est le plus simple : Toujours du fait que ZT:5) ne dépend de T que par sa
probabilité initiale, il est clair que (32) est impliqué par

VT >0, lim P[NT*) >n] =0

n—-+o0o

ce qui est relativement immédiat (en effet, il existe 7, > 0 et 1y > 0 tels que pour tout p > 0
et tout T > 0, ]P[Tp(z’f) > T + 771|((ZI(?,T’S),Té?’s)))ogpfgp] > 1y (prendre 7y = minj<;<m(s/s +
m)® RO ainsi par exemple en considérant un couplage avec une suite (B,),>o de variables
aléatoires indépendantes a valeurs dans {0,7,} telles que IP[B, = 1] = 12, on obtient par com-
paraison avec (3-0/_y Bp)p>o le résultat annoncé, mais on pourrait aussi utiliser la représentation
donnée un peu plus loin de ((E;T’s),fp(T’s)))pe n comme étant presque les positions et temps de
sauts d'un certain processus de Markov, et reprendre la preuve ci-dessous de (31)).

Pour la preuve de (31), on va adapter un calcul de [10] : Pour 1 <i < m, soit ¢; l'indicatrice
de M;. On a pour tous s,s" > 0,

Z (bi(XTeru) - (bi(X(Teru)*) = (bi(XT(ers’)) - ¢z (XTs>

Oo<u<Ts’

_ T(s+s") I (X d M(z)z _ Md)z
/3u¢2( w) du + T Ts

/
Ts (s+s")
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olt (M?"),>p est une martingale. Intégrons par rapport a ces processus en T's’ le processus
prévisible IRy 3 u — ¢;(X(1stu)—) pour obtenir

N@'(T7S7S) = - Z ¢i(X(Ts+u)—>(¢i(XTs+u)_¢i(X(Ts+u)—>>
O<u<Ts’
T(s+s") T(s+s') )
= [ eIy (X dut— [ ox, A

ol Ni(T’S’s/) est le nombre de sorties de M; par X entre les instants T's et T(s + s'). En passant
aux espérances, du fait que IR, > v — fﬁ(””) ¢s(X,_)dM2i est une martingale, il apparait que

BN =~ [ Bl (0 L (%) do

i
Ts

Cependant, soit z € M; et pour v > 0, soit v, I'unique solution de

{ Lﬁu@% = I{x}—,ugv(l')
Mﬁv(wv) =0

on a vu dans les sections 2 et 3 de [11] que pour deux constantes K > 0 et § > 0 (indépendantes
de v > 0),

[l < Kexp((k—U(x))5)

d dB,
N _ < _
el - 08| < Kesp(-05) |2
Soit | > k — U(x), en utilisant alors le fait que
Bl 1)1 (X)) d
[ ep(=18) 1y (X) du
= [ e du- B | [ e 1a)n) () d
= e exXp u /,Lﬁu xr U s du exXp u w u u

_'_E {exp(_lﬁT(s-‘rs’) )¢T(s+s’) (XT(s-l—s’) )} - E[eXp(_lﬁTs)wTs (XTS>]

et I’équivalence (29), on montre facilement que

T(s+s')
sup IF [/ exp(—16.) 12y (Xy) du| < 400

>0 Ts

Or pour tout x € M, on a

¢i(x)Lp,di(x) = — Y exp(—=B.V(z,y))q(x,y)

(Z‘,y)er(Mi)
et par ce qui précede on obtient donc
T(s+s')
sup — FEl¢;(Xy)Ls, 6:i(Xu)] du < 400

T>0 Ts

d’ou en fin de compte

sup E[NT=] < > sup E[NZ-(T’S’SI)] < 400
T>0 1<i<m T>0
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puis (31).

Remarquons que le méme calcul appliqué au cycle M permet de retrouver qu’il n’y a qu'un
nombre fini de sorties (et donc d’entrées) de M pour l'algorithme X.

Cette convergence })eut aussi s’'interpréter de la maniere suivante :

Soit Z(T) = )i>0 le processus stochastique défini par

vi>0, 27 =209 & T <t < T

Notons que les TA“T(LT’S) ne sont pas tout a fait les temps de sauts de Z(7%), car il se peut que
Z (Ts) = Z¢ (Ts . Appelons d’ailleurs (T (T39)), e v ces temps de sauts (en convenant que T (Tos) — =0)
et (Z (7, 5))n€ v les positions correspondantes du processus Z(7%). On vérifie facilement que la loi
de (Z9) T )Y sachant ((Z(T 2 T(T 9))g<pen e dépend que de (ZT), T (7)) et quielle est
donneepourtouslgz’;ﬁjgme‘ct uz()par

(33) PIZED =i, TT) >t 4+ T | ZTD) = j TT) = 4

r(4,14) ( s+ u )a-’“R(Mn(l—r(j,j))
1—r(j,j) \s+u+t

En effet, notons n = « kRA(]\A/fj) et v = r(j,7) €]0,1[. Soit (T},)neny une suite de variables
aléatoires positives, telles que Ty = 0 et telles que pour tout n € IV, la loi conditionnelle de Tn+1
sachant (T )Jo<p<n 1€ dépende que de T,, et soit donnée par

I R\
\V/UZ(), P[Tn+IZTn+U|Tn]:< il )

3’+Tn+v

ol on a posé s’ = s+ u. On calcule alors que la densité de la loi de T,, est donnée (par rapport a
dt sur IR,) par

(8" +tn—1)? (8" +tn_2)" (s)"

"Lty dt,
/ogtlgtgg---gtn_lgtn (s"+t)ntt 77(8’ + tpq )1 77(8/ + tp)mHl ! !
n "\n 1 1
— &/ dt,---dt, .
(8" + )t Jo<ti<to<<tpa<t 8’ +t,m1 S+t
1 n(g"n 1 1
— _w/ dty---dt, .
nl (s + )1 Jogn-1 s’ +t,01 ' +1

L e (£51)

n! (s + t)mt! s

Soit N une variable aléatoire a valeur dans IN* indépendante de (T Jpen telle que pour tout
n € IN*, IP[N = n] = ~4""!(1 — v) (avec les notations de (33), N représente le nombre de T )

compris dans ]TR(T’S), Tﬁf’]). 11 suffit en fait de voir que la loi de Ty admet pour densité par

rapport a dt
77(1 N ’7) < s/ )U(1—7)+1

R, >t—
+ s’ s+t

ce qui découle de

> 1an—1<ﬂ>:w

/ /
e | (s' + t)nt o (5 + ) exp(ynln(s'+t/s"))
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D’apres la section 8.9.6 de [7], les égalités (33) montrent que Z(T*) est un processus de Markov
inhomogene sur {1,---,m} dont l'intensité de saut de i & j, 1 < i # j < m, a l'instant ¢t > 0 est
donnée par

Pstt(i,J) = aikR(Mi)r(i’j)t + s

Sur ces formules, il apparait que Z%) n’est autre qu'un processus de Markov homogene
changé de temps. Plus précisément, soit pour s > 0 et t > 0,

7(s,t) =In (t il S>

S

et ZT9) le processus de Markov homogene dont les intensités de transitions sont données par
(p1(i, J))1<izj<m et dont la loi initiale est [(7*). Alors on a I'égalité en loi des processus (Zt(T’S))tZO

7 (T.s)
et (ZT(S t))t>0
Changeons les notations, en remplagant s+ s’ par s’ (on a donc s’ > s). On peut déduire de la
convergence que nous avons montrée précédemment que pour toute fonction f sur {0,1,---,m},

lim F | f(IX7s)) X ~(Ts)
T—+o0 {TN(; 5,8 —s) _ 1<8 <TN(;s s'—s)

}] Blf(Z{)) =0

c’est-a-dire en fait (en considérant f =1),

lim E[f(1(Xry))] - E[f(Z{5)_))] =0

T Yoo 7(s,8'—s)

Mais s" étant fixé, en faisant tendre s vers 0 et en utilisant 1'ergodicité en loi de Z(Ts) (uni-
formément en sa loi initiale), on montre facilement que tout point d’adhérence pour les lois des
II(Xry) sur {0,1,---,m} pour T grand est nécessairement la probabilité invariante u pour le
générateur associé aux intensités (pi(7,7))1<izj<m, 0 étant asymptotiquement de masse nulle,
c’est-a-dire que 'on a convergence vers cette loi (on renvoit a la fin de cette section pour une
description plus explicite de cette mesure). Ceci permet ensuite de voir, s > 0 étant a nouveau
fixé, que

: T,s) __
TLHJIrloo l( = .

Pour n € IN et ' > s, notons D, ([0, s" — s[) 'ensemble des élements (2 tps tp))o<p<n de
({1, m}x Ry x R )"+1 telsque 0 =ty <ty <t; <ty <---<t, <thetty 1 <s —s<t,.
On munit D, ([0, s’ — s[) de la topologie héritée de celle du produit {1,--+,m} x Ry x IRy. Soit
D([0,5" — s[) = UnewDn([0, s — s[) muni de la topologie engendrée par la réunion des topologies
précédentes (chacun des D, ([0,s" — s[) est donc a la fois ouvert et fermé).

Soit ¢ = D([0,5'—s[) — ID([0,8'—s[; {0,1,---,m}) tel que 'image par o de ((2p, tp, tp)Jo<p<n €
D, ([0, s" — s]) soit la fonction = donnée par

‘v’tE[O,s'—s[, xt:{zp ,s¥tp§t<tp+1pourun0§p<n
0 , sinon

L’application ¢ est surjective mais pas tout a fait injective, néanmoins soit 7 la topologie la
plus fine qui rende ¢ continue. Cette topologie est strictement moins forte que la topologie de

Skorokhod sur I'espace des trajectoires cadlag ID([0,s" — s[;{0,1,---,m}) (cependant si dans ce
qui précede on oublie les tp, ce qui est a faire dans les cas ou My = (D on retrouve cette topologie,
mais ceci aurait été faux si on avait considéré ID([0,s" — s|;{0,1,---,m})).
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Soit f une fonction bornée sur ID([0,s" — s[;{0,1,---,m}), alors

lim E[f(YT))] = B[f(Z9)]

T—+o00

si ’ensemble de discontinuité de f est négligeable pour la loi de Z), oti ce dernier est le processus
de Markov sur {1,---,m} de loi initiale u et dont la famille d’intensités de transitions a l'instant

t >0 est (psre(d, 5))1<ij<m. B
Notamment si on ne s’intéresse qu’au processus (}Q(T’s))ogks/,s défini par

Vitelo,s —s| VAR :Z(TS) si T(Ts) <t<T( ) pour p >0

alors on a convergence étroite de YT vers la loi de (th(s))0<t<s _s relativement a la topologie de
Skorokhod sur ID([0, s — s[;{1,---,m}), mais aussi sur ID([0,s" — s]; {1, --,m}), car 'ensemble
des trajectoires ou les topologles de Skorokhod et 7" (ou dumoins celle que I'on aurait introduit

de la méme maniere sur cet espace) ne coincident pas est négligeable pour la loi de (th(s))ogtgsf_s.

Ainsi les marginales finies du processus de temps d’occupation de M,

R. >t ! T (X)) d
+ o210 +— —N/ - u U
Jo 1s.(M;) du J1s M

convergent en loi vers celles du processus

B+9ti—> /I{Z

xEN

Du fait que les processus sont issus de 0, croissants et continus, on en déduit que 'on a aussi
ici convergence étroite pour la topologie de la norme uniforme localement sur les compacts (cf.
le théoreme 3.37(a) p. 318 de [8], celui-ci est donné pour la topologie de Skorokhod, mais de la
meéme maniere il est satisfait pour la topologie uniforme locale).

Soit Z = (Z)iemr le processus de Markov stationnaire sur {1,-- -, m} d'intensités de transitions
(p1(4,7))1<izj<m (et dont la loi de Z, est donc p pour tout ¢ € ]R) et considérons le processus

IO(M;) = (I (M;))=0 donné par

vizo, 1905 =1 5 s
= t v (ZmeN(JVIi) p(l‘))_l f; I{i}(Zln(u)) du , sinon

Il est clair que 1) (M;) a méme loi que le processus 1) (M) défini par

Vit>0 f@)(]\“j)_ 0 § ,sit<s
7 ! v (ZmeN(Mi)P(x)) Jo~ SI{}(Z "Ydu , sinon

Cependant quand s tend vers 0, [ (S)(M ) converge (partout) uniformément sur les compacts de
IR, (et méme sur IR, puisque sup;> ‘Its (M;) — It(o)(MZ) < (ZweN(M ) p(z))~ts) vers le processus
1O(M) = (19 ))e>0 qui est défini par la méme formule (on laissera désormais tomber les (0)
en exposant). Notons @)~ sa loi, c’est une probabilité portée par les fonctions continues de IR,

dans IR, issues de 0.
Pour prouver la convergence en loi des marginales finies du processus

Ts
B BSP—)—N/ I~ Xu du

45



vers celles du processus canonique sous @ , il suffit par exemple de montrer que
7

1 Te
34 lim limsup ————=——1F / 1-(X,)dul =0
) 00 v [T 1, (M) du lo i (%) ]

Mais pour cela, soit pour v > 0, v, I'unique solution de

{ Loy = T — ps,(M;)
Nﬁv(wv> =0

et rappelons qu’il existe une constante K > 0 telle que pour tout v > 0

[Pull < Kexp(kf,)

d
% v S Kexp(kﬁv)

L’égalité (34) découle alors immédiatement de

Te

E l/o 1; (X.) du]

— /OTE ps, (M;) du — IE [/OTE d;/;u (X.) du] + E[br(X7.)] — Elbo(Xo)]

dg,
dv

et des équivalences (29) et
T —
| o 0ydu~ 3 )T
zeN(M;)
pour 7' grand.

On en déduit comme précédemment que la convergence du processus renormalisé des temps
d’occupations de M; vers Q i @ également lieu au sens de la convergence étroite associée a la
topologie de la norme uniforme locale sur € (IRy,IR,), qui est 'ensemble des fonctions continues
de IR, dans IR, , et on a méme en fait convergence du processus a valeurs dans R™

1 Ts
- - 1-(X,)d
((foTMﬂu(Mz‘)du/O o) u>1§i§m> 520

vers le processus ((Is(Mi))lgigm)sZO'

Soit maintenant xo appartenant a I'un des M;, avec 1 <7 < m, une démarche similaire, mais
en utilisant cette fois en plus le théoreme 2 avec le cycle M; et les calculs suivant la proposition 14,
permet de voir que le processus renormalisé des temps d’occupations en xy converge en loi (encore
pour la topologie étroite relative & la norme uniforme locale sur C(IR,, IR, )) vers le processus

-1

S op@)| =k U G) [ Gy (Zig) du

~ 0
TEN(M;) >0

Plus précisément, si pour zy € |_|1<Z<mMZ, on note 1 <i(xg) < m l'indice tel que zg € MMO),

on a convergence étroite dans C (IR, ]Rcard(uKKm ) du processus ((I,(T, zy)) >0 Vers

10€U1§i§mMi>
—1

Z p(x) (1 - kilU(‘TO))/ uikilU(xO)I{i(zo)}(Zln(u)) du

= 0
zeN (M, M
(Mi(zg)) ro€i<i<cmMi/ 5>q
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Reste a s’intéresser aux (éventuels) points xy € M, tels que U (x9) < k. Pour ceux-ci on ne
va pas avoir convergence des processus renormalisés des temps d’occupations vers un processus
continu, mais vers un processus de sauts (i.e. qui a tout instant s > 0 est la somme des ses
sauts antérieurs a s), et celui-ci ne s’obtient pas seulement comme une fonctionnelle de A , car ce
processus ne contient plus assez d’information (notamment il a perdu la trace de certains passages
en My).

Pour décrire les modifications a lui apporter, reprenons une chaine de Markov (& temps discret)
7 définie comme précédemment sur M* = {Ml, s My }. Posons

SO :mln{p Z O/Zp c {Mlaaﬂm}}
puis par récurrence pour tout n € IV,
Spi1 =min{p > S,/ Z, € {My,---,M,}}

Notons également Ay = 0 puis pour tout n € IV,

) _{1—An i Syt > S, + 1
T A, , sinon
La suite (A,)nen est donc a valeurs dans {0,1} et 4,1 # A, si et seulement si la chaine
7 a pris des valeurs dans {Mm+1,~ Mm+m} entre les temps S, et S,,1. Pour n € IN, soit
Z, = (an, A,,) et remarquons que le processus 7 = (_Zn)ne v est une chaine de Markov homogene
sur M ={1,---,m} x {0,1}, en convenant désormais d’identifier M; avec i, pour 1 < i < m.

Introduisons également une suite (fp)pe v de variables aléatoires telle que Ty = 0 et telle que
pour tout p € IN, 1,4, et Z,,, soient conditionnellement indépendants sachant ((Z,, Tp))o<p<p
et que la loi conditionnelle de T}, sachant ((Z,/, T)y))o<p'<p admette pour densité

o *R(M;) exp(—a *R(M;)(t — u))

par rapport a la mesure de Lebesgue A(dt) sur [u, +oo[ avec (i,u) = (ZS ,T,). On définit ensuite
un processus stochastique Z = (Z,)1>0 par

~

V>0, Z=2, ,siT,<t<T.
Comme précédemment, on montre facilement que Z est un processus de Markov homogene a
valeurs dans M (bien que les T, ne soient pas nécessairement tous ses instants de sauts).
Soit p sa mesure invariante, on considerera désormais Z = (Z,)ier le processus de Markov
stationnaire qui a méme intensités de transitions que notre précédent Z (ainsi notamment pour
tout t € IR, Z, est de loi u). Si on ne regarde que les coordonnées de Z sur le facteur {1,---,m}

de M, on retrouve le processus A qui est intervenu un peu plus haut, et on les notera d’ailleurs
désormais de la méme maniere. D’autre part, on posera aussi A = (A,)icr le processus des
coordonnées sur le facteur {0,1} de M, de sorte que Z = (2 ,A). Un des intéréts de Z est que
I’ensemble des exponentielles des instants de sauts de A va contenir les temps de sauts d’une
représentation du processus limite (au sens de la convergence étroite des marginales finies) des
I(T, zp) pour T grand.
Pour décrire la hauteur des sauts, soit 1 < i,j < m tels que la transition de (¢,0) a (j,1) (ou

ce qui revient au meéme, de (i,1) a (j,O)) soit permise pour Z, et notons C l'ensemble de tels
couples (7,7). Pour ¢t > 0, considérons X® un processus de Markov sur M associé a (¢,V), a
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I’évolution S® = (Bis)s>0 et dont la loi initiale m(()t) est la renormalisation de la restriction de

Mi 3 M. On peut alors appliquer le théoreme 15 avec ’ensemble G = M, pour obtenir avec

r
ay = tk_la(ﬁo)
b, = tkk*lU(zo)
la convergence étroite de (T(Mo’t)/at, GS?M t)(ffo)/bt, Y(Mo’t)) vers une certaine mesure sur IR, X
0>

IR, x (M \ M;). Soit un triplet de variables aléatoires (T G(*)(x,), Y(*)) admettant cette
probabilité pour loi, et notons v@7)(zy) la loi conditionnelle de G(*)(z,) sachant que Y (=) = j.
On peut montrer que sous nos hypotheses, v (xg), tout comme la loi de G (), est une
combinaison convexe d’'une masse de Dirac en 0 et d’une loi exponentielle (essentiellement ceci
est du au fait qu'une chaine de Markov homogene absorbée conditionnée a étre absorbée en I'un
des points absorbants fixé est encore une chaine de Markov homogene absorbée, voir par exemple
la section 3.2.9 de [7]), ceci au sens large, car on peut n’avoir qu'une masse de Dirac en 0 ou
qu'une loi exponentielle.

Soit (Hzgi’j))pe #,(i,j)ec une famille de variables aléatoires réelles, indépendantes entre elles et
indépendantes de Z, telles que les H{"), pour p € Z, soient de loi v")(zg). Soit également
(Tp)pez une énumération des sauts de A, on peut par exemple prendre

To=inf{t >0/A, #A,}
puis par récurrence sur p € IV,
T =inf{t>7, /A, # A}

et
Tp1=sup{t <7, /A, #A;}
(mais remarquons que ces derniers ne sont plus des temps d’arrét).
Posons ensuite pour s > 0,
Zp*:zp)

I(x) = Z (1-— k_lU(xo))aU(’”O)p_l(xo) exp((1 — k_lU(:co))Tp)H;S

exp(7p)<s

Alors (I4(T,x0))s>0 converge au sens de la convergence étroite des marginales finies vers
(£s(z0))s>0-
Soit My = {x € My /U(x) < k}. En considérant comme ci-dessus la loi conditionnelle ()

sur RY de (G (zy)) & sachant que Y(*) = j (avant de passer a la limite en ¢ grand, chacun

xroE Mo
des Gg?% ) (x0), pour zg € My, aura été renormalisé par tl’k_lU(””O)), il est également possible

de donner un théoreme limite pour le processus de tous les temps d’occupations renormalisés
((I(T, 7)) perr)s>0 pour T grand, mais la probabilité 7)) est délicale & décrire, ce qui réduit
I'intérét de cette généralisation.

Par ailleurs, dans la définition précédente de I(zo) pour o € Moy, si I'une des lois v (),
pour (i,7) € C, charge 0, les 7, ne seront pas tous de “vrais” temps de sauts de I(x) (il se peut
meéme qu’avec une probabilité strictement positive, il n’existe aucun z; € ]\//70 tel qu'un 7, donné
soit un temps de saut de I(z7)). Mais si on le désire, on peut faire disparaitre, pour un zy € ]\70
fixé, ces temps de sauts de hauteur nulle tout en gardant une description similaire, car il suffit
de remplacer dans les définitions précédentes le processus (Ap)pen par la suite (A, (M;,))nemv
donnée par

A (]\A/f ) = 1— An(]\A/fZ ), sl existe S, < p < Spy1 tel que Zp € ]\71-0
T An(M;,) , sinon
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ot m+1 < dg < m+m est tel que zy € ]\/[ZO Plus précisément, on peut méme le faire
conjointement pour tous les xz € MZO, ce dernier cycle étant nécessairement inclus dans MO sl
en contient I'un des éléments. Pour (i,7) € C et CL‘Q € M,,, notons v (xq) = a9 (20)dy + (1 —
a9 (29))E (b9 (29)), avec 0 < al™(zy) < 1 et b@)(zg) > 0, on se rend immédiatement compte
que a(™)(20) ne dépend pas du choix de zy € M;,, ce qui nous amene & poser O M,) ={(i,j) €
C /a'%)(xy) < 1}, puis pour (i,75) € C( M,;,) et t € R, v (t) le vecteur de IRMio de composantes
(1 = k71U (20)) V@) (p(0) 0 (0)) "  exp((1 — k~ 1U(x0)) D aocis -

_On construit comme précédemment un processus de Markov stationnaire Z (M;,) =
((Z,, A (M )))ter €t on note (TP(MZO))pez une énumération des sauts de A (M;,), en remarquant

que p.s., (er—( i) er (i) ) € C(M;,). Alors on peut représenter le processus (I (0)) 4 e i1, SOUS

Vs20,  (L(20)),em, = 2 v (n)H,

exp(1p)<s

la forme

ol (Hp)pez est une famille de variables aléatoires de loi exponentielle £(1), indépendantes entre
elles et indépendantes de Z(M;,).

D’autre part, remarquons que la proposition 17 se déduit facilement de ces résultats, car elle
correspond au cas m = 1 (et dans cette situation (7,),ez est un processus ponctuel de Poisson
d’intensité a ¥ R(M)A, out A est la mesure de Lebesgue sur IR).

Pour clore cette section, on va vérifier en se basant partiellement sur les résultat obtenus
ci-dessus, que les algorithmes précédents, avec k > ¢(M), sont ergodiques en loi : Il existe une
probabilité p., telle que quelle que soit la loi initiale du processus, la loi de X; converge vers i,
pour ¢ grand. Plus précisément, ici po, est donné par

oo — li
H g He
i.e.,
VYeeM /«Loo(l') — { (ZyEN(M) p(y))ilp(l‘) ,slx € N(M)
’ 0 , sinon

Remarquons que le fait que lim; ;o P3s>t/Xs ¢ M | = 0 permet & nouveau de se
restreindre au cas M = M (en utilisant (9) pour voir que I'on obtient la bonne probabilité a la
limite).

Commengons par montrer que

(35) Vi<i<m,  p(i) = pe(0)

(rappelons que y est la mesure invariante de Z ), et pour ceci reconsidérons la chaine de Markov
Z a valeurs dans {1,---,m +m’} dont le noyau de probabilités de transitions est donné par

Vi#je{]-v"'vm—}_m/}v q(lvj):er(Mj)

On note 1t la mesure invariante associée a Z. Cependant comme précédemment, soit (Sn)nen
les temps d’atteintes successifs de {1, ---,m} par Z, il est bien connu que (Zgn)nzo est une chaine
de Markov homogene sur {1,---,m} dont la probabilité invariante & est la renormalisation de la
restriction de 1 a {1,---,m} (ceci peut se voir en appliquant par exemple la loi forte des grands
nombres & (Z,)n>0 et & (Zs, )n>0), or par définition on voit facilement que p est la renormalisation
en une probabilité de la mesure 7 donnée par

V1<i<m, v(i) = R (M;) (i)



On est donc ramené a calculer zi. Revenons a pg, pour 3 > 0, on a pour tout x € M,

> us(@)as(z,y) =Y ps(y)gs(y, «
y#x y#x

ainsi en sommant sur z € M;, avec 1 < i < m + m’ fixé, et en enlevant les termes apparaissant
dans les deux membres, on obtient (puisque M = M),

> X mw@aey) =3 3wy,

JF $61\7[i,y€1\7fj J# OUEMuyEMj

Cependant pour de tels couples de points (x,y), on a U(x) + V(z,y) = U(y) + V(y,z) = k,
ainsi en faisant tendre (3 vers +oo, il apparait que

Yoo > p@glzy) = Y. pyaly,x)

el 161\711',?161\79 el 161\711',?!6]\75'

ce qui du fait que

x€M;, yeM;
= (R(M;) > ple)™" > pla)glz,y)
2EN(M;) zeM;, yeM,

s’écrit encore,

SURAL) Y p2) | aG.g) =D | ROM;) Y. p(2) | d(h,4)

J#i zeN(M;) el 2EN (M)

Ceci montre que [i est la renormalisation en une probabilité de la mesure v sur {1,---, m+m'}

définie par
Vi<i<m+m/, v(i) = R(M;) > plz)
zEN(M;)

d’out en fin de compte le résultat annoncé (35).

Par ailleurs, notons que si (m((]t))tzo est une famille de probabilités initiales portées par Mi,
avec 1 < i < m fixé, et si € : IR, — IR, est un fonction telle que lim; ., €(t)/t = 0, alors par
une application du rappel 1,

lim ]P[T(Mi’t) <e(t)]=0

t——+o0

(ot comme d’habitude, X est associé & m(()t) et & 3® la translatée dans le temps par ¢ de (3).

Ainsi via (9), (35) et le fait que 'on a déja vu que la distribution de II(X;) converge pour
t grand vers p, pour obtenir que la loi de X; converge vers ji, il suffit de voir que l'on peut
trouver une fonction € vérifiant la condition précédente telle que si (Y®)) désigne un processus de
Markov sur (MZ, q i, VMi) associé a mét) et & B®, alors la loi de YE((?) converge pour ¢t grand vers
bl = Yimg_ oo pr}"

Mais ceci se prouve par exemple par un calcul classique d’évolution d’entropie :

Notons pour ¢, s > 0, m{ la loi de Y et

(t)
10 = > In m]\% (z) | mP(x)
zeM; Nﬁg)



En reprenant les calculs de la section 2 de [11], il apparait qu’il existe une constante K > 0
telle que

d —~ d d
— 70 <« _K —c(MNBOYT® _ = g®) E: 1 (t)
ds s >~ eXp( C( Z)ﬁs ) S dsﬁ dﬁ n( (l’)) B:ﬁgt)m (l’)
— d d v i
= —Kexp(—c(M)BO)I0 — -0 > (il (2)) m (z) — ) (x))
ds e ap 5=p® Bs

< V2 I (cf. Iéquation (1.12) p. 199 de [13]),

vt
ainsi le second terme du membre de droite peut se majorer en valeur absolue par

V2 490

Or en variation totale, on a

M;
mgt) —H 50

s

%ln(,ug/l") IV et le fait que pour tout = € M, ,uﬁ "(x) est une certaine
p=p"
s lloo
M;

fraction rationnelle en les variables (¢3(y, 2)) montre que sups % In(ug )| est fini (plus

?J#ZEZ\Z'

5 In(ug")

précisément, limg_, ;o

M, - <k‘).

Posons J® = y/ Is(t), et ne considérons que les t > t, ot ¢, est assez grand pour que S soit
croissant, on a alors pour une constante K > 0,

d

~ d
< oxn(— e VY 3OY 70 @ 50

ce qui s’integre pour donner

s _ s s e d
JO < Jét) exp [—K/ exp(—c(M;) 5P du] + K/ exp [—K/ exp(—c(M;)5P) dv} d—ﬁff) du
0 0 u u
< expl=Ks exp(—e(M) 5] + K (B = 5)
Cependant on a ¢(M;) < k, ainsi en prenant e(t) = #k+e(M1)/2on obtient

tllinoo Je(ét =0
car pour une certaine constante K > 0 indépendante de ¢, on a Jo(t) < K(1+ In(5)) et d’apres
I'hypothese (29), asymptotiquement en ¢ grand, 8; = k="' In(¢) + In(a) + O(1), ce qui termine la
preuve de 'ergodicité en loi annoncée.
Remarquons que la démonstration précédente est surtout intéressante dans le cas critique
k = c¢(M), car dans les autres situations k > ¢(M), il est possible d’adapter le calcul d’entropie
directement au processus X, sans méme se restreindre a M = M.
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