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Abstract. Let G be a finite and connected graph, we will note by /(G) the
maximum length of an injective path in G. We will show (by two dictinct
proofs, one using sub-trees of G and the other based on multiflows of paths)
that sup(p ency (P, w)/A(P, u) = I(G), where the supremum is taken
over all Markovian kernels P reversible with respect to a probability pu and
whose allowed transitions are given by the edges of G, and where I (P, )
(respectively A(P, u)) is the isoperimetric constant (resp. the spectral gap)
associated to the couple (P, ). Then we will study more precisely the same
supremum, but where the probability w is also fixed. These results give
optimal minorations of the spectral gap which are linear with respect to the
isoperimetric constant (and not quadratic, as in the Cheeger inequality), and
we will give several examples on infinite graphs.

Mathematics Subject Classification (199rimary 49R05, 05C50; sec-
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Résung. Soit G un graphe connexe fini et notons /(G) la plus grande
longueur d’un chemin injectif dans G. Nous montrerons (par deux preuves
distinctes, 1’une utilisant des sous-arbres de G et 1’autre des multiflots de
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chemins) que supp ,yenc) I (P, W)/A(P, u) = 1(G), ou le supremum est
pris sur tous les couples (P, u) formés d’un noyau markovien P qui est
réversible par rapport a la probabilité p et dont les transitions permises sont
données par les arétes de G, et ou I (P, ) (respectivement A(P, w)) est
la constante isopérimétrique (resp. le trou spectral) associé a (P, w). Puis
nous étudierons plus précisément le supremum de ce quotient de constantes
ergodiques quand la probabilité u est de plus fixée, en faisant intervenir
certaines inégalités de Hardy discretes, avec des poids déterminés par p
sur les sous-arbres de G. Ces résultats fournissent donc des minorations du
trou spectral linéaires en la constante isopérimétrique (et non plus quadra-
tiques comme dans I’inégalité de Cheeger), et nous les illustrerons par divers
exemples sur des graphes infinis.

1. Introduction

L’étude de diverses constantes ergodiques s’est beaucoup développé
récemment, car elles permettent de comprendre quantitativement la vitesse
de convergence vers 1’équilibre d’algorithmes stochastiques, qui eux mémes
sont motivés par des applications dans des domaines aussi différents que
I’informatique théorique, la combinatoire, 1’optimisation sur de grandes
structures discretes, la physique statistique etc. Dans un article précédent
[11], nous avons donné pour les noyaux markoviens réversibles sur un en-
semble fini de taille fixée, un encadrement du trou spectral qui est linéaire
en la constante isopérimétrique. Si cette derniere quantité est petite devant
le cardinal de I’ensemble, il s’agit d’une alternative intéressante a 1’inégalité
de Cheeger traditionnelle, dans le contexte de comparaisons de constantes
ergodiques (voir par exemple, [2], [8], [6], [12], [4], [17] ...). Notre but
ici est de préciser ce résultat dans la situation ou les noyaux markoviens
admettent un graphe sous-jacent fixé, puis en imposant que la probabilité
réversible soit de plus donnée. Ceci nous permettra de mieux compren-
dre deux familles d’exemples (définis sur des ensembles infinis) également
présentées dans [11], en les faisant apparaitre comme des sous-cas d’une
propriété plus générale.

Plus précisément, soit n € IN*, on notera V, = {0,...,n} et %,
I’ensemble des couples (P, u) formé d’une matrice markovienne P =
(P (i, j))o<i,j<n réversible par rapport a la probabilit€ pu = ((i))o<i<n.
A un tel élément de #,, on associe les quantités suivantes : la constante
isopérimétrique

p(XaP(I40))

I(P = inf _— 1
(P, 1) AcVn,()glu(A)gl/z w(A) @

et le trou spectral
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i p(fdd —P)(f))
rengo\veem () — p(f)?
(si u est une masse de Dirac, on convient respectivement que I (P, i) = 1
et A(P, u) =2). 3
Cependant, on préférera ici remplacer cette constante par sa soeur, A(P,

W), qui sera dit trou spectral modifié, et dont la définition s’apparente plus
acellede I(P, ) :

AP, p) =

n(fdd — P)(f))
FEH(\(0} n(f?)

ot H(u) = {f e L2 (w)/f = 0et u({f = 0}) > 1/2} (si p est une masse
de Dirac, on pose ):(P, w) =1).

Cet échange n’est pas tres scandaleux, car on a vérifié dans [11] que I’on
a toujours ):(P, nw) < AP,p) < 2X(P, w). Le principal résultat de [11]
affirme que

I1(P, -
(n W 5P ) < 1P ) ®)

V (P, 1) € A,
(la seconde inégalité est triviale). Nous y avons aussi constaté que 1’on
pouvait parfois améliorer la premiere inégalité en remplacant n par d’autres
quantités relatives a la structure de graphe sous-jacent au noyau markovien,
si ’on faisait des hypotheses particulieres sur la géométrie de ce dernier,
et I’objectif de cet article est de présenter un résultat relativement général
dans cette direction.

Rappelons que le graphe G(P, u) = (V(P, n), E(P, i)) associé na-
turellement a (P, u) € %, est celui admettant V (P, u) = {i € V,/u(@@) >
0} pour ensemble des sommets et E(P, ) = {{i,j} € V(P,n)/i #
jet P(i, j) > 0} pour ensemble des arétes (sans boucles et non orientées,
on aura remarqué que par réversibilité, pouri, j € V(P, n), P(i, j) > 0 &
P(j,i) > 0). Notons que le graphe G (P, 1) est connexe avec V(P, u) =
V,, si et seulement si P est irréductible, ce qui est aussi équivalent au fait
que u charge tous les points et I (P, ) > 0 (ou ):(P, wn) > 0).

Soit G = (V, E) un graphe sur un ensemble V. Un chemin de G est
une suite finie (x;)o<i<, d’éléments de V tels que pour tout 1 < i < p,
{xi—1, x;} soit une aréte de G, on dira aussi que ce chemin va de xo a x,
et que sa longueur est p. On appellera /(G) le maximum des longueurs de
chemins de G ne se recoupant pas (parfois €galement dits injectifs). Enfin
on posera également, si V = V,,,

Hn(G) ={(P, ) € #, /| G(P, n) = G}

Nous pouvons maintenant énoncer notre premier résultat, qui étend (2) :
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Théoreme 1. Soit(P, u) € %,,0na

Iy I(Psl’l“)
AP, >
P 216Gy

et plus pecigment, siG est un graphe connexe dannlrV,,,

P, G) A(P, W)

Avant de considérer des exemples, faisons quelques rappels sur le cadre
général : de la méme maniere (simplement en remplacant A C V, par
A € v dans (1)), on définit les constantes I (P, i) et A(P, i) pour un
noyau markovien P réversible par rapport a une probabilité u sur un es-
pace mesurable quelconque (V, 7). Si ./ est une sous-tribu de ¥, on note
., la restriction de p a o/ et P, I’opérateur markovien £, o P o I,
sur L2(V, o, W), ou I, est’injection canonique de L2V, o, W.s) dans
IL>(V, 7", ), et E_, estI’opérateur de projection orthogonale de IL*(V, 7",
ML) sur L2V, o, W.z). Il est clair (on renvoit par exemple a [10]) que cette
opération fait augmenter les constantes précédentes : I (P, i.,) > I (P, 1)
et ):(PS/, WUey) = ):(P, w). De plus, si (o/,),en €St une suite croissante de
sous-tribus de ¥~ telles que ¥~ = o (<7, ; n € IN), alors (voir par exemple
les preuves données dans [10]),

lim I (Py,, ney,) = 1(P, 1)
n—oo
Jim A(Py,. er,) = (P, )

On en déduit que si on note # (7") ’ensemble des sous-tribus de ¥~ qui sont
finies, on a

I(P’ /'l’) = Sup&/éﬁ(’f’") I(PS/7 MO/)

. - (3)

(la séparabilité de 7" n’est pas exigé, car par exemple pour A( P, 1), quand on
approche cet infimum a I’aide d’une fonction de H (1) presque minimisante,
il suffit ensuite de s’intéresser a la tribu engendrée par cette fonction, qui
elle est séparable, et on peut alors utiliser la procédure d’approximation
précédente avec des suites croissantes (<7,),en formées de sous-tribus
finies).

L’application la plus caractéristique du théoréme 1 concerne les arbres:
pour ceux-ci [(G) = diam(G), le diametre de G (que I’on aura muni de
sa distance usuelle ; pour tous x, y € S, dg(x, y) est le nombre d’aréte(s)
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de I'unique chemin ne se recoupant pas allant de x a y), et on a donc, pour
(P, ) € Ry, si G(P, ) est un arbre,

I(P, u)
W Z amG (P

Cette relation peut s’étendre a d’autres types de graphes (car I[(G) =
diam(G) n’est pas exclusivement satisfait par les arbres), mais on pouvait
voir directement, sans faire appel a la seconde partie du théoreme 1, qu’il
n’est pas possible de la prolonger a tous les couples réversibles (P, ), du
moins dés que n > 2, essentiellement car {(P, n) € #,/diam(G(P, n)) =
1} est dense dans £,,.

Notons que (4) peut s’étendre a des couples réversibles qui possede une
structure arborescente non localement finie, a condition évidemment qu’elle
admette un diametre fini. Plus précisément, soit par exemple N € IN* et
(Ey, 1), ..., (Ey, &y) des espaces mesurables séparables et fortement
séparés (i.e. tous les singletons sont des éléments de la tribu), et posons
V={0uE u(E x Ej)u---U(E; x--- x Ey) que I’on munit de
la tribu ¥~ engendrée naturellement par les tribus produits | ® - - - ® &;,
1 < i < N, sur chacun des éléments de la somme. Pour 1 < i < N et
x = (e1,...,e) € E; x--- x E;,on pose p(x) = {(e1,...,e;—1)} (en
convenant que p(x) = {0},sii = 1)etn(x) =i, puis p(0) = Betn(0) = 0.

Considérons un noyau P sur (V, ¥7) réversible par rapport a une prob-
abilité w et satisaisant :

AP, 4)

Vxel, P, px)u{xtu({x} x Eypy+1)) =1

(en convenant que Ey; = 0).
On déduit alors du théoreme 1 que

1(P, 1)
2N
En effet, la seconde inégalité est trivialement toujours satisfaite et pour la
premiere on procede par approximations, en utilisant le fait que si pour tout
1 <i <N, (#D),cx est une suite croissante de sous-tribus finies de &;
telle que &; = o (/" ; n € N), alors en notant pour n € N, <7, la tribu
engendrée sur V par les tribus produits /" ® --- ® &V, 1 <i < N,
sur chacun des éléments de la somme, on a ¥~ = o (</,; n € N), ce qui
permet de se ramener aux cas des noyaux finis dont le graphe sous-jacent
est un arbre (car on aura remarqué que la structure d’arbre est conservée
par chacun des couples réversibles réduits (P, , (L., ))-
Remarquons que ce résultat étend celui que nous avions présenté dans
[11] pour les arbres radiaux pointés, qui correspondent a un sous-cas extré-
mement particulier (la preuve était d’ailleurs complétement différente et

<MP,p) <I(P,p)
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était basée sur la structure de certains vecteurs propres relatifs aux noyaux
réduits associés).

En fait I’hypothése de séparabilité des tribus &;, 1 <i < N, estinutile, il
suffit pour le voir (les détails étant lachement laissés au lecteur) de se servir
du constat suivant : soit (E, &) et (E;, §;) deux espaces mesurables et .o/
une sous-tribu séparable de & ® &». Soit u une probabilité sur &1 ® &». 1l
existe alors deux sous-tribus séparables, respectivement % et ¢ de & et &,
telles que IL! (=7, u) C LY (2 ® %, ).

Le second type d’exemples est a 1’origine de cet article (qui répond
par I’affirmative a la question de la derniere remarque (b) de [10]), il s’ agit
aussi de noyaux sur des espaces (éventuellement) infinis, mais qui admettent
une structure « étoilée de rayon fini » : soit (E, &) un espace mesurable
fortement séparé (mais on n’exige pas non plus de séparabilité), on considere
I’ensemble S = {0} U (E x {1,..., N}) que ’on munit de sa tribu ¥~
naturellement déduite de &. On s’intéresse aux noyaux réversibles (P, u)
tels que

VeecE,V1<i<N, P(ei){0ju(e}x{l,....,N}H) =1

car pour ceux-ci, on a

I(P, )
2N

Ce résultat se prouve également par approximation (en considérant les sous-
tribus finies de & et en utilisant (3)), ce qui fournit en fait une preuve alter-
native a celle donnée dans [11]. D’ailleurs (5) est a priori moins bon que
la borne inférieure obtenue dans cet article, car N y remplagait 2N, mais
nous 1’avions prouvé sous I’hypothese supplémentaire que w({0}) > 1/2.
Cependant on peut récupérer ce facteur 2, car de maniere générale, comme
on le verra au cours de la preuve, on peut améliorer la premiére partie du
théoreme 1 de la maniere suivante :

Considérons a nouveau un couple (P, u) € %, quelconque. Notons
B(w) ’ensemble des A C V, tels que w(A) > 1/2, et pour A € B(w),
notons [g(p,)(A) la plus grande longueur d’un chemin (pour G(P, u))
injectif, qui est issu de A et qui en dehors de son point initial ne repasse
plus par A. On pose ensuite

[(P,p) = max lgpu(A) < I(G(P, w)
AeB(u)

<P, ) <I(P,p) 5)

Proposition 2. Pour tout(P, u) € #,,0n a
I(P, )

P,
(P, ) > 1P, 0
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Notamment s’il existe un point xo € V,, tel que w(xg) > 1/2,1(P, ) estla
plus grande longueur d’un G (P, )-chemin injectif issu de xg.

Remarquons aussi que des exemples plus complexes ot il reste possible
d’appliquer le théoréme 1 peuvent s’obtenir en combinant les deux types
précédents.

Le plan de I’article est le suivant : dans les deux prochaines sections on
donnera une preuve du théoreme 1 qui fait jouer un rdle crucial aux noyaux
dont le graphe sous-jacent est un arbre. On présentera ensuite dans la section
4 une autre démonstration de ce résultat, basée sur des considérations de
chemins, par le biais de variantes de méthodes de Poincaré optimales pour
la constante isopérimétrique. Dans la cinquieme section, on s’intéressera au
méme probleme, quand de plus la probabilité p est fixée, mais le résultat
étant plus difficile a formuler, on renvoit au théoreme 10 pour son énoncé.
On reconsiderera cette question dans la derniere section, mais avec le trou
spectral remplacé par la constante de Sobolev-logarithmique. Enfin, un ap-
pendice sera consacré aux inégalités de Hardy avec poids sur les arbres
discrets, que I’on aura utilisées pour évaluer certaines quantités apparues
dans les deux sections précédentes.

2. Oul'on se ramenea certains arbres poings

Nous allons donc dans cette section réduire la difficulté du probleme, en
montrant qu’il suffit de considérer certaines situations particulieres.

Pourunn € IN* fixé, donnons-nous un graphe connexe G = (V,, E) sur
Vy., 1 une probabilité sur V,, qui en charge tous les points et f € H, (i), ouce
dernier est I’ensemble des fonctions f € H ()\{0} telles que la restriction
de f a{f > 0} soitinjective. On note #,, (G, ) (respectivement ,(G, 1))
I’ensemble des noyaux markoviens P sur V, qui sont réversibles par rapport
a uettels que G(P, u) = G (resp. G(P, ) soit un sous-graphe connexe
de G, au sens de I’inclusion de I’ensemble des arétes). Nous cherchons ici
a bien minorer

0 u(fdd — P)(f)) _ 1 inf u(fdd — P)(f))
Pe Gy (2 (P, 1) W (f?) Pe# (G I1(P, )

A priori, on a

u(fdd — P)(f)) . u(fdd — P)(f))
in > inf
Pe,(G.p) I(P, 1) PR (G.1) I(P, p)

mais par un simple argument de continuité, du fait de la densité de %, (G, )
dans #,(G, 1), on se persuade que I’on a en fait une égalité, et on se
contentera donc de s’intéresser au terme de droite.
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Commengons par revenir, dans le cas fini, sur la procédure de restriction
a une sous-tribu décrite apres 1’énoncé du théoreme 1 : si V = V,, (muni
de la tribu de toutes ses sous-parties), les sous-tribus sont en correspon-
dance naturelle avec les partitions de V,,, et on préférera travailler avec ces
derniéres. Ainsi a une partition ./ = (Ap, ..., A,) de V, et a un couple
(P, t) € Ry, on associe (P, n.,) € #, de la maniere suivante :

VO<i=<p, pns@)=nA)

pTHAD D PG Y) st (A #0
VO<i, j=<p, Py j)= XEA;, yeA;

i , sinon
(avec les notations de I’introduction, il s’agit, du moins si i charge tous les
A;,0 <i < p,cequi sera toujours vérifié ci-dessous, du couple (P, i),
oll .« est la tribu engendrée par .«#). Comme on 1’a déja indiqué, on a
I(Py, o) = 1(P, ).

Soit f : V, — IR qui est constante sur chacun des éléments de la

partition (i.e. qui est .«/-mesurable), on notera tout naturellement f., la
fonction définie sur V,, par

VO<i<p, VxeA;, f[f,0)=7f(x)

Pour une telle fonction, remarquons qu’en désignant par 1 (-|.«7) I’espérance
conditionnelle par rapport a .« sous [, on a

u(fad = P)(f)) = u(u(fl)Ad = P)(u(fl)))
= w(u(fl)puldd — PY((fl))]/])

=y (fy(d = Py)(fo))

et clairement u( f?) = My/(fé).

Ainsi il apparait que pour f € H(u)\{0},

p(fdd = P)(f) _ po(fo(d = Py)(fr)
wUDIP, W~ wa (2P, )

ou ./ = (Ao, ..., A,) est la partition associée a la tribu engendrée par f.
De cette maniere, en introduisant le graphe G ., sur V,, dont I’ensemble des
arétes est {{i, j} C V,/3x € Ajety € Ajtelsque{x,y} € E}, on se
ramene a ne considérer désormais que le cas ou en plus {f = 0} est un
singleton, c’est-a-dire ou toutes les valeurs prises par f sont distinctes.

Soit 7 (G) I’ensemble des sous-graphes de G qui sont des arbres (con-
nexes sur V, par définition). Le but de cette section est de démontrer le
résultat suivant :
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Proposition 3. Sous les hypo#ses pecddentegnotamment celles aux-
quelles on s’est ramensur f), on a

u(fdd—=P)(f)) inf u(fdd — P)(f))
P (G.) I(P, 1) T Te7(G) Pea,(T.) I(P, 1)

Manifestement, il suffit de montrer légalité

u(fdd — P)(f)) = inf u(fdd — P)(f))
PR (G.1) I(P, ) T Te7(G) PeRy(T.p) I(P, )

Preuve.A une matrice markovienne P réversible par rapport a 1, associons

M(P) = ()P, Y)), )e7, € 4(G)

ol Vn = {{x,y} C V,/x # y}etou .#(G) est ensemble des tableaux
triangulaires M = (M (e)),.y dont tous les éléments sont positifs et tels
quee ¢ E = M(e) =0.

Pour M € .#(G)\{0}, posons

Z.XEA, yeAC M({X, y})

1(M) = ACV,,,Oi<n;f(A)§1/2 w(A)
Ap(M)y= Y M{x, yD(f(y) = f(x))?
{x.y}ev,

EM) = {{x,y} € V, / M({x, y}) > 0}

Rappelons que toutes les valeurs prises par f sont distinctes, ce qui implique
notamment la stricte positivit€ de A y sur .#(G)\{0}. On a alors

u(fdd—P)(f)) inf Ar(M)
Pei,(G.p) I(P, 1) T Me#(G)\(0} 1,(M)

(6)

En effet, d’une part remarquons que pour P € ,(G, 1), wu(fAd—=P)(f)) =
Ar(M(P)) et I(P, ) = I,(M(P)), et d’autre part que les applications
I,, et Ay sont homogenes d’ordre 1 (a défaut d’étre linéaire, pour /,,) et
que pour M € .#(G)\{0}, soit (V,,, E(M)) n’est pas connexe, auquel cas
I,(M)=0,dou As(M)/I,(M) = +o00, soit il existe R > 0 assez grand
et P € #,(G, ) tels que M = RM(P).

D’ailleurs le fait que I’application

A (M)

F:.0(G)\{0)>Mr> oD

€10, +o0]
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satisfait pour tout t > Q ettout M € .#(G), F(tM) = F(M), montre que
I’infimum définissant le second membre de (6) est atteint. Notons A4 (G)
I’ensemble de ces minima globaux de F et soit

C = min c(M)
Me X (G)

ol ¢(M) = card{{x, y} € V, / M(x, y) > O}.

Considérons M € A (M) tel que c(M) = C. Notre objectif est de
prouver que le graphe 7 canoniquement associé a M sur V,, (qui admet
E(M) C E comme ensemble d’arétes, et que 1’on sait déja étre connexe)
est un arbre, ce qui évidemment montrera la proposition. Pour cela nous
allons adopter un raisonnement par 1’absurde, en supposant donc qu’il n’en
est pas ainsi.

Plus précisément, on appelera boucle une suite finie (xg, xq, ..., Xy)
d’éléments distincts de V,,, avec s > 2, tels que pour tout 0 < i <
s, {xi, x;+1} € E(M), en convenant que x,4; = Xxo (en fait I’ensemble
{x0, x1, ..., x;} sera abusivement aussi désigné par le terme de boucle). On
fera I’hypothese (a contredire) qu’il existe au moins une boucle.

Mais étudions tout d’abord I’ensemble

#=BCV,/0<uB)<1/2et Y M(x,y})=L(MpB)
X€B, yeB®

des parties ol est atteinte la « constante isopérimétrique » 1, (M), car le fait
qu’il existe xo, € V,, (I’antécédant par f de 0) tel que ©(xs) > 1/2 valui
conférer une structure particuliére a partir de laquelle on se convaincra que
T est un arbre.

Une premiere remarque utile est que pour toute aréte e € E(M), il
existe B € #tel que e € dB, la frontiere de B, qui est I’ensemble {{x, y} €
E(M)/x € B, y ¢ B}. En effet, si ceci n’était pas satisfait, on pourrait
diminuer un peu la valeur de M (e) sans modifier /,,(M), cependant cette
opération ferait immédiatement décroitre strictement A (M), du fait que
(Vf)*(e) > 0,0t onanoté (Vf)*(e) = (f(y) — f(x))*sie = {x,y}.

Notons # = % \ {{xx}}. Les propriétés importantes de % sont isolées
dans le résultat suivant :

Lemme 4. SoientB;, B, € #,0naB; UB, € #etsiB, N B, # ¢, alors
B, N B, € %#. Mais surtout, dans tous les casxse B, N Bj ety € BN By
alors{x, y} ¢ E(M). Parailleurs, siK estune boucle, alorsil exis® € %
tel que les composantes connexeskde B pour le graphe induit suk
par T soient des singletons.
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Preuve du lemmeSoient By, B, € % et considérons B = B, U B, ainsi
que B ={{x,y} € E(M)/x € BN Bj ety € B, N Bf}. On calcule que

Z M(e) = Z M(e) + Z M(e) — Z M(e) —ZZM(e)
e€dB e€d B e€iB, ecd(B1NBy) ecB

(en convenant que 39 = Pet ), = 0).

Cependant, on a toujours Zeea(BmBz) M(e) > 1,(M)u(B; N By) (ceci
esttrivial si BiN B, = @etdécoule sinondufaitque 0 < w(B1NB,) < 1/2),
ce qui permet de se rendre compte que

Y M) = Y M@+ Y M(e)— L, (M)p(Bi N By)

ecdB ecd B, ecoB,
= I, (M)(u(B1) + u(Bz) — u(B1 N By))
= 1, (M)(B)

On en déduit, en utilisant que 0 < w(B) < u({xx0}) < 1/2,que B € B,
puis nécessairement que

Y Me) = L,(M)u(B N By)
(363(31032)

ZM(e) =0
ech

ce qui justifie les deux premieres phrases du lemme.

Pourladerniére, soit K = (xg, . .., xy) une boucle. Onnote #"1’ensemble
{(BNK /B e #et BNK # @}, il est clair que # # ¥ (pour le voir il suffit
de considérer B € # tel que 0B > {x¢, x1}), et soit un élément By € #" de
cardinal minimal. Si By ne devait pas convenir, il existerait 0 < i < s tel
que e {x;, xix1} C Bp N K (toujours en convenant que x;+; = Xxg). Or
il existe B € % tel que e € 3B et en considérant alors B N By € A, on
obtiendrait une contradiction. a

Une autre notion commode dans ce contexte semble étre celle de points
de fuite : soit x € V,\{xx}, un point de fuite de x est un voisin y de x (au
sens ou {x, y} € E(M)) qui satisfait pour tout B € #,yeB=xeB
(notamment si X, €st un voisin de x, c’en est automatiquement un point de
fuite).

Remarquons que tout point x € V\{xs} admet au moins un point de
fuite. En effet, notons yq, ..., y, les voisins de x, si aucun d’eux n’était un
point de fuite de x, ceci signifierait que pour tout 1 < i < r, on peut trouver
B; € % tel que y; € B; et x ¢ B;. Mais en posant alors B’ = Uj<;<, B;
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et B = B’ U {x}, on aurait B’ € %, d’ou YoecopM(e) <D, op M(e) =
I,(M)u(B") < I,(M)u(B), ce qui n’est pas possible, par définition de
I,(M),car0 < u(B) < 1/2.

Considérons ensuite une boucle K = (xo, ..., Xx;), d’apres le lemme 4
et 2 une réindexation prés, on peut supposer qu’il existe B € 4 tel que
Xo € Bmaisx; & Betx, & B.

Montrons que x; et x,, sont alors des points de fuite de x : soit B; € 7
tel que By > xy, si xo ¢ B, on se retrouve dans le cas ou xo € B N By et
X1 € By N B¢, ce qui d’apres le lemme 4 interdirait a {xg, x;} d’appartenir a
E (M), ce qui n’est pas satisfait. De la méme maniere il apparait que x, est
un point de fuite de xo.

A partir de x;, suivons des points de fuite, disons successivement z5, . . .,
Zr = Xoo (On finit toujours par arriver en x, par finitude de V,,, car un chemin
obtenu en suivant des points de fuite ne peut pas revenir sur ses pas, sinon
il existerait deux points voisins x # x’ € V, tels que pour tout B € %,
x € B < x’ € B, or ceci est contradictoire avec le fait qu’il existe B € %
telque {x, x'} € 9 B).De maniere identique, a partir de x,,, suivons des points
de fuites, 25, ..., 2,, = Xoo, jUSqU’a arriver en xo. Notons ¢ = min{2 <
i <r/zi €{z5, ...,z ) et2 < q' <r'tel que z, = z;,. On construit ainsi
une nouvelle boucle K" = (Xo, X1, 22, - -+, Zps Zy 15+ -+ » 215 Xp)-

Notons K | (respectivement kz) I’ensemble des arétes {{xg, x1},
i, 22}, o {zg-1, 241} (resp. {{xo, xp ), {xp, 25}, oo (2], 15 2 }D). Quitte
a échanger les roles des indices 1 et 2, on supposera que

D M@V e)= Y M)V f)(e) @)

EEI?] eE[éz

Le cycle K’ que I’on vient de construire a la particularité suivante : si
B € %, alors de trois choses 1’une ; soit B O K', soit BN K’ = {, soit enfin

@W e -
o

Figure 1 les fléches @) ——(@) indiquent que y est un point de fuite de x.
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dBN (Ié U 132) est constitué de deux arétes e et ¢/, I’une appartenant a K,
et I’autre a 152. )

Pour 0 <t <t « min,,_ e M (e), considérons le tableau triangulaire
M, € #(G) défini par

M(e) —t ,siee[?l
VeeE, Mi(e) = M(e) +t ,sie € K,
M(e) , sinon

etnotons %, I’ensemble associé a M, de laméme maniére que 2 était associé
aM.
Par construction, vu la forme des intersections des €léments de % avec
K’ (on aura remarqué que pour tout 0 < ¢t < 1y, Zy Axo M, ({x00,y}) =
Zy#xoc M({xx0, ¥}), car soit Yoo ¢ K', soit xoc = z,), pour ¢ assez petit,
I,(M) = 1,(M,) et #, = %, mais a priori il se peut que pour un ty €
10, #1[, @,0 contienne un nouvel ensemble, qui n’appartenait pas a A, tout
en continuant 4 contenir tous les ensembles de % (f, étant le plus petit
0 < 1y < t; tel que %, # #). Nous allons maintenant vérifier que ceci
n’est pas possible : en effet appelons B, un élément de %,, \ 4, il est clair
(sinon)_,, g, M(e)/n(By) n’aurait pas pu descendre au niveau 1, (M)) que
nécessairement B, N {z1, 22, ..., Z,} est non vide, ou on a posé z; = x;.
On se convainc également qu’il existe 1 < i < p tel qu’en posant x’ = z;
puisx = z;_;sii > 2etx = xgsii = 1,onaitx’ € B, et x & B,.
Soit B € % tel que {x, x'} € 3B, puisque x’ est un point de fuite de x, B
contient obligatoirement x et on a aussi B € .@,0. On se retrouve dans la
situation suivante : x € B N BS et x’ € B, N B®, ce qui d’apres le lemme
4 (appliqué avec M remplacé par M, ) n’est pas possible si M, (e) > 0 et
si M, minimise F. Il reste donc a constater que [0, #;] > t — A y(M;) est
décroissante, ce qui découle de (7).
Le raisonnement précédent montre donc que
0,53t — M
1, (M)
estdécroissante, d’ou il resorten fait que (M, ) = F(M). Mais ceci fournit
la contradiction recherchée, car on a fait disparaitre une aréte de E (M), i.e.
c¢(M,,) < c(M), et on a donc bien prouvé que T était un arbre. a

Remarque.On peut a posteriori donner 1’interprétation suivante des points
de fuite : tout point x € V,\{x.} admet un unique point de fuite, qui «
indique la direction de x, a partir de x dans I’arbre T ». On peut également
facilement décrire % : considérons x., comme la racine de 1’arbre T, et
pour tout x € V,, notons 7, I’ensemble des descendants de x (x compris),
alors 2 = {Ui<i<pTy s p € N*, x1,...,x, € V, \ {xx}}. Ceci permet
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d’ailleurs, connaissant T et u, d’ obtenir, 2 une constante multiplicative pres,
le M € .#(T) minimisant A ;(M)/1,(M) : notons x, ..., x, les feuilles
deTete;, 1 <i <r,lesarétes quiy arrivent respectivement, on commence
par poser M(e;) = pu(e;) pour 1 < i < r, puis on remonte ensuite 1’arbre,
en utilisant qu’alors /,,(M) = 1. Ceci sera exploité dans la section 5.

Un arbre pointé G = (V, E, xs) est un arbre (V, E) dans lequel on a
choisi un sommet particulier xo, € V. Si V = V,, avec n € IN*, notons
%,(G) I'ensemble des couples (P, i) € &, telsque G(P, u) = (V,, E) et
tels que t(xoo) > 1/2. Par ailleurs, on associe a I’arbre pointé G I’entier
1,(G) qui est la longueur maximum d’un (V,, E)-chemin ne se recoupant
pas et issu de x,, (c’est-a-dire la distance maximale d’une feuille de G 4 sa
racine x.,). Pour [ € IN*, posons également .7, (I) I’ensemble des arbres
pointés G sur V, tels que /, G) <.

Le second membre divisé par u( f2) de 1’égalité de la proposition 3 est
minoré par

: A(P, 1)
_ inf TP
Ge7,1(G) (P, G) 1 (P, p)
et en fin de compte, on a donc obtenu, en passant a des infima en f (on

aura noté que MP, ) = inf pep, o n(fAd — P)(f))/u(f?), par densité
de H,(u) dans H (u)\{0}), puis en u (seul le graphe G reste fixé),

AP, ) . . . ACP, 1)
in ——— > inf  inf inf = ——
(P.w)er,(G) I (P, () ~ 1=p=n Ge7,1(G)) (P.wyen,G) I (P, 1)

Une conséquence de la section suivante est que I’on a en fait une égalité

ci-dessus.

RemarquesSi au début de cette section on avait supposé f € H () \ {0} au
lieude f € H,(u), on n’aurait pas pu conclure comme ci-dessus, car [(G)
aurait été remplacé par max,, [(G /) ol le maximum est pris sur toutes les
partitions de V,,, or ce nombre est en général beaucoup plus grand que /(G),
car des regroupements non connexes de points permettent de faire des sauts
(considérer par exemple un arbre binaire fini de hauteur plus grande que 3).

3. Ou l'on traite certains arbres pointés

Nous allons ici, dans un premier temps, étudier plus spécifiquement le cas
ou le couple réversible (P, u) est associé a une structure d’arbre pointé, ce
qui permettra de conclure a la premiere inégalité du théoréme 1, et ensuite
on verra a partir d’exemples que cette minoration est optimale, au sens de
I’égalité donnée dans le théoréme.

Notons 7, = U 1515,,_1,}” » (1) ensemble des arbres pointés sur V,,.
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Proposition 5. Avecles notations pedentes, SO = (V,,, E, Xo0) € Tp
et(P, ) € #2,(T). On a alors

1(P, w)
1.(T)

AP, ) >

Preuve.La démonstration est basée sur une récurrence sur 7. Pour diminuer
le cardinal de I’ensemble V,,, on va réutiliser la procédure décrite avant la
proposition 3. Remarquons juste que si G(P, ) est un arbre et si chaque
élément A;, 0 < i < p, de la partition ./ est connexe pour G (P, ), alors
G(P,, |L.y) reste un arbre.

U initiation de la récurrence en n = 1 est triviale, car pour tout (P, ) e
A1, (P, ) = I(P, u)etl (T) = 1pourtout T € 7. Soit donc n € N*
et supposons le résultat établi pour tout 1 < p < n, tout T € Jp et
tout (P, ) € # (T) Donnons-nous ensuite 7 = (Vat1, E, Xo00) € T p41
et (P,u) € .9?n+1 (7). 1l apparait sans difficulté qu’il existe une fonction
f € H(u)\{0} telle que

n(f —P)(f))
n(f?)
et que I’on peut toujours s’arranger pour que f (xo,) = 0 (car si ce n’est pas
le cas, nécessairement 1 (xo) = 1/2 et f estde laforme r I, ) avecr > 0,
mais on peut alors la remplacer par Iy,\._}). Remarquons que f «croiten
s’éloignant de xo, », au sens ou si {x, y} € Eetsid(y, xo0) = d(x, Xo0) + 1
(d désignant la distance naturelle sur (V, E)), alors f(y) > f(x).
En effet, il suffit sinon de considérer la fonction g définie par

f@Q+fx)—f(Qy) ,sizel,
f(@) , sinon

AP, p) =

VzeV, g(z)={

(rappelons que Ty est le sous-arbre issu de y, la racine de I’arbre 7' étant
Xoo0), pour se rendre compte de la contradiction

n@eU = P)(g) _pn(fU = P)f))

n(g?) n(f?)
Notons x, ..., x, les voisins de x,, dans I’arbre T = (V,,, E), puis posons
Jfi = fIr, pour 1 < i < r.Du fait de la structure d’arbre et puisque

f(x00) = 0, on vérifie immédiatement que pour 0 < i # j <r,

w(fif) =0 etu(fiP(f}) =0
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ce qui fait apparaitre que
VO<i<r,  p(fill = PY(f)) = AP, ) f})

Sir > 1,s0it 1 < iy < r tel que f;, # 0, et considérons .« la partition
formée de V,\T\, et des singletons de T, . Il apparait alors, en se servant
de I’appartenance f;, ., € H(u.,), que

AP, ) - APy, 1)
I(P, )~ I(Py, ko)

ce qui d’apres I’hypothese de récurrence se minore encore par 1/1.(T.,, V, \
Txio) (i.e. le role de x, est joué par I’élément Vn\TxiO dans I’arbre 7., qui
se déduit naturellement de 7 via la partition .«7), et il reste a utiliser que
LTy, V, \ Tx‘.o) < 1.(T) pour se persuader du résultat escompté.

Le cas intéressant correspond donc a r = 1 : xo, admet un unique voisin
z1. Intéressons-nous maintenant aux voisins de ce point qui sont différents
de xo,8’iln’y enaqu’un, appelons le z,, et sinon posons p = 1. On continue
ainsi de suite jusqu’a obtenir zy, ..., Z,, ou pour chaque 1 <i < p—1,z;
a deux voisins, I'un d’eux étant z; 1, et z,, a au moins trois voisins. Notons
f1 la fonction définie par

f(zp) ,sixeT,
f(x) ,sinon

Vx eV, fl(x):{

et soit f» = f — f1, qui est bien une application positive d’aprés une
remarque précédente.
Il est clair que

1
pn(fitd = P)(f2) = 2 Z pn@) P, y)(f1(0) = 1)) (f2(0) = f2(x)

X, Y€Vt
=0
de sorte que

pn(fd = P)(f) =pn(fitd = P)(f1)) + u(f2(d = P)(f2))

Cependant si ./ (resp. .«/») est la partition formée de T, et des singletons
{xoods {z1}s ..o, {zp—1} (resp. de {xeo, 21, - - -, 2p—1} et des singletons de 77 ),
ona

pn(fid = P)(f1)) =t (froo, (I — Py ) (f1,7,)
pn(fo(I = P)(f2)) = tary (f2,0,(I = Poy,)(f2,2,))
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et on peut alors utiliser I'hypothese de récurrence (ou (2) si T;, = {z,}), du
fait que f1 ., € H(u.y,) et f2,.4, € H(iy,), pour obtenir

I(P.y/la /‘L&/l)
L,
I(P, )
7 1w (f7)

1

I(P.,, 1,
— 2 ()

Por, (froor (I = Py ) (froe)) > o, (FE)

v

Wty (f2, (I — Py)(f2,0,))

v

=

Oﬁ Ll = p et L2 = l*(]—zofzv {xOO’ Zl, LCIL | Zp]})'
Or pour tout x € V,,, ona

L L
2f1(x) fo(x) < L—2f12<x) + L—1f§<x>
1 2

ce qui montre que (fi + f2)* < (L1 + La)(f{/L1 + f3/L2), puis que
w(f?) /(L + Ly) < ,u(flz)/L1 + M(ff)/LQ, et en regroupant les estimées
précédentes, on en déduit que

u(f I —P)(f)) - I(P, )
w(f?) T L+ L,

On termine la preuve en remarquant que L; + L, < 1.(T). d

Remarque.(a) On aurait pu dans la démonstration précédente se contenter
de poser
f(z1) ,sixeT,

f(x) ,sinon

Vx eV, fl(x):{

et fo, = f — fi1, ce qui évite de faire appel a (2). Néanmoins nous pensons
que dans la pratique, si I’on veut, pour un (P, u) € 2,(T) particulier, une
meilleure minoration de A(P, u)/I(P, v) que la borne générale donnée
ici, il sera parfois plus avantageux (quand on peut expliciter un L, < p) de
reprendre la preuve avec le f; décrit précédemment.

(b) Pour ce qui concerne la proposition 2, il suffit de noter que les argu-
ments développés dans la section précédente font apparaitre que pour tout
(P ’ :u/) € g?n,

WP . . AP, 1))
———— > inf _ inf inf = ——
I(P, ) — 1spsnTes,(qp.w) (Ppuhea,d) I(P', 1)
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Nous allons maintenant vérifier que si G = (V,,, E) est un graphe connexe
fixé, alors

I1(P,
sip M6
(P,we,(G) AP, 1)

car ce qui précede prouvant I’inégalité inverse, il en découlera que ’on a en
fait une égalité.

Soit (xo, ..., X)) un G-chemin injectif de longueur maximale. Soit
V' ={xo, ..., x16)} que’on munitde’ensemble d’arétes E’ = {{x;, xi+1}/
0<i<l(G)—-1}CE.

Soit 0 < € < 1, on a vu dans [11] que pour tout i > 0, il existait un
noyau markovien P’ sur V' réversible par rapport a une certaine probabilité
u' chargeant tous les points de V', le couple (P’, u') étant tel que

Vix#yeV, Py >0 {xy ek

I(P,u) < i
M > I(G)—e
A(P', ()

(ceci servait a prouver que (2) est optimal).
Nous allons ci-dessous perturber légérement (P’, i) pour le transformer
en un couple réversible (P, u) € %, (G) satisfaisant

I(P, p)
AP, )

ce qui impliquera bien I’estimation voulue, € étant arbitrairement petit.

> 1(G) —2e ®)

Pour ceci, supposons que i a été choisi suffisamment petit, disons i <
1/n?.Soit 0 < n < 1/(n — I(G)), on définit une probabilité Wy sur V, en
posant

VxeVy, wpuyx)= { (I =n =G (x) ,six eV

, sinon

(notamment si n = [(G), c’est-a-dire V' = V,,ona u, = ).
On considere également la matrice P, donnée par

0 ,six #Zyet{x,y}¢E

1/n ,sixgV'et{x,yleE
Vx,y € Vu, Py(x,y)=1 n/(np,(x)) ,sixeV'et{x, y}e E\E’

1—=e)P'(x,y) ,si{x, yleE’

1=> . Pyx,2) ,six=y
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qui n’est pas a priori markovienne, car certaines entrées P, (x, x) pour x €
V' peuvent étre négatives, mais qui du moins le sera pour 7 assez petit,
disons 0 < n < no. On vérifie alors que P, est réversible par rapport a j,
et que G(P,, u,) = G est satisfait.
Il reste a se convaincre que
lim (P, puy) = (1 —)I(P', 1)

n—04
limsup A(P,, i) < (1 — €)A(P', 1)
n—>04
car ceci montre qu’en choisissant > 0 assez petit, on obtient un couple
(Py, py) satisfaisant (8).

La seconde inégalité provient du fait que I’application & : %, — [0, 1]
est semi-continue supérieurement, que lim, o, u, = ' et de la conver-
gence de la sous-matrice indexée par V' x V' de P,, pour 1 petit, vers
(1 — €)P’. La fonction I : %, — [0, 1] est également scs., mais ceci
est évidemment insuffisant pour prouver la premiére convergence. Si u’
chargeait tous les points de V,, (i.e. [(G) = n) on pourrait conclure, car on
sait que / (ou 1) est continue en les couples (P, u) € %, tels que le support
de u soit V,,, mais typiquement ceci n’est pas satisfait. Considérons plutot
une suite d’éléments de 10, no[, (1,),>1, décroissante vers O et telle que
I(P,,, uy,) converge.

Pour tout p > 1, soit A, C V, tel que ;) (A,) < 1/2 et uy, (I, Py,
(IAcp ) = 1(Py,, ky,) Iy, (Ap). Quitte a extraire une sous-suite, on peut
supposer que A, ne dépend pas de p, on le notera alors A. Si on devait avoir
ANV’ =@ (ce qui impose notamment que n > [(G)), il apparaitrait que
ey, (Xa, Py, (Lac)) - 1 1

lim 1(P, . py) = li
i T Byt = 0 = A n—1G))

Orsi B C V'esttelque ' (B) < 1/2et /' (IgP'(Ige)) = I (P, W)u'(B),
on calcule que

1z P, (1
lim 1P, ) < lim Ht8Pn )
p—>00 l l p—>00 an(B)
"(Ig P’ (1pe 1
=(1—e)M( s P'(1p)) Aol (P ) < -
w'(B) n?
ce qui fournit une contradiction. Ainsi A NV’ # @ et on constate alors, en
notant A’ = ANV’ que
My, (La, Py, (Lac)) "(Ly P/ (1p
L e 04, T, (g — _E)M( A P'(1ar)) S (1 —I(P. 1)
p=00 Moy, (Ap) W' (A"

ce qui permet de conclure sans difficulté.




450 L. Miclo

Remarque.(a) En fait on a aussi pour tout graphe connexe G fixé sur V,,,

sup P 6 )

(P.ye, (G) AP, 1)
En effet, I'inégalité

I(P,
sup —( W <I1(G)
(P.wen,G) AP, )

découle de la majoration AP, ) < A(P, ) et du théoreme 1, et pour
I’inégalité inverse, il suffit de reprendre la preuve ci-dessus, car on a vu
dans [11] que I’on pouvait trouver un couple réversible (P’, u') sur V'
satisfaisant les conditions précédentes, mais avec A(P’, u') remplacé par
AP, 1.

(b) 11 est possible de montrer que deés que n > 2, le supremum dans (9)
n’est jamais atteint.

4. Liens avec les rathodes de Poincae

Nous allons présenter dans cette section une preuve alternative du théoréeme
1 et de la proposition 2, d’ailleurs un peu plus simple que celle qui précede
(1), mais ol n’apparait aucune description de la structure de certains «
€léments minimisants », ce qui la rend moins susceptible d’admettre des
prolongements, comme ceux que nous donnerons dans la section suivante.
Commengons par décrire sommairement 1’idée directrice de la démarche,
qui est inspirée de la section 3.3 de [14]. Les méthodes de Poincaré sont une
technique de minoration du trou spectral ou de la constante isopérimétrique
basée sur des considérations de chemins. Nous verrons qu’il en existe une
version (utilisant des flots multiples, qui ont été introduits par Diaconis et
Stroock [4] puis surtout par Sinclair [17]) qui est optimale pour la con-
stante isopérimétrique, au sens ou la minoration est en fait une égalité. Or
cette procédure se transpose naturellement pour donner une minoration du
trou spectral modifié, et la comparaison entre les deux méthodes fournit
immédiatement la proposition 2 (le théoréme 1 en découle via les exemples
de la fin de la section précédente).

Plus précisément, soient G = (V,, E) un graphe connexe sur V, et
(P, n) € #,(G) fixés. On introduit les notations suivantes : .7, et §/M
désigneront respectivement les ensembles {A C V,, /0 < u(A) < 1/2} et
{(A,x) € o, xV,/ x € A}, puis pour (A, x) € J;/M donné, soit Iy ,
I’ensemble des G-chemins injectifs qui aboutissent en x et dont le seul
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point n’appartenant pas a A est le point de départ. Les éléments de 'y, sont
parfois appelés des flots allant de A¢ a x, et un flot multiple, ¢4 ., allant de
A€ a x, sera simplement une probabilité sur I'4 ,. Un flot multiple (global)
¢ consistera en la donnée pour tout (A, x) € 7 x d’une telle probabilité
@4 .x- On notera ® leur ensemble. Soit donc ¢ = (¢A,x)(A,x)efyM € ®,onlui
associe la quantité B(¢) définie par

1
B(¢) = max max You@ D dax)

Aed, ecE mp , (8)

x€eA yelsy, yoe

oump ,(e) = u(x)P(x,y) sie = {x, y}, et ou’expression y > e signifie
que le chemin y emprunte I’aréte (non orientée) e. Avec cette interprétation,
un chemin sera aussi vu comme un ensemble particulier d’aréte(s) (d’ailleurs
si on sait a priori que le chemin est injectif et si on connait son point de
départ, comme ce sera toujours le cas ci-dessous, on peut le reconstruire a
partir de I’ensemble d’arétes non orientées qu’il détermine).

Proposition 6. On a

I(P =
(P10 =500 B9)

L'inégalité I (P, ) > sup,.q 1/B(¢) est un exemple de minoration par
une méthode de Poincaré (un peu différente de celle suggérée a la suite du
théoréme 3.3.6 de [14]) et le fait que I’on ait une égalité dit que celle-ci
est optimale : la meilleure application possible d’une inégalité I (P, u) >
1/B(¢), avec ¢ € ®, fournit la bonne constante.

Preuve. Soient A € </, et ¢ € ®. Tout d’abord vérifions que

p@aP@ac)) 1
n(A)  — B(9)

En effet, pour x € Aety e [y ,,ona

(10)

1= 1) ) ld1a(e)]

ecy

ot [d1a(e)| = [Ta(x) = 1a(y)| sie = {x', y'} € E.
Il apparait ainsi que

(A = Ta(0)(x)

xeA

<) ) Y ¢ax() Y ldIxe)

xeA yelax ecy
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|
:Zmp,ﬂ(e)|d1A(e)|mgu(x) > baxy)

eckE yels x, y3e

< B(@#) Y mpu(e) dI4(e)|
ecE

= B(@)pu(Is P(14c))

d’ou découle (10). En prenant le minimum en A € .«/,,, on obtient que

I1(P, > —
T

puis en passant au supremum en ¢, I’inégalité de Poincaré

I1(P, >
(Pop) = sup 555

est démontrée.
Pour la réciproque introduisons de nouvelles notations : si ¢ € ®, A €
o/, ete € E, on pose

gp.a(e) = mPi © gu(ﬂ yegjﬁe Pax(¥)
puis
A($) = (A" € /) max gy x(€) = B())
E(¢, A) = (' € E/gp.a(¢) = maxgy 4(e)}
et enfin

N(@)= ) card(E(p, A)

Aedt, ($)

Par des arguments usuels de compacité et de continuité, on constate
que infgco B(¢) est en fait atteint, et parmi les éléments ¢ € ® réalisant ce
minimum, considérons-en un dont N (¢) est minimal. On le notera ¢© et soit
ensuite Ag € o/, (¢ ©). Mais on va plut6t s’intéresser a un autre ensemble
A| C Ay défini de la maniere suivante : il s’agit de ’ensemble des points
x1 € Ap pour lesquels il existe xg € Ao, Yo € I'4,.x, avec ¢£‘00)1x0(y0) > 0, et
ep € E(@©, Ag) Ny, qui satisfont la propriété suivante : x| est un élément
de yo qui se trouve apres ¢y, comme 1’indique shématiquement la figure
ci-dessous.
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Figure 2 y; et y; sont respectivement représentés par le trait épais et le trait fin, et les
rectangles désignent des arétes de E(¢©, Ay).

Avec ces notations, considérons un autre chemin y; € I'y, y,, nous allons
prouver par I’absurde que nécessairement y; N E (¢©, Ag) # ¢ (et ceci sans
faire I’hypothese que ¢4, «, (1) > 0).

Notons y;; la portion de yp qui va de x; a x¢ et y; celle qui va de Aj a
xi. Quitte a remplacer x; par la premiete intersection de y; avec y, on peut
supposer que y; et ¥, ont x| pour seul sommet commun. On désignera alors
par y» € T4, y, la concaténation des chemins y; suivi de y;.

def. PP <

Pour0 <t < fp'= ¢f£)) x, (Y0), on définit ¢ € @ en transférant de la

masse donnée par ¢ 2 y; vers y, de la maniére suivante :

VAed\MA), VxeAd, ¢P =¢P
0
Vx S AO\{xO}v ¢X3’x = ¢/(4()),X

o ()=t Lsiy =y
VY €lum 4o =100, n)+t siy =y
0 .
¢/(40)7 o ) , sinon

On calcule que pour tout A € 7, ettoute € E,

g¢(t)’A(€)

8p0 a,(€) — t(x0)/mp p(e), siA=Agetecy\r2 (=yi \ v C¥)
= { 840 a,(€) +11(x0)/mp p(e), siA=Agete ey \y (=y1\y) Cr)
80 ale), sinon

Par I’hypothése a contredire que y; N E(¢©, Ag) = @, il est clair que
pour ¢ > 0 assez petit, disons 0 < t < t; < f,
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Veey 8sma(e) < g a(e) < 8o a,(e0) = B@?)
ce qui implique notamment que
Max g4, Ay (e) < Max g0, 4, (e)
etpour A € o7, \ {Ao},
I?&Zi 8o ale) = I;gg( 8o, a(e)

Considérons les deux situations qui peuvent apparaitre : tout d’abord si
o, (9@) = {Ap}, alors pour # > 0 suffisament petit, on a aussi .«7,, (¢") =
{Ap}, ce qui admet pour conséquence que

max g4o €) = max 2,40 e
n g¢’,A0( ) na 8¢ ,Ao( )

(sinon B(¢®) < B(¢?)) et ainsi ¢ minimise également B. Mais on aura
aussi pour 0 < ¢t < 11, N(¢®) < N(¢?), caron aenlevé ey de E (¢, Ag)
sans rajouter d’autres arétes, ce qui est en contradiction avec le choix de
PO

Supposons maintenant que <7, (¢®) # {Ao}, ce qui nous assure que
pour 0 < t < t;, B(¢”) = B(¢?), c’est-a-dire que ¢ est aussi un
minima global pour B. Cependantona N (¢®) < N(¢®) pour0 < ¢ < 11,
car soit Ag & &Z,L(QS(”) et on a donc retiré card(E(¢©, Ag)) > 1 de la
sommation dans N (¢"), soit comme précédemment, on a au moins enlevé
[} de E((ﬁ(t), Ao)

Ainsi on se rend compte que 1’on a toujours y; N E(¢©, Ag) # 0.

Un premier intérét de cette partie A; est que pour tout e € dA; (qui ici
est ensemble des arétes {x, y} € E avecx € Ajety ¢ Aj),onae €
E(@©, Ay). Eneffet, soite = {x, y} € dA;,avecdisonsx € Ajety & A;.
Siy € Ag,pourtouty € I4, , avec ¢f400)’y(y) > 0,onayNE@@Y, Ay) =0,
sinon on aurait y € A;. Or en considérant ' = y U {e} € 'y, ,, on a
nécessairement y' N E(¢©, Ag) # @, d’ote € E(¢©, Aj). On conclut de
la méme maniere si y € A, en prenant y' = {e} € I'4, ..

Une autre particularité de A; est que si x € Ag et y € 'y, , sont tels
que ¢f£))’x (y) > Oet quil existe eg € y N E(¢p©, Ap), alors x € A et
y NJA; estréduit a un singleton, car tous les sommets qui se trouvent apres
la premiére aréte appartenant 2 E (¢, Ag) sont dans Aj.

En reprenant la premiere partie de la preuve et en tenant compte de ces
remarques, on se convainc alors que
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p(da P(Xae)) 1
n(Ar) B(¢©)
(on aura noté que A; € .«/,,, car u charge tous les points de V,,).

En effet, pour x € Aj ety € I'y, . tel que ¢(0) (y) > 0, d’apres ce qui
précede,

L4, () =Y |dla,(e)|

ecy

(un seul terme de cette somme étant non nul), d’ou

@)= Y ¢5) (1N |dlae)|

V€lagx ecy
puis
pAD =Y ux) > o . Y.
X€EA; VGFA()X ecyNIA,;
= Y mee) Y@ D> .
eciA (e) XEA; VEFAOx ye
= Y mee)- du@ D> 0.
eciA (e) XEA yeFAO ¥, Ye
=> mp,u(e)B(¢<°>)
eciA

= ggg B(¢) (I, P(14))

ce qui permet de conclure (et en fin de compte on pourrait remplacer le
supremum par un maximum dans cette proposition). d

Comme annoncé, laméthode ci-dessus s’adapte sans difficulté pour don-
ner une minoration du trou spectral modifié. En reprenant les notations
précédentes, on note pour ¢ = (Pa.x) (4, e, €D

C(¢) = max max M(e)Zuu > Ivldar)

yela , y3e

ou |y | désigne la longueur du chemin y .

Proposition 7. On a

MP.0) 2
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Preuve.La démonstration est traditionnelle : soient f € H(u) et ¢ € ®, il
faut voir que
p(fad—P)(f) _ 1
n(f?) — C(9)

Soit A = {f > 0} € ./, puisque f s’annule sur A, on obtient pour x € A
et y € 'y, par une application de I’inégalité de Cauchy-Schwarz,

20 < ly1)_@df)(e)

ecy

oll on a évidemment posé (df)*(e) = (f (') — f(x"))?>sie = {x', y'}.
Il reste alors a écrire que

w(f) = fru)

x€A

<Y n@) Y yleasy) Y (@f)(e)

x€A yela . egy

1
=D mpu(@df) () Dou@) Y lyleas)
€A

ecE mP’M(e) X Y€lsy, ¥2e

<C@) Y mpu(e)df)(e)
ecE

= C(@)u(fdd = P)(f))

pour démontrer 1’inégalité de Poincaré énoncée dans la proposition. d

Pour se persuader que la proposition 2 est satisfaite, il suffit de noter que
pour A€ o/, x € Aety € 'y, |yl < I(P, u), ce qui implique que pour
¢ €D, C(¢) <I(P,n)B(9).

Remarque.Tout naturellement on se demande si I’on a une égalité dans la
proposition 7, mais nous pensons que du moins sous cette forme, ceci est
faux. On peut cependant introduire des poids : pour chaque A € <7, x € A
ety € I'y x, soit wy ., une fonction strictement positive sur y, vu comme
un ensemble d’arétes. On a alors évidemment

1
20 oA, x, )Y ———(df)(e)

ey wA,x,y(e)

ou

oA, x,y) =Y oaxy(e)

ecy



Isopérimétrie et trou spectral 457

ce quinous amene a introduire 2 I’ensemble des @ = (WA ,x,y ) (A,x)es,. yelyrs
chacun des w, ,, étant comme ci-dessus (bien qu’en fait il suffirait de con-
sidérer ceux qui sont des probabilités chargeant toutes les arétes de y), puis
aposerpour ¢ € detw € Q,

- 1 (A, x,y)
C(¢, w) = max max ———— Z m(x) Z ———Pax(¥)
Acsly ecE mp (e) S e e WA x,y(€)

car on a encore

MP. ) 2 ¢er<1r>133(esz C(¢, w)
On conjecture qu’ici la liberté de choix de ¢ et de w doit étre suffisante pour
nous assurer de 1’égalité.

Par contre, dans un contexte légérement différent (minoration du vrai
trou spectral et les I'4 . sont remplacés par les Iy ,, pour x # y € V,,
I'; , étant I’ensemble des chemins allant de x a y dans G), Kahale [7] a
montré que si on ne considere que les poids w qui sont tels que wy ., (e) ne
dépend en fait que de I’aréte e (orientée ici) et non pas du chemin y, alors
on peut ne pas avoir égalité, mais au pire le quotient du trou spectral par la
minoration obtenue est de I’ordre de In*(n) pour n grand (et cet ordre est
optimal, comme cet auteur 1’a vérifié sur les « expander graphs »). C’est ce
résultat qui suggere que 1’on n’a peut étre pas égalité dans la proposition 7.
11 faut toutefois étre prudent, car ces mémes contre-exemples permettent de
voir qu’on ne peut pas en général avoir égalité dans la proposition 6 si les
ensembles A € .o/, sont remplacés par des points y € V, (voir la discussion
et les références données dans la derniere section de I’article de Sinclair
[17]), il semblerait donc que I’introduction des ensembles précédents ne
soit pas innocente.

D’ autre part, on aura remarqué que les poids ne permettent pas d’améliorer
laproposition 2, carsi 2, ., estI’ensemble des probabilités w, ., chargeant
toutes les arétes de y € I'4 ,, alors

1
min max ———————
wA,x,VEQA.x,y eey a)A’x’y(e)

est atteint uniquement en la probabilité équidistribuée sur y et vaut donc
ly1.

Par ailleurs, précisons que les méthodes de Poincaré introduites dans
cette section sont inutiles pratiquement pour évaluer par exemple I (P, w),
car elles sont plus compliquées que le calcul direct, elles n’ont d’intérét que
comme intermédiaires dans la preuve de la proposition 2, et éventuellement
dans une compréhension théorique de I’optimalité des méthodes de Poincaré.
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5. Etsila probabilité p est aussi fixee ?

Nous allonsici étudier la minoration optimale de la fraction X(P, w)/1(P, )
pour (P, u) € %,, quand a la fois le graphe sous-jacent G (P, u) et la prob-
abilité u sont fixés. Les résultats que nous obtenons ne seront qu’a moitié
explicites, car ils feront intervenir des quantités difficilement manipulables.
Mais ils pourront parfois conduire a des estimations intéressantes. Dans une
premiere partie on considerera les arbres pointés et certaines inégalités de
Hardy avec poids sur ceux-ci, puis grice a la section 2 et a I’introduction
d’une nouvelle modification du trou spectral, on en déduira des résultats sur
le cas général. On traitera les cas correspondant au graphe complet, puis on
terminera en donnant des estimées pour des perturbations d’arbres pointés
infinis et réguliers, munies de probabilités admettant des décroissances ex-
ponentielles avec la hauteur.

Soit T = (V,,, E, x) un arbre pointé, avec n > 1, et i une probabilité
chargeant tous les points de V,, pour laquelle p(x,) > 1/2.

Pour chaque x € V* « Vi \{Xs0}, notons comme d’habitude p(x) le pere
de x et T, le sous-arbre enraciné en x des descendants de x. Pour / > 0, on
consideére la matrice P; définie par

T(Te)/m(x) , 81 y=p(x)
Tu(Ty)/u(p(y)) ,six=p(y)
VX, y eV Pilx,y)=1 six#£yet{x,y) € E

1— Z#x Pr(x,z) ,six=y
(11)

Il est clair que pour / assez petit, disons 0 < I < Iy, P; sera markovienne
et réversible par rapport a w. De plus A(Py, w)/I (P, u) = AM(Pr, )/ ne
dépend pas de 0 < I < I, et on notera donc L (T, ) cette constante, qui
vaut

2
L(T.u) = inf Y ecr (T (df)*(e)

(12)
FEH (xs)\{0) w(f?)

ol on anoté H (¥o0) C H () ’'ensemble des fonctions positives s’annulant
€N X et ol on a convenu que T, = Ty, sie = {x, p(x)} avec x € V,". En
fait L(T', i) ne dépend que de la restriction de p a V' et on peut multiplier
cette derniere restriction par une constante strictement positive sans changer
la valeur de L(T, i) (du moins tant que la condition p(x.) > 1/2 reste
satisfaite).

L’intérét de cette quantité est que d’apres la remarque qui suit la preuve
de la proposition 3,
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AP, 1)

min = L(T,
pmi TPy - LT

ou #,(T, u) est I’ensemble des noyaux markoviens P tels que (P, u) €
R,(T), avec les notations de la fin de la section 2.

A une constante multiplicative 16 prés, on peut estimer ce nombre
L(T, n) grice aux inégalités de Hardy avec poids sur les arbres discrets
(cf. I’appendice, ou on les déduit des inégalités de Hardy avec poids sur les
arbres continus obtenues par Evans, Harris et Pick dans [5]).

Plus précisément, soit .#" I’ensemble des sous-arbres de T qui n’admettent
pas xo, comme sommet et qui sont tels que si x € V¥ et I’'un de ses fils en
sont des sommets, alors tous les fils de x en sont des sommets. On construit
une fonction v, sur 4" par I’algorithme suivant : soit K € #', et notons
Xo € V, saracine.

e Si K est réduit au singleton {x}, alors

U[L(K) = M(Txo)

e Sinon, on pose

1 1 1
= +
(K)  u(Te) g Vn(Kx)

ou on a noté G (xp) ’ensemble des fils de xg, et ou K, £ @ est le sous-arbre
des descendants de x (lui-méme inclus) dans K.

Posons ensuite #" 1’ensemble des K € # dont la racine est I’un des fils
de x4. Pour un tel K, on note K’ I’ensemble des descendants des feuilles
de K (elles-méme comprises), puis on pose

5 e w(K)
LT = it =%

Les inégalités de Hardy (du moins celles concernant les espaces IL%)
s’énoncent alors par 1I’encadrement

LL(T, ) < L(T, ) < L(T, )

Si T est un segment pointé en 1’une de ses extrémités, par exemple si

E={{i,i+1};0<i<n}
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et si xo, = 0, il apparait que
1 1
R = sup —
L(T,p) 1sizn léi pnj,j+1,....n})

p(ii+1,....n) (13)

Il existe une autre méthode permettant parfois d’évaluer la constante L (7', ()
: soit < I’ordre naturel sur I’arbre pointé 7', qui est défini par x < y, pour
x,y € V,,sietseulement si x est situé¢ sur le chemin injectif conduisant de
¥ & Xoo. Les arguments présentés dans la section 3 permettent de se rendre
compte qu’il suffit dans I'infimum qui définit L(7, u) ci-dessus de con-
sidérer les fonctions f € H (xs)\{0} qui sont croissantes pour cet ordre.
Associons a une telle fonction f I’application g : V" — IR, par

Sx)— f(p(x))
Vi (Ty)

VxeV:, gk =

ce qui permet de réécrire

D T e) =) g x)

ecE xeVy
T;
W= Em+2 Y g0, A0
yevy v,2€VY, y=<z M(Ty)

Ainsi il apparait que
1
1+ AT, 1)

ou A(T, ) est la plus grande valeur propre (dite de Perron-Frobenius) de
la matrice symétrique positive Q = (Q(x, y))x,yev> donnée par

L(T, n) =

VxyeVy, 0y = {*/’*(T"W)/“(TW) m oy s
0 , sinon

(les notions <, V et A sont évidemment relatives a 1’ordre de T introduit
ci-dessus). On peut alors utiliser la théorie des matrices positives (voir par
exemple [16]) pour essayer d’évaluer A (T, w), ainsi on sait que

AT = max mip e 20 080)

ge€F (V) xeVy g(X)
. > yev: Q(x, ¥)g(y)
= min max
g7 (V) xeVy g(x)

ou # (V) est 'ensemble des fonctions strictement positives sur V", et
donc notamment pour tout bon choix de g € 7. (V))),
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min — Z Q(x, »)g(y) < AT, p) < max— > 06, ygW)

eV g(x)

yeVr yeVr

(14)

Revenons au cas général ou G est un graphe connexe sur V,, et ol u est une
probabilité sur V, en chargeant tous les points.

Soit A C V,, tel que nw(A) > 1/2, on note V4 ’ensemble formé de A et
de tous les éléments de A¢. A partir de G, on construit comme d’habitude
un graphe G4 = (Vy4, E4) sur V4. Soit T un arbre pointé en A sur V,
dont I’ensemble des arétes est inclus dans F4. Appelons également i la
probabilité sur V, définie par

Vxe VA,

_ u(A) ,six=A
(x) = { .
u(x) , sinon

On consideére .7 (G, i) I’ensemble des couples (T, v) qui s’obtiennent de
cette maniere.
Alors d’apres la remarque qui suit la preuve de la proposition 3, on a

AP, _
mf MW e LF
Pen, (G I (P, M) (T.W)eT (G,

ou rappelons que %, (G, 1) est I’ensemble des noyaux markoviens sur V,
qui sont réversibles par rapport a u et tels que G(P, u) =

Cependant, la quantité
Cinf  L(T. )
(T, )e7 (G, )
n’est pas en général une treés bonne estimée pour
A(P, 1)
in
Pe#,(G.w) T(P, 1)

sauf par exemple dans le cas ou G = G, le graphe complet sur V,,, comme
nous le verrons ultérieurement. Un premier pas dans la direction de cette
affirmation est de remarquer que inf 7 ;)¢5 .0 L(T, 1) est toujours de
I’ordre de I7'(G, ), ot [(G, ) correspond 2 1’expression que 1’on avait
désigné par /(P, p) avant la proposition 2, car il est clair que ce terme ne
dépend pas du choix du noyau markovien P qui satisfait G(P, ) =

Proposition 8. SoientG un graphe connexe s, et une probabilie
chargeant tous les points, on a I'encadrement

1
< inf LT, i) < ——
G, p) — T.we7G.w G, uw)—1
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Si dans la démonstration ci-dessous on avait plutdt utilisé des estimées de
la forme (14), on aurait pu améliorer Iégerement la constante 4 ci-dessus en

24/2.

Preuve. On reprend donc les notations qui précedent la proposition 2, en
remplagant toutefois lg(p, ) parlg. Soit A € B(u) tel que lg(A) = I(G, ),
puis construisons un arbre pointé T sur V4 en A tel que 1.(T) = I(G, nm,
ce qui est bien possible d’apres les diverses définitions qui interviennent.
Considérons ensuite A = 29, 21, ..., 2, Un T-chemin injectif de longueur
p = 1.(T) issu de A, puis notons Al = Vi \{z1,...,zp} et Az =V, \
{z1, ..., Zp—1}. On en déduit deux arbres pointés

f(l) = ({AI’ZI’ e ey Zp}, E(l)’ Al)
7}:‘(2) = ({A27 rFSTRER ,Zp—]}, E(z)a AZ)

ou EM (resp. E(z)) est I’ensemble d’arétes {{Al, 21} {z1, 22}, - {zp—1,
Zpt}(resp. {{z1, 22}, ... {zp—1, 2p—2}s {2p-1, Az}}). On a donc a faire a deux
segments pointés en 1’une de leurs extrémités. On notera /1) la probabilité
sur {A,», 21y -+ -5 Zp41—i} qui se déduit naturellement de u, pouri = 1, 2.
Pour obtenir la majoration de la proposition, il suffit de montrer que

A A A A 2
LTV, A A L(TP, 4P) < <
I+1(p—1/2) ~ p—1

et pour cela supposons par exemple que

15)

wl{zi, ..., z2p))

nzip-n21+1s -+ 2ph) = >

Pautre cas, u({z1, ..., 21 p-12}) = nlz1, ..., 2, /2 = n(z, ...,
Zp—1})/2, se traitant de maniere symétrique, en considérant plutdt ci-dessous

le segment 7. R
Appliquons la formule (13) au segment 7", on obtient

1
G0, a0
= )
1<j=<1+[(p—1)/2]

=+ 1(p=D/2D

=0+ p=1/2])/2

w{zZ14((p=1)/2s 224 [(p=1)/2» - - - > Zp})
TN} L(p=1)/2) Z2+1(p=1)/2) P

PUZ14((p—1)/2]5 22+ (p—1)/2]> - - - » Zp})
lu’({le Z27 LRI ) Zp})

et on en déduit I’inégalité (15).
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Ceci termine la démonstration de la proposition, car la minoration découle
immédiatement de la proposition 5. d

Les considérations ci-dessus suggerent que la liberté de choix de A est
trop grande. Pour palier a cet inconvénient, on introduit une nouvelle quan-
tité qui ressemble a s’y méprendre au trou spectral modifié : soit H(P, p)
I’ensemble des fonctions qui sont telles que { f = 0} contienne une com-
posante G (P, u)-connexe de masse supérieure ou égale a 1/2 (on a donc
ﬁ(P, ) C H(w)), puis on pose

AP~ e MU= P

FeA(P.\(0) n(f?)

Vérifions tout d’abord que A(P, ) et A(P ) sont du méme ordre ce qui
montre que 1’on aurait pu remplacer des le début AP, 1) par AP, ).

Proposition 9. Pour tout couple(P, 1) € %,, avecn > 1 et chargeant
tous les points, on a

AP, @) < M(P, 1) < 24(P, )

Preuve. Soit f € IL*(u) \ {0} telle que n(f) = 0, ou est atteint I’infimum
définissant (P, (), une telle fonction existant bien des que p n’est pas une
masse de Dirac.
Pour tout ¢+ > miny, f, appelons A; = {f > t}, que I'on décompose

en ses partles connexes (sous-entendu relativement au graphe G (P, ,u))
disons A .,A ) Pour ¢ > miny, fetl <i < n, fixés, on note B"

- B[(l m’ les n; ; composantes connexes de Vn\A[( ) 1l existe alors au plus
un indice 1 < i < n, qui soit tel que

Vi<j<ng  wB")<1/2 (16)

En effet, soit 1 < iy < < n, un tel indice, pour tout i # iy, 1 <i < ny, Am
est inclus dans un B f0.J) pour un certain 1 < j < n,;,. Ceci montre que
I’un des Bt( ] >, avec 1 < j’ < m,;, contient V,,\Bt( 0 ), qui admet un poids
relatif a p supérieur ou égal a 1/2 et qui est connexe (faire un dessin).
Soit fy le supremum des ¢ > miny, f tels qu’il existe un indice 1 <i <
n; satisfaisant (16), et s’il n’existe jamais de tel indice, on pose fyp = miny, f.
Il apparait immédiatement que pour tout miny, f < t < t, (16) est
satisfait, et si on convient, a un réindicage pres que I’indice ou (16) est
vérifié n’est autre que 1, alors (A;l))minvn f<t<1, €st une famille décroissante
d’ensembles. De plus on se convainc sans difficulté qu’il existe un point
xo € V, tel que f(xp) = ty et que pour ¢ > 1y, (16) n’est plus satisfait.
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Si fp > miny, f, notons A,O = {f < 1t} que I’on décompose de fagon
) A(flro)

analogue en ses parties connexes A, ", ..., A, "', puis pour chaque 1 <i <

~ . = (i1 = (i,7ig,i) ~ ~(i
1, soient B,(Ol ) B, " les fi,,; composantes connexes de V), \ At((’)).
Constatons que pour tout 1 < i < ny, il existe un indice 1 < jo < n,; tel

que

w(By ) = 1/2

En effet, posons #; = max{f(x)/f(x) < ty}, de sorte que /LO = Afz C
(Afz1 ))C, out, = (fp +t1)/2, ceci permettant de voir que AX) est inclus dans
I'un des szl’j), avec 1 < j < ny, 1, puis par suite que I’un des ét(oi’j‘)) contient
V,,\B,(zl’j ), on peut alors conclure comme précédemment.

On est ainsi amené a poser f = f — ty1, puis

V1=<i=<ny,, Jri= IA(Hf
10

VlSiSﬁl(p f_qi:IA(i)’f)
)

car ce qui précéde nous assure que chacune de ces fonctions f. ; ou f_ ; ap-
partient a H (G, w). Onaévidemment convenu qu’iln’y a pas d’applications
f_’l’, Sity = mil’lvn f

Par ailleurs on vérifie facilement (voir par exemple la démonstration du
lemme 2 de [11]) que

w(f(1d — P)(f)) = n(f1d — P)(f))
> u(fr(dd — P)Y(f)) 4+ n(f-(d — P)(f))
avece

fo= D" fri=150,f

lgifn,o

f—: Z f—,i = If~'<0

1<i <y,

f

Or on a clairement d’une part que
p(fr@d=P)(f)) = Y u(fei(d = P)(fi:)
1§i§n,0

p(fd—=P)(f) = Y w(fidd—P)(f 1)

1<i<ity,



Isopérimétrie et trou spectral 465
et d’autre part, vu que f est de moyenne nulle, que

n(f?) < n(f?

= n(fP) +n(f)
= > u(fio+ Y u(f2)
lgisn,o 151’57:,0

d’ou il resort donc que

_ pr(fdd = P)(f)
n(f?)
. 215,-5,,,0 M(f+,i(1d—P)(f+,i))+215i§;,,0 u(f—i(d—=P)(f-:))
B Zlgign,o M(ff,i) + leisﬁ,o /’L(f—z,i)
—— wu(fyi(Id _ZP)(f+,i)) A inf pu(f-i(Id _ZP)(f—,i))
l<i<ny, /J“(f_q_,i) I<i<iy, /’L(f_,i)
> AP, 1)

AP, )

LEI majoration du trou spectral découle quantaellede (P, u) < 2):(P, n) <
2A(P, ). O

Remarquesa) Dans le cas ou on sait a priori que G(P, @) est un arbre, on
peut trouver un #y de maniere plus immédiate : soit xo € V, et yi, ..., y;
ses voisins dans I’arbre G(P, n). En voyant xo comme la racine de cet
arbre, soient 71, .. ., T, les sous-arbres issus respectivement des yq, ..., y,.
Il existe un point xg tel que 1’on ait pour tout 1 < i < r, u(7;) < 1/2
(en effet, pour le trouver on commence par choisir un point x, quelconque,
et s’il ne convient pas, on se place en le voisin y; ou I’indice i est tel que
w(T;) > 1/2, puis on renouvelle cette procédure ..., en un nombre fini
d’étapes, on arrive en un point qui satisfait la condition précédente). Ce
point est indépendant du vecteur propre f associé au trou spectral, et il
suffit alors de considérer tp = f(xg), puis pour 1 < i < r, les fonctions
définies par

| f(x) =t ,sixeT;
0 , sinon

VxeV, f,-(x):{

b) On peut se demander si I’on n’aurait pas généralement pour tout
(P, ) € &,, I'égalité X(P, n) = ):(P, W), puisque I'on a le méme en-
cadrement du trou spectral en termes de ces quantités. Cependant si pourn =
2 on vérifie directement que I’on a toujours ):(P, w) = )A»(P, W), par contre
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des que n = 3, on peut construire des exemples avec k(P n < A(P ).
Du moins ce qui précéde montre que X(P w)/2 < A(P n) < )L(P Ww.

¢) Par contre le fait de considérer des ensembles connexes ne modifie pas
la constante isopérimétrique : si on note Z(P, i) I’ensemble des A C V,
qui sont G (P, u)-connexes, dont le complémentaire est aussi G (P, u)-
connexe, et qui vérifient w(A) < 1/2, alors

p(Ip P (Tpc))

I(P = i
(P Ae,g(lP,;L) w(A)

Il s’agit la du corollaire 4.4 de [8], qui se montre en considérant les com-
posantes connexes des différents ensembles qui apparaissent.
La proposition 9 nous améne 2 introduire 7 (G, 1), qui se définit comme
7 (G, 1) ci-dessus, mais ol on part a priori d’ensembles A tels que u(A) >
1/2 qui sont de plus G-connexes, pour construire des couples (7', fi).
Notre principal résultat ici s’énonce alors

Théoreme 10. SurV,, soientu une probabilie en chargeant tous les points
et G un graphe connexe. On a

AP, n . —
in inf L(T, i)
pPez,(G,w) I (P, ,u) (T, )T (G, 1)

Preuve. Comme précédemment, la minoration

AP, u) . -
in inf L(T, iv)
Pe#,(G,1) I(P M) (T, )eT (G, 1)

découle la remarque qui suit la preuve de la proposition 3, mais ol on a
suppos¢ de plus que la fonction f satisfait que { f = 0} est G-connexe.

Pour la majoration, donnons-nous (T, 1) € T(G W) etsoit A 1’ensemble
a partir duquel on a construit ce couple. Soit x, ..., x, € A les filsde A
dans T, et notons yi, ..., ¥, des éléments de A (non nécessairement tous
distincts) tels que pourtout 1 < i < r,{x;, y;} soitune aréte de G. Plutot que
de noter p(x;) = A comme d’habitude, on posera désormais p(x;) = y;,
pourl <i <r,etB = AU{yi,..., ¥ }. Soit0 < I < 1fixé, on considere
la matrice 131 indicée par V,, x V, et définie par

Tu(Tye)/(x) ,81x,y € Bety = p(x)

I(Ty)/n(p(y))  ,six,y € Betx = p(y)
Vx,y € Vo, Pr(x,y) =1 me/(np(x)) ,six,y € Aet{x, yleE

0 ,six#yet{x,y}gZE

I_ZZ#PI(X’Z) ,Six =1y
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ou [, = min,ey, 1(x) et ol E est 'ensemble des arétes e = {x, v}, avec
soit x, y € A et e est une aréte de G, soit ¢ = {x;, y;} pourun 1l <i <r,
soit x, y € AC et e est une aréte de 7. Il est clair que pour I assez petit,
P; sera markovienne et réversible par rapport a . Mais on montre de plus
(en s’inspirant de la fin de la section 3 et en utilisant le fait que A est G-
connexe) que pour / éventuellement encore plus petit, les seuls ensembles
Ctelsque u(C) < 1/2etl(Py, n) = u(Ic P(I¢c))/m(C) sontinclus dans
A€ ou sont égaux a A (dans le cas ou (A) = 1/2). Ceci nous assure que
I (Py, n) = I, et on en déduit, en considérant des fonctions qui s’annulent
sur A, que

AP,
AP, ) < L(F. )
1(P;, 1) )
et le résultat annoncé en découle. O

Remarque.On peut se contenter dans la définition de 7 (G, i) de ne con-
sidérer que les couples (T, j2) tels que la racine de 1’arbre pointé n’admette
qu’un seul fils (quitte a rajouter les sous-arbres issus des autres fils dans
la racine, en utilisant une remarque de la section 3). Ainsi, si dans la
démonstration ci-dessus, au lieu de considérer toutes les arétes de G in-
cluses dans A, on n’en choisit qu’un certain nombre, de maniére a munir A
d’une structure d’arbre, on peut construire de maniere analogue des matri-
ces markoviennes dont le graphe sous-jacent soit un arbre. Ceci permet de
montrer que

MPW AP
in —_— inf inf ———
(Pwyen(G) I(P, ) Te7(G) (P.wen, 1) (P, 1)
(rappelons que 7 (G) est ’ensemble des arbres inclus dans G), ce qui est
un peu plus précis que les considérations de la fin de la section 2.
Ainsi d’apres la proposition 9, on a I’approximation
AP, )

inf  L(T,p) < inf < 2 inf L(T,jp)
(T.)e7 (G,1) ety 1(P, 1) (T, )7 (G,1)

Considérons le cas ou G = G, le graphe complet sur V,,, et notons pour
toute probabilité y chargeant tous les points de V,,,

AP, 1)

L = inf
W)= Pe/zl,,(Gn w1 (P W)

(ce qui revient aussi a prendre 1I’infimum sur tous les noyaux irréductibles
P réversibles par rapport a ().
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Puisqu’alors 7 (G, 1) = 7 (G, ), laquantitéinf 7 7, 0 L(T, V)
est une tres bonne estimée pour L(u), et d’apres la proposition 8, on a plus
explicitement

1 16

- <L =

n n—4
car on aura noté que pour toute probabilité u, [(G,, 1) > [ (n — 1)/2] (on
peut montrer plus précisément, en travaillant plutdt a partir des A(T, ),
que L(u) est maximum si p est la probabilité équidistribuée, et que ’on a
Pestimation L(u) <2/(1 4+ [(n + 1)/2])).

Ainsi la quantité L(u) dépend relativement peu de w, ce qui en réduit
considérablement 1’ intérét.

Ce cas suggere que la quantité inf pey, (G, A(P, w)/I (P, u) ne ferra
intervenir G de maniere véritablement significative que si ce dernier est
suffisamment restrictif, et pour illustrer ceci et le fait que de passer de
7 (G, ) 2 7 (G, w) n’est pas innocent, nous allons finir par un exemple.

Mais commengons par revenir sur les considérations du début de cette
section. En effet, remarquons que la plus grande constante Iy > 0 telle que
la matrice P; définie par (11) soit markovienne, est donnée par

Io(T, ) ae. max{/ > 0 : I&%}:;PI(X’Z) <1}
IFX

Or,six € V', ona

1
Y oPr ) =——|wT+ Y Ty
7#x /,L(X) y:ip(y)=x

_ IZM(TX) — p(x)
m(x)

etsix = xq0,

S Pl )= —— Y

X Hlxoo) Y P =X
i Il — (Xo0)
m(Xe0)
ce qui fait apparaitre que
(T = )y A
I —pnxee)  xevi 2u(Ty) — p(x)
> 1 A min )

xeVy 2u(Ty) — pu(x)
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En utilisant alors la véritable inégalité de Cheeger (voir par exemple [14]),
on obtient donc

M(Pror s V)
L(T, ,LL) — [)( l‘«)
I(T, )
- ACPryr 10, V)
210(T, )
o D,
- 4
et on en déduit, via le théoreme 10, que si u une probabilité chargeant tous
les points de V,, et si G un graphe connexe sur V,,, alors

AP, 1 . -
in (P, ) > - inf Ip(T, [v)
PeatiGw) I(P, ) — 4 (7.e7 G,

Parun argument usuel d’approximation, ceci reste satisfait si G estun graphe
connexe de cardinal dénombrable et si p charge tous les sommets de G.

Nous pouvons maintenant décrire notre exemple.

Soit T = (‘7, E ,0) I’arbre d-aire infini pointé en 0, avec d € IN*.
Chaque x € V admet donc d fils, disons fix), ..., fa(x), et on notera
h(x) la hauteur de x, i.e. la distance de x a 0. Pour tout x € V, donnons-
nous un graphe connexe G(x) = (V(x), E(x)) tel que card(V (x)) < N,
ou N € IN* ne dépend pas a priori de x, puis distinguons des points
z0(x), z1(x), ..., zg(x) € V(x) (non nécessairement tous distincts), on fait
également I’hypothese que les ensembles V (x), x € V, sont deux a deux
disjoints. On construit alors tout naturellement un nouveau graphe (et non
plusunarbre) pointé G = (V, E, z0(0)) enremplacant x par G (x) : on prend
V =u __yV(x) etles arétes de E sont d’une part celles qui appartiennent a

xeV

U,y E(x), et d’autre part toutes celles de la forme {z; (x), zo(f; (x))}, pour

xeVetl <i <d. On~étend lafonction 2 a V, en posant que 2(y) = h(x),
siy € G(x), avec x € T. Supposons que 1’on dispose d’une probabilité
sur V satisfaisant pour certaines constantes 0 < p < 1/d, k, K > 0,

VxeV, ko"® < p(x) < Kp"® (17)

Les résultats précédents permettent alors de réaliser que pour tout noyau

markovien P sur V (muni de la tribu de toutes ses sous-parties), réversible

par rapport a u et dont les transitions permises sont portées par £, on a
k(1 —dp)

MP, ) > ——22 (P,
(P, ) > SEN (P, 1)
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En effet, soit (T, i) € 7((V,E), ) et A C V, connexe et satisfaisant
w(A) = 1/2, apartir duquel est construit le couple précedent. On se ramene
a supposer de plus que la racine A de T admet un unique fils dans cet arbre,
c’est-a-dire que A€ est aussi connexe.

Soit xy € V tel que V(xg) NA #£ et

h(xp) = min{h(x) : x € A}
On calcule que

< 1(A) £ U, V)

KN .
i 2 @p)

J=h(xo)
ph(xo)

1 —dp

| =

=

d’ou
In((1 —dp)/ (2K N))
In(p)

h(xp) <

Par ailleurs, notons B lensemble des ancétres de Xo (xo compris) dans 7~",
puis B=U__3V(x) N A°et C = A°\B.

xeB
Il est clair que pour y € B, on a h(y) < h(xp), ainsi
wu(Ty) < 1
r(y) 7 2u(y)
1
<
— 2kphxo)
KN
<
k(1 —dp)

D’autre part, soit y € C, par connexité de A¢, on a nécessairement
|| voct,c| |v@
zeT5\(7) 2T
ol on a noté § I’élément de V tel que y € G(7). On en déduit que
ph(y)

T,) < KN
n(Ty) = I —dp
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puis que

wTy) _ KN
1(y) ~ k(1 —dp)

Il resort de ces calculs que

. k(l—dp)
Iy(T, > ———= <1
oT, ) > KN =

d’ou le résultat annoncé.

Remarquesi le graphe sous-jacent d’un noyau est un arbre, les inégalités de
Hardy avec poids permettent toujours, du moins théoriquement, de trés bien
évaluer son trou spectral. Cependant 1’algorithme qu’elles font intervenir
peut étre trés compliqué en pratique (sauf dans le cas du segment, ¢’est-a-dire
pour les processus aux plus proches voisins sur Z). Par contre les constantes
isopérimétriques sont a priori plus simples a manipuler, d’ou 1’intérét de
minorations du trou spectral qui les font intervenir, comme 1’inégalité de
Cheeger ou la méthode précédente. Cette derniere approche permettant de
traiter directement et plus précisément (du moins si / (P, ) est petit) des
perturbations d’arbres, comme dans I’exemple ci-dessus.

6. Inégalites de Sobolev-logarithmiques

La démarche précédente peut parfois s’appliquer a d’autres constantes er-
godiques que le trou spectral, et nous allons illustrer cette affirmation sur
les constantes de Sobolev-logarithmiques. Commengons par en rappeler la
définition : pour (P, u) € #,, on note

u(fdd — P)(f))
FelL?(u)\Vect(I) Ent(f2, u)

a(P, ) =

la constante de Sobolev-logarithmique associée au couple réversible (P, u),
ou pour tout f € IL*(), ona

N I
B = [ f 1n<”f||2 )du

L2 (1)

Ces définitions s’étendent évidemment au cas d’un couple réversible (P, ()
sur un espace mesurable quelconque.

Notre premiére tiche consiste a modifier cette constante, pour se ramener
a ne considérer que des fonctions positives s’annulant sur un ensemble de
mesure assez grande sous p et connexe pour le noyau P, tout en conservant
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I’équivalent de la proposition 9. On va pour cela utiliser des résultats de
Rothaus [13] et de Bobkov et Gotze [1].
Soit ¥ : IR, — IR, la fonction de Young donnée par

VxeR,y, WY(x)=|x/In(1+|x|)

On note | - ||y, la norme d’Orlicz associée, qui est définie pour toute fonc-
tion mesurable f par

Iy =il =0 [ W(s/Ddi 1) < oo

(I’espace d’Orlicz LY (i) correspondant est I’ensemble des fonctions pour
lesquelles cette norme est finie, quotienté par les fonctions w-négligeables,
c’est un espace de Banach, si on le munit de la norme ci-dessus).

Pour f € 1> (), posons

Z(f, w) = supEnt((f — 1)*, p)

teR

et notons que du fait de I’invariance de la forme de Dirichlet f +—
w(f (I — P)(f)) par addition d’une constante a f, on a aussi

N u(fdAd = P)(f))
FEL2()\Vect(T) L(f, )

a(P, p) =

Introduisons également la quantité suivante pour f € IL?(u),
7 — 1 — )2
2(fowy =inf [ (f =07,

qui se trouve en fait étre treés proche de la précédente, car on a toujours,

Proposition 11. Pour tout f € IL?(x), on est assu de 'encadrement

22(fow) < 2(fow) < 32(f, )

Si on avait plutot considéré
2(fow) = |(f =y,

’encadrement ci-dessus avec Z( £, i) ala place de Z(f, ) n’aurait été
autre que la proposition 4.1 de Bobkov et Goétze [1]. D’ailleurs pour la
démonstration de la proposition 11, il suffit de reprendre la preuve de ces
auteurs, en notant que 1’inégalité de Rothaus [13]
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S, 1) < Ent(f2 ) +2 / £ du

est valable pour tout f € ]Lz(u), sans la restriction u(f) = 0, ce qui
en ’appliquant avec f remplacé par f — ¢, pour ¢ € IR, et en suivant le
développement de Bobkov et Gotze, permet d’obtenir que pour tout ¢ € IR,

5
2w = 2=,

d’ou la seconde inégalité de la proposition. La premiere découle triviale-
ment de I'inégalité Z(f, u) < Z(f, ) et du résultat de Bobkov et Gotze
précédemment mentionné.

Ceci permet d’ailleurs de réaliser que 2( f,m)et 1% (f, ) sont compa-
rables, a des constantes universelles pres.

Revenons au cas ou I’espace des états est fini, et posons

S0P = . w(fdd — P)(f))
FEA(PO\0) 1],

ou rappelons que H(P, p) est ’ensemble des fonctions positives qui sont
telles que { f = 0} soit G(P, w)-connexe et de masse supérieure ou égale a
1/2.

L’intérét d’avoir introduit la quantité Z( f, i) est que quand on reprend
les notations et la preuve de la proposition 9, on peut écrire, en utilisant
I’inégalité triangulaire pour la norme de LY (1),

2w < |(F =10y,

SHJZE‘\PM—F)JFE W, u
< > Iile,+ 22 17240,
lgign,o 151‘5?1,0

ce qui via la proposition 11, permet de réaliser que pour tout couple (P, ) €
%n ’

2 . p(fdd—P)(f) _ 2,
P - f = —a(P,
(P p) = 5 fe]LZ(,lf)l\Vect(l) L(f%n) = 5oe( 2

Par ailleurs, il existe également une majoration dans 1’autre sens. En effet
d’apres le lemme 4.3 de [1], on a pour tout £ € LY (u),
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NG
I f 12 < T3 NAIF2em

ou N est la fonction de Young définie par

VxeR,, N@kx)=W¥(x?)

Remarquons que pour tout f € LV(u), ona f2 € LY(u) et 1y, =

VIl

Ainsi, si f € H(P, p), il suffit & utiliser que
Nf e < 0= () ln,+ 1)
=1 = (e + 1 ez =02

NG
=If =n(Hliy,+ W5 1f 1w

pour faire apparaitre que

Hfzuw = ”f”?V,/A

1 2
s I = (D3

<
(1_ﬁ
2V2
1 A
<—=2(w
(1-53)
2V2
< et
= —35 s W
(1-:8)
2V2
ce qui permet de se convaincre que
2
V5\ 2
aP,uw)y>11———| -a(P,
(P, ) ( Wi 3( )

En résumé, on a donc

Proposition 12. Pour tout(P, i) € %,, on est assw& de I'encadrement

[\

1—£ 2%&(P ) > a(P, 1) > Z&(P, p)
25 AP wze® = sad
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Cependant, la forme de & (P, w) permet de travailler comme précédemment
: soit G un graphe connexe sur V,, et 1 une probabilité en chargeant tous
les sommets, on obtient que

a(P, ) . .
in = inf A(T, 1)
Ped, (G T(P, ) (T,)e7(G,p)

ou pour tout arbre pointé fini T et toute probabilité p sur ses sommets,
A(T, w) se définit comme L (T, u) en (12), sauf qu’au dénominateur, o ( £?)
est remplacé par H f? H v

Cependant, en utilisant les inégalités de Hardy avec poids sur les arbres
discrets (cf. I’appendice) et le fait que LY (1) est un espace de Banach idéal
muni d’une norme semi-continue pour 1’ordre (voir la section 5 de [1]), il
apparait simplement que 1’on peut estimer A(T, ) par la quantité définie
par

AT, ) = inf v, (K)™'(1/u(K"))

oll on a repris les notations de la section précédente et ol W ! est la fonction
inverse de W, car on a toujours 1’encadrement

1 . n

Or il est bien connu (cf. par exemple le lemme 5.4 de [1]) que pour tout
t>2,0na

1 . t
= SV <2——
2 1n(z) In(z)

ce qui montre qu’en posant

A(T, ) = inf vu(K)
’ Kex w(K") |In(u(K"))|

puis
AG,wy= _ inf AT, p)
(T, We7(G.p)

on obtient en fin de compte

Proposition 13. Soit G un graphe connexe fini @t une probabili€ en
chargeant tous les pointen a

a(P.p) _4

1 -
—AG, 1) <
80 (G, ) = Pe:%,lzl(G,p.) I(P,u) — 3

(-3

-2
—— | A@G,
2J§> (G, w)
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Cependant, considérons a nouveau %,(G), ’ensemble des couples réver-
sibles (P, u) dont le graphe sous-jacent G (P, u) est un graphe connexe
G fixé sur V,. On se convainc sans difficulté a partir de la proposition
précédente, que contrairement au cas du trou spectral, on a maintenant

of AP
(Pen,(G) T(P, 1b)

(résultat qui peut aussi s’obtenir a partir de I’appendice de [3]).

Nous allons mettre en évidence que pour obtenir un résultat dans la
direction de celui de la section 3, il aurait fallu changer la définition de la
constante isopérimétrique : soit F : [0, 1/2] — IR une fonction concave
strictement croissante vérifiant F(0) = 0, et posons

p(Ip P (Tpc))

Ir(P, = in
(P, 1) ACV, 0<p(t)<1/2  F(u(A))

Malheureusement, on réalise rapidement que le lemme 4 (et par suite toute
la section 2) s’obtient de la méme maniere seulement si F est convexe,
ce qui ne correspond pas aux situations intéressantes. Pour palier a ceci,
introduisons la fonctionnelle additive F), sur la tribu naturelle de V,, en
posant :

YVACV.  FuA) =) Fuw)

xX€A

Il est clair que pour tout A strictement inclus dans S,

F(u(A)) = Fu(A) = card(A) F(u(A)) = nF(u(A)

ce qui nous amene a regarder

p(XaP(Lsc))

J P, = 1
r(P. ) ACV,,0<u(A)<1/2 FM(A)

car avec cette définition, la section 2 est évidemment encore valable.
Ainsi a un facteur n pres, on peut reprendre les considérations de la
section 5, et on est conduit a poser, pour un arbre pointé 7' donné,

2
Lp(T,n) = inf Y eer Fu(T)(df)*(e)
fef (x\(0) 1 (f?)

si I’on voulait s’intéresser a des minorations du trou spectral, et

2
Ap(T,p) = inf 2 e Fu(Te)(df) ()
FEeH (x)\(0} ||f2||w
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si I’on consideére plutot la constante de Sobolev-logarithmique, ce que nous
allons désormais faire.

Les inégalités de Hardy nous améne & définir la fonction vp,, sur #’
(toujours avec les notations de la section 5), par la récurrence

VK ex,
+OO 5 Si K == @
-1

— 1 1

vr u(K)= < + ) , sinon, ou xg est la
FuT) * Yscowy Vru(K) racine de K
En suivant le raisonnement précédent, on obtient alors
aPop) 11 ¢ VF.u(K)

n —— 1n
pemGuw Ir(P, 1) — n 80 Kexr (K'Y In(ie(K"))]

Cependant, si I’on prend pour fonction F celle définie par

Vxel0,1/2], Fo(x) = x |In(x)|

I’expression du terme de droite est de la méme forme que celle que 1’on a
traité dans la section 3. Notamment, il en resort que 1//(G) est I'infimum
en toutes les probabilités chargeant tous les points de V, des quantités
infger Vi uk)/(Fo), (K'), d’ ol en fin de compte

: a(P, 1) 1
inf >
P.wen(G) I, (P, ) — 80nl(G)

On ne pense pas que le n dans cette minoration soit optimal, on aura
d’ailleurs noté que

(P, ) <i<1_£>‘2;
2V2 ) UG)

(Pyen, @) Ty (Pyp) — 3

Remarque.Quand on cherche a définir une constante isopérimétrique liée
a la constante de Sobolev-logarithmique via une inégalité du type de celle
de Cheeger, la fonction F naturelle a considérer est F : [0,1/2] 2 x >
x+/|In(x)| (cf. I'article de Ledoux [9], dans un contexte riemannien,
néanmoins, c’est bien la fonction Fj qui intervient si ’on s’intéresse a
une variante IL! des inégalités de Sobolev-logarithmiques, voir [13]). On ne
retrouve pas ce phénomene ici, puisque 1’on vérifie facilement que si la fonc-
tion F est telle que F(x) = o(x [In(x)|) en 0, alors inf (p ,)cz, ) @ (P, 1)/
Ir, (P, ) = 0, pour tout graphe G fixé. Ceci semble donc indiquer que ces
questions sont de nature différente.
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Appendice : inégalités de Hardy avec poids sur les arbres discrets

Evans, Harris et Pick [5] ont obtenu des inégalités de Hardy avec poids
sur les arbres continus de degré fini (maximum des voisins d’un sommet),
pour lesquels les arétes sont vues comme de véritables segments bornés,
munis de leur mesure de Lebesgue respectives. L’espace des états est alors
la réunion de ces segments, que 1’on munit de la mesure obtenue en ajoutant
les différentes mesures précédentes, et les poids désignent des densités par
rapport a cette mesure. Leur preuve, qui est inspirée de celle que Sawyer
[15] a donné dans le cas d’un segment (on renvoit également aux références
de [5]), permet aussi de traiter les arbres discrets, c’est ce que nous allons
présenter ici.

Mais commencons par rappeler le résultat de Evans, Harris et Pick qui
va nous étre utile. On va en effet se contenter de considérer des espaces IL?,
alors que dans [5], des inégalités pour différents espaces IL? et IL7, p, g > 1
(dans les membres de gauche et de droite) sont étudiées.

Soit (S, A,0) un arbre pointé usuel de degré fini. On le transforme
en un arbre continu, en associant a chaque aréte {x, y} € A, un segment
compact non vide ey, ,; muni de sa mesure de Lebesgue /{, ;. On note
alors S = Ulx,yjeA@ix,y) €L ON munit cet espace (ou les extrémités de seg-
ment aboutissant a un méme sommet de S sont identifiées avec ce sommet,
autrement, les différents segments sont évidemment tous supposés disjoints)
de sa topologie naturelle ainsi que de la mesure [ = > e.yjea lix.y)- Pour
x,y € S, on notera y, , le chemin injectif continu (ou plutdt son image)
allant de x a y.

Soient u, v deux fonctions strictement positives sur S, appartenant re-

spectivement a ]leOC (1) et IL>(1). On va s’intéresser a la quantité

2
v L@, Foue i) @y
C = sup :
Fel2(l) fg f2(x) l(dx)

Le but des inégalités de Hardy est d’estimer cette constante a partir d’un
algorithme faisant intervenir de maniere relativement directe les poids u et v.

Notons comme d’habitude que 1’on peut se ramener a supposer qu’il
n’y a qu’une seule aréte issue de 0 (quitte a considérer le maximum des
quantités définies comme ci-dessus sur chacun des sous-arbres issus d’une
aréte partant de 0). Pour décrire la constante approximante de ¢, on a besoin
d’un certain nombre de notations.

Soit # 1’ensemble des sous-arbres (i.e. des sous-ensembles connexes)
ouverts de S, on définit une fonctionnelle v, sur #" de la maniére suivante
:soit K € 4.
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e S’il existe {x, y} € A tel que K C ey}, on pose

~1
va(K) = ( /K () l(dy))

e Si K n’est pas inclus dans un tel segment, parmi les segments qui inter-
sectent K, il y en a un qui est le plus proche de 0, notons K I’intersection
de ce segment avec K. Soit ensuite K, ..., K, les composantes con-
nexes de K\ K (K contient un sommet x, différent de 0, I’entier n
est alors le nombre de fils de xg, chacun des K;, 1 < i < n, étant
I’intersection de K avec le sous-arbre issu de xy (non inclus) dans la
direction d’un de ses fils).

Par une sorte de récurrence, on pose

1 B 1 n 1
VM(K) B vu(K()) Z?:] Vu(Ki)

Cette procédure permet bien de déterminer entieérement v, sur %"
Soit ensuite 7, I’ensemble des €léments K € # tels que 0 € K, puis
posons

w  (S\K)

B sup ———
kex Vu(K)

ol 11, (S\K) =[5, x v (») [(dy).
L’inégalité de Hardy prouvée dans [5] s’énnonce alors :

Théeoreme 14.0n a I’encadrement

B < C<16B

Revenons maintenant au cas d’un arbre pointé fini (S, A, 0), et donnons-
nous deux applications strictement positives @ et v sur S* < S\{0}. On
supposera que 0 admet un seul fils.

De maniere similaire a ce qui précede, on cherche a estimer

2

def. D rese H(X) (ZO<y§x f(y)>
C = sup
feL?(v) Dovess V) f2(x)

ou < est la relation d’ordre partiel définie sur S par x < y si et seulement
si x est sur le chemin injectif conduisant de 0 a y.

(18)
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Pour ceci, on va se ramener au cas des arbres continus : remplagons
chaque aréte {x, y} par un segment de longueur 1. On introduit une fonction
u sur S, en posant, pour tout {x, y} € A, tel que x soit le pere de y,

Vze Int(e{x,y}), u(z) =

1
Vv(y)
Ceci définit bien u a un ensemble /-négligeable pres, et clairement u €
IL2(1). i

Pour ¢+ > 1, on considere également la fonction v, sur S, définie par :
pour toute aréte {x, y} € A, telle que x soit le pere de y,

NI ,sid(x,z) <1 -1/t
Vr) @ —1+1/t) ,sid(z,y) <1/t

Vz €Int(ey,yy), v:i(z) = {

ou d désigne la distance usuelle sur ey, ,; (notamment, x et y étant identifiés
avec les extrémités de ce segment, on a d(x, y) = 1).
Ceci nous amene a nous intéresser a

2
Js (Mx) fm f(y)u(y)l(dy)) I(dx)
C; = sup :
Fer2q) [5 f2(x) 1(dx)

(19)

Quitte a effectuer dans (18) le changement de fonction

f(x)
AV (x)

et a se restreindre dans le domaine du supremum de (19) aux fonctions qui
sont constantes sur chacun des intérieurs des segments, on se rend compte

que pour tout ¢ > 1,
11 1\*
t 12 t

En effet, remarquons que dans le supremum de (18) et de (19), on peut se
contenter de considérer des fonctions positives. Soit f une fonction positive
sur S*, et définissons f € ]Lz(l) en posant pour tout {x, y} € A, tel que x
soit le pere de y,

YxeS* f(x) <

Vzelntlen,),  f@)=f()

On a alors, pour une telle aréte {x, y} € A,
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2
f (w(z) f f(v)u(v)l(dv)) 1(dz)
€ix.y} Y0,z
= [

fx.y}

z / Licy<im(y) (t — 1+ 1/1)

{x.y}

2
Lic <11 (vz(z) f(v)u(v)l(dv)> I(dz)

Yo,z

2
X ( > N vw) + - l/t)f(y)/\/V(y)> 1(dz)

O<w=x

z/ Lz @ — 14 1/0 0 =10 3 ranp/v) | 1@z
ey}

O<w=y

2
2
_ (1 _ ; . %) (1 _ ;) w) | S rani/vw)

O<w=y

Par ailleurs, on a clairement

[ P =¥ ro

xeS*

ce qui permet de se convaincre de la majoration annoncée.
Mais on a également une inégalité en sens inverse :

C,<C (20)

Pour le voir, il suffit de remarquer que si f est une fonction positive de
12 (I),ona

2 2
/S(vz(X)/ f(y)u(y)l(dy)> l(dx) < ZM(X)< f(y)u(y)l(dy))
Y0.x

xes* Yo,x

car on aura noté que pour tout {x, y} € A, v,z(z)l{x,y}(dz)/u(y) est une
probabilité sur ey, ).

Cependant, pour une telle aréte donnée, le supremum des valeurs de
fe( ; f(@u(z) lix,yy(dz), sachant quef f (2) lix,y1(dz) prend une valeur
donnee est atteint, de par I’inégalité de Cauchy -Schwarz, pour une fonction
f proportionnelle a u sur e, ,j, c’est-a-dire f constant sur cet interval, ce
qui permet de réaliser que
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2
e 1) ([, FOWII@)
fzg)(z) [5 [2(x) 1(dx)
2
ZXES* LL(X) (ZO<y§x f(}’)/v(y))
= sup . —
Fer?w) D vese [2(X)

dont découle I’inégalité (20).
Ainsi, on a

lim C,=C
t—+00
ce qui justifie I’introduction des constantes C;, puisqu’elles permettent de
se ramener au cas des arbres continus.

Pour + > 1, on note B, la quantité qui se construit comme avant le
théoréme 14, mais avec v remplacé par v; et u la fonction particuliere définie
ci-dessus a partir de v.

Pour décrire la limite des B; quand ¢ devient grand, on considere
les notions suivantes associées a 1’arbre pointé (S, A, 0) et aux mesures
netv:

Pour x € S, on note G(x) I’ensemble des fils de x, et on dit qu’un sous-
arbre non-vide K de (S, A, 0) est complet, si pour tout x € K, on a soit
G(x) C K, soit G(x) C S\ K. On notera 4’ " I’ensemble des sous-arbres
complets qui ne contiennent pas 0.

On prolonge v en une application sur Va T, de la maniere récursive suivante
:soit K € J?/'-',

e Si K estun singleton {x}, avec x € S*, on pose

v(K) =v(x)

e Si K n’est pas un singleton, parmi ses sommets, il y en a un (la racine
naturelle de K) qui est le plus proche de 0, disons xp € S*, et notons
K4, ..., K,,les sous-arbres de K issus des fils de x( (chacun de ces fils
étant inclus dans son sous-arbre). On pose alors

1 __t 1
v(K)  v(x0) Y iz V(KD

On considere ensuite I’ensemble 4~ " des éléments de 7" qui contiennent
le filsde 0. Pour K € # ' ,onnote K’ ={y e $* : G(y)NK =¥}, 1a
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réunion de I’ensemble des feuilles de K et du complémentaire de K dans
S*. Enfin, on pose

(K’

B = max
Kext V(K)

Lemme 15.On a

t—+400

Preuve. Soit K € " ol est atteint le maximum dans la définition de B.
On transforme K en K en en remplacant les arétes par des segments et en
ajoutant le segment allant de O a son fils, puis pour ¢ > 1, soit K, € # le
sous-arbre que 1’on obtient en retirant & K les points qui sont 2 une distance
inférieure (ou égale) a 1/t d’une feuille de K. On vérifie immédiatement
que

lim v, (K;) = v(K)
t——+00

lim 0, (S\K,) = u(K")
t—>—+400
d’ou il resort que

liminf B, > B

t——+00
Pour la réciproque, remarquons déja que v, est une application décroissante
sur 1

VK, Koex, Ki C Ky = v, (K1) > v,(K3)

(et plus précisément, on montre sans difficulté que si K;, K, € # ont
méme racine, et si K; C K, alors v,(K;) > v,(K>), par contre, on peut
trouver des contre-exemples a la décroissance de v, sur tout A, si (S, A)
n’est pas un segment discret).

Ainsi, si K € # est donné, soit K la réunion des segments ey y},
{x, y} € A, qui sont d’intersection non-vide avec K, et K = KN S* On
vérifie alors d’une part que pour tout ¢ > 1,

o, (S\ K) < (K"
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et d’autre part que

v, (K) > v, (Int(K)) = v(K)

d’ou finalement

puis la convergence annoncée. d

On en déduit via le théoreme 14, les inégalités de Hardy sur les arbres
discrets :

Proposition 16. Comme dans le cas des arbres contimmusa I'encadrement

B < C<16B

Vu I’apparente simplicité de ce résultat, on a cherché a I’ obtenir directement
par une récurrence, mais nous n’y sommes pas arrive!
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