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RESUME:

Sur R considérons le noyau markovien Q(z,dy) = ]I] o lotl [(y) dy réversible par
rapport a la mesure de Lebesgue dy. A partir de celui-ci on effectue une transformation
de type Métropolis pour obtenir un noyau P(z,dy) réversible par rapport a la loi de
densité proportionnelle & e~U(%) relativement & la mesure de Lebesgue dz ou U est
une fonction convexe réguliére vérifiant lim, 4+, U(z) = +00 et une autre hypothese
de croissance.

Le but de cette note est de prouver I’existence d’un trou spectral pour ’opérateur
positif Id — P (ou Id désigne 1'identité), la difficulté résidant surtout dans la non-
compacité du modéle.

Nous introduirons tout d’abord plus en détail les objets utilisés avant de réduire le
probléme et de le résoudre, nous utiliserons principalement une technique de multiflots.

1 Introduction

L’existence d'un trou spectral permet d’avoir des évaluations quantitatives de la
vitesse de convergence vers 1’équilibre d’algorithmes stochastiques comme par exemple
ceux de Métropolis. Ce sont ces estimations qui motivent notre étude.

Plus précisément, on se donne sur R le noyau markovien Q(z, dy) = ]I]z_ Lo} [(y) dy
réversible par rapport & la mesure de Lebesgue dy et U une fonction convexe vérifiant
limg— 400 U(z) = +o00.

Sous cette hypothése et par convexité, on montre facilement qu’il existe deux réels
a et « strictement positifs tels que pour tout |z| > a,

(1) Uiz) 2 alz] et (U(z)|=ec.
On définit la mesure

p(dz) = K¢ U@z avec K=/e’U(”)dz
R
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K < oo par définition de a, et on construit par un procédé de type Métropolis le
noyau

P(z,dy) = e VWOV Q(z, dy) + a,8.(dy) = fo(y) dy + az6:(dy)

o man(e,0), e =1- [ L)ty @ L) =]

e_(U(y)_U('T))'I’ Si |y —_ :L'l S %
0 sinon

Par construction, P est réversible par rapport & p et est irréductible. On pourra donc
se servir du semi-groupe markovien (e*("~19),5, pour approximer y.

On suppose alors de plus sur U qu’il existe une constante C > 1 telle que:

Vz€la,o0]  Ullz+1) < CU(e)
(H) { Vo €] - 00,—a] Uz — 1)] < C|UY(=)|

On remarque que ’hypothése (H) n’est pas trés restrictive car tout polyndme convient.
En particulier, la loi gaussienne rentre dans le cadre de notre étude. En revanche, des
fonctions “trop rapides” comme e** ne conviennent pas. On peut également noter que
cette hypothése est technique et que I’intuition nous invite & penser qu’elle n’est pas
nécessaire.

Le but de cette note est de montrer que sous ces hypothéses, le trou spectral de
Id — P est strictement positif:

rez\vee(t)y  p((f — p(f))?
Par ce biais, nous pourrons évaluer la vitesse de convergence de e*F~19) pour ¢ grand
vers p car nous savons que cette convergence est exponentiellement rapide dans LZ(u),
de taux A.

Nous montrerons tout d’abord dans les deux sections suivantes qu’il existe un trou
spectral sur | — oo,—a], [~a — 1,a + 1] et [a, 00[ pour le noyau P et la mesure p
restreints a ces différents intervalles, ou a est défini plus haut. Par symétrie autour de
0, il nous suffira de traiter les cas [~a—1, a+1] et [a, co[. Nous commencerons par nous
intéresser & ’intervalle [a, co[ qui représente la plus grosse difficulté, on y développera
une technique de multiflots due & Sinclair (voir [12]), nous nous placerons ensuite sur
[—a — 1,a + 1] oi l'existence d’un trou spectral strictement positif est relativement
aisée a obtenir. Dans la quatriéme section, nous recollerons enfin les morceaux pour
obtenir le résultat général sur R tout entier.

Puis dans une derniére section, nous discuterons des propriétés similaires dans le
cas ou 'on s’intéresse plut6t aux chaines de Markov en temps discret admettant P
pour noyaux de probabilités de transition.

Comme nous ’a pertinemment rappelé le rapporteur, il existe en temps discret
d’autres maniéres d’obtenir une convergence exponentiellement rapide vers la probabilité
invariante. Par exemple si P était quasi-compact {cf. [9]), on saurait qu’uniformément
en z € R, la variation totale ||P*(x, -) — ul|,, converge vers 0 pour n grand, mais
ceci n’est pas possible ici (considérer des points initiaux z trés grands). Une approche
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alternative consiste 3 trouver une fonction mesurable de Lyapounov, V > 1, qui
satisfait en dehors d’un compact P(V) < oV, avec 0 < a < 1, car ceci assure tout
d’abord que V € L'(u) puis qu’il existe deux constantes K > 0 et 0 < p < 1 telles
que

(2) Vzo €R, sup |P*(f)(@o) —p(f)l < Kp"V(zo)
{feLY(p):]fI<V}

(voir le chapitre 16 du livre de Meyn et Tweedie [6], en notant que dans notre situation
les ensembles compacts sont des « petite sets »).

De telles applications V existent pour les cas traités dans cet article (car on peut
toujours prendre V(-) = exp(a|-|/2), avec a la constante intervenant dans (1),
ceci fournissant d’ailleurs des exemples ot V ¢ LZ(p), en considérant U(-) = a|-|),
toutefois 1’existence d’un trou spectral permet d’obtenir des résultats de convergence
uniforme en un sens différent. Par exemple on peut remplacer dans (2) ’ensemble sur
lequel est considéré le maximum par

{f € L¥(u) : f(z0) < Ku, u(f?) < K3}

ot K1, K, > 0 sont deux constantes (pour plus de précisions, voir la fin de Particle).
Cependant 'importance de cette uniformité (et le fait que le trou spectral est relative-
ment stable par perturbations bornées de U sur tout R) apparait plutét pour des
chaines de Markov inhomogénes en temps. Mais ce gain se paye, car ’étude du trou
spectral est plus délicate que I'obtention d’une bonne fonction de Lyapounov V.

D’autre part la dimension 1 est certainement trop restrictive, cependant notons
que le résultat présenté s’étend immédiatement par comparaison et tensorisation sur
R", n > 2, pour des potentiels de la forme

Vo= (1, ,z,) € R, U(z) = Ui(z1) + -+ Un(zn)

ou les U;, 1 <1 < n satisfont les hypothéses considérées ici, en utilisant les inégalités
(U) = V(@) < TyerenUsls:) — Ui(ai))s, valables pour tous & = (1, -, 2y y =
(y1,* -+ yYn) € R" (on peut d’ailleurs s’interroger sur un résultat plus général pour des
fonctions U : R™ — R satisfaisant une bonne condition de stricte convexité en dehors
d’un compact, & l'instar des travaux connus pour les diffusions, voir {2] ou [1]). Mais
nous pensons que le cas réel donne une bonne illustration de I'utilité des multiflots
pour palier la non-bornitude des modéles.

2 Existence du trou spectral sur [a, co|

On restreint le noyau P et la mesure y & [a, oo pour obtenir le noyau

PI (.’I), dy) = fz(y) ]I[a,oo[(y) dy + al,!l»“sz‘(dy)
avec

a=1- / folv) dy,

et la mesure

pi(dz) = KT'e V@ de od K, =/ e V@ dz.
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On a toujours P, réversible par rapport & la mesure y;, on veut montrer:

N o pi(f(1d — P)f)
FEL2(u1)\Vect(1) m((f pi(f))?

Il n’existe que peu de résultats donnant des estimations satisfaisantes du trou
spectral d’un noyau évoluant sur un ensemble continu, sauf si celui-ci provient d’un
semi-groupe de diffusion considéré par exemple au temps 1. Ainsi pour cette étude,
on a commencé par chercher 3 faire des comparaisons avec le processus d’Ornstein-
Uhlenbeck, mais sans véritablement y arriver. Rosenthal (voir {10, exemple 5.4 pages
69-71]) s’intéresse par exemple au cas U(z) = z? (cas gaussien), par ses méthodes,
il obtient une borne du trou spectral sur [~ M, M] qui explose lorsque M tend vers
Pinfini. La difficulté provient essentiellement du caractére non compact de R (ou de
Pintervalle [a, ool).

Aussi, nous allons chercher, par discrétisation, 4 nous ramener a un noyau sur N
ou les résultats sont plus nombreux. Le noyau sur [a,00[ (et donc le trou spectral
correspondant sur [e,00[ ) sera vu comme une limite en un certain sens de noyaux
sur N. L’idée directrice du choix de la discrétisation est principalement le souci de
simplifier les transitions tout en gardant des comportements proches du noyau initial.
Proche étant pris au sens ot les trous spectraux sont comparables.

>0.

2.1 Réduction du probléme

On effectue une discrétisation non homogéne de [a,00[ :
Par convexité et par construction de q, il existe une suite croissante (zx)ren de
[a, 0o, définie par

zo=a et U(zpp)=U(zeg)+3 ol 6€)0,1[ est fixé.
Par convexité & nouveau, &y 4t ZTp41 — &k est une suite décroissante et i A2 .
On introduit alors
la tribu A5 = (I dét. [:vk,:l:k+1[,k eN),
la mesure fis(i) = (L), pouri € N,

3) et la probabilité de transition Pj(s,5) = ——

- Py(z,dy)p(dz) .
,U:&(l) Lixl;

On se rameéne ainsi a N, car en posant pour § > 0,

5 déf. . as(f(1d — P5)f)
) As = feLz(JS{Vect(l) Bs((f — Bs(£))?)

il est bien connu que lim,_yeo Ag-n = N (ceci découle du fait que les tribus Ay-n
convergent en croissant pour n € N grand, vers la tribu borélienne de [a, +0o[, pour
plus de détails voir par exemple [7]).

En vue d’estimer )s, cherchons & maitriser fts et B
Par construction de (zx)xen et par définition de &,

Tkl
KN (2per — z1)e V@) < (k) = Kt / e V@dz < KT\ (zppr — x1)e V)



340

d’ou
(5) Kl'le_lé'ke'u(”"‘) < hs(k) < Kl_IJke“U("‘)

On pose alors

Lis(k) = 25" 8e™")

ol Zs est la constante de renormalisation (qui a priori dépend trés peu de § > 0,
car elle vérifie K; < Z < Kie), et on note que fs(k)#jis(k), ot # signifie un
encadrement & des constantes indépendantes du niveau d’approximation § prés. Par
un calcul analogue, on montre que Pj(i,j)#6;e~ V@) -UED+  pour i et j vérifiant

li—jl<| 25}” —1 |, on pose donc

§;e-UE)-Uls+ | 5i § et j vérifient 0 < i — j| < | ﬁ -1
Bs(i,5) = 1- Dwgi Bs(i k), sii=j

0 sinon

ol | | désigne la partie entiére.

Par décroissance de &, la condition |i —j| < | g%; ~1 | assure que zj4; —%; < 3
et zip1—z; < -;- Ce qui permet de réaliser plus précisément que pour tous ¢ # j € N, on
a P;(i,7) > e 2P5(i, 7). Tenant compte de (5) et de résultats généraux de comparaison
(voir par exemple [11]), on obtient que

:\5 > 6_35\5

§dét. . fs(f(1d — B5)f)
As = inf WYV
rer@\Veer(n fis(f — fis(f))
Ce dernier résultat et (4) montrent que le trou spectral A, sera strictement positif
si nous arrivons & minorer A; indépendamment de § (c’est 'objet de la section 2.2).
Afin de simplifier les notations, introduisons les fonctions juyin €t jmax de N dans
N définies par:

pour tout i, P5(3,7) # 0 si et seulement si § € {Jmin(%), - - - , jmax(%)}

On vérifie facilement que 7 — jmin(2) est croissante et fmin(jmax(?)) = Fmax(Jmin(z)) = 2.
On remarque enfin qu’on connait explicitement jmax(?) car jmax(¢) —% = | 2%'. -1
et que jmin(2) n’est défini qu’implicitement.

Au cours de la démonstration, nous aurons besoin des résultats suivants relatifs a
‘ces fonctions:

Lemme 1 Si C désigne la constante définie dans ’hypothése (H), pour § assez petit
et pour tout i,

Jmax(i) — 1 = 1 < 2C(i — Jmin(3))-
Lemme 2 Pour § assez petit et pour tout i,
1

[ Jmin(z)
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Demonstration du lemme 1:
Soit § = Jmin(i), d’aprés le théoréme des accroissements finis, il existe z; € [z, Zit1]
et T; € [z}, z41] tels que

) §
51' = 7 ;= ™
U'(z;) o & U'(z;)
D’aprés Phypotheése (H) on a
U'(z;) < CU'(z;)
1 1
< O—.
= % < %%

Par ailleurs U’ > « sur [a, oo[ d’apres (1), d’ou

1 a
- > 2 it.
%, = 2 >4 pour § petit
Ainsi
1 1
~ < —- _
26, — 20(25] 2)
= L—1—1 < 20(—1——1—1)
26; - 25]'
1 1
Z _11-1 < = _
= |'25i 1]-1 < 20[253’ 1]

ce qui donne le résultat puisque par définition

[2%-1] i) =i et [2—2;—11 =i = (i) -

Démonstration du lemme 2:
On pose ici aussi j = jmin(2)-
D’apres la démonstration précédente on a le résultat intermédiaire

1 1
— < -
26; — 20(25] 2)
donc 1 1
< -
26; — 20"25] 1J
il vient
1 1 1 1
—_— = — - - < _
7 — jmin(i) "25_7 1J - 20—1—

»
T o
. .

IA
N>
Q
g
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2.2 Minoration de )

Pour montrer que Xs est minorée par une constante indépendante de &, on va
utiliser un résultat de Sinclair (voir [12, section 4]).

Sur N on construit un graphe ot les sommets sont les points et e = (u,v) est
une aréte si et seulement si ﬂa(u)Pg(u,v) > 0. Pour tout z différent de y, on note
I'yy ensemble des chemins joignant z & y. Sur I';y, on choisit une probabilité ¢y,
&2y(Yoy) Teprésente la probabilité de choisir le chemin v, parmi ensemble des chemins
joignant z & y. On notera souvent v au lieu de 4., pour ne pas alourdir les notations.

Sous cette construction, la borne de Sinclair est

1
n5(¢) = sup ns($)(e) = sup ———=— fi5(z) s (y) boy(7) -
e=(u,v) e=(u,v) m(u)P.g(u,v) xyy;;yae 7]
Le théoréme s’énonce alors: 1
As >
8n3(¢)

La clef de la démonstration repose sur le choix de ¢:
Soit £ < y (si z > y on prendra le chemin construit & partir de celui allant de y

a z A Uenvers, ce qui est permis par réversibilité). Partant de y, on choisit y; tel que
1

A . A y“jmin(y)' .

équiprobable, y1 — Jmin(y1) < y2 < Y1, avec probabilité p,, et ainsi de suite jusqu’a

dépasser z, Y41 < T < Yn, on pose alors y,4+; = z. Le chemin ainsi construit est formé

des arétes (2,Yn), (Yn,Yn—1), - - -, (¥1,¥)-

On va majorer explicitement ns(¢). Pour cela, on peut par construction se restrein-
dre aux arétes e = (u,v) avec u < v. Soit e = (u,v) une telle aréte fixée (v < v), on
doit calculer en premier lieu

¥y — Jmin(y) < 11 < y avec probabilité p, - puis on choisit y; de maniére

1 1
© = e
fs(w) Ps(u,v)  6udy

et en deuxiéme lieu, la somme

D ws(@)as)ba(r) = D s(®) Y is(y) D $au(7)

Z,¥ : Yzyde z<u y>v Yoy e

Le dernier terme Z’m 5¢ $zy(7) est & comprendre comme la somme, & = et y fixés, sur
tous les chemins v € I';, tels que y D e.

D’apres le choix de ¢, on doit distinguer les cas z < u et z = u:
On pose

Y. @i = Y s(@) D As(y) Y bal)

)Y t Yzy e r=u y2v Yzy e
+) " ps(2) Y as(y) Y be()
z<lu y>v Yryde

= 1+ Q2+ Qs+ Qs
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avec

@ = fs(w)iis(v) Y du(¥)

Yuv e
@ = fs(w) Y fis(y) Y, buly)
Qs = ﬂ5(”)2ﬂ6($)z¢rv(7)
Qs = Y ps(2) Y s(y) Y buy(y)

Considérons chacun des cas séparément :

Pour Q4:

On doit s’intéresser a quyse ¢ry(y) qui représente, & ¢ < u et y > v fixés, la
probabilité globale (sous ¢.,) d’emprunter ’aréte e = (u, v), elle aussi préalablement
fixée, en allant de y 3 z. Soit m le premier point par lequel le chemin passe entre v
et jmax(v) (& partir de ce point, le chemin peut directement sauter en v). A partir
de m, le chemin va passer par n points z,,zs,...,Z, puis par v et par u et enfin
continuer vers z. Pour se rendre de m & z; puis de ; & z2,..., on a une probabilité
Pm; Pz ,--- A chaque étape les probabilités vérifient par croissance de la fonction
id_jmim Pm szl S Spu-

Ainsi on a, & z et y fixés, en sommant sur les chemins v joignant = & y

m—y—1
(7 Z bey(7) < Z Coeua (P0)"'P0
Yzyde n=0

ol C*_, , est le nombre de choix de n points entre m et v, p?*! est une majoration
de la probabilité de passer par ces n points puis par v et ou le dernier p, représente
la probabilité de choisir u une fois en v.

Or, d’aprés le lemme 1, jmax(v) —v—1< ";—f, donc

m—v—1

8) Y Croes(P)™'pu = (14p)" "7 (p)? < (L+po Y=Y (p,)? < € (p,)?

n=0
Pour finir d’estimer @y, il faut calculer

Zﬁ5(y) = Eéye“u(’”) < e/ e V@dz

y>v y>v Tyt

(I'inégalité provient de (5)).
11 vient

Zﬂs(y) < e e~ Ulze1) /°° e~ Uzteor1)-U(2)) 1
0

y>v
=Ulzy)
(9) < e

(o]
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car par convexité et par 'hypothése (1),
1 1
Uz + 2ot1) — U(zopr) 2 ;(x + Zog1 — Toq1) U 2> = et U(zyq1) 2 Ulzy).

En regroupant les calculs de (7), (8) et (9) et en majorant grossiérement >, jis()
par Y cn/s(z) = 1, on obtient

e
(10) Q4 < e—U(z.,)Ee2Cp"2

Pour Q3

On majore le terme ) ézy(7) par p, car dans @3, on a z < u, le chemin doit
directement sauter de v en u (avec probabilité p,) puis se rendre en z. De méme que

précédemment on majore grossierement ), jis(z) par 1, il vient

(11) Qs < 8,e”Ep,

Pour Q3 :

On doit s’intéresser & -, ., ¢uy(7)- Ici, ¢ = u, le chemin se rend de y & v puis
saute directement de v & v = z. En reprenant les calculs du cas @4, les majorations
(7) et (8) restent valables sinon le dernier p, qui ici n’apparait plus:

m—v—1
Z buy(7) < Z Crmma ()™ < €p,
Yuy de n=0

Ce dernier calcul et (9) nous donne
(12) Qs < 5y~ @) £ eVl 20,
o

Pour @y :
On a

D bulr) = duly) <1

“Yuv D€

ou v est ici 'unique chemin joignant u et v en passant directement par ’aréte e =

(u,v).
Ainsi
(13) Q1 < fis(u)iis(v) = 8,6,e7VEWe~Ulew)

Avant de regrouper les calculs, remarquons que d’aprés le lemme 2,

1

—— <404,
v — Jmin(v)

Py =

Si on pose K’ = sup,p(eV®)) (K’ < co par hypothéses sur U), d’apres (10),
(11), (12), (13) et (6), on a

(14 m@)e) < k' + <X

e2° +4C + Se2°(4C)? .
(04

ol on a utilisé %;L < 1 par croissance de 6.
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Ainsi, ns(¢)(e) est bornée par une constante indépendante de u, v donc de e = (u, v)
et de §, en prenant le sup sur les arétes et en passant 3 la limite en &, on a l'existence
du trou spectral sur {a, oo[,

A > 0.

On remarque que la constante trouvée dans (14) tend vers Vinfini lorsque C tend
vers |'infini, ainsi nos résultats ne sont pas généralisables par cette démonstration a
des densités par exemple de la forme e ot U (z) = €* ne vérifie pas ’hypothése
(H). Cependant, I'intuition nous laisse penser que plus U croit rapidement vers U'infini
en l'infini et plus le trou spectral a des chances d’étre grand, aussi, ’hypothese (H)
n’est-elle pas trés naturelle.

3 Existence du trou spectral sur [—a — 1,a + 1]

Comme précédemment, on restreint le noyau P et la mesure p & [-a — 1,a + 1],
pour obtenir le noyau

PZ(:B’ dy) = fz(y) ]I[-a.—l,a.+1](y) dy + a2,35x(dy)
ou

a+41
a2, =1- / lfz(y) dy

et la mesure
a1
po(dz) = K5'e™V®) dz. avec K, = / U@ gy |

—a—1

Pour montrer que le noyau P, réversible par rapport & la mesure y; sur [—a —
1,a + 1], admet un trou spectral non nul, on va utiliser des arguments trés simples de
comparaison et d’analyse de Fourier. On aurait également pu reprendre une méthode
due & Rosenthal ([10, théoréme 5]), qui généralise sur un ensemble continu la borne
de Sinclair exposée dans la section précédente.

Soit f € L%(u), on cherche donc & minorer

Jio1-aap #2(d2) Pa(z, dy)(£(y) — f(2))?
f[—l—a,1+a] p2(dz)(f(z) — ua(f))?
S assap H2(d2) Pa(z, dy) (F(y) — f())?
T toaira P2 T (@) = Jpya 1y J9) 9/ (2(L + 0)))2
f[_l_,,,1+a]z I[z—l/2,z+1/2](y)(f(y) - f(y))2 dzdy

Fr-ansa) (F®) = firoansa F0) dy/ 201 + @) da

avec A = maX[_1_¢,140} U — minj_1_o 140 U.
Soit f la fonction définie sur T = R/Z (aussi identifié avec [0, 1[) par

- {f(—l—a+4t(a+1)) 810t <1/2

v

v

exp(—4)

Vo<t<i, f(t) = fa-v csilj2<t<1
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En considérant séparément les interactions entre des couples de points de T' de part
et d’autre de 1/2 et de 0 (qui est identifié avec 1 dans T'), il apparait sans difficulté
que

L lepenm)() - ) dedy
[-1-a,14a]2

> 4(1+a)? /T2 Tiz—1/(8(14a)),5+1/(80+a)(¥)(f(¥) — F(=))* i(de)ii(dy)

ol 1 est la mesure de Lebesgue sur T', et

f[_l_a,m] (f@) - /[+1 Fly) dy/(2(1 + a)))zda:
— 41 +a) / (Flz) - (£))? fide)

Ainsi le trou spectral de P, dans L2(p;) est minoré par celui de P dans L2(f),
multiplié par exp(—A)/8, o P est le noyau de convolution défini sur le tore T par

VzeT, I~’(:c,dy) = 4(1+ a)I[z—1/(8(1+a)),z‘+1/(8(1+a.))](y) a(dy)

le segment ci-dessus étant toujours compris modulo 1.
Or il est facile d’obtenir par une décomposition en série de Fourier (voir {7]) une
minoration du trou spectral A(P) de P

lexp(zdm/(8(1 + a)) — 1] S

NP) 2 1- 4r/(8(1 + a))

0

d’ou le résultat annoncé.

4 Existence du trou spectral sur R ou comment
recoller les morceaux

Afin de montrer existence du trou spectral sur R, on va chercher & se ramener a
5 points. On introduit pour cela les intervalles

I =] -o00,—qa], =[-a-1,a+1], I1=[a,00[,
et une partition de R en 5 ensembles
A| =]—o00,—a-1], Az =]—a—1,—d], A;=]—a,a], As=][a,a+1], As=[a+]1,00]

qui seront représentés par les 5 points auxquels on veut se ramener.

Sur chaque I; on dispose du noyau Pi(z,dy) = f-(y)15(y)dy+ a;0:(dy) réversible
par rapport & la mesure p;(dz) = K p(dz) avec K; = [, p(dz). D’aprés les sections
précédentes, sur chaque I;, le noyau P; admet un trou spectral X; > 0 sous y;, on a
donc pour tout ¢ =1 a 3, les inégalités

(15) pi(F(1d = PYf) 2 Nipi(f — () -
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Le recollement des morceaux s’effectue en plusieurs étapes. La premiere d’entre
elles consiste & construire une nouvelle forme 3 partir de laquelle on se rameénera a 5
points (deuxiéme étape). On finit la démonstration en montrant que notre nouveau
noyau sur 5 points admet un trou spectral, on utilisera pour cela un résultat de

Cheeger.

Premiére étape : construction d’une nouvelle forme

Il est bien connu que la forme de Dirichlet Epu(f. )= “« #(f(1d — P)f) s’écrit sous
la forme Ep,(f, f) = 1 [z du(z) Jg P(z,dy)(f(z) — f(y))?, on montre alors facilement

£, f) = L / du(z) / P(z, dy)(f(z) - f(¥))?
- —Z/du / (2, dy)(f(z) — (3))?

—Z /I du(z) P(z, dy)(f(z) — F(y))?

=1

= 2 [ Kdu()Pio di)(f(@) - F)Y

g1 YIix I

v

= izK"gPh#i(fhfi) ou f,' :f]II,-

i—'l
> D) ;K/\,,u. ﬂt(ft)) )

Pour la troisitme inégalité, on compte au plus deux fois chaque passage de A; a
A; (7 # 1), pour la derniére inégalité, on utilise 'inégalité (15) trois fois.
On construit alors la nouvelle forme

£(f, 1) deflzmu, — ()

i=1

1l existe un générateur de sauts L, vu comme un noyau d’intensités de transition
L(z, dy), tel que 5

E(f, f) = —u(fLf).
Un calcul élémentaire ot 'on décompose E(f, f) en Zf,jﬂ i) A / 4 p(dz)L(z,dy) f(y),

et une identification nous donnent

L(z, Tp\(z)(y)dy) = ]
]IAl(x)-;-)\l,ul(dy) + 1, (2) %Alul(dy)]IAl(y) + B/\lul(dy) + %/\2#2(dy)] T4, (y)

+%)\zﬂz(dy)]IA3(y)] + ]IAs(x)%/\zuz(dy) + T4, (2) [%Azllz(dy)ﬂm (v)

1 1 ] 1 1
+ [gkzuz(dy) + 5Aapa(dy) | Ta, (y) + 5)‘3H3(dy)]IA5(y):| + Ly (2) 5 Asm3(dy)
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et
L(z,{z}) = —L(z,R\{z})

Le générateur s’écrit
L(z,dy) = L(z, Tn\z)(y)dy) + L(z, {2})8.(dy)

En résumé, on a montré

(16) gPyH(f)f)Zé(fvf)

On va désormais travailler avec cette nouvelle forme.

Deuziéme étape: on se rameéne 4 5 points

Soit maintenant F = 0(A1, Ay, .., As) et F = u(f|F) (si z € A;, F(z) = 282,
Notons également, pour 1 < i < 5, F; = I4,(f — F) et [; = —L(z,{z}) > 0, qui est
une quantité ne dépendant pas du choix du point z € A;.

On calcule alors que

Ef,f) = EFF)+ Y Lu(FY

1<i<5

et que

w((F = ()P = u((F—p(F))+ Y u(FP

1<i<5

Il apparait ainsi que

Ef,f)

A> f — Ay A min [
- feL’(;gl\Vect(l) w(f — p()? L 1?;’215

/\ d_i_f. . g(fa f)
L feL?(fl.E)f\Vect(l) p(f —u(f))?

Ceci nous ramene au calcul du trou specral pour un processus irréductible & valeurs
dans un ensemble & 5 points (d’autant plus qu’en considérant 'indicatrice de A;, pour
1 < ¢ £ 5, on se persuade facilement que §; > );), et on va rappeler dans 1’étape
suivante une maniére de minorer cette quantité par un nombre strictement positif, ce
qui nous permettra de conclure.

Troisiéme étape : ezistence du trou spectral sur les 5 points

Sur les 5 points Ay, Ay, ..., As, on dispose d’une matrice [, 5 x 5, tridiagonale,
symétrique dans (i) ol /i est la mesure définie sur A; par ji(A;) = u(A;) pour tout
i =14a5 . Les coefficients de cette matrice nous sont donnés explicitement par L.

Il est bien connu que ce noyau d’intensités irréductible admet un trou spectral.
Pour I’évaluer, on a choisit d’utiliser la constante de Cheeger (voir [3], [5], ou [8])

ﬂ(]IAI/]IAc)
in Y
o<u(ay <t A(A)
A connexe
A€ connexe

F .y déf.
I(L,p) =



349

ou la connexité est celle relative & la matrice d’incidence de L. On sait que dans le
cas d’un espace d’état & 5 points, le trou spectral A; du noyau L associé & la mesure
1 est directement lié & la constante de Cheeger par la relation

2(L ) 2 3y > (P

La connexité de A et A° réduit ’étude &
A= [Al, A;] et A°= [A,'+1,A5] ou A°= [Al, A,] et A= [Ai+17 A5]
On en déduit immédiatement

, . (14, L(14,))
I(L,p) > L(A;, A; = PAPATNAT
(LA = i+ L(AisAs)>0 (4:,4)) i,j=u(1jf1!3&4,))>0 n(Ai)

5 Temps discret

Comme on 1’a déja mentionné, le trou spectral A fournit une vitesse de convergence
vers 1’équilibre 1 du processus de Markov de sauts associé au semi-groupe qui admet
P — 1d comme générateur. Mais on peut aussi s’intéresser en temps discret a la
chaine de Markov qui admet P pour noyau de probabilités de transition. Il est bien
connu (cf. par exemple [4]) que pour une telle chaine, une vitesse de convergence
exponentiellement rapide en le temps (dans L%(u)) est notamment impliquée par
Pexistence d’un trou spectral X non nul pour Id — PP* (ou P* est l’adjoint de P
dans L2%(y)), cette constante permettant d’expliciter une minoration du taux: plus
précisément, pour tout f € L?(u), on a

NP*(f) = (Dl < p"vVulf?) - u(f)?

avec p = V1 — A et o |- ||, désigne la norme dans L2(g).

Par réversibilité, on a ici P* = P, et X est donc le trou spectral de Id — P?. Sans
vouloir non plus présenter une minoration quantitative, on va se contenter d’indiquer
le résultat suivant:

Proposition 3 Sous les hypothéses précédentes, on est assuré que X>0.

En effet, remarquons que pour ¢ > a, on a

@ = 1- / exp(—(U(y) — U())) dy
(z-1/2,z+1/2]
> L / exp(—aly - z)) dy
[z, z+1/2]

QI =

(exp(—a/2) =1+ a/2)

De méme pour z < —a, ce qui nous conduit & poser

n é (exp(—a/2) —1+a/2) > 0
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Comme dans la section 2, considérons R, la restriction du noyau P? & [a,+oo[, et
rappelons que P; et yy désignent respectivement la restriction de P et la renormalisa-
tion de la restriction de p & cet intervalle. Pour tout f € L?(u), on constate immédiate-
ment que

/ (@) Balz, dy)(f(y) — f(2))? > / (2) P2(z, dy)(f(v) - f(2))?
> / 1 (2)Pa(2, dy) (F(y) — F(2))?

ainsi d’aprés les calculs de la section 2, le couple réversible (Ry, p1) admet un trou
spectral strictement positif.

De la méme maniére, on traite la restriction de P? & | — oo, —a]. Le fait que la
restriction de P? & [—1—a, 1+a] admette également un trou spectral se prouve comme
dans la section 3, et on conclut de maniére identique aux considérations de la section
précédente, a l'existence d’un trou spectral ) strictement positif.

Voyons maintenant comment & partir de la stricte positivité de X, on peut obtenir
les estimées indiquées a la fin de I'introduction :

Soit o € R fixé, et notons m la probabilité admettant la densité fr, (- ) % K fo( - )
exp(U(-))/(1 — ag,) (sous-entendu par rapport & p).

Pour n > 0, la probabilité mP" admet alors pour densité P**(fy,) = P"*(fz,)-

Soit une fonction g € L?(p) telle que u(g) = 0, il apparait que pour tout n > 0,

P™(z0,9) = ) ab*(1—ag,)(mP*)(g) + aZ,g(z0)

1<kgn
or d’apres les considérations précédentes, pour k > 1,

(mP)e) = (P (Fae)
BUP* (fa0) — #(fzo))9]

< \/ﬂ[ Pk 1 fzo fxo ]V
< PR = p(F) V(e
< o1 |7 sl

Notons par ailleurs que

K

(1= 02)% Jiwo-1/2,0041/3]

u(fZ) = exp(—U(z) +2U(y) — 2(U(y) — U(x))+) dy

ainsi il apparait facilement que pour zo > 1 + a,

= K
p(fz) < m

11 en découle qu’il existe une constante A > K telle que

V2o € R, /-"(NZ) <

Zo

u—_’i—zyexpwuo»
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d’ott en fait

[PY(z0,9)l < Aexp(U(zo) Y, ag*p* llgll; + aZ,g(zo)

1<k<n
a’:o - pn n 1
< Aexp(U(:co))am gy — P ”9”2 + azog({l}o) ) SLp :I'é Az
= Zo
(An exp(U(z0)) gl + pa(z0))” J5i p = da,

ce qui permet d’établir le résultat ahnoncé, en remplacant g par g — p(g), pour g €
L2(u) quelconque.

Un autre avantage du trou spectral par rapport aux choix d’une fonction de
Lyapounov est que le taux de convergence est plus explicite, ici az, V p < (1/2) V p.

Ainsi par exemple avec U : R 5 z — z2/2, en itérant les noyaux P on finit par
approximer la loi gaussienne standard relativement vite.
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