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RI~SUM]~ : 
Sur R consid6rons le noyau markovien Q(x, dy) = ~]~_½,x+}[(y)dy r6versible par 

rapport £ la mesure de Lebesgue dy. A partir de celui-ci on effectue une transformation 
de type M~tropolis pour obtenir un noyau P(x, dy) r6versible par rapport £ la loi de 
densit6 proportionnelle ~ e -v(~) relativement ~ la mesure de Lebesgue dx o~ U est 
une fonction convexe r6guli~re v6rifiant lim~-~+¢o U(x) = +c¢  et une autre hypoth~se 
de croissance. 

Le but de cette note est de prouver l 'existence d 'un  trou spectral pour l 'op6rateur 
positif Id - P (off Id d6signe l'identit6), la difficult6 r6sidant surtout dans la non- 
compacit~ du mod$1e. 

Nous introduirons tout  d 'abord plus en d6tail les objets utilisSs avant de r6duire le 
probl~me et de le r6soudre, nous utiliserons principalement une technique de multiflots. 

1 I n t r o d u c t i o n  

L'existence d 'un  trou spectral permet d'avoir des 6valuations quantitatives de la 
vitesse de convergence vers l'6quilibre d'algorithmes stochastiques comme par exemple 
ceux de M6tropolis. Ce sont ces estimations qui motivent notre 6rude. 

Plus pr6cisSment, on se donne sur R le noyau markovien Q(x, dy) = lI]x_½,~+½[(y ) dy 
r6versible par rapport ~ la mesure de Lebesgue dy et U une fonction convexe vSrifiant 
lin~-.+oo U(x) = +co. 

Sous cette hypoth~se et par convexit6, on montre facilement qu'il existe deux r~els 
a e t  a strictement positifs tels que pour tout Ix[ > a, 

(1) U(x) >_ ~1~1 et IU'(~)I ~ ~ .  

On d6finit la mesure 

#(dx) = K-le-U(~:)dx avec K = jfRe-U(~)dx 
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K < oo par d6finition de a, et on construit par un proc6d6 de type M~tropolis le 
noyau 

P(x, dy) = e -(v(~)-U(~))+ Q(x, dy) + a~:g~:(dy) = f~:(y) dy + a~5~:(dy) 

off 

d~f . . . .  fR { e-(U(u)-v(~))+ s i [ y - - x [  < 1 
x+ = max(x,u), a~ = 1 -- f~(y) dy et f~(y) = 0 sinon 

Par construction, P est r6versible par rapport ~ p e t  est irr6ductible. On pourra donc 
se servir du semi-groupe markovien (et(P-Id))t>o pour approximer #. 

On suppose alors de plus sur U qu'il existe une constante C > 1 telle que : 

Vx • [a, c¢[ U'(x + 1) _ CU'(x) 
(H) Vx el - oo,-a] IU'(x - 1)l < CIU'(x)l 

On remarque que l 'hypoth~se (H) n'est pas tr~s restrictive car tout polyn6me convient. 
En particulier, la loi ganssienne rentre dans le cadre de notre dtude. En revanche, des 
fonctions "trop rapides" comme e ~2 ne conviennent pas. On peut ~galement rioter que 
cette hypoth~se est technique et que l 'intuition nous invite ~ penser qu'elle n'est pas 
n6cessaire. 

Le but de cette note est de montrer que sous ces hypotheses, le trou spectral de 
Id - P e s t  strictement positif: 

d~=~. inf # ( f ( I d  - P)f )  > 0 
fEL2(~t)\Vect(l) ~ t ( ( f -  #(f))2 

Par ce biais, nous pourrons $valuer la vitesse de convergence de e t(P-Id) pour t grand 
vers # car nous savons que cette convergence est exponentiellement rapide dans L2(#), 
de taux A. 

Nous montrerons tout  d 'abord dans les deux sections suivantes qu'il existe un trou 
spectral sur ] - o o , - a ] ,  [ - a  - 1, a + 1] et [a, oo[ pour le noyau P et la mesure ~t 
restreints ~ ces diff6rents intervalles, off a est d6fini plus haut. Par sym6trie autour de 
0, il nous snffira de traiter les cas [ - a - 1 ,  a +  11 et [a, e¢[. Nous commencerons par nous 
intdresser £ l'intervalle [a, c¢[ qui reprdsente la plus grosse difficultY, on y d6veloppera 
une technique de multiflots due ~ Sinclair (voir [12]), nous nous placerons ensuite sur 
[ - a  - 1, a + 1] off l 'existence d 'un trou spectral strictement positif est relativement 
ais6e ~ obtenir. Dans la quatri~me section, nous recollerons enfin les morceaux pour 
obtenir le r~sultat g6n~ral sur R tout entier. 

Puis dans une derni~re section, nous discuterons des propri~t6s similaires dans le 
cas off l 'on s'int6resse plut6t aux cha[nes de Markov en temps discret admettant  P 
pour noyaux de probabilit6s de transition. 

Comme nous l 'a  pert inemment rappel6 le rapporteur, il existe en temps discret 
d'autres mani~res d'obtenir une convergence exponentiellement rapide vers la probabilit$ 
invariante. Par exemple si P 6tait quasi-compact (cf. [9]), on saurait qu'uniform6ment 
en x E R, la variation totale Ilp=(x,. ) -#l lvt  converge vers 0 pour n grand, mais 
ceci n'est pas possible ici (consid6rer des points initiaux x tr~s grands). Une approche 
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alternative consiste £ trouver une fonction mesurable de Lyapounov, V > 1, qui 
satisfait en dehors d 'un compact P(V)  < aV,  avec 0 < a < 1, car ceci assure tout 
d 'abord que V E L I ( # )  puis qu'il existe deux constantes K > 0 et 0 < ~" < 1 telles 
que 

(2) V x0 • R, sup [P'~(f)(xo) - p(f)[  <_ gp'~Y(xo) 
{f  ELI(/~) : LfI<_V} 

(voir le chapitre 16 du livre de Meyn et Tweedie [6], en notant que dans notre situation 
les ensembles compacts sont des ~ petite sets *). 

De telles applications V existent pour les cas trait6s dans cet article (car on peut 
toujours prendre V ( - )  = exp(a I" I/2), avec a la constante intervenant dans (1), 
ceci fournissant d'ailleurs des exemples off Y • L2(#), en consid6rant U( - )  = a [. I), 
toutefois l 'existence d 'un  trou spectral permet d 'obtenir  des r~sultats de convergence 
uniforme en un sens different. Par exemple on peut remplacer dans (2) l 'ensemble sur 
lequel est consid6r6 le maximum par 

{ f  • L2(#) : f(xo) <_ K~, #(f2)  _< K2} 

oh K1,/(2 _> 0 sont deux constantes (pour plus de pr6cisions, voir la fin de l'article). 
Cependant l ' importance de cette uniformit6 (et le fait que le trou spectral est relative- 
ment stable par perturbations born6es de U sur tout R) apparalt plutSt pour des 
chMnes de Markov inhomog~nes en temps. Mals ce gain se paye, car l '6tude du trou 
spectral est plus d61icate que l 'obtention d 'une bonne fonction de Lyapounov V. 

D'autre  part la dimension 1 est certainement trop restrictive, cependant notons 
que le r6sultat pr6sent6 s'6tend imm6diatement par comparaison et tensorisation sur 
R ~, n >_ 2, pour des potentiels de la forme 

u(x) = 

oh les U~, 1 < i < n satisfont les hypotheses consid6r~es ici, en utilisant les in6galit6s 
(U(y) - U(x))+ <_ ~-'].l<i<,(Ui(y~) - Ui(x~))+, valables pour tous x = (X l , . ' - ,  x , ) ,  y = 
( Y l , ' " ,  Y,) • R ~ (on l~eut d'ailleurs s'interroger sur un r6sultat plus g6n6ral pour des 
fonctions U : R ~ -+ R satisfaisant une bonne condition de stricte convexit6 en dehors 
d 'un compact,  ~ l ' instar des travaux connus pour les diffusions, voir [2] ou [1]). Mais 
nous pensons que le cas r6el donne une bonne illustration de l'utilit6 des multiflots 
pour palier la non-bornitude des modules. 

2 E x i s t e n c e  d u  t r o u  s p e c t r a l  s u r  [a, c¢[ 

On restreint le noyau P e t  la mesure # ~ [a, co[ pour obtenir le noyau 

Pl(x, dy) = A(Y) ~[o,~[(V) dy + a j ~ ( d y )  

a v e c  

al,x = 1 - f~(y) dy ,  

et la mesure 

#l(dx) = K~le -v(~)dx off K1 = e -v(~/dx. 
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On a toujours P1 rSversible par rapport ~ la mesure/ t l ,  on veut montrer : 

$1 ~"  inf /za(f(Id - P~)f) > O. 

I1 n'existe que peu de rSsultats donnant des estimations satisfaisantes du trou 
spectral d 'un noyau Svoluant sur un ensemble continu, sauf si celui-ci provient d 'un 
semi-groupe de diffusion consid6r6 par exemple au temps 1. Ainsi pour cette 6tude, 
on a commenc6 par chercher ~ faire des comparaisons avec le processus d'Ornstein- 
Uhlenbeck, mais sans v6ritablement y arriver. Rosenthal (voir [10, exemple 5.4 pages 
69-71]) s'int~resse par exemple an cas U(x) = x ~ (cas ganssien), par ses m~thodes, 
il obtient une borne du trou spectral sur [ - M ,  M] qui explose lorsque M tend vers 
l'infini. La difficult~ provient essentiellement du caract~re non compact de R (ou de 
l'intervalle [a, ~ [ ) .  

Aussi, nous allons chercher, par discr~tisation, h nous ramener h u n  noyau sur 1~1 
oCx les r~sultats sont plus nombreux. Le noyau sur [a, c~[ (et donc le trou spectral 
correspondant sur [a, ~x~[ ) sera vu comme une limite en un certain sens de noyanx 
sur N. L'id~e directrice du choix de la discr~tisation est principalement le souci de 
simplifier les transitions tout en gardant des comportements proches du noyau initial. 
Proche ~tant pris au sens oh les trous spectraux sont comparables. 

2.1 R6duction du probl~me 

On effectue une discrdtisation non homog~ne de [a, cx~[ : 
Par convexit~ et par construction de a, il existe une suite croissante (xk)k~N de 

[a, ~ [ ,  d~finie par 

x 0 = a  et U ( x k + a ) = U ( x k ) + 5  oCx 5E]O,l[ estfix& 

Par convexit~ ~ nouveau, 5k d=~f. Xk+x -- Xk est une suite d$croissante et xk ~ ~x~. 
On introduit alors 

la tribu As = o'(Ik d~. [Xk, Xk+l[,k E N) ,  

la mesure /~,(i)-~#1(Ii)  , pour i E N ,  

(3) et la probabilit~ de transition P6(i , j )  = ~ [ Pl(x,  dy) .x (dz)  . 
#sk~) ×b 

On se ram~ne ainsi h N, car en posant pour ~ > 0, 

(4) ~ a~d" inf ~ ( f ( I d  - / 5~ ) f )  
- -  

il est bien connu que lirn~_.~ ~z-- = ,~1 (ceci d~coule du fait que les tribus .A2-- 
convergent en croissant pour n E N grand, vers la tribu bor~lienne de [a, +cx~[, pour 
plus de d~tails voir par exemple [7]). 

En vue d'estimer ~ ,  cherchons h maltriser/2a et/5~: 
Par construction de (xk)kcN et par d~finition de ~k, 

K~~(xk+~ - xk )e  -v(~+~) <_ fz~(k) = K ;  ~ e-U(~)dx < Klt (Zk+l  -- xk)e -U(~) 
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d'ofi 

(5) Kile-15ke  -U(xD ~_ #s(k) ~_ K~1~ke -u(xD 

On pose alors 
ttS(k) = Z[15ke -U(xD 

off Zs est la constante de renormalisation (qui a priori d6pend trSs peu de 5 > 0, 
car elle v~rifie K1 ~ Z ~_ Kie) ,  et on note que f~s(k)~f~s(k), o~ ~ signifie un 
encadrement  h des constantes inddpendantes du niveau d 'approximat ion 5 pr~s. Par  
un calcul analogue, on montre  que ps(i,j)#~je-(U(~J)-v(~,))+ pour i e t  j v6rifiant 
[i - J [ -  < [ ~ 1  _ 1 ], on pose donc 

{ ~ie -(v(~)-v(~:'))÷, si i e t  j v~rifient 0 < li - J l  < [ 1 _ _  1 J - 
/Ss(i,j) = 1-E~¢,Ps(i,k), s i i = j  

0 sinon 

oh [ J d~signe la partie enti~re. 
Par  d~croissance de 5k, la condition [ i - J [  -< L ~ 1  _ 1 J assure que xj+l - -xl  _< ½ 

et Xi+l--Xj <_ ½. Ce qui permet  de r~aliser plus pr~cis~ment que pour tous i ~ j E N, on 
a [~s(i, j )  >_ e-2P~(i, j ) .  Tenant compte  de (5) et de r~sultats g~n~raux de comparaison 
(voir par  exemple [11]), on obtient que 

~s _ e -3~s  

off 
i s  d~d" inf t~s(f(Id - / S s ) f )  

S~L2(~,)\Veo,(~) ~ S ( I  -- ~ ( f ) ) 2  

Ce dernier r~sultat et (4) montrent  que le trou spectral A1 sera str ictement positif 
si nous arrivons h minorer As ind~pendamment  de 5 (c'est l 'objet  de la section 2.2). 

Afin de simplifier les notations, introduisons les fonctions jmi~ et jm~  de N dans 
N d~finies par :  

pour tout i, Ps( i , j )  ~ 0 si et seulement si j E { jmin( i ) , - . . , jm~( i )}  

On v~rifie facilement que i -- jmin(i) est croissante et jmi~(jmax(i)) = jmax(jmi,(i)) = i. 
On remarque enfin qu'on connMt explicitement jm~x(i) car jm~x(i) -- i = L ~ - 1 J 
et que jmi~(i) n 'est  d~fini qu'implicitement.  

Au cours de la d~monstration, nous aurons besoin des r~sultats suivants relatifs 
ces fonctions : 

L e m m e  1 Si C ddsigne la constante ddfinie dans l'hypoth~se ( H),  pour 5 assez petit 
et pour tout i, 

jmax(i) -- i -- 1 < 2C(i - jmin(i))- 

L e m m e  2 Pour 5 assez petit et pour tout i, 

1 
<_ 4C5i. 

i - jmin(i) 



341 

D e m o n s t r a t i o n  d u  l e m m e  1 : 
t 

Soit j = jmin(i), d'apr~s le th~or~me des accroissements finis, il existe x i 6 [x~, xi+l] 
t 

et x~ 6 [x i, Xj+l] tels que 

5 5 
~'-  u'(~',) et ,% - U'(x~)" 

D'apr~s l 'hypoth~se (H)  on a 

u'(x;) < c u ' ( x } )  
1 1 ~ ~_<c~. 

Par  ailleurs U'  > a sur [a, oo[ d'apr~s (1), d'ofl 

Ainsi 

1 Ot 
oj2 --7- -> ~ > 4 pour 5 petit.  

2--~, <- 2c(  - 2 )  

=~ ~ - - ~ i - 1 - 1  _< 2C( - i - I )  

L ! - 1J - 1 < 2CL2-~j - 1J 
::~ 25i 

ce qui donne le r6sultat puisque par d4finition 

L 1-1J  = / m ~ ( i ) - i  et LJ-~'-IJ = i - / m i . ( i ) .  2~ koj 

D d m o n s t r a t i o n  du  l e m m e  2 :  

On pose ici aussi j = j m i n ( i ) -  
D'aprbs la d4monstration pr4c6dente on a l e  r6sultat interm~diaire 

donc 

il vient 

~ ,  < 2c(  - 2) 

2~ -< 2c l  - lj 

i - jmi.(i) 

_ [1 1 

2 5 j - l J - *  < 2C ~--- 
26~ 

<_ 4C51. 
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2 . 2  M i n o r a t i o n  d e  A~ 

Pour montrer  que A~ est minor~e par  une constante ind~pendante de 5, on va 
util iser un r~sultat de Sinclair (voir [12, section 4]). 

Sur N on construit  un graphe off les sommets  sont les points et e = (u, v) est 
une ar~te si et seulement si f~(u)[:'~(u,v) > 0. Pour tout  x different de y, on note 
F ~  l 'ensemble des chemins joignant  x £ y. Sur F ~ ,  on choisit une probabil i t~ ¢ ~ ,  
¢ ~ ( % ~ )  repr~sente la probabil i t~ de choisir le chemin q,~ parmi  l 'ensemble des chemins 
joignant  x ~ y. On notera  souvent 7 au lieu de 7 ~  pour ne pas alourdir  les notations.  

Sous cet te  construction,  la borne de Sinclair est 

= s u p  s u p  1 

Le th6or~me s'6nonce alors : 

La clef de la d6monstrat ion repose sur le choix de ¢ : 
Soit x < y ( s i x  > y on prendra  le chemin construit  h par t i r  de celui allant de y 

x h Penvers, ce qui est permis par  r6versibilit6). Pa r tan t  de y, on choisit Yl tel  que 

d6f. 1 puis on choisit Y2 de manibre Y - jmin(Y) --< Yl < Y avec probabil i t~ py - u_j=~.(u) 

6quiprobable,  Yl - jmi,(Yx) < Y2 < Yl, avec probabil i t6 p~ et ainsi de suite jusqu '~  
d6passer x, Y,,+I < x < y , ,  on pose alors Y~+I = x. Le chemin ainsi construit  est form6 
des ar6tes (x, y , ) ,  (y~, y , _ , ) , . . . ,  (Yl, Y). 

On va majorer  explici tement  T/s(¢). Pour cela, on peut  par  construct ion se restrein- 
dre aux ar6tes e = (u, v) avec u < v. Soit e = (u, v) une telle ar6te fix6e (u < v), on 
doit calculer en premier  lieu 

1 1 eU(~.) 
(6) ~ ( u ) P ~ ( u , v )  - 6Jo 

et en deuxi~me lieu, la somme 

E E 
x , y  : "yx~Be x<_u y>v  '%~9e 

Le dernier  t e rme ~-'~u~e ¢~u('~) est ~ comprendre comme la somme, ~ x et  y fixes, sur 
t ous l e s  chemins ~/E F~u tels que -y 9 e. 

D'apr~s le choix de ¢, on dolt dist inguer les cas x < u et x = u : 
On pose 

= 
xgy : ~x~ ~ e  

Z 

x < u y>_v "y~ge 

Q1 -4- Q2 + Q3 + Q4 
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avec 

Q1 = f~(U)f~(V) ~ Cur(7) 
"~uvOe 

Q2 = ftz(u) ~"~ft~(y) ~ ¢~,(7) 
y>v "lu~ 9e 

Q3 = fts(v) ~ f t s ( x )  ~ ¢~:~(,,/) 
x<u "¢xvge 

x<u y>v 3'2~e 

Consid6rons chacun des cas s6par6ment : 
Pour Q4 : 
On dolt  s ' int6resser ~ ~-~x~3~ ¢=u(7) qui repr~sente, 5, x < u et y > v fix6s, la 

probabil i t6 globale (sous ¢~,y) d ' emprun te r  l 'ar6te  e = (u, v), elle aussi pr6alablement  
fix~e, en allant de y ~ x. Soit m l e  premier  point par  lequel le chemin passe entre v 
et j inx(v)  (~ par t i r  de ce point,  le chemin peut  directement  sauter  en v). A par t i r  
de m, le chemin 'ca passer par  n points X l ,X2 , . . . , x=  puis par  v e t  par  u et enfin 
continuer vers x. Pour se rendre de m ~ xi puis de Xl b, x2 , . . . ,  on a une probabil i t6 
p, , , ,p~, . . .  A chaque 6tape les probabil i t6s v6rifient par  croissance de la fonction 

id - jmin, Pm <-- Pzl <-- "'" <-- Pv. 
Ainsi on a, h x et y fix6s, en sommant  sur les chemins 7 jo ignant  x ~ y 

m - - v - 1  

( 7 )  ~ (~xy("~) <-- Z C n - v - l ( P V ) n + l p v '  
")'~y 9e n = O  

off C~_~_ x est le nombre de choix de n points entre m e t  v, p~+l est une majora t ion  
de la probabil i t6  de passer par  ces n points puis par  v e t  off le dernier p~ repr6sente 
la probabil i t6  de choisir u une lois en v. 
Or, d 'apr~s le lemme 1, jm=(V) -- V -- 1 < 2__qV donc 

- -  ]9 v 

m - - v - - 1  

(8) ~ c2_~_~(p~)'+% = ( l+p . )  . . . .  ~(p.)2 < (l+pj~..(~)-~-%~)~ < e~O(p.)~ 
n = 0  

Pour finir d ' e s t imer  Q4, il faut calculer 

~ ~ ( y ) ;  ~2 ~, e-~(='~ -< e e-~(~)e~. 
y>v y>v v + l  

(l ' in6galit6 provient de (5)). 
I1 vient 

~0 °° 
Z ft,(y) <_ e e -uO:È+l) e-(UO:+=~÷l)-u(=~))dx 
y>v 

e-U(zD 
(9) < e - -  

OL 
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car par convexit~ et par l 'hypoth~se (1), 

1 1 
V(x + x,,+l) - U(x~+l) >_ --d(x + x~+l - x~+l) U' > - et U(x,~+l) >_ U(x~). 

Ot 

En regroupant les calculs de (7), (8) et (9) et en majorant  grossi~rement ~-~.~<~/~(x) 
par ~ e N t ~ ( x )  = 1, on obtient 

(10) Q4 <-- e-U(x") ee2Cpv2 
Ot 

Pour Q3: 
On majore  le terme ~-']~..9~ ¢*-(7) par p~ car dans Q3, on a x < u, le chemin doit 

directement sauter de v e n  u (avec probabitit~ p.)  puis se rendre en x. De mSme que 
pr~c~demment on majore  grossi~rement ~ . < ~ / ~ ( x )  par  1, il vient 

(11) Q3 < &e-U(~)P,~ 

Pour Q2: 
On doit s'int~resser h ~-~z~vg, ¢~(7) -  Ici, x = u, le chemin se rend de y h v puis 

saute directement de v ~ u = x. En reprenant les calculs du cas Q4, les majorat ions 
(7) et (8) restent vMables sinon le dernier p.  qui ici n 'appara l t  plus : 

m--~-- I  

< <_ . 

"Tu~ ~e n = 0  

Ce dernier calcul et (9) nous donne 

Q2 <_ 5~,e-U(~) ee-u(x~)e2C pv 
Ol 

(12) 

Pour Q1 : 
On a 

E ~.,~,(9') = ¢,.,,.,(7) -< 1 

off 7 est ici l 'unique chemin joignant u et v e n  passant directement par l 'ar~te e = 

Ainsi 
(13) Q1 < ~ts(u)~(v) = 5,,5,~e-U(~")e -U(~') 

Avant de regrouper les calculs, remarquons que d'apr~s le l emme 2, 

1 
_< 4C5~ - - 

Si on pose K '  = suP.eR(e -v(*)) ( K '  < ~ par  hypoth&ses sur U), d'apr~s (10), 
(11), (12), (13) et (6), on a 

(14) r/8(¢)(e) < g '  + 4Cg'ee2c + 4C + ee2c(4C)2. 
Ot Ot 

off on a utilis~ ~ < 1 par croissance de 5k. 
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Ainsi, 7/s(¢)(e) est born6e par une constante ind6pendante de u, v donc de e = (u, v) 
et de ~, en prenant le sup sur les ar6tes et en passant 5. la limite en 8, on a l 'existence 
du trou spectral sur [a, oo[, 

A I > 0 .  

On remarque que la constante trouv6e dans (14) tend vers l'infini lorsque C tend 
vers l'infini, ainsi nos r6sultats ne sont pas g6n6ralisables par cette d6monstration 

des densit6s par exemple de la forme e - : 2  oh U(z)  = e ~2 ne v6rifie pas l 'hypoth~se 
(H).  Cependant,  l ' intuition nous laisse penser que plus U croit rapidement  vers l'infini 
en l'infini et plus le trou spectral a des chances d '6tre grand, aussi, l 'hypoth~se (H)  
n'est-elle pas tr~s naturelle. 

3 E x i s t e n c e  d u  t r o u  s p e c t r a l  s u r  [ - a  - 1, a + 1] 

Comme prdc6demment,  on restreint le noyan P e t  la mesure ~ £ [ - a  - 1, a + 1], 
pour obtenir le noyau 

P2(x, dy) = f . ( y )  ~[-.-1,~+I](Y) dy + a2,=,~=(dy) 

oh 

et la mesure 

a + l  

a2,~ = 1 - G(Y)  dy 
J - a - 1  

a+ l  

I.t2(dx) = K ~ l e  -v(~) dx  avec /(2 = e -v(~) d x .  
J - - a - - 1  

Pour montrer  que le noyan P2, r~versible par rapport  5. la mesure p2 sur [ - a  - 
1, a + 1], admet  un trou spectral non nul, on va utiliser des arguments tr~s simples de 
comparaison et d 'analyse de Fourier. On aurait  Sgalement pu reprendre une m6thode 
due ~ Rosenthal ([10, th6or~me 5]), qui g6n6ralise sur un ensemble continu la borne 
de Sinclair expos~e dans la section pr6c6dente. 

Soit f E L2(p), on cherche donc ~ minorer 

f[-1-a,l+=]2 I't2(dx)P2( x,  dy ) ( f ( y )  - f ( x ) )  2 

fl-l-~,l+.] p2(dx)(f(x) - l.t2(f)) 2 

> f[-1-=,1+=12 p2(dx)P2(x, dy ) ( f ( y )  - f ( x ) )  2 

- f[-1-=:+~] I't2(dx)(f(x) - f[-1-=,l+=] f (Y)  dy/(2(1 + a))) 2 

> e x p ( - A )  f[-1-a,l+~]2 l[~-l/2,~+l/2](y)(f(y) - f(y))2 dxdy 

- f I - ' - - , '+=]  ( f ( x ) -  ~_,_. , ,+.]  f (y )  dy / (2( l  + a)) )2  dx 

avec A = max[-l-~,l+=l U - min[-1-a,1+~] U. 
Soit f l a  fonction d~finie sur T = R / Z  (aussi identifi6 avec [0, 1D par 

V 0 < t < l ,  f ( t )  = f f ( - 1 - a + 4 t ( a + l ) )  , s i 0 < t < l / 2  
- ( f(1 - t) , si 1/2 < t < 1 
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En consid6rant s6par6ment les interactions entre des couples de points de T de part  
et d 'autre  de 1/2 et de 0 (qui est identifi~ avec 1 dans T),  il apparal t  sans difficult6 
que 

9(_1_~,1+d 2 I[~:-l/2,~+l/21(Y)(f(Y) - f(x)) ~ dxdy 

> 4(1 + a) 2 ~T2 I[~-l/(S(l+~)),~+l/(S(l+a))l(Y)(f(Y) -- f(x)) 2 ~fi(dx)'fi(dy) 

o~t ~ est la mesure de Lebesgue sur T, et 

f[_l_.,l+.l ( f ( x )  - f[_l_.,l+=lf(y)dy/(2(l + a))) 2dx 

= 4(1 + a) fT( f (X ) -- ff(f))2-fi(dx) 

Ainsi le trou spectral de P2 dans L2(,~) est minor~ par celui de ? dans L~(~), 
multipli~ par e x p ( - A ) / 8 ,  o~ P e s t  le noyau de convolution d~fini sur le tore T par 

V x E T, T'(x, dy) = 4(1 + a)I[~:-l/(S(l+.)),~+l/(sO+.))](Y)'fi(dY) 

le segment ci-dessus ~tant toujours compris modulo 1. 
Or il est facile d 'obtenir  par une d~composition en s~rie de Fourier (voir [7]) une 

minoration du trou spectral A(?)  de ? 

A(i ~) > 1 - lexp(i4~'/(8(1 + a)) - 11 > 0 
- 47r/(8(1 + a)) 

d'o~t le r~sultat annonc6. 

4 E x i s t e n c e  d u  t r o u  s p e c t r a l  s u r  ]R o u  c o m m e n t  

r e c o l l e r  l e s  m o r c e a u x  

Afin de montrer  l 'existence du trou spectral sur R, on va chercher ~. se ramener  
5 points. On introduit  pour cela les intervalles 

11 =] - 0% - a ] ,  12 = [ - a  - 1,  a + 1], 13 = [a,  oo [ ,  

et une parti t ion de R en 5 ensembles 

A l = ] - o o , - a - 1 ] ,  A 2 = ] - a - 1 , - a ] ,  A3=]-a,a[,  A4=[a,a+l[ ,  A s = [ a + l , c o [  

qui seront repr6sent~s par les 5 points auxquels on veut se ramener.  
Sur chaque Ii on dispose du noyau Pi ( x, dy) = fi:(y ) lIi, (y)dy + a,,~g~( dy) r6versible 

par rapport  £ la mesure vi(dx) = K~-ll.t(dx) avec K, = fI, I't(dx) • D'apr~s les sections 
pr6c6dentes, sur chaque Ii, le noyau Pi admet  un trou spectral Ai > 0 sous #i, on a 
donc pour tout i = 1 k 3, les in6galit6s 

(15) # i ( f ( Id  - -Pl)f) > Ail.ti(f - #i ( f ) )  2 • 
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Le recollement des morceaux s'effectue en plusieurs 6tapes. La premiere d'entre 
elles consiste ~ construire une nouvelle forme £ partir de laquelle on se ram~nera h 5 
points (deuxi~me ~tape). On finit la d6monstration en montrant que notre nouveau 
noyau sur 5 points admet un trou spectral, on utilisera pour cela un r6sultat de 
Cheeger. 

Premiere drape : construction d'une nouvelle forme 
I1 est bien connu que la forme de Dirichlet £p.,(f, f) d~=f. #(f( Id  - P)f) s'6crit sous 

1 la forme $P.tt(f, f) = ~ fR d#(x) fR P(x, dy)(f(x) - f(y) )2, on montre alors facilement 

E( f ,  f )  = 

= 1~-~. fAd#(x) f~p(x ,dy)( f (x)_  f(y))2 
2 i=l 

_> 41 ~,=1 ~/'xl' d#(x)P(x, dy)( f (x)-  f(y))2 

1 ~ ,  K, dtt,(x)P,(x, dy)(f(x)_ f(y))2 
4 i = l  ×l i  

l ~--~Kiep, m(fi,fi) ofi fi fll h 2 
i=1 

3 

1 E K,.~,#,((f, - tti(f,)) 2) -> 
i=1 

Pour la troisi~me in~galit~, on compte au plus deux lois chaque passage de Ai 
Aj (j ~ i), pour la derni~re in~galit~, on utilise l'in~galit~ (15) trois lois. 

On construit alors la nouvelle forme 

3 

~(f,  f)d,f. 1 E K,)~,#,(f,- #,( f , ) ) : .  
i----1 

I1 existe un g~n~rateur de sauts L, vu comme un noyau d'intensit~s de transition 
L(x, dy), tel que 

~ ( f , f )  = - # ( f i f ) .  
5 Un calcul ~l~mentaire oh l'on d~compose E(f,  f )  en ~ , j = l  fA, fA~ #(dx)L(x, dy)f(y), 

et une identification nous donnent 

L(x, lIR\{=}(y)dy ) = 

1 
-4-2~2tz2(dy)lIA3(y)] -4- ]IA3(X)~)t2#2(dy) q- ]IA4(X) [~)~2#2(dY)]IA3(Y) 

1 lA3#3(dy)l[A,(y)] + ~A~(x)lA3#a(dy) 
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et 
L(x, {x}) = - L ( x ,  R\{x})  

Le g6n&ateur s'6crit 

L(x, dy) = L(x, ~R\{,}(y)dy) + n(x, {x} )5,(dy) 

En r~sum~, on a montr~ 

(16) Ep, t,(f , f )  > E(f,  f )  . 

On va d&ormais travailler avec cette nouvelle forme. 

Deuxi~me dtape : on se famine ~ 5 points 
Soit maintenant ~" = a(As, A2 , . . . ,  As) et F = #(f].T) (s ix  E Ai, F(x)  = ~(:lA~)~ /~(A~) , "  

Notons 6galement, pour 1 < i < 5, Fi = lIa,(f - F) et Ii = - L ( x ,  {x}) > 0, qui est 
une quantit6 ne d6pendant pas du choix du point x GAi. 

On calcule alors que 

2 ( f , f )  = £ ( F , F ) +  E l,#(F?) 
1_<i_<5 

et que 

~t((f - p(f))2)  

II appaxait ainsi que 

o~ 

= t t ((F - i t(F)) 2) + E p(F~) 
i<i_<5 

A > inf ~(f' f) 
:eL2(.)kv¢ct(x) /.t(f -- p(f))2 

-- A L A min li 
15i~5 

IX L da. inf ~(f'f) 
fEL2(.~-,tt)\Vect(1) f/(f __ ~(f))2 

Ceci nous rasn~ne au calcul du trou specral pour un processus irr~ductible h valeurs 

dans un ensemble h 5 points (d 'autant  plus qu'en consid~rant l 'indicatrice de Ai, pour 
1 < i < 5, on se persuade facilement que l i  > AL), et on va rappeler dans l '$tape 
suivante une mani~re de minorer cette quantit~ par un nombre strictement positif, ce 
qui nous permet t ra  de conclure. 

Troisi~me drape : existence du trou spectral sur les 5 points 
Sur les 5 points A1,A2, . . .  ,As, on dispose d 'une matrice L, 5 × 5, tridiagonale, 

sym&rique dans L2(/2) o/1/2 est la mesure d~finie sur A, par/~(A~) = p(Ai) pour tout 
i = 1 g 5 . Les coefficients de cette matrice nous sont donn6s explicitement pax L. 

I1 est bien connu que ce noyau d'intensit6s irr6ductible admet un trou spectral. 
Pour l'6valuer, on a choisit d'utiliser la constante de Cheeger (voir [3], [5], ou [8]) 

I (L,  fi) da. inf f i ( IALIAQ 
o < ~(A) < ½ p(A) 
A c o n n e x e  

A c connexe  
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oh la connexit6 est celle relat ive ~ la matr ice  d ' incidence de L. On sait que dans le 
cas d 'un  espace d 'd ta t  ~ 5 points,  le t rou spectral  A L du noyau L associ6 ~. la mesure 
/2 est d i rectement  li6 h la constante de Cheeger par  la relation 

2 I ( L , p )  > AL > I(L,p_____~) 
- -  - -  5 

La connexit6 de A et A ~ r6duit l '6 tude 

A = lAx, A,I et A" = [Ai+l, AsI ou A ~ = [A1, A,] et A = [A,+I, As] 

On en d6duit  imm6dia tement  

I(L,/~) > min L(A,,Aj) = min #(IA, L(1A~)) 
- -  i , j : ~ ( A i , A j ) > O  i,J:,u(IAiL(IAj))>O I~(Ai) 

5 T e m p s  d i s c r e t  

Comme on l ' a  d6jh mentionnd, le t rou spectral  A fournit une vitesse de convergence 
vers l 'dquil ibre ju du processus de Markov de sauts associd au semi-groupe qui admet  
P - Id comme g6n6rateur. Mais on peut  aussi s ' intdresser en temps  discret h la 
chMne de Markov qui admet  P pour noyau de probabil i t6s de transi t ion.  I1 est bien 
connu (cf. par  exemple [4]) que pour une telle chMne, une vitesse de convergence 
exponentiel lement  rapide  en le temps  (darts L2(/~)) est nota lnment  impliqu6e par  

l 'existence d 'un  t rou spectral  A non nul pour Id - PP* (o~a P* est l ' adjoint  de P 
dans L2(p)),  cet te  constante pe rme t t an t  d 'expl ic i ter  une minorat ion du t a u x :  plus 
pr6cis6ment, pour tout  f E L2(/~), on a 

I I P " ( f ) - t z ( f ) [ [ 2  ~ pn~(f2) _/~(f)2 

avec p = v / l - -  X et oh I1" Ih ddsigne la norme dans L2(#). 
Par  r6versibilit6, on a ici P* = P ,  et A est donc le t rou spectral  de Id - p2. Sans 

vouloir non plus pr6senter une minora t ion  quant i ta t ive,  on v a s e  contenter  d ' indiquer  
le r6sultat  suivant : 

P r o p o s i t i o n  3 Sous les hypotheses prdcddentes, on est assurd que A > O. 

En effet, remarquons que pour x _> a, on a 

a~ = 1 - / e x p ( - ( U ( y )  - U(x))+) dy 
J[~-1/2,x+I/21 

1 /~  e x p ( - a ( y - x ) ) d y  
>- 2 -  ,~+1/21 

= l ( e x p ( _ a / 2 )  - 1 + a/2) 
C~ 

De mSme pour x < - a ,  ce qui nous conduit  h poser 

~,. i_ ( 
= exp(-~12) - i + ~12) > 0 

O~ 
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Comme dans la section 2, considdrons R1 la restriction du noyau P~ ~ [a, +oo[, et 
rappelons que P1 et #1 ddsignent respectivement la restriction de P e t  la renormalisa- 
tion de la restriction de # £ cet intervalle. Pour tout f E L2(#), on constate imm6diate-  
ment  que 

f . , ( x l R , ( = , d ~ l ( f ( y ) -  S(xl)  2 > / . l ( X ) P l ~ ( = , ~ y l ( f ( ~ )  - S(xl)  2 

~fp l (x )Pl (x ,  dy)(f(y) - f (x ) )  2 > 

ainsi d'apr~s les calculs de la section 2, le couple r~versible (RI,#I) admet  un trou 
spectral str ictement positif. 

De la m~me mani~re, on trai te la restriction de p2 ~ ] _ (x) , -a] .  Le fait que la 
restriction de p2 ~ [_ 1 -  a, 1 + a] admet te  ~galement un trou spectral se prouve comme 
dans la section 3, et on conclut de mani~re identique aux considerations de la section 
pr~c~dente, ~ l 'existence d 'un trou spectral ~ str ictement positif. 

Voyons maintenant  comment  ~ paxtir de la stricte positivit~ de ~, on peut  obtenir 
les estim~es indiqu6es ~ la fin de l ' introduction : 

Soit xo E R fix~, et notons m la probabilit~ admet tan t  la densit~ f~0( "J ~ a~f.__ Kfj~o(.)" 
exp(U( .  ))/(1 - axo) (sous-entendu pax rapport  ~. #). 

Pour n > 0, la probabilit6 mR'* admet  alors pour densit6 P*~(]'~o) = P"(]'~o)- 
Soit une fonction g e L2(/~) telle que #(g) = 0, il appaxMt que pour tout  n > 0, 

P"(xo,g) E ,~-k n x = axo (1 - a~o)(mPk-1)(g) + a~og (o) 
1Skin 

or d'apr~s les considerations pr~c~dentes, pour k > 1, 

(mp~-~)(g) = ~ (pk -~ (L0)g  ) 

= , [ ( P ~ - ' ( L 0 )  - ~ ( L o ) ) g ]  

-< ~ / ~ [ ( P ~ - l ( L 0 ) -  # ( L 0 ) ) : ] ~  

<- P~-' f~o 2IMI: 
Notons par ailleurs que 

g ~[~ e x p ( - U ( x )  -t- 2U(y) - 2(U(y) - U(x))+) dy 
/~(]'~o) - (1 --a~o) 2 0--1/2,x0+1/2] 

ainsi il appara~t facilement que pour Xo > 1 + a, 

K 
~(f':o) -< (1 _ a~o)~ exp(V(xo))  

I1 en d6coule qu'il  existe une constante A >__ K telle que 

A 
V x0 E R, #(f:0)  < (1 - a~0) ~ exp(U(x0)) 
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d'ofl en fait 

IP"(xo,g)l < Aexp(U(xo)) E a~o kpk IIgll~. + a~og(xo) 
l<k<n 

< { Aexp(U(x°))a=°a:° - p_______~ _ a=o - p I lgll= + a ; o g ( = o )  , si p # a= o 

(An exp(U(x0))Ilgll= + pg(=o))p" , si p = a=o 

ce qui permet d'~tablir le r~sultat annonc~, en remplaqant g par g - /z(g) ,  pour g E 
LZ(/~) quelconque. 

Un autre avantage du trou spectral par rapport aux choix d'une fonction de 
Lyapounov est que le tanx de convergence est plus explicite, ici a= o V p < (1/2) V p. 

Ainsi par exemple avec U : R 9 x ~ x2/2, en it~rant les noyaux P on finit par 
approximer la loi gaussienne standard relativement vite. 
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