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We cansider general simulated annsaling algorithms on a connected and compact Riemanmian manilold,
i.e. algorithms for which the drift is net necessarily the gradient of a given potential, When this is satisfied
(or equivalently, when the process considered 15 instantancously reversible), Holley, Kusuoks and Stroock
proved the convergence of the algorithin Tor certain decreasing rate of the temperature. The method
presented here is different and is very general (it can be adapted to the situation where the phase space
is an infinite dimensional one on which we are given a translation invariant and finite range family of
potentialsl It is based on the stody of the evolation of the entweopy of the law of the difusion al one
imstanl with respect to the instantanecus invarianl probability, but we alse depend on the Soboley
logarithmic imegualities which can be easily deduced from the results of the previous authors, These
imequalities give us & differential ineguality Tor the entropy, which implies that it converges 1o zere under
decreasing rates of the temperature of the kind &f0nir, for & strictly Larger than one certam constant ¢ = (3
We can then prove that the stochastic process considered converge to the global minima of the
guasi-potential introduced by Wentzell and Freidlin as the action Tunctional for the large deviation
principle sutisficd by the invariant mensure. Bul apart from the case where the manifeld is the vircle or
the instantaneously reversible situation (for which there exists un explicil formula for the invariant
probabilityy, the constant is twice the notural generslisation of the constant which appear when the drift
derive from a potential, se the constant ¢ obtained is certainly nel oplimal,

KEY WORDS  Simulated Anncaling, Entrepy, Harnack's Incgualities, Frgodicity,
Sobolev Loparithmic Tneguialitics

I INTRODUCTION

Om va etudier, sur une variéte riemannienne compacte et connexe, des algorithmes
du recuit simulé généraux, ie. dont la dérive est un champ de vecteurs qui n'est pas
nécessairement le gradient d'un potenticl (4 un facteur dépendant du lemps pres)
donné a priori. Asymptotiquement, quand la température tend vers 0, le rile que
jouait ce dernier dans les algorithmes instantanément réversibles (i.e. dont la dérive
est le gradient d'une fonction) est tenu ict par une quasi-énergic introduite par
Wentzell et Freidlin, comme la fonctionnelle d'action pour les grandes déviations
satisfuites par la probabilité invariante. Ainsi, pour certaines décroissances de la
température, le processus considéré tend & ce concentrer au voisinage des minima
globaux de cetle quasi-énergie. Cependant, mis 4 part le cas o0 la variété est le cercle,
les taux de décroissance de la température sont un peu plus lents que la pénéralisation
naturelle de ceux connus pour les algorithmes dérivant d'un potenticl, ce qui sugpére
gu'on n'a pas oblenu, en général, les taux optimaux, Notons que dans le cas o0 la
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dérive est le gradient d'une fonetion, la convergence 4 deja e d-'enmmr'eF par H:.:lle:f.
Kusuoka et Stroock dans [5]. Néanmoins la méthode présentee 1ok, basée sur etude
de I'évolution de I'entropic de Ta loi de la diffusion & un instant donné par ralp‘pr.u'[
i la probabilit¢ stationnaire instantannie, est trés simple et s générul\isf i de
nombreuses situations. En effet, elle s'adapte facilement pour trailer le cas ou espace
des phases est un ensemble fini el permel l.':g;ﬂt:mc:.u d‘:_ftltcmr {h:x. résultats en
dimension infinic, pour des algorithmes du recuit simule associis i coTlalnes measiures
de Gibbs (cf. [%]) _ _ . o

Spit M une variété riemannienne compacle el cOnnese ide dimension N e F¥)
Comme d’habitude, on note €, 3, ||, ¥, div, A ¢l A4, le produit 5(‘?3|l{i['£‘-.. la norme,
le gradient, la divergence, le laplacien et la probabilitc assocics a la slructure
TICTMANIETITE. o

Spit b un champ de vecteurs C* sur M, Pour fi = U, on considére lopérateur Ly
défini sur les fonctions ¢ de C*{(M) par

l e
Ly == A + BCb, V)

1l est connu (voir, par exemple, la proposition 4.5 p. 278 de [7T) quil existe une
upnique probabilité invariante gy associée 4 Ly, c'esl a dire qui satisfail

Ve CHM), pflypl=1U

De plus, g, est équivalente 4 7 el sa densité est de classe €. On conviendra, dans
¥ : . e it s b ¥ - 1 o i
la suite. de noter de la méme maniére une probabilite ahsolument contimue par

rapport 4 4 et sa densite. - 1 i i
Les opérateurs Ly seront les penerateurs clics djﬂum.uns guon va cludier. Plus
précisément, considérons le probléme de martingales suivanl. .
On se place sur l'espace cunonique 2 = C([0, +=[. M) et on nolc (X )oin le
processus de ses applications coordonnées. On pose
F=glX,.0<s=1}

F=glX,tz0]

Soient fe C'(R, : BY) (qui representera Iévolution de Pinverse de Ta lempumtum?,
et m une probabilité sur M (qui sera la probabilité initiale). 11 est bien connu gu'il
cxiste une unique probabilitic P,, sur (€, #), telle que

e N P )=m
s Vb e CF(M),

s [t ! :
(I: WX — PX ) — | LX) dh‘\| . Py | soit une martingale.
S Jooo f1=0 !
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Heuristiguement, ceol signifie que la diffusion (X)), ., est régie par
dX, = dB, + [ih{X,) dt

ol (B) . n ¢sl un mouvement brownien sur M.

Pour ¢ = 0, on notera oy ba loi de X, sous P

Pour etudier le comportement asymploligque des w, quand ¢ tend vers infini, on
esl amenc & introduire la notion suivante,

Pour =0, on définit Pentropie (aussi appelée information de Kullback-1eibler)
d'une probabilite p sur M, par rapport i g, . par

ol ;

lr”:.‘ .[!'I.J.:li ¢l dplx), sip<l

fip = <|, "

-, s,

[iph mesure d'une certaine maniére Ia distance entre el jig, notamment, on a
Pl =420 p)

ou || represente la variation totale (el |6]). Notons que d'aprés I'inégalité de Jensen,
ona Tip) =1,

Remarquons cgalement gue i, est la probabilité invariante inslantanée, au temps
i, de la diffusion (X,),. , (si f &lail constant, fy, serait fa probabilité stationnaire pour
le processus),

On se propose de démontrer le résultat suivant,

TreorEmE | 11 existe wie constante y = 0 telle que si Ton suppose que pour
stiffisaomment grand, on all f{0 = In(0/ K, qree K = ¥, alors,

lim fim)=10

Lhnterét de ce théoreme est gu'on peul en dédure des résultats de recuit simulé.

En effet, supposons que fi ! Infgeg) converge uniformeément sur M, guand f tend
vers l'infini, vers une fonction W, Alors, sous les hypothéses du théoréme, les m,
tendent @ se coneentrer, en temps grand, au voisinage des minima globauy de — W
"JI.'I a nu.l;m]rlwnl. pour tout & = 0, lim, el — W = ) = 0 (on aura remarqué que
necessalrement, min, o — Wixjh = 0, ce qui constitue un résultal de recuit simulé
pour des diffusions non instantanément réversibles, genéralisant ainsi des résullats
connus pour les alpgorithmes derivant d'un potentiel (voir, par exemple, [5]. Pour
ceux-cl on peul supposer que b= VU, o Ue CYM), et il est facile de voir
quialors, W= —(L7 — min U)). Dans certains cas, on peut également oblenir des
resultats plus precis sur le comportement asymptotique des m, en temps grand. Ainsi,




THpAs ahad b tal FRTEOUE e g e e 5

LRl Lol

1% . MICLO

Sron ; rers + oo, il en sera de
si on sait que les ji, convergent ctroitement quand fi tend vers + oo, 1l en sers
; : rars 4o,
méme des m,, quand ¢ tend vers - : N oo
Reste done & voir sous quelles conditions les {1 Infpg) meu_gn;.nL 1II:'L1[I1|UI!jI.1E e
Mais un résultat classique d’analyse (voir la sectinn suivante) affirme guil exisie une
Le b ola b ;
constante K, = 0 telle que pour toul f# = 0 on ait,

VA ' nipg)l = Ky

Ceci permet de voir que la famille ip' In[.lt,,]]i-. =0 sl I':qi.lu:un.timkm ?1 J_uuch.T;e::::}
bornée {car il existe un point de M en leguel f ]ntp.ﬁ] 8 zmnul;._u i.:v lEll-l‘.IL.l : M
est ﬁh,']]; Ainsi, puisque M est compact, on pent appliquer le 1hEGTCIT1?—, d\;m‘iz;;q;;
montre que la famille (} U Infpg))y .o est relativement compactc dans C{M] 1
: . LT 4 o N a r
¢ Eﬁr::;i:g% ;l:n&s hypothéses (la condition I|;.»I_1 donnée par "r"r'CFlT.ZE:'H. chIPrmd::jr}c:
la page 169 de leur livre [4], ou sans h }r‘[’?(ﬁf[hus?. 41 :1-1 ‘::151 le c:ru!i, ;. ::rml.;],:ﬁimem
1. les g satisfont un principe de g_rundusrdr:x-'mtmnﬁ avec pour m:.a) E; A
i une certaine fonctionnelle daction Woicl. le l.heun:n‘r& 43 p. 15 f Lf [‘1 e
prouve gue toute limite uui_l‘;:rme 3-&5 Irjf-_l1 [1|1]|]:f'“’;|].~- ;Jli Eful gqugtre W, d'ol, p
i acite. la convergence unmlorme des o) vers W o
L“EF::?:: Iplair:,L!: dé:innstralion suivante permel également 111.: re1lml.1?'c11 le,:_-,:].::: E]l;:_L
ergadique qui affirme que si la lempérature .esl constante, m, n.,c'n;uerfr.. .Lllp g ]
ment vite (au sens de lentropie et done aussi de la variation totale) vers la probs
stationnaire py, (voir la proposition 7 ci-dessous).

7 INEGALITES DE SOBOLEV LOGARITHMIQUES

On va présenter ici un résullat tres important sur les inégalités de Holz[ulut:'l11:.1ga|':
i.lhqum:x. qui a ¢té oblenu par Holley, Kusuoka et Stroock {regrouper le t Lﬂ;ﬁﬂ:ll..
(1.14} de [6] et le théoreme (3.23) de [5]). On donnera ausst une description de i
constante ¥ apparaissant dans le théoréme 1. 1

A toul Ui & C(M) on associe la constante o L) 5111.x-an_TL. Ry

Pour x. ve M, on note &, , I'ensemble des applications continues &: [1 i ] :

e (0} = 3 i sAnit Ilevation de ¢ relativemen
telles que (0} = x et 1) = y. Pour @ e %, , on définit Nélevat i
a U par
gplh) = sup Liehir)) — U= — Ly} + inf Li(z)

oozl e M
puis la constante ¢{L7) par
Uy = sup | inf #r_-(f,'ﬁ)
oM bET Ly

Notons que si on suppose gue les

del
Wy=p 1 In(ug
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convergent uniformément vers une fonction W, alors

lim of— W) = —W)

1=+

L'intcrét de cetie constante provient du résultat suivant, On définil, pour § = 0
la densité de probabilité v, par

" v
vplx) = (‘ v.‘.'xpl:—fff.-'i__L'Hiid;'J) expl— LX)

Le résultat de Holley, Kusuoka et Stroock s'énence alors
Lemme 2 T existe un nombre 4 = 0, ne dépendant gue de M et de (U ., tel que si
Noest o dimension de M, les inégalivés de Soboley logarithmiques suivantes soient
sart fsfaifes,

™

YWE =0, Ve CH M) i Inigh®) dvy

"

< QL+ BIIVUL L™ expleUI) | (Vo V> dvy +

™ P

%
it diy ]n( I ¢ d'l'l[,J

el

Ce lemme nous permettra de montrer qu'on peut prendre

=2 limsup of - W)= 4+
B g

dans le theoréme 1. Ainsi, si les W, convergent uniformément vers une fonction W,
on peut prendre ¥ = 2ol — W), Néanmoins dans le cus instantannément réversible, ou

dans le cas o0 M est le cercle, on verra qu'on peutl prendre y = of — W), et on se
demande si cela n'est pas vrai dans le cas géneral.

3 QUELQUES PRELIMINAIRES SUR LA PROBABILITE INVARIANTE

On se propose ici de prouver les résultats suivants, techniques mais importants pour
la suite.

ProrosiTion 3 [ existe une constante K = 0 relle que

¥E =1, ¥xeM, (VB In()(x) < K,

Prorosimion 4 11 existe une constante ¢ = 0 telle gue powr tout & = ¢, il existe une
constante K, = 0 telle que

ix) = K, exp(dff)

=1, YxeM, |L Infpeq)
aff '
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On verra, au cours de la démonstration, quon peut Inujours prendre

¢ = limsup of — Wyl

dans cetle proposition. Mais on montrerd, dans 'appendice 1, en utihsant une larmule
explicite pour la probabilité invariante. que «i M est le cercle, on peut prendre ¢ =0
dans cette proposition. Notons que dans le cas réversible, elle est immédiate avec
7 — 0. Dans le cas géncral, on aurait bien voulu obitenir la proposition 4 avec ¢’ = 0.

Commengons par montrer la proposition 3, qui repose sur le résultal classique
suivant (la démonstration est inspire d'un calcul (dit méthode de Bernstein) p. 5 de
[3]. Je remercie Gérard Ben Arous el Benoit Perthame de m'avoir donné des
riferences sur ce sujel. Pour une ginéralisation de lu methode de Bernstein, el [171,

Lemme 5 Soit O le cube (x e < i=n, x| =<1} Selent, pour 1 =i, j =0, dy

b;. by, ¢ des fonctions de classe 7. telles que les dérivées premidres (respectivement,
les dérivées secondes) des by, des b, et de ¢ (respectivement, des a;) sowent hornées sur
[, Oy suppose que ponr Lowl v e, Alx) = [ AxDy 2 €81 URE malrice symétrique
définie positive, uniformément en X, { “est i dire quiil existe une constante t = U telle que

WxeQ, Wo=(o)cica€ B 2 adxine =0 Yo7
; :

(]

Soit ye O une solution sur £ de

Y oag;iy+ S agu + f S b+ Y b, = fe

o 1 est un réel positif, er ow on o Aol e

On suppose que la fonction 2 =) ; ;a4 admer un maximum local dans £ Notons
i la valeur de = en ce point, 11 existe alors une constante K =0, pe dépendant gue de

g et des normes |aylezans |l g 1Pill oreay 21 el ety Powr 1= 85 =, relle gue pour
tout 1 =10 an it

m= Kl + %)

Démonstration:  Soit x, £ un maximum local de 2. On a done en ce point, pour
tout | <k =<n,

p = 3 @ iy gt U it = 0 i#)
(1 ]

et pour toute matrice M = (Mgl o j=n définie positive,

E__ ity 2 = O
kI

SIMULATED ANNEALING

Prenons M = Alxgl on oblienl
0z=Y ay Y[ U+
2 ) ?Elﬂl'”“”!u" g, e Mipbiy &y UMl gy g Uy 8 W0,
Bttty 4 e tey + tgte + W]

PArsymEine

]

ilag; g + day g+ 2agfugu, + gl
it Ly

4
) st

Diesignons par (##) cetie expression et intéressons-nous d'abord au lerme

\—1 T ., - f ] ' al
22yttt = Y @t {}_ iUy :| — % ay g
ETij i Wi Al "]
_y G |:"T ) . b
2 Higlty Y o+ By b+ b, —fle] =Y "
% = T ST L O Tk £ by — I i :f_, gp Mg

= l depte] — B Sihi sty + b — YAby iy + Boty)
i j i & '

. .
F e — Y u,,_._,rak_.—‘
k0 i)

d'apres (#), ainsi,

i v = P L= ' -
Y. b :r-::r-|:1|-k|t£|“'-. Gy afui Y bE A ;i Ihl S ul
o b Mfh =0 P e P P P i Y sl T M
s kY o i Y |'.T.'E hit ! L -:Tg LTELIE, .E iy g
F s ')_ Qi o 2 b2 .t 4 s }_ Hil_,lji " T Ui
Lk Tk . j i .I_TJ.

I g T AE T

iy PIRUTRN 3_ cius + E r.'i;uf,- N }_. I YRLLE

i i iodok,d [ :

= R A||Vh]|Vul? + fA| B Vel | V2
+ | A||Vh||¥ul* + 1 A4||h | Wae| | V20
+ (IVe||A||Vu| + VA A||Vul |V

{si ¢ est une fonction de (0, BP) (ici p= 1

: _ : t .nroou ntl, on oa noté ci-dessus Vi la
fonction de O, B™) oblenue en posant

S e g 1) T By T

et cn Idmm\lr“m (PP a B™, en mettant, par exemple, les colonnes les une au dessus
des ; i Y I A L el T 7 ; .
..b-.|"1i;-!hbh. ; est alors 'itére de V. Toules les normes || représentent les normes
cuclidiennes usuelles dans les différents BY considérés (g = n, n* ou 1) .

9
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De méme, en appliquant la formule de Schwarz successivement pour chagque indice,

L. MICLCH

on voit que les deux premiers lermes de (##) sont bornés par

|A||F2A||Vue|* + 4] A [VAlVul | ¥ ul

et on obtient donc

%

)

[tk T

oll,

Aty i = 0 V| e 2| Vul? + e Vul |V-ul

e, = fIVel|lA|

¢y = BIA||Vb] + |4l VB + 34|V 4]

ey = BlA||B]+ | AlBl + 3| A]|VA]

Soit o = (2], ol j=n

une matrice définie positive telle que

' = A

c'est i dire que pour tout 1 i, j=n ona

Posons

On a alors,

3'[‘«:

=

&= L Hpipg
T
r
I.-' ok s E "):pl'HER
:

ity Wi T {'l.l..'[ Illk'{"'
Ifsl.I

= L Hl UFIJ

Fk

THh

Mais on a pour toul vecteur Fde R

):1'“: = \111 .'.El"} =1 A]} = {Ji]_,s 2

d’on,

il E {--'IJ:;J.: > E}E E ”ﬁ‘ — E_?EI\L_-'Zull
"k

ki
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On a done obienu,

|Vl <8

; | _ 1 R
< @ e, |Vu| + ¢3|Vul*] + 5 07 *e3|Vul* + - [V
. =

clest 4 dire,

(M,

ependant, puisque

on en déduit que
2

o

< A[F el + BB Vul® + B Vul*
< 4B |cf* + 4B B |Vu?

=g

all

i FEES

dinsi, sl on note m =

|V2u* < g |Vu| + e5|Vu|?

¢y =207 %,

cg = 207 %0, + 07 %3

[N

Y oagug+ Y aguu;+ BY b + Y by, = fc

..i i i

. 2 i W 2 s Y
(s aumin) <dwet s (5 m) o (5 50) + (5 om)
¥ N ! LY =

+ | ¥ul?

o = 4P| + 2|4

eq = 42112 + 41B12 + 2| A%,

|Vul|* = 070 Y a;uu;

Ll
li.J €y M,

m* — (eg + ol tm) = 0

ey Vul + o Vul® + oq | Va| |V 3ul|]

+ 41512 Vul® + 414y Vi + co| Ful?

4 A e,

AP VAl
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dat on déduit

| ) / : - 4
m == (e 4+ et TP+ deg)

2

ce qui prouve le résultal annonce, car les constantes o, et ¢y sterivent, respectivement,
sous i forme ¢ 4 b i et ol e fi* ol g, ¢, ch ety ne dépendent gue de (1, Vi4l,
(VAL |Al [¥b]. |bl. |V, |B], |Ve| et de |¢]. ]

[ ‘estimée de la proposition 3 s'obtient alors par localisation: On recouvre M par
un nombre fini de cartes (0, ¢} dont l'image est €. Puis on sc place dans une carte
(0, qv) telle gue le maximum de |V Inipgl| soit attemnt dans O Notons, dans cette
carte, {a;(x)), . jon Vinverse de la matrice définissant la métrique rnemannienne
(H{x)), ;. n le champ de vecteur b, Posons cgalement u = Inijig). L'equation

| :
, gy — fF divipgh) =0

s'Gerit auss

| . ) )
Au + [Wr|? — fb, Vup — f divih) =0

B3| =

Ainsi, si on cxprime ceci dans la carte ¢, on est ramené a la situation decrite par
le lemme 5 {avec n = N, cn gardant les mémes a;; el en prenant

b= =20, b=-—D lll f. i 'fr;r}
4 WX a

et ¢ = 2 div(h), ot D = /det((a;), o j=al) €8 QUi prouve, en prenant la plus grande
des constantes qui apparaissent pour chaque carte, qu'il existe une conslanie K, > 0
telle que pour tout = 1,

VAT Infugl|, < Ky
Remarquons que si on note D le diamétre de M, la proposition 3 permet de YINT (e
WA= 1, ¥xoM, expl— K Df) = uix) = explK (D)

(inépalite de Harnack)

Nous allons maintenant démontrer la proposition 4,

Il faul tout d'abord voir que pour un ye M fixé, je;l y) est dérivable en fi. Ceot se
démontre grice a la théorie de la perturbation asymptotique des opérateurs, déve-
loppée dans le livre de Kato [E]. qui permel de prouver que g est dérivable par
rapport i [}, dans 'espace de Banach C{M) (voir lappendice 2). Cette théorie permul
épalement dobtenir une cxpression pour la dérivee, mais une fois admise 'existence
de cette derniére, on va retrouver cetle formule en utilisant une méthode probahiliste.
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LEMME &  Powr fout pe M fixé, sl v est dévivable en f. pour fi = 0, et

* o

ity i . 3
o [¥) = —pglyh | Eich ¥ Infpeg ) + diviBeL )] ot

ot (2} o est une diffusion sur M, issue de v, et v, el de générateny
A =i — W Injey), V-3

(el moiins sur CIMI),

Démonstration: i — e : 3 - -
emonstration:  Commengons par faire quelques rappels sur la formule de Girsa-
Y.

S0it (£}, une diffusion sur M, homogéne dans le temps. de générateur I, (f§
Aty & ot et ey s
etant 101 un réel strictement positif fixé), et admettant comme ol initiale une certaine
provhabilite m sur M,

S00t (H) . o un mouvement brownien sur M (ie. une diffusion de eénéreur 1A)
admetlant cgalement m pour loi initiale. La formule de Girsanov permel :E:c&:prjt]"mr
la loi de (£)g 2o p (notée Py, o) & partir de celle de (B,)q ., . 1.

Four toule application borélienne positive F défine sur Ci[0, 77, M1 on a

s
| (BB, dBS ]J
0 s

BB sl = ;‘ F((BJoz.e 8]
les dru.a_ termes valant éventuellement | oo ) o &(f [R¢h(B,), dB,>) est I'exponenticlle
stochastique de Uintégrale d'Itd f# (L¢hRB). dBS,

ra o
2 r o

g“ﬂ wmmﬁhj—“ﬂﬁ|

Woodn

- ]
| i) J

w il £

. :
(WB). dB)Yy — _

a3 ® 1w e 'eepyar: i e 2 o
||L..‘\.r.'l en ndice de Tespérance rappellent que les processus considérés ont pour loi
initiale m.)

a4 |‘.-1'f_ﬂ_‘ratl‘||.hte Ly L,‘.Hl. stationnaire pour la diffusion (Z,), . 4. ainst pour tout T = 0
et toute fonction borélinenne bornée F sur M. on a

J’-;_u..[ I"l?,]'-l - | ll'l_lr[“i_'I JF{ ¥l

mais le terme de gauche s'Corit avssi

faley JF‘ c‘fl: fi | <hiB,), dB :lj'-'i H-,.-J—‘

a w i

fon note £.[-] i la place de £, [-]).

STOOCH. R
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Ainsi. en dérivant les deux termes par rapport 4 fi, ce qui est bien permis, on obtient

oy “

{h(B), dB> ]F{Br]:l

) ™ (yF) = ‘ Ay u__rm}.l & B
i .IIII o {”1! hy

df

w

- " AT

+ ..“ﬁfcn-}h',“ (biB,), dB> — f#

had i

My
|b(B)|? m]

4] £

PR o
X n‘(ﬁ l ¢{hiB,). u’B,})F-'[HI.] \
o 0 A

Motons () celte expression, le premier lerme du membre de droite vaut

J:mu ﬁmrmz 7]

Or le théoréme crgodigue (voir la proposition 7 suivante) affirme que EIFIZ)]
converge vers jigll), quand T tend vers infini, et ceci uniformement en . Ainsi,

him
T+ d

f[n"l] FILH‘ TF(Z )] = 1l ) lz[c'- rLH :

=1}

(uant au second lerme du membre de droite de (F), il sécrit aussl

o
fU[ <HZ) dZy — B |
nal 01

Pour estimer cette intégrale, il vaul micux retournes
0=<t=T,

"~T

|hr_4 )| Mr i?,}j

- le temps. Posons, pour

?:I_.z]" i

et notons qu'., puisque 1 est la probabilité slationnaire associée & Ly, (£)or 7 8L

sous P une dilfusion de loi initiale ji; et de generaleur

A i A —Cfih— ¥ Infpg), V-3

{voir par exemple [7], p. 280).
Pour effectuer facilement ce retournement
I'intégrale stochastique de Stratonoviteh, que I'on désignera par & Notons que

du temps, i1 est commode de passer par

T

oy | .
CHZN AL = :\. {HZ), dZ20 — VhidZ,, 47,

i} L]

~

w i

SIMULATED ANNEALING -

ou Vb est la forme bilinéaire definie en tout point x de M par Vb(l, k) = ¢V, b, k3,
pour lous les vecteurs [, ke T, M (V désigne ici la dérivée covariante), la derniére
intégrale ci-dessus étant alors la variation quadratique associée. On s'apergoit (pour
les notions et résultats de géométrie stochastique utilisés ici, on renvoit a [2]) qu'ici,

-
J VhidZ,, f:z,;—| div(bZ,) de

Cependant, on sait bien comment se comporte l'intégrale de Stratonovitch par
inversion du temps, on

T o
b Bz dZy = — & (7). dZ

Jao Jo

{en effet, soit O = ¢, =, = - < r, = T une partition de pas constant de [0, T7]. Soit
2 [0 T]— M une courbe C' par morceauy, telle que pour tout 1 =i<n — 1,
[ lie 1] 2 H= 9 soil une des géodésiques minimisantes allant de Z, 4 Z,  (on 4 en
fail unicité presque stre des geodesiques précédentes, car le cut- locus associé & un

point est de mesure nulle pour 4 et done pour g, la lod des Z,, qui lui est équivalente),
Alors

™3

Chly(n dyle)s

4]

converge dans L* vers
& T
ChZ), dZ
guand le pas de la partition tend vers 0. Le résultal annoncé découle immédiatement
de cette procédure d'approximation.)
Ainsi,

| oy @
E.4,1|:[ {I}[Z.}. d'ZI.} — |hf2r] . JF[ZT]

L Jo
I3 T I o
=E, [-I' f/c.:'( g! (hZ b dzZ5 — = I divibi Z,) dt — fi | |."[Z Wt )J
o Y J
(s A \
=E, |:f{/ ]( {!JL‘{,J, &5 — divibi(Z) de — § 'hlif,.] 2 s ]:I
VoooJ Ju Jo

On va chercher & aire disparaitre intégrale stochastique

T

J (HZ), dZ)>
o
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Heuristiquement, puisque (Z ), -, < r €St rcgie par

I P 7
dZ = dB, — (fb — V InlugiZ,) dt
ou (B, » C5L un mouvement hrownien sur M, on a envie d'écrire,
o= L

J o
COEZ), (b — V InfugH,) ‘“J

. 1
;;-,_[ ) 42,>J _ g

3

-5 deuy termes ayant bien un sens. - e
e a justificr, il faul passcr par la formule

Cette expression est correcte. mais pour |

de {nrsanov.
[T = y B A
(— b+ V In(u B, 4B )

T Fy
=£4|<m&mmgﬂ| ¢
w b

T

| (W2, d2

g

Cependant,

(hiB), dB

L4

f M, =

L

a

et
;g

N, = HE.[ '{|—||')If" T vV ]T“,“J_:.':'l.ﬁil- ':'!IB‘-':} |

A

vl 11

sont deux martingales continues de crochet

((—Bb + V Inu B, dB,> | } ds

(M. N, = .;:" BB, (—fb + V InjggH EJJ.*T[ 1
ainsi,
o PR i _ - B
fl|<mﬁ¢dﬁpﬁ[ (—pb -+ V (B, B )
i '\ 01 ¥
N A P i v
B ‘ | (BB (= b+ ¥V Injpgh HI]L‘-.I: £ — fih + ¥ Injpg B, dB,5 :I et
¥ K .I". A L] £
i r = 1" # i 7 i I} 18 "-..
_ | E, (B, (— b+ V Injp(B 1 [ !U-\[—,dh r Voin(pgW B, dB, ) l i

¥ =
] ETCHZ ) (— b+ V In(ug)Z,)>] de

SIMULATED AMNMEALING

En résume, on a done prouve que

-

2 A? nﬂ')f 12y ]J

P
L, U (HZ) dZy — §

]

w

[l T

| Lgledv) v ' E[(<h, ¥ Infu,)> + divib)iZ )] ot

w0

Cependant,

T
} E [0V InQug)y + divibiZ, )] o

converge uniformément en v, quand T tend vers I'infini, En effet, d'aprés le théoréme

ergodique (voir plus lom la proposition 7)

EJ1Ch WV Inipghy + divibiZ,)]
converge exponenticllement vite (uniformément en v}, quand ¢ tend vers infini, vers

i <h, Vo njgg)s + divib))

Cir

b Vnlpgly + divih)) = | ¢h, Vi + g divib) di

L

=0

Finalement, en faisant tendre 7' vers Pinfini dans (%), on a donc &tabli QUE pour

toute fonction borélienne bornée F sur A,

" -

Ald Vel vIFT v [ E[{<h, V Inlpg)y + divibiZ,)] dt

i duiy
Aldy) !” (V) =

il i
Ce Ul Prouve que A-pus en i,
dps i | : - 2
=~ [P = Ll 1 = {4k, W + divib{£1] o
a5 " tl. I, b, ¥oinlugy + divibliZ,)] dt

Mais les deux termes sonl continus en y {en effet, rappelons que dans le terme de
sauche, dpg/dff est la derivée de pg en tant qu'élément de C(M)), et on a done N'égalité
pour fout p, ce qui termine la démonstration du lemme 6, =

Remargue: Il existe une démonstration lacile mais formelle du lemme 6.
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i 2 PO A ey Artient g 2 A e nnlica-
Supposons en effet que I'on sache que du,/0ff appartient 4 CTIM) el que lapphc:

tion

10, [ = t_ff £ CA M)
i

soil continue. _ P ; o
Natons Uy = Infug). Alors Uyed M et lapplication

ally
i ,_..'E{_‘{.'H]
B T

est continue.
Alnsl, on oa

Cependant, I'équation satisfaite par Uy S'BCTIL,

'Ii ] T 2 . TN ¥ . y
Ly : |WU 15— BCb, VU - i divib) =0
4 o
on la dérive pour obtenir, grice aux remarques précedentes,

A oU, v .;j';m_.' ) : L E ; = ¢h, VU -+ divib)
T S éff /

Soit (Z),. st une diffusion sur M dont le pénérateur est donné sur C°(M] par

o)

! A —{fib — ¥V Infwy), V-

et issuc de ys M,

Soit T=0,0ma

ATrr = Y i ST ! ":[.‘ L -

dlly = ély (ﬂu[!,, fin AR )
A Biael. 57 S Bt 1T TN i F{VU, — bW =) N2 di
i { 28 M”} a2\ TN a

'y

. h
= . (Ch, VU, + divibINZ,) dt
]

SIMULATED ANNEALING 1y
Mais £, [é U/ 882 )] tend vers 0 quand T tend vers I'infini, car 1 est la probabilicd
invarianie pour le genérateur de la diffusion (Z,),. . ainsi en faisant tendre T vers
I'infini on obtient le résultat énonct dans le lemme.
Reste donc a évaluer
E,[(<h V In(ug)y + divib)NZ,)] dt

w0

Commengons par verifier que dans le cas on b dérive d'un potentiel, ie b = VU,
ou L est un élément de C(M), on retrouve bien le résuliat alars trivial

il Inf gy f T Y
;.IJTL = 3( L — I i) u’;elg)

fainst om peut prendre & =0 dans la proposition 4 51 on est dans la situation
instantanément réversible))
En effet, on a dans ce cas,

I
Ch WV InQug)y o divih) = - 2AU + 2k, VU
= 2L,U(= 2L, 1))
ainsi,

, o i}
E,[(Ch, ¥ In(eg)y + div(BINZ)] = 2 ;; E[U(Z)]
[

d'on le résultat annoncé car
E U2, = Uiw

lim E[UZ)] = pdU)

[

Mais dans le cas général, il faut utiliser le théoréme ergodique pour évaluer

[T
E,[(<B, V Infug)) + div(bI(Z,)] do

w i

et c'est par sa faute que va apparaitre une constante ¢, en genéral non nulle, dins
la proposition 4 (cependant le cas du cercle suggére que I'évaluation précédente n'est
pas optimale).

Présentons maintenant le résultat ergodique qu'on va utiliser.

On considére, pour § = 0 fixe, la diffusion (Z,),. , issue d'une probabilité initiale
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m el de génerateur E_.I.:- =3A + by Vo), 00 by=—fb+ ¥ Inipe,). Pour t = 0, on
notera m, la loi de 7, sur M,

On va étudier Iévolution de lentropie Iim,) de m, par rapportl & ;. qui est aussi
la probabilité invariante pour le géncrateur f. On a fait ici disparaitre le ¢ en indice
de I'entropie car la diffusion considérée est homogéne dans le temps, mais 1) depend
evidemment de [,

Notons ¢; = elff b nfpagll, l'application ef - ), définie sur CIM), etant présentée dans
la section 2. Remarquons que l'inégalite de Harnack montre que ¢, est uniformément
borné pour = 1, On a alors la

ProposiTion 7 11 existe une constante K, =0erun eniier p = 2.

# =1 et tout £ = 1 (et toute probabilité init tale m). on ail

tels giee pour oot

Iim,) = expl — K4 i Pexpl—fci)

Démonstration:  En utilisant le lemme 2, les propri¢tés de régularités des m, pour
¢ =0, et la proposition 3, on veit qu'il existe une constante K, =0 et un entier g
tels que pour tout = 1, I(m ) satislasse pour 1 = 0 l'inggahtc différentielle

Tim,) = — K 7% expl— felim,)
il

(pour plus de détails voir la démonstration du théoréme | dans la seclion suivante).
Pour obtenir le résultat annonce, il suflit done de majorer convenablement T ).
Rappelons que

Iim, )= | m, Infmy) di — | Infe) dm,

wl

Vu inégalité de Harnack, il existe une constanle K. = 0 telle que pour tout §# = 1,
le dernier terme soit majoré par K. fi. Inléressons-nous mamtenant au premier Lerme
du membre de droite.

B, = 'fJ,rl_{'.. ¥

Daprés la formule de Girsanov, on a
ol (B, . 4 esl un mouvement brownien sur M et ot pyiy, x) est le noyau de la chaleur
assoeis.

Adinsi, par l'inégalité de Jensen, on a

N rogr 1
mylx) = l ?JII_::!-_'."IE_I /f( 1 <hal B, dB )

J ol 0 £

. - '
m, () In(m,(x) < . nz[.'!}'H'_'.'J.’VH.:‘( Chyl B, IJB,}] By =x miy x
J el 1 &

7 |'|]( EJ." K?( {r'jl.l.l Hr:'-. {-JBI} ] HI = I‘]-:__'r_ .'\\,-:| ]
- W J 4
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R |

= | Jr:id_l.'jlf;'_r‘ #f|l

| <hyB), dB,> }| B =x ‘;:,[1'. x)

< Inf L) /[ iﬂlth.,m.L frH_.:f‘J By lﬁ

0 A /

"

+ 1 .nz[:!'_l'”'—lj-‘ A{.

)

B=x

Pl v xh Inlpqd v, X))

By, dB,S |

Cependant ce dernier terme est majoré par
y .
ol max py, :jl}ur,l\']

yozeM

Considérons le premier terme. En appliguant Finégalité de Jensen aux espérances

conditionnelles, on a
B =x In(::',. &
\, L
L

. , Pt | p " ] "1 , ) % ra ) kY | ]
< £, ( CbylB). dBy — | | [by*(B) dt ||r“.{ J {hylB,), dB :Ii B, = _rJ
i ! b £

St 11 = ol [

1 5 T
(b, s> | ‘ B, =x||

0 A

ﬁ{rfl:l ‘ (bylB), dB> |

= Py

h,

ainsi,
- . _ I | L i
‘ mylxd Infm i ddix) = E,| | 1 {holB), dB,y — | AR AR ]
o Sl < 0o 4
| o
= f‘?l.r I CholBy), dB 5 }J + 10l py | eiasy)
LT s

Mais, en utilisant, comme précédemment, des propriétés de martingales, on voit que

.
1 3 gl ¢

) "4 :
|-l l |h, (B, dr ]F( | Chl B, dB ):|

wal 1) (4] /!

o
E [ Chl B, :w,.“:f-[ | <hutB).dB> | ‘ = E,

d'omn,

i’
I

L

™

o
bal?(B,) dt ||

I Ey
| (by(B,), dB,> ].l ‘

o o

| mylx) Infem (x)) ddlx) = £, 11 {

af PN

al L

+ In{|'p, com!

|

=K

|

|'rl?.'$|:':2.'] ";"J + (] pyl o)

< B0 4 IV In(h Pl + 100 ey | )
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et daprés la proposition 3, il existe une constante K, = 0 telle que cect soit mujore,

pour fi = 1, par K, /I,
On en deduit gque pour i = |

fim) =(K:+ K

Vu linégahié différentielle satisfaite par l'entropie, on peul bien trouver une
constanic K, = 0 telle que la proposition soit venfice, ]

Remarque:  Le calcul précédent, pour obtenir une majoration de I, cst bien
adaplé si on considére des produils d'espaces, et permet ¢n fait de montrer que
Fénergie libre spécifique, associée & certaines diffusions sur des espaces du type M=,
esl finie 4 tout instant striclement pnmllf.

Pour appliquer la proposition 7, on va utiliser la relation suivante, rappelée avani
le théoréme 1, valahle pour toul application [ measurable el bornée sur M,

[ ) — gl S| = 4\_.-;-_| Tl \___.-,r{n.!_.]
En effet, en prenant [ = ¢b, V In(g,)> + divih), on obtient, puisque pyf) = 0.
Y=, Imif)] = 4\"'1 Ch, Vo lnipg)y + divib)l| expl — K i7" expl — ficglt)

En utilisant la proposition 3, on s'apergoil done quiil existe une constante K5 = 0
et un entier n = 2, tels que pour tout fi =

. E.[(¢h, V () + divib)Z )] dt < K" expific)

wol

cependant, il existe une constante K, = 0 telle que pour tout fi = 1,

1
EJi<h, ¥ Infug)s div(BZ 0] dr = K

ce qui termine la démonstration de la proposition 4, en prenant

¢ = limsup o, [ |

=+ o

4 DEMONSTRATION DU THEOREME |

Une lai initiale m sur M et une évolution de Mnverse de la temperature o CHE R
atant donné, on considére la diffusion (X ). . non nécessairement Emmoeene qui
leur est associée comme avant le théoréme 1,

SIMULATED ANMEALING 43

Commengons par laire quelques rappels sur la régularite des m,. Gréce 4 la théorie
des E.D.P. puraboliques (ou au caleul de Malliavin), on obtient les résultats suivants:
Pour tout ¢ = 0, m, est absolument continu par rapport 4 4, et

10, + 00 x M = R,

X —=mlx)
eat une application de classe 2 de plus, pour loul = 0 lixé,
MR
X0l x)

est de classe CF),
Aidnsi, myx) satisfait au sens fort, sur 10, + oo = M, Péguation de Fokker-Planck

: in' [x)= l Amyx) — 8.5, Vi slx) — B, divib)xinix)
of 2

[¥autre part, une application de la formule de Ciirsanov nous permet de voir que
tout ¢ = 0, la densité m, est strictement positive.

Ces resullats of Pincgalite de Harnack nous montrent que [(m,) est finie, pour Loul
¢ = (0 (mais on aurait pu le montrer en sinspirant de la in de la démonstration de
la proposition 7), el plus précisément, gue Papplication ( — [ {m) est continiiment
derivable sur J0, + o[, de dérivee

df (i, " Fm Lol e i my dm
cam) e ‘[—JLH‘H-- ln( L} O 3
dt Jodi Wi G

Mais le premier terme s'écrit aussi (d/df)| m, d4, expression qui est nulle. Quant au
second, on peul le borner par

dfi,

[t

K. expléfl ]

ol ¢ et K, sont comme dans la proposition 4.
Il nous reste 4 évaluer le dernier lerme. Pour cect, on considére lexpression

I 3 m,’
: = in(u,,‘k -t
a2 [y

En général, ce terme est non nwl (supposons la température constante, si ce lerme
est nul pour tout t = 0 ¢l toute probabilite inibale m, alors b dérive d'un potentiel.
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En effet, posons b= figh — iV Injyg ). alors
R, = [}-:—-;-{Iivlr'n,.’;l = (]
= Vi

he CU M), ‘ i divim, by di =0

w2 OV (M), ~':v¢'~ 'G, dm, =1

w

On fait tendre ¢ vers 0, pour obtenir, cn prenant m = & 4

vae CHM), ¥xeM, (Vi huix) =0
cest i dire b = 0), mais le “miracle” est que

|4ir1(m'\.}R, di =0

J Ny,

En eflet, on a,

dm, | T

”f.z.' =_ Am,— i divim, b

i -
gy ; _n'”rl‘.' L | 1ivi Lol PTRTRT)
= -.lu-'{ g ¥ I| = Amp— IV, L,
3 e .“l'.l_.-'l e =

Adnsi,

R, = :lix-{f.'rr,.(; W Injpy, ) .fi,fr]}

\ 1 g
—{vm. ! V Inigg) — b Y b om, d]‘rl: = ¥V Inlpg ) — ficb

\
W,

Cependant, du fait que j, est la prohahilite stationnaire, elle satisfait

u

.;11'1,-(1 ‘i-",lr_,i_ — My fih )ll =)

clest a dire,

¢ \
div| pia - V Iniag) — .rr,hj) =0
\ -

+

; I . 1 ; ; ;
I ii.d Vimy, 5 Vi, — H, fi,b T L]WLE v Infg) "IJ"I?J
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o,

b
b
b

.1 Y 1
Itg [le?_ Vn{p,) — A,k b = — {-._ Viig., 5 Vinlug) — fb)

On obtient done

doomy | 5
; , -
Y Vg, — pg b

Or, si on note Flx) = x Injix) — x, pour x = 0, on a

Fix) = Inix)

el
‘ a’-'( s .}R, e = J .l'( i J v & ; ! Vit — pig fib 4
S S 4 Wi SN g 2
_ -1. - :." 'IU.F‘II?-I’E \.}I | 1\—-'“ - I“ IJ IIB.I ll] ‘-._:: nl';
2 N A2 R
- 1'1 ""(ﬂr"\}' ‘“*"(I Vitg, 4-!--_.‘fr:'.*\] il
20 Vg 2 G
=)

cur div 5-\-",”'-,-' gig 01 =0, d'ol e résultal annonce.,

Adnsi,
Cofmyom, o L[ fmy e
5I1¢ L di=— | | — c]w|{;rl., Vv ) i
Jo NHgso ) ANHgS Y M,/

cependant. on peut intégrer par parlics le terme de droite pour voir gu'il vaul auss
o] 'n,

-7 Vo
l oty

| g i

En résume on a done prouvé que

dl i) |, " Im, |2
it f expléf,) — 2 |‘|.e" I—| g da
dr et Jlo W |0

Appliquons le lemme 2 sur les indégalités de Sobolev logarithmigques démontrées

par Holley, Kusuoka cl Stroock, avec fi=f, U= —W; et ¢ =  /m/u,, pour
abtenir, en utilisant la proposition 3 (et l'inégalité de Harnack qui s’en déduit), qu'il
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existe une constante A = 0 telle que pour tout 1 > 0, on ait
cw ., fm?
Tim) < A(L + S 1 exp(fcg) | |'»- i | diig,

irappelons que cg, — Wi
Alnsi, on s ﬂ.p:,r[,m[ u_;ue pour § = 0, Iim,) satisfait I inégalité differentielle

:H l:”” — b 1im,)
it
o1,
i 3
a, = K| Giid expicf)
di

By =241 + B Y expl—ficy)

Mais, d’aprés un lemme classique sur les inégalités diffierentielles, pour montrer
que lim,_, ., Lim) = 0, il suffit de voir que

| bdt =+

= (C)
e

L lim — =0

.

Prenons

y = ¢ + limsup of —Wy) = 2 lim sup o — W)
b o o=+

{on il apparait que pour oblenir la conslante » supposée optimale, il eut fallu prouver
la proposition 4 avee ¢ = 0), J _

Supposons que pour [ assce grand, on ait fi, = Init), avec K = 3.

Soit £ = K — 7 = 0. On prend dans les calculs précedents & = ¢ + &2 et K, la

constante qui lui est associée par la proposition 4,
1l est facile de vérifier gue la condition () est alors bien satisfaite, ce qui termine

la démonstration du théoréme 1.

z

APPENDICE 1 REPRESENTATION DE LA PROBABILITE
INVARIANTE SUR LE CERCLE

1l est connu que sur le cercle T (qu'on identificra aussi avec [0, Zn[), il existe une
formule explicite pour la probabilité invariante. En cffet, il suffit de se placer sur [
{en prolongeant par périodicité le champ b} et de trouver une solution périodique 4

SIMULATED ANMEALING 7

une équation linéaire du second degre, ce qui est ici toujours possible (cf. [10], dans
cet article, Nevel'son etudie, sous certaines conditions sur le champ b, le comporte-
ment, quand la température tend vers 0, de la probabilite invariante sur T, ce qui
nous intéresse directement, vu la remarque suivant le théoréme 1),

Soit b T — B un champ de vecteurs de classe C%, On lui associe Nopérateur L
agissant sur les fonctions ¢ e CHT) par

Lih = + h

fa | =

et Funique probabilite p invariante pour cet opérateur,

Pour donner une expression explicite de y en fonction de b, introduisons les
notations suivantes,

Pour x, pe T, soil

Hn_n_z(

(=0, di + thiin {Jl.fj

o FlM.xh sl wl

ol, pour x # v, onoa nolé pix p) Pare de cercle {identifie 4 un sous ensemble de
[, 2=} obtenu en allant de x 4 p en tournanl dans le sens trigonomctrigque, ef o
on a convenu de prendre yix, x) = 0.

Four x o T, on pose

vx) = | explHix, yildy)
T

ol 4 désigne la probabilitc de Lebesgue sur T (T étant muni de sa structure
riemannienneg usuelle).
Onoa alors

i . I T L LR . - i ol
ProposiTion 8 La probabilité inoariante @ est absolwment coniinue par vapport & A
el st densité est donnde par

Aom

F b 1
Hix) = (J 1'[_1'|£.fu’y}} v

&

On peut egalement montrer cette proposition d’une maniére plus probahiliste, qui
fait peut &tre micux comprendre la forme obtenue pour la probabilité mvariante:

On approche L par les générateurs L, de certains processus de sauts sur lensemble
fini Ty = {{{/N)2m, | =< N}, ne permettant que des sauts aux plus proches voising,
Soit py la probabilité invananie associée @ Ly, on peut voir facilement que les py
convergent etroitement vers g Cependant, il existe une description explicite de i,
donnée par Wentzell et Freidlin (cf. le lemme 3.1 p. 177 de [4]) qui est une formule
combinatoire faisant inlervenir certaing graphes de T, Or, sur le cercle, on peut
cnumérer simplement ces graphes, ce qui permet d'étudier la limite des g directement
el d’obtenir la proposition.
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On peut généraliser cette procédure dapproximation par triangularisation de la
variété (du moins facilement sur 7" si on ne veut pas d'ennuis avec la geometrie), et
on se demande si on peut, sans obtenir évidemment de formule explicite pour la
probabilité invariante, éludier dircclement le comportement des guanlités appar-
aissant dans la proposition suivante. Mais dés M = T7, la combinatoire semble
exploser,

Soit f = 0. On considére mainienant l'opérateur Ly, et la probabilit¢ invariante g,

associés au champ de vecteurs fib,
On va déduire de la proposition 8 les resultals suivants.

Prorosmion % Liapplication T = 0, o[ =(x, [y pighx) est de classe C. De plus,

pour fout (x, f1e T = J0, oo, ona

< dxl b

i Il gl
— 111 gl X
dfi e

| I'i'l .
B Inuglx)) | < 4],
i |

Démonstration:  Soit [ & — B une fonction C* et definissons, pour (x, file T % 0,
|, MNapplication

Flo, iy = | fUHx 2)iidz)
o T

(on note I, Papphication H sur 1" x T définie comme avant la proposition 8, mais
ou b remplace . 11 est clair que pour e[, ona Hy = [ H,.)

Veéritions que e CYT = J0, a]).

Soit 0 <=1,

"

o YWFx+ W) B fh=h : F(Hglx + by z)) — fHglx, z)1A(dz)

b | FUH fx + B 20 — f(H lx, 2)Adz)
o i, x )

~h ! fIH % + b, 2) — ((Hlx 2)hidz)

o plx+h, x}

Cependant, quand f = 0 tend wvers (1 uniformément en =& pix, x + ) Hylx, 2) Lend
Vers

[ —hith, dt

Hy =28
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et Hylx + h, z) tend vers

Hy =28 | by, di

wT
On en déduil que
lime & FUH x < 2] - T TP :
i | — il 1, 2l — fH (x, 20 A(dz) o [SHT) = fiH )
Dautre part, pour z & 9lx, x + fi),
re—h
Hx + hoz) — Hylx, 2) = =248 hit) dt
et 1l s'en suit que
lim h ! FIHx + hoz)) — FIH x 20ildz) = —2fkix) [ [(Hgix, zi)aldz)
0 izt il T ;
wl

De la méme maniére on calcule la dérivée 4 gauche en ¥ de Fix f#) el on s'apergoit
quelle vaut la dérivée a droite, Ainsi & est dérivable en ¥ de dérivée

il I 2
T . s i ;
i f1x. A) n LAH ) — FUHG] = 20blx) | S(H o, 20A(dz)

JT

expression qui est bien continue en (x, fi).
Yaulre part, F est clairement dérivable en f§ de dérivee

ol "
dp Flow fil = | Hy(x 2)[1(H olx, 2)iddz)

w

qui est également continue en (x, f).
Amsi, Napplication I est bien de classe €' sur T = 0, 2 [,
O en diduil que Napplication

e

T 00, cc[3(x, = | expiH glx, z))i(dz)

W !

a2 i clas B s R Ak Yoy X
eil de classe ( S0 bappartent g CHT), d'ou le premier résultat annonce,
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e plus, en appliquant le caleul précédent avee [ = exp, on obtient pour tout x & 1, d'on,
' g =0,
/ d .
; | Hj Infpegded) | = || b))
- ! £y
d wix) = —2ph0Zy " | exp(Hlx. Ahidz) + = [expidF) — expli ;)]
" S g ce qui termine la démonstration de la proposition, [ ]

Adz)i On va slintéresser au comportement de A7 In(ug) quand [ tend vers + .
ol Zp = [ r explHyly, z))Aldz)dy). Sl J
Mais remarquons gue pour = # X, I
Wix) = sup H,ix, z)

s T

- exptH (x. 2)) = 2fbiz) explH lx, 2

f W T

o
puis,
ainsi, ; -
X Wix) = Wix) — sup Wiy
ZA I 1 ve T
exp(H ) — explH, ) = 2fibiz) exptH,lx, z)) dz
o . Alors,
=2n | : 2fibiz) explHglx, z))Aldz) Prorosition 100 g1 Inijigh converge wnformément sur T vers W, guitnd [ rend vers
Jdr Fooa
O a done obtenu Démonstration: 1 est clair que pour x e T fixé,
. " b
4 jodx) = 207, . (biz) — blx)) explH glx, z])Aidz) lim ! ln( explHlx, :Ilii:!:JJ— Wix)
dx ' W Rk W |
el gue
d'od, e
(]
r lim £~ 'ln expl i ix, :Héf:fz]é.[:h]j = sup Hlx z)
'?- Infighocl) | = 2Bug 07 *| | ((z) — blx) exp(H . 2)A(dz) Y W I
a1

X s
= sup Wip)
= 4f[ b . veT
Ainsi, fi ! In(pg) converge ponctuellement vers W. Cependant, d'aprés la proposi-
tion 9, les i~ In(je;) satisfont, uniformément en i = 0, une condition de Lipschitz ct
. sont cgalement uniformément bornés par x| b . Le théoréme d*Ascoli montre alors
.1'_ o) = Z5! ‘ H \(x. z) expl H (x, z)\A{dz) :|u‘j.L-. forment un ensem }{EL- rul:utivgmem compact du.ns f:'[ 'f_‘] muni .dc la comvergence
dgt’ Jr uniforme. Or d'aprés le résultat précédent, le seul point limite possible, quand /7 1end
o vers Iinfini est W, d'od la convergence annoncée. ]
H (y, z) exp(H gy, z)adz)A(dy)

JTET Remarque  La proposition 10 précise, dans le cas du cercle, le théoréme 4.3 p. 180
de [4], qui affirme que les probabilités g salisfont un principe de grandes déviations
quand ff tend vers + oo, Wenteell et Freidlin donnent une autre formulation de W,
qui est vilable sur une variété riemannienne compaete quelcongue, mais gui nécessite

0 < M, (x z) < dn|b|, une condition supplémentaire (cf. hypotheése (4) donnee p. 169 de [470

[Yautre part, on a

IR A I

ar, pour tout x, ze 1)
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APPENDICE 2 PERTURBATION ASYMPTOTIQUE 'OPERATEURS
LINEAIRES

On va utiliser des resultats de la théorie des opérateurs, présentes par Kato dans
[#], pour donner une expression de

:H Inipgh, el

oy

Pour cecl, on cherche 4 interpréter g, comimne un Vecteur propre. Plagons-nous, 4

- r ¥ H : BT Y e . * 1 et

priori, sur I'espace de Hilbert L7(4) el interessons-nous a opérateur Lf, |':'r]'l':..1=.ilt_..1]]

adjoint de L (1., st défini sur CYM), mais on peut le consideérer comme le pregencr-

ateur d'un semi-groupe de diffusion sur L74), et il admet alors une fermeture, quon

1 i . * g -. A s H sb o U [ v

note encore Ly, il est bien connu que L¥ esl de spectre {Im.,rres el qu J!?n cul une

valeur propre isolée, admettant pour espace propre la droite engendree par jig.
Motons que LY s'exprime sur les fonctions o e O2(M) par

Adr — [1Ch, Wby — [ divibldr

b | —

L =

Muis 1l existe une procédure classique pour ramener cet opérateur, de type
Feynman-Kac, 4 un opérateur de diffusion:
Posons

f:lq' ——_|!1|||I- Ir.-? M~
avec pour domaine ML) = pg 'DILG). ou D{LF) est le domaine de L} (j1 est considere
ici comme un opérateur de multiplication dans Lo{2). On reconnait lopérateur

shtenu a partir de L par retournement du temps.
Sur O M), L, vaut

.Ir-l.l' = : A -{:'I|rj||| W lT]I_I'J-.llln 1-:

b2

Mais il est plus intéressant, pour apphquer les resultats prisentés par KILIL{J,. de se
placer sur I'espace de Banach CiM) (muni de la norme sup | |., [ rusu'lc.tmn_dc
[, i C3(M) peut s'interpréter comme le prégénérateur d'un semi-groupe de :{11'!“.11:,1.011
stst CIM), el dans la suile, ELJ désignera la fermeture, dans € |_-TL.'T]. de cette restriction
{avec le domaine associé D(Lg)). On se place risolument sur CIM), et desormas, pat

définition, on prend

avec pour domaine D{LF) = p DA [.;). Cet optrateur L} (lerme sur C{M)) s exprime
toujours de la méme fagon sur (M.
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Faisons quelques rappels sur la theorie des opérateurs. Pour £ = C n’étant pils un

elément du spectre de Li (ie. tel n'Elant pas une valeur propre de L¥ car ce dernier
est de spectre discret), on peut définir le résolvent

RO =L+ 87!

(voir [8] p. 172),

Le resolvent réduit en la valeur propre isolée 0, 8%, s'cxprime alors comme

]

I 1
HF = i 'lr{l'*ll“"'I % ""I'I‘-
Z0 P il

on I est une courbe fermee entourant 0, mais aucun autre ¢lément du spectre jcof,
[&] formule 6.33 p. 180).

Ly el L ont cw'ic1ﬁinlrn6|11 le miéme spectre. Le résolvent RF[ Clet le résolvent redund
en {l, 8, associts 4 Ly, s'expriment en fonction de leur équivalent pour L

Ryfl) = jtg '« RO » 1y

]

_.'.'[::I =ty Vo S Iy

[

Cependanl, on sail exprimer, sur le demi-plan des nombres complexes de partic
reelle strictement négative, le résolvent d'un semi-groupe de contractions. Soit (B

e semi-groupe de diffusion de générateur £, On a
B = exp{¢n P, de

pour tous les nombres complexes { de partie réelle strictement negative.

Mais d'aprés la proposition 7. il est facile de voir quiil existe r = 0, suflisamment
petit, tel que cette formule reste vraic pour tout  tel que [{| < r, si on Tappligue i
des eléments de CIM) qui sont dans Forthogonal de 1 (duns L"[;.:J.r}]. En effet, pour
l:.!l_‘ |{u]ul(:lémemm le theoréme ergodique assure la convergence absolue du membre
de dromle,

D¥autre part, pour £ £ 0. Ryi) s'exprime facilement sur les constanies, on a

(mais attention, puisque £, 1 = 1, on voit que la formule précédente n'est pas valahle,
pOur tous les nombres complexes § de partie réelle positive, si on "applique sur la
lonchion constante 1, car le membre de droite n'est pas convergent).

Présentons maintenant la perturbation que Fon va considérer,

soit lopérateur F- = — (b, ¥ -3 — div(b)-, avec pour domaine I{F) = C3M).

Pour he [l “petit™, L7, peut élrc vu comme une perturbation de L¥, au sens
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donne par Kato, p. 441 de [8],
Lion= L} + hF

sur C2(M). et C3(M) est un core pour L}.

Les résultals précédent permettent de voir que ( est une valeur propre isolée de

£ qui esl stable pour la perturbation (voir la définition preseniée par Kato p. 437
el le théoréme 1.3 p. 428 de [8]).

Dde plus, O est une valeur propre simple, on peul alors appliquer le théoréme 2.6
p. 445 de [8], qui affirme que pour i positif ¢t suffisamment petit, on peut choisir
un vecteur propre fi,,, associé a la valeur propre 0 de L, . tel que

figon = g — hSFFp, + =(h) ()

o kmy .y b e, =0
Ce résultal va nous permettre d'obtenir un développement en h de pigiy.
Commengons par donner une expression plus parlante de SE 1.
Prenons pour I, dans la définition de 5., le cercle centré en O et de rayon #/2, et
rappelons que

I N I
§=— | Ri0-d¢

2;‘[.;‘] 5

Tl faut alors considérer les 00 < h = 1, suffisamment petits, tels que Ly, ait une seule
valeur propre a lintérieur de T

Sous ces hypothéses, on a, sur les éléments de C{M) qui sont dans Porthogonal
de 1 (dans L)),

",

| il

A . (.I expll)P, dt

I

)— di
- z
LI v o A

: " I i
= ( (11 explit) - r'J'{.')P, et

p T U h

= .F P, dt
wll
[l faut evaluer
S¥oFpg) = g Spopg o Fluy)
Mais
Fluy) = —divib) — b, ¥ Inlpg)

.“ B ;
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qui est bien dans Porthogonal de | dans L), dou,

8% Flug) = ( ' Pidivil) + ¢h, ¥ Infpeg) ) {1[)“|.|.

el O

Ceci permet de voir gue

| 830 Flpg) di=10
jen effet, p, est la probabilite stationnaire associée au semi-groupe (P),. . ainsi

Si = Fluy)dd = [ pgldivib) + <h, ¥ Infug)s) di

[ w U

= {}].

Montrons maintenant gue fiy €5t derivable & droite en b = 0,
Fuisque 0 est une valeur propre simple, il existe une constante k., e B, telle que

Bian = Kionflp on
ainsi, en intégrant (f) par rapport a4 d4, on oblient
Kg-w=1+={h)

{= (It est ici un réel), ce gui permet de voir que &, ., est dérivable & droiteen it = D et

{ ;
a Ceal04) =0

d'on, dans C(M),

i

i
el )y =— fi,. [0,
773 g ) dh fly i)

Ainsi la derivée 4 droite en ji de p, vaut

ol R kS
—I: Pidivib) + (b, ¥ Infpghs) di J;;.:
b O Fi

A

el comme on trouve la méme expression pour la dérivée 4 gauche, on en déduit que

T

(! Z,
1 1l = — [ B aives) + <, ¥ )

e

w0
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expression oblenue par une méthode probabiliste dans la demonstration de la
. proposition 4.
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