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which is obviously # ,/#y. Therefore, by a Monotone-Class argument, Ly e # /3@,
for any bounded H e @ , x % /3#,. Finally, note that

n

EméPﬁmﬁﬂﬂ=(rlmmﬂmmmx

wil i=1

and

He || (1yom:f)ed  x F, /By, we see that L = Ly and the lemma follows.
i=1
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We consider a kind of simulated annealing algerithm to deal with a special potential which we cannat
calculate explicitly. More precisely, let M-be a compact and connected Riemannian manifold and, for a
paramcter 8 living in the circle ¥, let by be a vector field on M (we also suppose that by is smooth in 8),
We assoviale 1o by a difusion process X° deseribed heuristically by dX* « 4B, + .':ﬁ|__1(:_’] di where B s a
Rrownian motion in M. There is a unique invariant probability u, for this diffusion. Let § be a smooth
function on M = N, and defing, for 0 N, Fif) = [, fix, Gogdx). The purpose of this paper is to present
an algorithm (vsing only directly by and J) te find oul where are hidden the global minima of the potential
Fon N, This algorithm s constructed on the interaction of a simulated annealing process on N with a
certain non time-homogenecus diffusion on M« M. The demanstration of the convergence is based on
precise results for the instantaneous invariant measure associated with the process considered. Finally,
we will prove that the method used can be adapled Lo deal with situations where X* is degenerate in some
SEMmse.

KEY WORIDS Controlled Diffusions, Simulated Annealing, Instantaneous Invarant Probability

0 MOTIVATION

A T'origine de cet article se trouve une question sur les diffusions controlées posée
par Etienne Pardoux, gue je tiens tout particuliérement & remercier de m'avoir
présenté ce sujet et de m'en avoir expliqué les motivations:

On considére sur M = B" une diffusion X dont I'évolution est décrite par

dX, =dB, + B(R, w X)) di

ol B est un mouvement brownien sur [" indépendant de X, b: B" x R7 - B" est
un champ de vecteurs régulier et u: " — B9 est une loi de commande en boucle
fermeée.

Soient [ une fonction réguliére sur B" x B9 et T > 0, on s'intéresse 4 la quantite

1 T
H=?[_H&m@ﬁm
w

el plus précisément, 4 sa limite quand T tend vers I'infini.
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D'un point de vue pratique, X peut représenter les vibrations d'un systéme
mécanique et I la géne occasionnée par celles-ci en moyenne sur I'intervalle de temps
[0, T], et on cherche tout naturellement i trouver un contrdle u qui la minimise.

Cependant, pour un contréle u fixé et sous de bonnes hypothéses sur b, la diffusion
X admet une unique probabilité invariante, disons f,, et daprés le théoréme
ergodique, on a p.s.

im Ip= J_}F[x, ul(x))iifdx)

T—+m

Pour des raisons de commodité des caleuls, on peut &tre amené 4 se restreindre 4
ne considérer que certaines lois de commande u, parameétrées par fe N, o N est,
par exemple, un ouvert de RF, o

Le probléme est alors de trouver une procédure n'utilisant que simplement b, [ et
les u, (et ne faisant donc pas intervenir les probabilités invariantes ji,,, pour lesquelles
il n'existe pas en général de formule explicite) qui permet de trouver les minima
globaux de la fonction

Naf— J £, ug(x))ii, (dx)

Remarquons que nous avons considéré ci-dessus une diffusion ¥ dont le générateur
est elliptique, mais les équations de la mécanique sont en général dégenerées, et on
se demande également s'il n'est pas possible de répondre a la question précédente
dans cette sitvation.

Le but de cet article est de donner un algorithme de recuit simulé “partiel” (ou
“doublement partiel” pour la situation dégénérée) qui effectuera cette opération
d’optimisation, du moins dans le cas compact ot M est une vari¢té riemannienne
compacte et connexe et o N est le cercle, I'idée étant de coupler un processus qui
estimera i, (et (8/00)f,,) avec un algorithme de recuit simulé sur N.

Se limiter au cas oo N est le cercle est évidemment trop restrictif ¢t pas trés
intéressant d'un point de vue pratique, mais il est probable que cette restriction est
d’ordre technique et que la convergence de l'algorithme présenté reste satisfaite sous
les m&mes conditions si on prend pour N un tore de dimension quelconque (dans [7],
on a prouvé par une méthode un peu differente ce résultat, mais 4 condition
d’accélerer fortement (en ¢ au lieu de In? ' *(t) ici) la diffusion adjointe 4 I'algorithme
de recuit, ce qui n'est pas non plus trés satisfaisant pratiquement). D'ailleurs, certains
des calculs sont valables dans cette généralité (la section 2 par example), mais pour
conclure, nous avons eu besoin de renseignements précis sur la probabilité invariante
associée 4 une diffusion quelconque sur N, ce qui nous a restreint au cas du cercle.

1 DESCRIPTION DE L’ALGORITHME ET RESULTAT
Soient M une variété riemannienne compacte et connexe, et N = {ze C/|z| =1} le

cercle unitaire (qu'on identifiera souvent avec F/2nf), muni de sa structure rie-
mannienne usuelle, Comme d’habitude, on notera ¢ |, 3, | [, V, div, A et i, le produit
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scalaire, la norme, le gradient, la divergence, le laplacien et la probabilité associés 4
la structure riemannienne de M.

On se donne une famille de champs de vecteurs sur M, b(-, §), parametrée par
fle N, et on suppose que l'application

MxN-—=-TM

(x, @) — bix, 0)

est de classe C™,
Pour f e N fixé, on considére une diffusion X sur M, décrite heuristiquement par

dX, = dB, + H(X,, 0) dt

otl B est un mouvement brownien sur M, supposé indépendant de X, (Rigoureuse-
ment, on entendra par 14 que la loi de X est une solution au probléme de martingales
associe 4 l'opérateur

1
Ly =5 A +Cblx, 6), V-

défini sur C3M). Rappelons que cette probabilité est uniquement déterminee, si on
se donne la loi de X,.)

11 est bien connu que cette diffusion admet une unique probabilité invariante p,.
De plus, cette probabilité admet, par rapport 4 4, une densilé (encore notée pp, et
plus généralement, on conviendra, dans toute la suite, de désigner de la méme maniére
une probabilité absolument continue par rapport & une probabilité riemannienne
donnée, et sa densité) de classe C™, et on verra, que considérée comme une fonction
de @& N, p,(x) est au moins deux fois dérivable, ses dérivées premiére et seconde en
f) é&tant continues comme fonctions de (x, ) e M x N.

Soit f e C*[M x N), on pose, pour fe& N,

F(0) = J £(x, O)pgldx)
M

et on cherche a trouver les minima globaux de cette fonction, mais sans la caleuler,
i.e. sans effectuer les intégrations par rapport aux p,, car il n'existe pas, en géneral,
de formule explicite pour ces derniéres; on ne se permet d'utiliser les donnees du
probléme b et f, que de maniére relativement simple.

Pour effectuer cette opération, on utilise un algorithme de recuit simulé sur N
couplé avec une diffusion sur M x M qui estimera p, (et (2/20)1y). Présentons plus
précisément ce processus stochastique.
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Pour h =0, x, ye M et # e N, posons
g Lz ;
lix, y, 8) = — f(x, ) + — (f(y, 0) — fix, 0))
an h

L'interét de cette fonction provient du caleul suivant;

b 1
fix, ) i (g o alx) — palxNA(dx)

e 1, O ) = | 2 S, D) +
%

w a

et le membre de droite tend, quand & tend vers 0, vers

"

& d o [ o g e
o F(f) = ) - Fix, Bpgldx) + J flx, 8) Py fal X)A(dx)

qui est 'opposé de la dérive pour un algorithme de recuit usuel, associé 4 F, sur N,
Pour approximer gy et pige,. on va utiliser des diffusions les admettant pour
probabilités invariantes, cest-d-dire, les dilfusions sur M dont les dérives sont,
respectivement, b+, ) et b(-, 0 + h).
On est donc amené 4 s'intéresser aux diffusions (X, ¥, @) sur M = M x N définies
heuristiquement par

dX, = dﬂ:” + biX,,®)dt
dy, = ri!lﬂ};u +hY,0, + h)dt (1)
de, = ?rl'll dW, — 1.8, Ih.{xn Y, ©,)dt

ou (B, B W) est un mouvement brownicn sur M = M = N, et on
B, 7. he CN[O, + o[, R%)
sont des évolutions & déterminer pour que @, tende, en temps grand, vers les minima

globaux de F.
On va choisir f, y et h de maniére que

lim g7 !'=0
I—=+ -+

lim 3, =0
t—= + @

lim k=10
=+ m

tout le probléme étant de trouver les bons taux de convergence,
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Décrivons intuitivement le comportement que I'on espére pour cetle diffusion. Par
la présence de y (qui exprime le fait que l'on a accéléré 'évolution de X et de ¥ par
rapport a celle de @), & va évoluer suffisamment lentement par rapport 4 X et ¥,
pour quen temps ¢ grand, X, et ¥, finissent par étre presque indépendants, sachant
que @, =0, et de lois proches, respectivement, de j, el de py . Ainsi, si on ne
sintéresse qu'a @, son cvolution sera donnée, approximativement, par

f" b

4@, ~ 311 dW, = . | hix, . ®po(dx)ie, 1 d) ) d

Or, lim, ., , .k, = Oet daprés un calcul précédent, on aura done, en temps grand,

40, = 311 dW, — 3,p, - F(©) dr
iy,

Remarquons que cet algorithme est un processus de recuit usuel (cas on 3, = 1)
désaccéléré; on a multiplié par un facteur y, le générateur a l'instant ¢ Ainsi, si
l'intégrale de y, permet de définir un changement de temps bijectil, on est ramene a
la théorie du recuit simulé classique gui affirme que si pour ¢ assez grand, on prend
f, =k~ Vln(r), avec k assez grand, alors O, tend & se concentrer au voisinage des
minima globaux de F.

Motre but est de prouver rigoureusement cette convergence, mais on ne cherchera
pas 4 justifier directement les explications précédentes. On utilisera plutit des
techniques faisant intervenir I'entropie pour montrer que la loi du processus sap-
proche, en temps grand (sous de bonnes évolutions de f§, y et h), de la probabilite
invarianie instantanée associée (i.e. la probabilité invariante pour le générateur du
processus a cet instant), et en étudiant soigneusement le comportement de cetle
derniére, on obtiendra le résultat annonce.

Introdusions quelgues notations,

§i on part d'une probabilité initiale m sur M »x M x N, on note m, son image 4
linstant ¢ = 0, par la diffusion décrite par (1) (c’est-d-dire la loi de (X, ¥, ©,)), et n,
la projection de m, sur N (i.e. la loi de @),

Posons également Fy, = ming, x Fif),

Le principal résultat de cet article s'énonce alors:

TuEorEME 1 Prenons pour t assez grand des évolutions de la forme

=k ! Init)
=T
hr = .H:_('I

Il existe une constante ¢ = 0, telle que si k > ¢, ¢ =0 et p > 2 + 4q, alors, pour
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toute constante § = 0,

lim a({F —Fy,=d})=0

T—+ + oo

Ce théoréme justifie done Palgorithme (1), la localisation des minima globaux de
F se faisant en observant ol tend 4 se diriger &,. Précisons que les évolutions
précédentes ne sont certainement pas optimales, et gu'on pourrait donner des
conditions plus générales de convergence.

Remargue  Si I'on veut éviter le calcul de la dérivee de f par rapport a 6, on peut
prendre

- |
!hl[-r! ¥, H:I = E L_,Irt}', H -+ h] r _f[..‘(, ﬂ}]

En effet, cette fonction satisfait la méme propriéte que 1 (x, y, 8) quand h tend vers
0, et il est facile de vérifier que la démonstration qui suit reste alors/valable, avec [,
a la place de [,.

La majeure partie de cet article est consacrée a I'étude des probabilités invariantes,
Dans la section suivante, on obtiendra des estimées sur celles-ci en utilisant les
equations elliptiques gu’elles satisfont. Puis, on s'intéressera, dans la section 3, 4 la
dérivabilité de ces probabilités par rapport 4 un paramétre. La section 4 verra ces
résultats appliques aux probabilités invariantes instantanées associées a Ialgorithme
(1), pour obtenir nolamment, sous cerlaines conditions sur les évolutions, un principe
de grandes déviations pour leur projection sur N. La section 5 rappelle les inégalités
de Sobolev logarithmiques prouvées par Holley, Kusoka et Stroock, et leur con-
sequence qu'en a 'ergodicité des processus homogénes dans le temps. La section 6
est vouee 4 la démonstration du théoréme 1, qui s'inspire, en fait, de la procédure
déja employée dans [6]. Enfin, dans la derniére section, on adapte la méthode
precedente pour traiter des situations dégénérées.

2 ESTIMEES SUR LA PROBABILITE INVARIANTE OBTENUES
PAR LOCALISATION

Les calculs effectués dans cette section sont de natures analytiques, el ne nécessitent
pas que N soit le cercle. En fait, on va se placer dans le cadre général suivant: soient
Fet N deux variétés riemanniennes compactes et connexes, de dimension respective
m ¢t n, et soit b= (b, b;) un champ de vecteurs de classe C™ sur V = N, b,
(respectivement b,) désignant la composante de b dans TV (respectivement dans TN).
On conviendra (dans cetle section seulement) de noter avee un indice 1 (respective-
ment un indice 2) les notions relatives 4 la structure riemannienne de V (respective-
ment de N).
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On considére une diffusion (X, ®) sur V' x N définie heuristiquement par

dX, = dB, + b,(X,, ®,) dt
{ il ) @)

dO, = ' dW, + yfby(X,, @) dt

o (B, W) est un mouvement brownien sur Fx N, etou 0 <y =<1 et i =0 sont
deux réels donneés.

Il est bien connu qu'il existe une unique probabilité p, , invariante pour cette
diffusion, et gu'elle admet, par rapport 4 la probabilité riemannienne £, & 4., une
densité strictement positive et de classe C™, qui satisfait 'equation

LY g, 5 =0 (3)
ol

Ay —{by, Vo —divy(by)

b | -

LY =

1
+ ?'[2 Ay — by, Vi oy — B divylby)-

est la restriction & CX(V x N), de I'opérateur adjoint, dans L34, & 4,), au générateur
associé 4 la diffusion décrite par (2).
Pour étudier I'équation (3), on effectue le changement de variable logarithmigue

o,y = explu, g

Ainsi, u, ; appartient & C™(} x N) et satisfait 'égquation

1 1 L
5 Ay, p + 3 H"l“y.,rrﬁ — by, Vi, g2y — divy(b)

: i | .

+ ?I:I Agu, 5+ 5 |$3“1_ﬂ i — fiih,, ?zu;'.J])i - f d“'z':hz]J =0 (4)

MNotre but, dans cette section, est d’obtenir, 4 partir de cette équation, des estimees
Sur u, g, et plus précisement, de montrer le résultat suivant:

Prorosimion 2 Il existe une constante K =0, ne dépendant gue des structures
riemanniennes de V et N ainsi que d'une norme C* du champ b, telle que pour tout
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D=y=1ettout § =0, on ait

K[1 +9'28]

V2w, plallee = K[y~ 12 + f]

"l?lu;.-_,[llll o

1A

Ay, gl o < K[1 + 35%]

Az, 4l = K[y~ ' + ]

Remargue Celte proposition se généralise immediatement au cas d'un nombre
fini de champs de vecteurs, b' = (b, b)), pour | =i = p. On s'intéresse alors 4 la
diffusion décrite heuristiquement par

i=p
dX,=dB,+ ¥ (X, 0,)dt
=1
2 (3
- 1=n .
dO, =y dW, + 1 Y. Bib4X,,©,)di

sous les mémes hypothéses que ci-dessus, et ff, =0,...,f, = 0.

Il existe alors constanle K, dépendant de V et N et d'une norme C* des champs
b, pour 1 = i < p, telle que la proposition soit vérifiée avec f = max{fi,, coos fip}. Clest
pour ne pas surcharger les notations que 'on s'est restreint au cas d'un seul champ de
vecteurs, bien que dans 'application 4 Palgorithme déenit dans Pintroduction, on
utilise les estimées précédentes avec p= 2 (et ¥ =M x M).

Démanstration de la Proposition 2 Elle s'effecue par localisation de I'équation (4);
Notons 02, (respectivement £3,) le cube

Q) ={x=(x)zmcR"VI<i<m x| <1}
(respectivement
Q, ={x=(X)pi1zicmenC€PYVm+ 1l <i<m<+n x| <1}

et posons 0 = 03, x {1,

On recouvre F par un nombre hini de cartes (O, ¢) dont 'image est £,, et N par
un nombre fini de cartes (U, ¢;) dont 'image est £2,, ce qui permet de recouvrir
V' x N par les cartes (0, = U, ¢, x ), dont 'image est €. Placons-nous dans unc
telle carte, et notons a = (& ;); <; j<mn Vinverse de la matrice définissant la métrique
riemannienne de ¥ x N (remarquons que a est symétrique et que si i < m < §, alors
a;,;=0) et (b)) cicmyn les coordonnées locales du champ de vecteurs h. Notons
également ¢, (respectivement ¢,) l'expression, dans cetle carte, de —div,(b,) (re-

RECUIT SIMULE m

qpectwement de —divy(b,)) etpour 1l <i<m+n b =D Y icjsmen 00 ey ), 0
D=,/ det{a) ¢t ol on a convenu d'utlllsm la notation courte &; = &/dx,.

Considérons l'application v =wu, z= (¢, ) ' définie sur Q. Daprés (4), elle
satisfait, sur ce domaine, I'équation

1
Z a8, 0+ 5 L @ dwdy - Z bév + - E bydv + ¢

2 iLj=m 2 i, j=m sm

I (- L —
Sl o E a; ;7 0+ - ¥ a; ;o0 — fi Y b + 5 Y o bido+ ﬁc;‘ =0

iy i=m 2 Lj=m {=m i=m

Pour faire disparaitre le coeflicient ¢ affectant les termes du second ordre, on
effectue le changement de variables défini par 'application g suivante:

00
X _'{-"'!.:I1uj-r'lnl-n'_’u‘c]]s:-'un-." l‘{"‘a.:lm- =l=m .u'

on =0 x 3130, )
Si f est une fonction définie sur Q, on notera [ = f«g~ ! l'application obtenue sur
€ par ce changement de variable. Ainsi, si [ e C'(Q), alors f € C'{{}) et pour tout x £ £2,

" & flg™ Yx d 1<i=
f?,.f[x);{t..f{ﬂ (), si i<m

w128 g Y, si o m+l=i=m+n
Ceci permet de voir que © satisfait, sur £, I&quation

E dp g0 40+ E dy ;0,000 + Y i+ c=0 ()
l=i,f=m+tn l=i.jam+n l=i,j=m+n

o1 on @ posé, pour lout x e {1,

£y = {20070 + Bilg ™ (0 i l<i<m
(PR 292 8b0g x4 72k ig (D), i om+lZ<ism+4n

&(x) = 2c4(g ™ Hx)) + 2pfealg ™ x))

Cependant, cette éguation est bien connue, et il est possible den déduire des
cslimées sur l| : i i .:? { H |! sl cette '3‘{[.‘[’135510]1 atteint son maximum sur lﬁ

En effet, L[IHDdI_I.lSDl]b sur C "{!ﬁ] pour p e R, les quantités || [a, et ||| oy (2 valenrs
dans B, w { -+ oo}), définies respectivement par

1"'II.|' = {-FtﬂJ _J' ”-ﬁ_r_. — sup II. l |-:"I|r||'1(l]
well | aetumia
ity i
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et
ASP o
|f|‘mm E L |||'r !ﬂ,g
k=0

(Rappelons que pour tout multi-indice & = (%), ¢ jcmen € W™ o] = 0ty + 0ty + o+ 4
Ui L 8, = 07'0F - O1L)
Posons également

S = max |& llegy <+
l=l.j=m+n

et f = 0 la plus grande constante telle que

Vxe fl II"Ir.]"l - l::}ijL Zizm+n € ", Z ﬁj.‘1{"C}.]?l'.ll"l_f = i Z }'If {_'I‘:I

L=i, j=m+n L=dm+n

(notons que cette constante est indépendante de ).

Un caleul classique (dit méthode de Bernstein, voir la démonstration du lemme 3
présentée dans [6], et les références qui v sont données) montre alors qu'il exisie une
constante k({S,, §~') > 0, ne dépendant que de §, et de 8~ ' (et des dimensions m et
1), croissante en ses arguments, et telle que si la fonction

/2

+
lai,f=m+n

bag
I

d; 0,001
admet un maximum local en %, €4, alors

Fo) < S, 0 1}{1 + max | E’.-"f-:m] + ||E||¢2-'-¢n;.]

Il =i=min
Or,pourtout 0 <y < L tout f=0ettout 1l =i, j=<m+n,

|&j._|'|{;‘[1':| e |&i.j [t 0 + "ﬁh_f"ﬂ,]_ 1 E&i”l 1,2
= llay oo + lag o + lagla e

= | ':I;'._,ll gy

et de méme,

:bi-:ti'ln] = 2 ma}['{l; }'1'Il}rjl};!bg||ﬂ|mb | "h]"f_‘l[“:l

€y < 2lley ey + 27Bliczllcr
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Revenons sur £, posons § = max, oy jew+nll@ lloyg < + o0, et Intéressons-nous 4
I'application z définie sur 3 par

bag

T =

og= 3 a fpdv+y ¥ a 0vév

i, j=m i, j=m

D'aprés les résultats précédents, il est clair qu'il existe une constante kS, ) = 0,
ne dependant que de § et 0, telle que si z atteint un maximum local en x;, € £}, alors

2lxg) = KIS, 6 14 mux{l;'}-‘ﬁz} max  |by cz'.'lqﬂ] + eyl cl'l[n:. + '}'zﬁ2||"2|'f?'.'-qm:|

L=i=mtn

(on aura noté que ||b; cyg, peut se borner I'aide d'une constante ne deépendant que
de S et 6).
Remarquons que z est lexpression, dans la carte (O, = Uy, ¢b, = @,), de la quantite

|"\»71u.r.u.]|? + ]’lFZH}.ﬁlg

Ainsi, si on note &, (respectivement B et C) le maximum des constantes (5, )
. 2 2 2 T
(respectivement des termes max) o;cp+y 10illom et lolcug + Izl qu appar-
aissent pour les diverses cartes (O, = U7, ¢y % goy), on & montré, en considérant une
carte o |V,u, ; I+ ?:\"'2“}..':5 atteint son maximum global sur ¥ x N, que

NV, gld + ¥V, 300 < k(1 + max{l; y%}B + max{1; y*§*}C)
< k(1 + (B + C) max{1; yf*})
<kl + B+ Ol + 9%

ce qui prouve les deux premiéres estimées de la proposition.

Reste donc a démontrer les deux derniéres majorations de la proposition, et pour
ce faire, on va revenir & I'équation [6).

Pour simplifier les notations, on conviendra, dans toute la suite, de désigner par
K{A,; A;:...; 4)) diverses constantes qui ne dependent que des reels 4, 45,..., 4,
jet eventucllement des dimensions m et 1), et qui sont croissantes en ces arguments,

Pour 0 <y =<1 et i = 0 donnés, on considére une solution # de (6) sur €, pour
laquelle on suppose que I'on connait, a prior, une majoration de la norme du gradient
du type:

||| i1 = ky[1 + },1.-'3]!-3] (8)

pour une certaine constante k, = 0, indépendante de 0 <y < I et f = 0 (ce qui est

bien satisfait, avec b, = \ffj' (1 + B + ), si on prend pour # l'application obtenue

i partir de u, , par localisation dans une carte (0} = U, ¢ x @) ¢t composition par
-1

a-)

TR LT T Y T

L

itdiid LT
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Soient h,, pour 1 < i< m, des fonctions de classe €™ sur Q, dont les dérivées
jusqu'a I'ordre 2 sont uniformément bornées sur (.
On s'intéresse 4 Papplication

21 o Z i-iglJale'E_-"i‘ E hl-(-:ll-lh:

i, j=m ism

définie sur £, et on suppose qu'elle admet en %, {2 un minimum local.
On a alors,

T ':‘j:.u..l;[f:I}ap..r“"-"r-"'-IL-"’E-1:b = “

)
l=p.g=mln

Cependant, remarquons que pour i, j < m (respectivement i, j > m), a; {x) ne
dépend que des coordonnées x4, X1, ..., X, (respectivement X . X, 4251 Xl €
x. Ainsi,

l=pg=m+n

2 s oo . m
E a,._,-c-,._,--!) ! E ”r!--rf'n-fr( E Oy, 4
i, Jj 1t 1o py fes

( o)
- ¥ ﬂﬁ.qﬁp,q( 2 a,.jﬁ,.,jﬁ)+ b3 aM( Y &, p...f)
( )

l=pg=m 1=l j=me m+l=ZpgZmin 1 =i, j=m
&
i i ~ il wn oW P
TE i 'ﬁp-.u o.g - “I-_I't'l'._f'!'l t E ”.'.J(IJ._I ,uq r:-:_r
l=pg=m Wl=Zij=m K =i, j=m mt+ 1= pgcmtn
Ry
i N = 3 ; = a8 =
=}, i 5 iy g0p, ¥
1 i, f=m S AR :
' '\.
- T o= o Poa sy oa
N i v} dp, 0,00, Y b d i+
L=i,j=m AW cpgEmtR laop<mta
— ; 3 5 _ o
Y ::JL( 3 Ap.g0p.i00g, ;0 + Ry 0ii )+ Y R, i+
L=2i,f=m Mlspgsmtn A l=p=sm+n

ol par symétrie,

o= i .l oo i 2 g o
Hp..;...,- r,l_lur,_q ol r +4{=urq p jU U+ 2dy _‘,:F, e
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On a donc prouvé gqu'en i,

2 Z 'ﬁi.j( L a.'.l.-'l""-jjﬁ'. Fﬂﬂlr.iﬁ)

L =i j=sm l=p.g=m+n

= E &L-'( Z Rpqijt Z Rpij+ E':I"-f'é)

1Zi,j=m lpogmtn lep=m+n

+ Y. iy o, q( )3 h,-r?'ﬁ) (9)

lzpgsmtn i=m

Or, le fait intéressant 4 noter, est que

=

)

L=ijsm

k) = =~ - T N [ 1
i.j( ¥ upqu.-mt:'p*jt-) =07

lapgam+n !

ol @ est la constante définie précédement par (7), et ou on a posé, par définition,

J= ) (2.7

l=ism
Lzpsmtm

En effet, soit & = (% ;); <;. j<m+n Une matrice définic positive telle que

=4

et posons, pour 1 =l=m+netl=<i=m,

W= 3 1,5 0y, 10

v e
l=k=m+n

On a alors, g
i fg Bi= % &, R I I |3
Z d, E dp, o Cp ;D ;T }_. e, j E E . p, g Cpitlg, |8
1=i,j=m L= poysmtn 120, j=m lzpgzmtnl<i<m+tn ;
P
= E E ai.jI‘r.:‘l't.j
l=l=mim 1= j<m

& 2 X Vi

l=lemtn l2ism

I

o Y L A ad .0
f E b i Xy o, g O, (U, (0
lolum+n lsi=m l=pg=m+tn
=8 ¥ )3 i, 0, 0d,

l=i=m l=pg=m+tn

= ”2 L E far. |'£"I}.2

Il=i=m l=p=minr

ce qui prouve le fail annonce.
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Intéressons-nous maintenant au membre de droite de (9) et commengons par

evaluer le terme

VI T D .

l=ij=m lap.gsm+n
On a:
3 By ¥ 0y jit, 0, 00,0 | < K( max IIﬁp.qllﬂzcn,)"ﬁ"ﬁll
I=i.j=m Il=p.g=m+n l<pgzsmtn
ct
- L i - a . ;
Y a; k) dydp o0, 00,0 | < K( max ||“p..;||L'1ma)| D, 1/
I<hj=m l=pg=<m+n l<pg=m+n

quant aun terme

L i, g Cp, i U0
1=i,j=m lep.g=m+n

notons qu'il vaut, du fait que 4,Z,(%,) = 0

Z aal.ﬂﬂnrﬁ E &J-Ja}'-’-.‘ﬁ

lepg=smtn lei, j=sm

l=Zp.g=m+n 1=i=m =i, j=mm
Ainsi
i i \ -
! ‘ i, l ap.u P l..lm"' o
| 1=i.j=m Il=pg=mtn

i ; e h s
i = ’*( max  |[d@, ey max ||ﬁ.-||m:‘n)| Ullgy, 1 [Nl o + /]
1

spg=mta l=ism

On a donc obtenu 'estimée

Yy Ay X Ry

1=i,j=m l=pg=mtn

= K( max |, qllcams max A L"qﬂ])llﬁlﬁ.l[llﬂlﬁ,l + \"'.IJ]

l=mg=m+n I=i=m
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De méme, on montre que

fir.f( Y R+ *:"1.;5)

lop=m+a

i:K( max | d, llevny; max "hi”f."rﬂ'l)

l=p.g=m+n 1=i=m

X[( max [ bl +  max "b.'"fl.z)"ﬁ"ﬂ.l
I /

=i=mtn I=i=mln

‘ Y
+ ( max [ by gp T max |ih.'||ﬂ.! J\-’f*f + || €] ﬂ.zl
1 s 3

=i tn L=i<mtna

Resie 4 considérer le dernier terme du membre de droite de (9):

Z n'.rr HQLE ) E ﬁ,.,,, E a;u.tharﬁ + zép'rttﬁqxiﬁ | h!ap.q.iﬂ

Il=pg=mtn A l=py=mtn [=m

Cependant,

|
B
=
=
i
=t
F
(=t}
el
=
=i i
R
|
-1
_:.—
1
C"
Tt
]
I
Thh
-
-'h-_

i=m l=p.g=m+tn A i=m Lep.g=mtn
_ a ~ n mn a.+ i oo &
hzfl( dy o 0,08, b3 Fﬁpu+¢)
li=m l=pg=mtn l=p=Zm+r F,

{car rappelons que pour 1 <i<m, da,, =0,sip>=moug=m)

EK( max |dp, gll oy max Ihliﬁ-,nj)

l=pg=mbn 1=i=m

X [|E|ﬁ.1 + max billa, 1 115a, 1

l=ism+tn

+(1+ max  ||bllao + -!ﬁ.lm)\,fi-i- Iflln.1:|

l=izm+n

vy

ST
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D'autre part, il est clair que

b3 Ay Y 8, e+ 20,08, 0

l=p.g=mtn i=m

- _— r
= K( max |\ d, lleogy: max |y L-;l;-,,])[_llvllﬂ,1 + /7]

lop.g=m+n I=i=m

En regroupant les résultats précédents, on a donc montré que

JEH'EK( max |dig, o2y max Ih;ilﬂz[m)

l=p.ge=m+n I=i=m

4
- 'R - - A
x“l + 7,1 + max ||b.-||¢-=m,}||u|n,1+er1 B ||f.||m,]
’ -

lsism+r

J o1 X
= 2 a 5 H"'(K( max ||ﬂp,q.||cz:;§:,; Max "hi”f:fﬂFj

l=pgsmtn l=izm

2
® (1 + |Flg, + max | bi"ce[n,))
lgism+n

+ IK( max g, ol c2giy: mEX "hi"c!.:m)

l=pg=m+tn 1Zigm

® [(I + ||#]ln,, + max Ib,-liczlnj) [Flla, + |f?|r:[ﬂ]:|

I=i=zm+tn
c'est-a-dire:

J= K( max  [d,  llexmys max [l eyny G'l)

l=p.g=mtn L=i=m

*® {h + max  [bllEam + 1€ cany ::17":|ﬁ.1J

Il=ism+n

On utilise alors lestimée a prion (8), pour obtenir

J = K( max ldp, oll crays max [l ez a1 k;_)
1

Zpgsmbn 1sdsm

x[l + max !Ihjilﬁz[m I |5||cz[n.+Tﬁ1J

l=izmtn
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Cependant,

Izliil}IEK( max  [d, 4l cogy: max Ilhallmn;)fu’i4 |5lla, 1]

lap.g=m+n l=izm

EK( max  [d, llexey: max [hllcamy O l;kl)

1=p.g=m+n L=i=<m

o [1 + max by ey + 1€l ey + }'1":"ff]

L=issm+n
Le résultat & retenir est donc que si Z, atteint un minimum local en ¥, e 0, alors

Zix) = —K( max g, ol crpys TEX | By | 2y a1 k;_)

l=p.g=m+tn 1=i=m

® [ 1+ max "Ef"c!qﬁj + [1€]| gy + }"mﬁ}

Leimm+n
Remarquons que symétriquement, si I'application Z, définie sur Q par

x+ Y & 8, 51x) + Y hix)dHx)

i, j=m i=m

(0w les hy, pour m + 1 =i < m + n, sont des fonctions de classe C™ sur 0, dont les
dérivées jusqu'a l'ordre 2 sont uniformément bornées sur {Y) atteint un minimum

local en %, 4}, alors

zziizj = = K( max ||ﬁp_qllf_;?1n]1l max "hillclqﬂ;; AT kl)

lEp.g=m+n mil=iz=m+tn

" |:1 + max byl + [l + ‘r‘“zﬁ]

l=i<mtn

Transcrivons ces résultats sur £, On définit sur ce domaine, les applications

Zy=2Z,09= % a,d,v+ Z (hi= g}z

i, j=m
et

Zy=2,09=9 Y a0 v+7"? Y (hoghiv

i j=m i m
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On prend pour h, les applications suivantes (définies sur £3)

L 1

j bog!, si l<i<m
h = = ; .
31 2hegt, si m+l<i=m+n

_ ; -
ou rappelons que b, =D 3y o jomin 04D 'ay ) avec D =/ det(a).
En fait, on a, pour tout 1 <=i<m+n,

h=0 % ri{ﬁ“a,,JEJ

l=sj=m+n

et il est facile de vérifier sur cette expression, que pour tout 1 <i=m-+n, ona

ra

h,- |c‘rn| = K(

. R,
max  [dg gl enm: 0 j

l=py=m+n
On g auss, lowjours pour 0 =y =< 1,

N5, i1l gy = ez, ,i" CHE

» . L LZEL b
" h‘ll ey 2 md'-':{ | 7 Zﬁ} :lil?j |{_-'.'[“] + || bll TRTh

1A

€]l ety = 2lley leagm + 2yfi|lc, | £

ce qui prouve les résultats suivants:
' Si Z, (respectivement ;) atteint un minimum local en x, £ £ (respectivement en
x, € 0), alors ‘

T = —K( max |, /ey @ 1;1@)

l=p.g=m+n

b |:1 + mﬂx{l;'}’1'lz.lrj} max billezn + leal crgy 1hlles iy + ".:]'IZJ'?J

l=igmtn

- (respectivement

Zi(x,) = —K( max  |ld, .o 670 fci)

l=p.g=m+n

| ® [1 Fmax{1; 7128 max  |bllexey + leslleug + 7Bl c:[m+';«"-"zﬁ:|j,

Lsism+n

Mais remarquons que Z, (respectivement Z,) est l'expression, dans la carte
(O x Uy, y % ), de Aju, p (respectivement de yA,u, ). Ainsi, si on note K,
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(respectivement B et C) le maximum des constantes

K( max | d, |l t'}‘l:kz)

l=p.g=m+n 4

(respectivement des termes

max ||hr||r.'1.:m et £y -|c?r:n & ||‘-'2||f.'-‘.:m:|
lSism+tn

qui apparaissent ci-dessus, pour les diverses cartes (0, = U, ¢y = b on a montre,
en considérant une carte ou A,u, ; (respectivement de Aju, ) atteint son minimum
global sur ¥ = N, que pour tout 0 =<y < 1, tout i = 0 et tout ye ' = N,

"—*I']u-..;f[}']':i - K B4 (_j[[ +.},l."2ﬂJ
.-'izuhﬁli_l-'} = —K(1+B+0Cfp 49 12y

Ces deux inégalités, les deux premiéres estimées de la proposition et I'équation (4]
permettent alors de voir qu'il existe une constante K, = 0, ne dépendant que des

-~

structures riemanniennes de V' et N et du champ b, telle que pour tout 0 <y =1,
tout f = 0 et tout ye 1V = N, on ait

-'*'11“«,;.,-1{}:]' = Ky[l + }'ﬁz]

Az, fly) < K[y ! + 87]

ce qui termine la démonstration de la proposition, ]

Pour 0 e N, notons p, 4(-|0) la version réguliére de la probabilité conditionnelle,
sous ji, 5, sachant que la seconde coordonnée sur V' x N vaut 6. La projection sur
I de cette probabilité est absolument continue par rapport i 1., et pour tout x € V,
On A

py. x| 0) = (J o9 mxlm}-}j By 5%, 6)

La premiére estimée de la proposition 2 permet alors d'obtenir une inégalité de
Harnack “partielle™:

CoroLLaire 3 I existe une constante K' =0, ne dépendant gque des structures
riemanniennes de Vet N et du champ b, telle que pour tout O < ¢ < 1 et tout fi = 0, on ait

exp(— K'[1 +9'28]) < u, 4(x]0) < exp(K'T1 + 7'*f])
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Démonsiration  Soit 0 e N fixe, 1l existe p, e V¥ tel que

J . s3> O D) = s, (e, 6)

Pour x € V, soit g: [0, T] — V une géodésique de longueur minimale et de vecteurs
dérivés unitaires, allant de y, 4 x. 8i on appelle 4 la distance associée 4 la structure
riemannienne de V, on a, par définition, &y, x) = T. Ainsi,

| wy glx, 0) ¥
Inf 22" ) =
| n(#r..ﬁ{l”mﬂ])‘ J::y Vi Inu, sNads dge>y

.
= J Iy In(p, o)l (g,) dt

o

< K(1 + "2 #M(y,, x)

K étant la constante qui apparait dans la proposition 2. Or, comme ¥ est compacte,
elle est de diamétre D fini, et on en déduit le corollaire avec K" = KD, [}

[Yautre part, les estimées sur les laplaciens “partiels” A, et A; de wu, ; vont
permettre de voir que u, ; est dérivable par rapport a ye]0, 1[ et fourniront une
majoration de [[(8/éy)u, gl .. On renvoie, pour cela, 4 la fin de la section suivante.

3 I}IFFERENTIATIDN DE LA PROBABILITE INVARIANTE PAR
RAPPORT A UN PARAMETRE

On s'intéresse, dans un premier temps, i la situation suivante, rencontrée dans

l'introduction:

On dispose d'une famille, paramétrée par fe N, (N étant i nouveau le cercle), de
champs de vecteurs, k-, ), sur une variété riemannienne compacie ¢t connexe V et
on suppose que application

VxN-=TV
(x, B)— b(x, 6)

est de classe O™,
Pour 8 e N fixé, considérons l'opérateur

Ly = ; A+ (b(x, ),V

defini sur C*(¥).
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1l existe une unique probabilité y, invariante pour cet opérateur, c'est-d-dire, qui
verifie,

Ve CHV), pdLyf)=0

On a déja rappelé que p, est absolument continue par rapport a 4 et que sa densité
est de classe C™.

On va chercher ici 4 obtenir des résultats de régularité de p; en 0 et 4 calculer ses
deux premiéres dérivées. On prouvera également que le potentiel associe 4 Ly (voir
la définition donnée ci-dessous) est deux fois dérivable en £, et que les opérateurs
ainsi obtenus restent continus sur C*(V), résultat qui nous sera bien utile par la suite.
Puis, 4 la fin de cette section, on s'intéressera & la différentiation de la probabilité
invariante par rapport 4 un autre type de dépendance en un parameétre.

Pour les premiers de ces résultats, les méthodes utilisées seront essentiellement
probabilistes (contrairement & dans [6], ol nous avions utilist la théoric des
opérateurs pour obtenir la differentiabilité de p, en 0, dans le cas particulier ou N
&tait la droite réelle et of bix, 8) s'écrivait sous la forme #b(x)), et on aura besoin des
objets suivants:

(B, désignera un mouvement brownien sur V, c’est-a-dire, une diffusion dont
la restriction du générateur a C*(V) est la moitié du laplacien, A

(Z7); = o (respectivement (Z%),-) désignera une diffusion sur V' dont le générateur
restreint & C}(V) est L, (respectivement £y- = A< +{V In(g,)(x) — blx, 6), V- ).

Pour indiquer gu'une diffusion ‘est issue d'un point x € ¥, on écrira le x en indice
de I'espérance, et pour toute probabilité u sur ¥, on conviendra, comme d'habitude,
denoter E,[-] = | p(dx)E,[-] l'espérance par rapport 4 une diffusion de loi initiale p.

On notera (PY),., (respectivement (Pf),. o) le semi-groupe (sur C°(V)) associé 4
l'opérateur L, (respectivement f,y). On a dong,

vi =0, VOeN, VYxeV, YfeCYV), PHf(x)=LELf(Z)]

Une notion importante qui lul est associée, est celle de potentiel (réduit): On pose,
pour f e C"(V),

Af)x) = r PAS — ol W) dt

Q

et

AU = f " BS — o)) dt

]

Le théoréme ergodique permet de voir que ces opérateurs sont bien deéfimis (on
aura remarqué que i, est aussi la probabilité invariante pour L), et qu'en fait, on




214 L. MICLO

a convergence absolue et uniforme en (x, #)e V x N. Plus précisément, on peut
montrer, 4 partir des inégalités de Sobolev logarithmiques satisfaites par p, (cf, par
example, la section 5 ci-aprés, avec f = 1), qu'il existe deux constantes K = Oet g = 0
telles que

YOeN, ¥xeV, YeC%V), |PNf — udfNx) < K|S, exp{—at)  (10)
et
|PYS — N = K f ], exp(— o) (11)

Les constantes K et o ne dépendent que de V ¢t de normes C? des b(-, ), pour fe N.

On fera constamment appel aux inégalités (10) et (11} dans lu suite de cette section.
Elles permettent notamment de voir que les opérateurs A* et A* sont bornés sur
C"(¥) et de norme majorée par Ka ™",

D'autre part, remarquons que 4" est linverse de — Ly, sur l'orthogonal des
fonctions constantes dans L*{u,), intersecté avec C*(1);

VeCHV) pulf) = 0= A~ L/ = —Lfd"(/)) = f

(et on a la méme propriété avec A” et — I, respectivement & la place de 4% et — L,).

Pour prouver que l'application @+ p,(x) est différentiable, pour un x e V fixé, et
que dypuy(x) est continue en (x, 9) e ¥ x N (on utilise la notation courte 8, = 4/76), il
suffit, d'aprés un résultat classique de la théorie des distributions, de prouver qu'il
existe une fonction continue g: ¥ x N — H telle que pour toute fonction f e CYF),
1 pyl( 1) est différentiable et de dérivée d,u, /) = | alx, 8)f (x)Aldx).

Soit e C°(V) fixé. Pour démontrer que 8+ p,l ) est dérivable, on va approcher
el ) par PY(f)x), pour un xeV fixé quelconque, et utiliser le résultat classique
sumivant:

LEMME 4 Soit (F), ., une famille de fonctions appartenant a C'(N). Supposons que
F, converge (a priori simplement) vers une fonction F et que d,F, converge uniformé-
ment vers une fonction g, quand t tend vers U'infini. Alors F est de classe C' et 0,F = g.

Pour tout ye ¥, posons
Gyl 1) = —<dahly, 0), V In pg(¥)» — div(dgh(-, 1) ¥)

1
= _ divpgl- 1 b(-, A )
Ha( )

En utilisant les considérations précédentes, on va montrer le résultat suivant:

ProposITION 5 Powr tour ye V fixé, u,lyv) est dérivable en 0, et de dérivde

Batol ¥) = po MAYGN 1)
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Démonstration  On est done amené 4 étudier P )(x), et on utilise pour cela la
formule de Girsanoy:

"y

PUf)x) = rL fl H,m( '

Nl

¢h(B.. ), fm,cp]

0 E ‘

ot &([ b(B,, #), dB,>) est l'exponentielle stochastique de Pintégrale d'ItH

™
(b(B,, &), dB,>,
o 0
é"( [ ¢h(B,, O), da,ﬂ - exp( (b(B,, 8), dB,> — J b(B,, 0)|* :.E.s)
[ A w0 = Ja

(pour les notions et résultats de géometrie stochastique utilisés ici, on renvoie a [2].)
Il apparait ainsi que PY (%) est contintiment différentiable en @ et gue sa dérivée
est donnée par

G PINx) = h{ﬂﬂgl[ | <ub(B,. 0), dB.>
o 1
_ ( (b(B,, 0), 3,b(B,, 0) fz.s}fu (b(B,, B), ffBa}):|
w [ wat [

e

(W(ZS, 0, 84D(Z5, 8)) ds

o0

= L{.f'{z?}[] {8yl Z;, 8), dZ7) —
- ]

Montrons que cette expression oublie, exponenticllement vite, quand ¢ tend vers
I'infini, la condition initiale x et qu'elle s'approche, en fait, de

I

[-,...Lf {Zf_rH {dab(Z3, 0), a‘z:’}—J (BZS, 0), 8,MZ2, 0)> d.\]]
w i}

0

Pour prouver ceci, on la décompose en

[[x[f {Zf']l|: (Byb(Z3, 6), dZ35 — J {B(Z3, B), 8,023, 6)) dSﬂ

L] o

)2

o cia
= E{J '(Zﬁ[ J (GyblZ3, 6), dZ7) — (b(Z3, B), 8,b(Z;, ) ﬂ'-*H

L] w b

L(ZE ), 8,h(Z8, 0y f.l‘.\—H

12 =

| E;[HZFJDr {Bob(Z3, 0), dZ35 —
iz
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Le premier terme s'&crit aussi
12 L
LH [ {823, 0), dZ3) — J (WZ3, 0), 8,b(Z3, ) -:iSJIFzg.J[f {Zﬂ-z}]]
W 0 a
mais d'aprés (10), on a, pour tout ye V,
: i o
IE,LS(Z82)] — sl ) = KIS |l cxp(— 3 f)

ainsi,

1 el 12 =
E,:| [ (GOS8, dZ2y — j CHZ, 6), 3b(Z°, 6) d-ﬁ'th;.;[f(Zﬁz}]]
_LJO

o

T

(b(Zs, 0), 8,25, 0) dS]#aU }} ‘

]

+ 0

[TH
= HHJ (B, MZ3, 0), dZT) —
0
iz

o
x K|l exp(— ;_f :)

f NE: a2 &2 2
< \/EW (878, 0), dZ> — J (B(Z2, 0), 3,6(Z0, 6)) d.s) J
o0 0
% KISl uxp(—})

Heuristiquement, puisque (£7),. , est régie par

1

J (D22, 0), dZ8> — J ©CHZE, ), Bb(Z2, 0)) ds
Lh 0

dZ® = dB, + b(Z,, B) ds

on 4 envie d'éerire

Al

[[U ¥ @b, 0). dZ2> _J J <HZ2, 0), D22, 0)) ds)l}

12 2
4]

12
= J EL[13,b(Z3, 0)7] ds

o

RECUIT SIMULF

mais le terme intermédiaire n'a pas de sens. Néanmoins, le résultat est correct et pour

le justifier, on peut passer par la formule de Girsanov;

(2 12 2
[:[(J {8,b(22, 0), dZ]) — [' (b(Z3, 0), 8,b(Z3, 0); dS) —|
o

[+ o

i I z
oy F:L([ <aﬁlb[-ﬂs! H]. dH-r} i J <I'JI:B:! E‘il.}' Eﬂb[Bu H}) dﬁ)
w i o

o

i ﬂs(J (B, B, rz’H,})]
L]

Molons

12 12
M, = [ {,b(B,, B), dB,> — [ (b(B,, 0), 3,b(B,, 8)> ds
1] (4]

w w

on a alors,

i 13
M2, =2 J M. dM, + J |3,b(B,, 6)? ds
] Q
nej2 el
_9 J M (a.b(B,, 0), dB)> —2 | Mh(B,, 0), 3,b(B,, 6)) ds

(4] « 0
"z

| | 3,b(B,, O)* ds
w0

Posons, pour 0 < 5 = /2,

"

'h‘rx =12 J *'b-fu{f?ﬂh{ﬁm GL dﬂu}
o

et remarquons que (Vg ., ., €5t une martingale.
Considérons également, pour 0 < s < /2, la martingale

S e
£, = A{J (BB, ), dB,,})
had 1
qui satisfait 'équation,
(]

&.= | &.b(B,,0),dB,>

5
w il
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Alnsi,

iz friz (¥4
"Vr.'ldvr_"i b N-.'i dgx + E'rs dhrs + 2 J 'ﬁf:gs<h[ﬂsr D}# 'EIH'F}I:BH Irj]} II.'S

o 0 o b o

s,

2

E,.[N,.&,.] = 2[_‘[ j M, & ,{b(B,, 8), 8,b(B,, 0)) a‘::J

[

T

=2 J E,[M,&,(b(B,, 0), ,b(B,, 6)>] ds
1]

6l
=12 [‘ E_‘[‘MJ{:HHSQ E'r]! ﬂﬁ'b[ﬂs! H})‘f:_n'?_] dS

w i

On a donc obtenu,

12 3
E.[Mj2&y2] = EEI[U M < b(B,, t), d,b(B,, ) riS}J,_.-p,]

0

({3
#* E.’.|:(_2 [‘ ‘H'.fg<b{35* 'H:I! aﬂ'b{Bﬁ" H‘J} ds

Q

eik
+ J |3,b(B,, B)] dS)*'fa_-;z]
1]
ez
=E,“ 18,b(Z1, 6)2 a’sJ
0

ce qui prouve le résultat annoncé. On en déduit notamment que

T e e | R 2
\/WL(J COpb(Z2, ), dZ2> — | - (B(ZE, 0), Bpb(ZE, O)) d.s-) ]g !||r"=ab|||.x\/ :
L] W0

puis, que

T 2 2
PH (ByMZ3, 0), dZ0> — J- (bZ2, 6), 2,b(Z2, ) d.w:l f{Zf}}
1]

w0

T 13
= EA[U z<f?*:+h'[2.*;', 0, dZ3y — J (H(Z1, 0), 0,B(Z, 0)) ds}*u{f ]} ‘
L LH]

ft 4
= K"lﬁﬂ‘ﬁll :.I.-llllrl '.I.-“‘II'II2 Exp(_ 2 r)
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Mais, notons que

a2
|:|: {BablZ8, ), dZ%5 — | CHZE, ), 8,028, 0y d\J;:n{”J

Wi

Il i 4 g
= il f |: (A28, 1), dZ2%5 — J CZE M, 2,020, ) d.*;J

a

- ;eamttx[[ | <aniB, 0, dB,)

12 1) i3
— “ <hiB,, ), d,b(B,, 0); d.\':|rf('[ <hi(B,, 0, dHT})J
o

w

iz
= gl S )8y EI[E(JD <b(B,, ), JH.&)}

= pigl f)ilg FE-'I{ 1)ix)
=)

Aingi, le premier ferme que I'on se proposait d'étudier tend exponentiellement vite
vers

e 12
1-[“ {BoblZ3, 0), dZ3) — [ {hZS, 0), d,b(Z3, ) d-\}f LZ?}} ‘
LH]

w i}

PO &
= K| 3] | S 7_-\/2 EXp(— 3 e‘j

De méme (ou en intégrant cette expression par rapport a pydx), car la convergence
précédente est uniforme en x), on montre que

ez

Em-.-[[jr.l_ <‘qﬁlb[z:s E} fiz?}' e J <b[zlsrs H:I1 'aﬁ'h[zﬁs ﬁ]} r’£1';:|.J1r{.z£]:| |
0

< K|l|d,bl ||n||f|wa—=.xp(-—§r)

On a donc prouvé, pour le premier terme, gue

12 T
L[ﬂzf}U bzt 0, dz— [ 22, 0, (2% rﬂ
4] o
ez

12 i
- Fflg[.f{zf}L (Beb(Z3, 0), dZ2> — J VAN N ALY, ﬂ'xJJ
0 ]

F r ¢
= 2Kl o Fll ot r:xrr(-- 2 z)
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Intéressons-nous maintenant au second terme, il vaut
T2 12
E [ ?,uz[fv..z U (B,b(Z2, 6), d2%y — j (b(Z2, 0), 9,B(Z°, 0)) rm
o 0

Motons, pour tout ye ¥,

a2

Gly)=[E [ f{Z..zl[

I'.I

i g
(Bl Z3, 8), dZ3) — I (b(Z3, 0), 8,b(Z3, 6)) ds l ‘
o o 8

Daprés un caleul précédent, on a

ot
1G] < 118601l £ 1.0 \/-;,_

ainsi en utilisant (10), on obtient,

| Ex[[zs.,[ﬂz:’..z:l[rz (Oab(Z!, ), dZ2y — f CHZE, 0), 3,020, O)) arsm
= [u..[[r;:.;[ﬂzﬁz]['[” (0obl(Z*, 0),dZ*> — Jl CHZE,0),,H(2°, 0)) d]]] ‘

= [E.I[G{Z?.-ﬂ— [Fn[ﬂj’]ﬁ{ﬂ“

. [t G
< Kllaoblllol 3 uxp(— 5:)

En regroupant les résultats précédents, on a done obtenu 'estimée suivante,

™

r{f{iﬂﬁ“ CBob(Z?, B), dZT —

(H(ZE, B), 6,b(Z0, 6)) dsﬂ

o
I}

[-,JI,[ _f{?ff}[ {Bsb(Z3, 8), dZ3) —J (b(Z3, 8), 8yb(Z3, ) djﬂ‘
] 0
< (242 4 27 U)K |3l | ol f ot e:-;p(—;z)

Du fait que p, est la probabilité invariante pour la diffusion Z°, I'expression

;.JF[Z@?[ {ByblZ3, 0), dZ7 — l‘r (b(Z3, 0), 8,b(Z;, 0)) d”JJ

o w ik

va étre facile & traiter, en retournant le temps,
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Posons, pour 0 < 5 = 1,
2l=2),

et notons que sous I, , (Z),.,, est bien une diffusion de générateur Iy (el de loi
initiale pg).

Pour effectuer facilement le retournement du temps, il est commode d'utiliser
I'intégrale stochastique de Stratonovitch, que I'on désignera par §, car rappelons que
p.s. sous £,

[] ™
§ oz, azey = —§ oz, az
o O w

Cependant, il est bien connu que dans notre situation, on passe de U'intégrale d’ltd
i celle de Stratonovitch par la formule

[l I | i}
(HZY, dZF _ﬁ (WZD), d78y — : div(b)(Z%) ds

1] o 0

Wil

pour tout champ de vecteurs b sur V.
On obtient ainsi, en considérant le champ de vecteurs d;h(-, ),

-
w o U = J0

i "l | 1 £ . :
( {3 ,MZ8, 0, dZ%» = ;k g8, ), dZ22% — [‘ divi{dgbl-, NZY) ds
! 1" a
i L{ (BabZ8, 0), dZ2> 2 [ div( b, MZT) ds
J Jo
r i e 5
- [ {B,b( 20, 6), dZ3> ‘ div(@ghi-, MHZY) ds

SO w0

s,

]-H"\"ﬂxr}[J {B,b(Z3, 6), dZT> ! Ch{ZD ), dab(20, )y f:5j|:|
0

a0

[I[Zu}[ [@.gmfrf, 6), d7% —| div(@abl-, ONZY) ds
w0

~

(20, 0), D,b(70, O)> d.\'JJ

(Y

= Lm(c&v}f‘i,v}d [ {Beb(Z3, 0), dZ3) —
W o 0

™t

(div(dgh(-, MNZT)

Wil

+ (BZL, 8), ,b(Z2, ) de




"k

(=]
[ 2]
(4]
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Heuristiquement, puisque ¢ est régie par
dZ? = dB, + (V In(u;N 2 — BZ2, 0)) ds

on voudrait bien affirmer que pour tout y& V,

- g

[_\.{ (84b(Z3, ), dfi‘}—‘ = [EJ

a

(b8, V Inpg | Z8) — B2, i) :!'.s]
Jo
Ce résultat est correct et on peut le justifier, comme précédemment, en réutilisant
la formule de Girsanov, ou plus simplement, en utilisant le fait que 8, P(1) y) = 0.
On obtient ams gque

- "
Ik L.L EE | (Oab(ZE, ), dZ%y — | (dividyb(-, ONZY) + <22, 8), d,612°, B)3) ds

o J

E[GAZE)] ds

w

Remarquons que u,lGp) = (0, ce qui montre que

4

I AYG v — 1 ' E,[Gol 2] ds
| w 1l

| ™ or 5 |
= | | E,[GdZ] .-f.‘.'i

| &t

= K| Gyl 1 expi —ous) ds

{daprés 'inégalité (11))
KlGell o ' expl—zt)

Or, par localisation et utilisation de la méthode de Bernstein, on peul oblemr une
constante K, = 0, ne dependant que de Vet de b, telle que pour tout 0 e N,

WV In{pegd] || 2 = K,

zinsi, 11 existe une constante K, = 0, ne dépendant que de Vet de b, telle que pour
tout Je N el tout ye ¥,

| ZG)y) — ‘ E,[Gy(Z"] ds
[}

, |

= K, expl —ut)
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En définitive, on a donc prouvé l'estimée suivante;

YO N, ¥xeV, Yt=0, ¥elYW¥),

-~ P \

: % o x
| 8 P8 £ )(x) pald ) fINANGH Y | = Kl 01 + /1) m‘]}{ = ] {12}

!
Lo Y - &

ol K5 est une constante ne dépendant que de V et de b,

2

| " 1
K, = ]11.1|.1‘c<::|[1"'l + 27UV sup |80, | s Koy

e i

avee les nolations précédentes.

Mais il est facile de voir que A%G,)y) est continue, en tant que fonction de
(v, ) ¥ x N, ce qui termine la démonstration de la proposition, d'aprés le lemme
4 et la discussion le précedant. |

Remarquons que l'inégalité (12) permet également de prouver que A% i) est
dérivable en . En effet, posons, pour T = (),

T

AN = | PYS — pl ) de

W
1l est clair, d’aprés le résultat précedent, que A% ()x) est dérivable en @, et de derivée

o

Gy AT Nx) = | [ PUANX) — Bapel £)] di
[ |

= | [3PUSIX) — 0l Go 1] dt

w i

or, l'estimée (12) montre que cette expression est convergente, quand T tend wvers
I'infini, uniformément en (x, @) e V¥ = N, ainsi, d’aprés le lemme 4, on a moniré le
résultat suwivant,

ProposITION 6 Pour tout x € V et toute fonction | = CV) fixés, A% L)(x) est dérivable
en O, et de dérivée

["
dp A (f)x) = L8P Nx) — pglGy 1] dt
De plus, il existe une constante Ky = 0, ne dépendant que de V et de b, telle que
pour tout e N,

lEaA* L, = Kol Fll.
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Au lieu de considérer une fonction f e C%F), considérons fe C™'(V x N) (on
entend par 14 que fappartient & C™(V x N), est dérivable en la seconde variable et que
dy [ appartient & CV » N)), la proposition 6 permet alors de montrer {voir aussi la
fin de la démonstration de la proposition ci-dessous) qu'il existe un constante K. = 0,
ne dépendant que de ¥ et de b, telle gue pour tout @& N,

I3l A Ol < KsLISCs OVl + 18 ST, 6I1.0]

et c'est sous cetle forme que la proposition 6 nous sera ulile ultérieurement.

En fait, nous aurons également besoin d'une estimeée sur la dérivee seconde de
A% f)¥x) en #, et le reste de la premiére partie de cette section est voué a la
démonstration du résultat suivant,

PrROPOSITION 7 Pour tout ye V fixé, ugy) est de classe C* en 0, et sa dérivée seconde
est donnée par

£ 2,35 . A
Bapal y) = —.“.:IU'JKTF(_FJ div[pegl - WEZH-, 0) + 2ANGR) Vb, )] )[ ¥)

fty /
De plus, pour tout x € V et toute fonction e C™3(V x N), lapplication
(x, Oy— A1, 0x)

appartient ¢ C™ 4V x N), et il existe une constante K' = 0, ne dépendant que de V et
de b, telle que pour tout Be N,

18HASCs O = KTNAC, O + 180 C O + 165 £ O]

Démonstration  La démonstration est similaire 4 celle des propositions 5 et 6, notre
principal soucis étant d’estimer I'expression 62 PY /)(x), pour un x € V¥ et une fonction
e CYV) fixés, dans le but de montrer qu'elle converge, quand ¢ tend vers l'infini,
exponentiellement vite (et uniformément en &), vers une certaine limite,

On part, comme précédemment, de la formule de Girsanov, qui permet de voir
que P f)ix) est deux fois continiiment dérivable en #, et que sa dérivee seconde est
donnée par

G PUSNx) = “-x[f '[HJU {3b(B,, f), dB.) — J- {b(B,, 0), 35b(B,, 0)) ds
o

0

—J |2, B(B,, 0)|* m]g(( ¢h(B,, 0), dﬂ,}ﬂ
1] w E

i I ] 2
4 E‘[..r'{B.}“ (2,b(B,, 0), dB,> — | <b(B,, ), 3,b(B,, 0)> d:r]

0 ]

. ar( [ (KB, 6) dﬂ;})]
0 £

ol
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-

= [ [ j'(zf]“ (OB 0), dZ25y — J COIZT @, S22, 8)y ds
o0 (4]

—_ [‘ |8 (28, 3 d:.':l:l
0

w

"

I I 2
* Ex[;{z‘?}“ {dob(ZE, B, dZ3) J <BIZE, ), 8,b(Z8, 0)) d:.-]1
(] :

o

Nous allons, dans un premier temps, montrer gue cette expression s'approche
exponentiellement vite, quand ¢ tend vers linfini, de

[F,.,[ £ {Zfi[}ﬂr COEB(ZE, 0), 428y — ‘: CHZP, @), B2b(ZE, 0y ds — c |E,b(Z2, 1) a’.ﬁ:|:|
0 w o
i e 2
+ LE,JH[ f{Zf}[ [3 {8ab(Z8, O), dZ%5 — Jn VAR RN VAN Y, d_-;:| }
Pour simplifier I'écriture, définissons, pour 0 < s <,
R, = J (3,20, ), dZ8> — J (WZ", ), 8,b(Z°, 0)) du
s s
Lo lm COEB(ZR, 0), dZ0 — F Ch{ZE, ), a2B(Z0, 6)> du — Lr |daMZ28, O] du

ainsi, l'expression qui nous intéresse s'ecrit
ELAZDISE. + (R5,0*1]

Ffo[/F][hEt3 + Sﬁ'd.: T [R% 3 T R.?njz]]
19, 0)0x) + 15, )x)

a3 Pi()x)

la décomposition ci-dessus correspondant i
1§ ()x) = ELLA(ZNISE.s + (REya)* + 2RG 43 Rils, (]

15 0x) = ELAZDISEs, + (Rfa )T

Commengons par ¢tudier 15 (F)x). D'aprés la propriété de Markov satisfaite par
la diffusion {Z%),. . on a,

I3 4)%) = ELGUSNZ0)] | i
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ot on a noté, pour tout ye ¥,
G = FLAZ%53)050, 203 + (RG, 243 1]

Evaluons |G f)-)| ... En reprenant un calcul présenté dans la démonstration de
la proposition 5 (justification par la formule de Girsanov de I'otilisation de la formule
heuristique dZ} = dB, + B(ZY, i) dt), on voil que pour tout ye ¥,

" 2tf3

SEPOER
o

™23
COEBZE, 0), dZ0y — | (EERZY6), B(Z°, 8)> ds
o 0

Q

23
+ 'h-“ | b ZE, 3} ds ‘

{ (203 2173 2
= \J'I["[( {OghlZ8, M, dZ£y — | VAN NG AN ) ds) —‘

L] o0

2t
s I8pb(:, 0}

— .

| ) '1 = : 1 i ;
Ry l L |0ab(Zs, 0)] d-’*‘} + % 113bC, O,
fat 2t
= A2 i . & : : 2 g
< 3 118360 Ol + 5 12l B a3
et
A P23 ?
[;-[{R‘LII.Zr.'Sjlz] — u’_\-‘[( {{'-‘ﬁb[Z_f, ﬁ'}. d?f} J <('-|9b[zf, H} h{z?q f.l'}} ff.%) :l
\Jo .
23
= lEyI:J |dab(Z2, )1* dHJ
v
2t .
= ¢ | ﬁ-‘]bL-1 ﬂ”- |:r\- “4}
3

Ainsi, en posant

i 4 s 2
K’ = sup (mﬂx(q I eabls %) s wlu'lllq || &ah-, ﬂ}l”w)),

be

on vl gue

I?.” E 'n\l-n b.-r E 1:': T“.-rlE {:U{V.L || (Iﬁf}" o i-: K:l ll_lr r{\-‘l..l; + r}
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On peut alors appliquer le résultat ergodique (10), pour obtenir,
5.0 Nx) + B, [GHANZLN| = 112, 000x) — sl GILN)
= |ELGINZEs) — pal GHUN]

g fo
= KK flllyt+1) ex{ B ]
L

ce qui est le résultal escompte pour I% ).
Etudions maintenant I {f)(x). Notons que
EL LS4, o3 + (R ) + 2RE s Rl Qe 1] = pal 165 Pa(10) + 200 SIELRY, 2 RE 5]
=2 FIELLRG, o2 22, [RE, 23]
=0

car on a déja vu, dans la démonstration de la proposition 5, que pour toul ye Vet
tout ¢ =0,

E[RG.] = Py =0 (15)
ainsi,

18 ()| = |ELL[88 .2 + (R, ya)* + 2R 3 REs A (Z0 — wl M
< |EL[[88.03 + (R, 030 1UAZD) — sl SN
b 2| ELRG. o3 Rz, 22l S(Z7) — A D]
+ 2|, LRG3 RS, A/ (Z7) — ol S]]
= |E[[S6.3 + (R, q3) 1z, [(/(Z%03) — el SNT]]
+ 2|E,[RG, 3 RT3, 203 Ezr [((Z53) — sl SNTTN
+ 2| E,[RD, 43 Ez2,[Ez2,[RG, a1 Z53) — s S]]

Mais, d’aprés (10), (13) et (14), les deux premiers termes du membre de droite sont
majorés, respectivement, par

g 20
KIS Lals/t + 0 exp| =5

.

el

i o
Kall £t ﬂxp(— 3 i)

ol K5 = 0 est une constante ne dépendant que de Vet de b,
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Cependant, il exisie une autre constante K5 = 0, ne dépendant que de ¥ et de b,
telle que pour tout ye ¥, tout de N, tout ¢ = 0 et toute fonction & C%(V), on ait,

|E,LRS, i3S (Z85) — il /M| < K5l S anf't
ainsi,
|Ex[H%.|-'3 :'H_Ef-,[]-Z_f_;[RE,!_-.I{.f[Z:].'J} = pal SN

, :
=| rx[ﬂﬂ.._.-a lz_i_f_-,L”-zﬁ.,[R%.r.-3(.1'r'[zﬂ'3} — 1l )]

[“H[d}l}[EyJ— Ry, ua(f(Zh3) — uu'[_f']l]']ﬂ ‘

()

s

(en utilisant {15])
= IE:r Rf'. S ]KK:ﬁ " .-rl Il a.-\.";;t Exp( i

| R

| e : 1
= —= KK 80, &) | Ll f ]t ﬁxlﬂ(— ) T)

il
LT

pack

ce qui prouve qu'en prenant Ky = 2K5 + (1// KK supy.xll|16,8(-, 8)]]],,. on a
i [ 4
”Ilrl:.”{x}l =K, |J|r"oc.|:\,";! + t) UKP(_ 5")

En intégrant cette inégalité par rapport 4 pgdx) (ce qui est bien permis, car la
constante K est indépendante de x V), on obtient aussi

Lo o . ' i
B[ SZISE, 43 + (RE, 30 + 2RG (3 RYs 111 = Kl f aly/t + 1) 3112'(— ) f)

d'ol vne estimée du type de celle que 'on cherchait:

HY,0)x) — B, [A(ZDISE o3 + (RE.ya) + 2RE 3 RE3 1]

= KL Pl e+ 1) ﬁxp(— q !)

En résumé, on a donc prouvé la convergence exponentielle annoncée;

Wxel, ¥0eN, ¥t=0, ¥feCYV),

| R

|83 PIANx) — E, LAZDSE ., + (RS )11 < K5l f 1ul/t + 1) exp( =L t)

ot K5 = 2K5 + KK
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Pour pouvoir continuer, il faut retourner le temps. Il est immediat, d'aprés les
calculs présentés dans la démonstration de la proposition 5, que par cetie opération,
I'expression

E, LA(ZD0S5., + (RY,)*T]

se transforme en

"

div(@2b(-, ONZT) ds

L)

] se] - || camzn. 0. a2 -
o 0

) (HZ, 0), @320, 8)) ds J |8, B(Z2, 0] fr.qﬂ
il i

-t J

e i
+"rp6[f{2:’}[—J (B, Z3, B), r!f.2>—| div(d,b(-, ONZ]) ds
1] w [
.

— | <z, 0, 0,602 0> fr.qﬂ

o

= J#dd}']f (E,[ST] + J,ra,,(dy_p F(VE[(R%]

ol on a posé, peur tout ¢ = 0,

"

R = [ Ciab(Z8, 0), dZ2> + | div@obl-, ONZ)) ds + | <HIZE, ), 8b(Z, 0)) ds
w

Wil o0
*t "t
B0 | COZB(ZE, 0), dZ0 div(d3h(-, OZ) ds
il &0
o _ ~r )
— || <oz, o0 capczz, 0> ds— | 100t 0)F ds
W Q

Rappelons que (fﬂ'}u o est une diffusion décrite heuristiquement par
d7% = dB, + (V In{uNZ") — b(Z8, 0) ds

ainsi, pour lout ye F,

1 ]
w.].H (20, 0), dZ%> — | COZB(ZE, ), V In{uNZ%) — bZT, 0> m} =0
w [} Wl E
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c'est-d-dire,

™y

E,[5%] =,

hol Z2) ds }

<0

ol pour ze V,
halz) = —{85b(z, 6), ¥ In{)z)> — div(aib(-, 0))(z) — |&,biz, O)

Intéressons-nous maintenant au terme [E}.I'[ﬁfli]_.et convenons de noter, pour ¢ = (),

T ™1
M} = [ (OpblZ], 0), dZ0y — | <3ebIZE, 6), V In{ulZ]) — B(ZE, 6)) ds
w W0
S
N = — | GlZ% ds
w il

ou rappelons que, pour tout ze ¥,
Gylz) = —div(debl:, 0))z2) — CV In(pghz), d,b(z, 0))
On a alors B = MY + N?,
Mais il est facile de voir, en réutilisant la formule de Girsanov, que (M7),. , est

une martingale (dans la filtration naturelle engendrée par le processus [Z}J},En], dont
le processus croissant associc est

3
(M, = J 13,6(Z%, O)|? dy
(4]

Ainsi,

E,[(R))*]

E,L(ME?] + E,[(ND?] + 2E,[MINT]

e
| El18:b(Z5, 6)1*] ds + E,[(N)?] + 2E,[MIN?] (16)

o0
Pour calculer le dernier terme du membre de droite ci-dessus, notons que Papplica-
tion ANGN: ) (= 8y Infpy)(+), d'aprés la proposition 5) est de classe €, car elle satisfait
I"équation aux dérivées partielles elliptique

L ANGy) = — G,

dont les coefficients appartiennent 4 C*(V).

RECUIT SIMULE 231

De plus, on peut voir (¢f. les théorémes 3.9, po 32 et 6.5, p. 65 de [1], que l'on
applique d'abord aux densités p,, en utilisant les inégalites de Harnack qu'elles

satisfont) qu'il exisie une constante Kj; = 0, ne dépendant que de Vet de b, telle que
pour tout e N,

VA G| . < K (17)

r'\.il."l.ﬁi., ._:

i

E,[M/NT] = —II[M_'?

Gyl Z0) fis—‘

w

= E}.[M:’ Ll AN G ZE) J.«-J

o

Cependant, la formule d'Tté affirme gque

Ll ANGINZY) ds

o

AUG N2 = AGHZ?) + M? 4

ol (M), est la martingale

My oy
MY = | ¢<VAYGHZY, dZ% — | (VANGNMZD, ¥V In(p (25 — b(ZL, ) ds

w0 o0

On en déduit que

E,LMIN'] = E[MIAYGNZN] — A%G) L, [M] — E,[MIM]]

= LIMIANGNZN rF}.[ LAabl70 ), VAYGHZEY> d.\-—‘

.J i}

car (M?),.. , est une martingale issuc de 0, dont le crochet avec (M?), .. , est donné par

™

(ME, NP, = J

{B,b(Z8, 8), VANGNZ)> ds

4]
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Calculons 4 présent le second terme du membre de droite de (16),

™

ELNI?) = 26, | N2 NS
(4]

il 5
o HL-”U d.'.'[ duGy(ZG,(Z7)

0 + 1

ol ot

=2 i du[}.[(?u{fﬁ} { ds {'Eﬁ.{Zi'J}
o i -
nl ]

=2 [ zy[sﬂ[zmﬁz..“ ds ﬁuqu{yﬂ
Jo Lo g

Cependant, puisque py(G,g) = 0, on a, pour tout ze ¥,

el =
[[,[ Gyl Z0) ds] =,

w0

[ i GAZY d‘sJ — [,[ r GolZ2) fh}

a ol St |

_ A%GE) EKJ [Ezr"_h[ J G 2% d,\.ﬂ

0

= ANGy)Nz) — ELLANGNZI )]
Alnsi,

BN =2 [ du ELGAZOAGHZ ~ 2 | du E[GAZOA(GNZ]
[i] <0

i E[GAZDANGMNZI] + 2E,[NIANGNZI]
<0

=72

e

En résumé, on a donc montré que

-

E,[57 4 [R'PF]—J E,[hoZ5) + |8.6(Z1, 87 — 24 8,b(Z8, 6), VAU G NZD)>

i}
+ 2G| ZNANG)Z)] ds
+ 2E,[ MIAYGNZN] + 2E,[NEANG)NZN]

= |"r E,[H(Z)] ds + 2E,[RUAYGNZ0)]

w il

oll on a pose, pour tout z e V,

Hylz) = —{diblz, 8), V In(ug)z)> — div(dZh{-, O)z) — 2¢8,b(z, &), VAYG,)Nz)>
+ 2G2)A%G,)iz)
1
e

divip, dah(-, M))iz) — j-i-th} div(p, AN(Gy)agh(-, O))z)
ol
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[l est clair sur celle expression que
HalHp) =1

D'autre part, notamment d'aprés (17), il existe une constante K = 0, ne dépendant

gque de Vet de b, telle gque pour tout fe N,

[Hyll., = K5

On utilise alors & nouveau (11), pour voir, que pour tout y e ¥,

[} i | K
| ELHAZ)] ds — A(HNy) | < Kb exp(—a)
S0 k

Quant au terme L[R! A%G,27)], il se rapproche exponentiellement vite de
E, [RAYGo)ZT]
En effet, décomposons le, comme d’habitude, en

E,[RPAYG,)NZ]] = E,[RY: ANG)ZI] + ELR — RiANGHZD)
E, LR E20, [AYG)NZ02)1] + E,[Ea [ KD, AGHZ])]]

Or, pour tout ze ¥V,

|E, LR, ANGMNZE T < 1ANG) ., E[ 1R, 1]
< |ANG) | AELIME 1] + ELING,IT)

: |
L '('l'-‘"-.r. ;

\

1

b | =7

| A°(Gy) I{Illﬁnl’ﬂln N

et on a done, pour tout ye ¥,

|, [E 26, LR, AGNZ92)]] — Ep[E 2 [RE[RE: AYGHZ801)

m h*\‘u"iﬁ-;[glu-'z EE{Gujizﬁ-z}] - JA.f-tﬂ[dz]"'z[EE'E j*"[(iﬁ]tfﬁ.ﬂ]J ‘

PN = ,"-E . I -
= K| A%Gy)| I.I_ [|8gb(-, )| “*\‘."2 + |Gyl . 2J exp(— 5 I)

¢
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i Drautre part, calculer I[“__[R_?',J”[G!,‘j{zf]| par retournement du temps. On obtient:
I |E,[ R Eze [ANGNZY,) — ol ANGN] E, [REANGNZ])] = 1.-‘ ANGN '“.1;][ | {2, 0), dZY>
. . a " w 0
| < E,[ 1’011 sup [ELAUG)ZS2) — ml AAG)) g ‘

el

-
Cgb(Z8, 0), B(Z2, 07y ds }J

h ! r J0
I I I . o
| < K| [13,b(-, O .|~ + G (Gl exp( — 1) e e
= | 1] |:_ 3 :' | - "..I, 2 + ” Ty | 2 2 " |: Fpl "._ I- % 2 ) - :-I-'||i A I'-'{(.”J}| ,/_,I'Illlreﬂlj
P
! = 1 Hld ) A (G I, [RS
Cependant, J
! =1
i 1[ £l i £ -‘-E
. el ANG) = | pgldy) E [ G £5)] et d’aprés (15).
i . En regroupant tous les résultats précédents, il apparait donc quil exisle une
I [ ’ constante Ky = 0, ne dépendant que de et de b, telle que
= | E,[GZN] drt
J0 - IR
) D3P MWk — | wld ) FINACHN ) | = Kol 't + 1) uxp( il J
o A, S
| ( ; ( ilise alors le le + 4, et la discussion le précéedant, pour voir que pour tout
et on a done, pour tout ve ¥, On !|T!I|.~,;..¢]]mh le |~:_|t|_rn.|, 4, IIJ’I.’L'IJ.‘;L.,U!-\HLII. h le preced t, pour voir que | :
! v I Axe, pyl v) est deux fois continiment dernvable en e N, sa dérivee seconde etant
' donnée par
1 Ir;'.ill T A0y A0 - T T v [ - ol .'Ilr - 'r_i f X } K
| E, LRl _r"__l,-| (GNZ50-0T]] = K| ANG) dybl- N . \.‘I‘l + || Gyl o 3 itxp. — 3 r.l ARty _.'l'ﬁ.l_1-'],‘|"1”.J:I[_1'J
| . /
Ainsi, 'inégalité précedente se reecrit
puis,
A% il 4 “F gy - p { o b
daPA THx) — dapgl £ = Ki 't + 1) n:nq:»lI "3 t I|
E,[ RS, Ego [ANGNZE )T — [, LR, Eze [ANGNZ2)1]] v
e 1t Tl ! i : (L t | {0 ce qui permet de voir, comme dans la discussion précédant la proposition 6, que
l[ = 2K | NG of 1€ o8, O . A 1Galle 5 | i 4 ey pour un x e ¥ fixg, A% £)(x) est aussi deux fois continfiment dérivable en fe &, que
! ' sa dérivée seconde est donnée par
!
|l On a ainsi obtenu le résultat gque Fon annongait; 1l existe une constante K3 = 0 : [ N ooy
i I ne dependant que de Vet de b, telle gue da AT Mx) & PYANx) — pal FANH N di
‘ i S—_— - — - ooy et qu'il existe done une constante K, = 0, ne dépendant que de V et de b, telle que
! |L LR ANGNZN] — E [RIANGHZN]| = Kil/t + 1) |:=x]'l|l =]
' # S 1824 N < Kol 1. (18)
|
| Mais, du fait que , est la probabilité invariante pour la diffusion (£*),. ,, on peut La fin de la proposition s'en deduit aisement:
I
{
i |
|
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Considérons e C™*V = N). Du fait que A" ¢st un opérateur borné dans CYV),
et que pour un #e N fixé, on a, par la formule de Rolle et I'uniforme continuité de
gy sur ¥ x N,

lim RS-0+ R — fl-, 00— f(-, &, =0

b=t
on obtient facilement que:
Gal AL, 00) = (80 ANS . O + AND 1, 6))

Puis, par des arguments similaires (en remarquant que &, A” est aussi un opérateur
borné dans CY(V), d'aprés la proposition 6), on voit que

SAL(, 00 = (FFA"NS(, 0)) + 2By A®NE f(-, D) + AY@F [(-, O))

Lestimée annoncée provient alors de la bornitude, uniforme en (0, des opérateurs
AY, 8, A% et 32 AY (pour ce dernier, ce résultat découle de I'inégalité (18) ci-dessus).

Dans les propositions précédentes, le paramétre se trouvait uniquement dans la
dénve de la diffusion, mais ultérieurement, on aura besoin de savoir dériver des
probabilités invarianies par rapport 4 un parametre qui apparait egalement dans le
terme de diffusion du générateur. Plus précisement, revenons a la situation étudiée
dans la section précédente, dont on reprend les notations. On aimerait bien dériver
M, g par rapport 4 ye 10, 1[.

Pour0 <y =< let f =0, notons A"¥ le potentiel associé au semi-groupe engendre
par la diffusion (X, @) définie heuristiquement par (2). Considérons aussi une diffusion
(X, ) sur V¥ x N, dont 'évolution est décrite heuristiquement par

{.:a‘)?l = dB, + (V,In(u, ;) — b,)(X,, ©)dt
d@r = 1."I1:2 du"; 4 ‘:"1["_") ]n{.i'['hf.‘-.] = ﬁhZ]{fr' ﬁl] E’“

ol (B, W) est un mouvement brownien sur I x N. Au semi-groupe engendre par cette
diffusion, on associe le potentiel 4*",
On a alors le résultat suivant:

Prorosmon 8 Pouwr toul (x, Dle V x N et f =0 fixds, Fapplication

10, [ 2y, ylx, 8)
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est dérivable et de dévivée

=

3 e i 1
fT.r gl 0) = iy g%, HML#(E Aty 5+ 9 V2t 5l2

— BCbs, Vot 22— B di‘-’zlbz})[-‘m 0

Démonstration D'aprés la discussion précédent le lemme 4, il suffit de montrer
que pour tout ¢ C*(V x N), l'application ]0, 1[ 2y p, 4p) est dérivable en y et
de dérivée

o

7 - o1 1 .
; i, ) = . -‘11""](5 A, 5+ 5 \Vau, plz — BCby, Vauy g2 — f dl"z[he}JfJ" dit, g

ul

Soient 0 <y < 1 et f§ = 0 fixés. On note g, ; 'application

1 .
Hyp = 2 Aty g — b, vzﬂ-f,,u}z — ':'WﬂbﬂPT,;r

1 1 2 : ; .
= (; Ay g+ [Vau; glz — Bby, Vau, gz — B d“"ﬂh:?)luhn'

On a, pour tout he R suffisamment petit et toutl (x, 0) V' »x N,

LY sty 15 — #y,00%, 0)
= LY g, +4, )%, 0)
= (L% 5 — L¥n ality v n, o)X &)

1 T
—h[é Agptyinp — BCbz, Vap,, metz — B Lh"f'z‘bﬂFJ-,-+ﬁ.ﬂerx= 0)

= _hﬂy +J|.J1'{:":1 ]

Soit e C?(V x N). On multiplic I'égalite precedente par A*Phix, ) et on
l'intégre par rapport & 4, & A,(dx, d0), pour obtenir,

-

ATBGILE i w5 — By p) Ay ® A3} = —h | A"H(@)g, i p dd @ A7) (19)

-

Cependant, A™#(¢) e C*(V x N), car elle est solution d'une edp. elliptique dont les
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coefficients sont de classe C™. Ainsi, en intégrant par partics,

| A HGILE o1ty 1 1p — 11, ) Ay ® Ay) = [1-1.@%“"{::5],1&:4;“.,1? My p) didy @ 4,)
wl

w

= [‘MFH rhog — My g) dliy @ 43)

w

- M:-I +|’-I..l]{':||*‘}:r g |”:'. #fdﬂ

et on obtient done, que pour tout ¢ e C(F = N),

*

By P} = py pld) = h J AN d)g, 4y, 5 dlA, @ 43) (20)

Motons que daprés la proposition 2, il existe une constante K = 0, telle pour tout
0=y, tout f=0et tout h satisfaisant 2 'y < h 4 v < 1, on ait

1 1 5 P o
HE Mgty p + 5 IVou, 5 pls — P{by, Vot 502 — B diva(b;)

< K[y~ + 7]

(21)

D'autre part, en s'inspirant de la démonstration du corollaire 3, il est facile de voir
quil existe une autre constante K = (), telle gue pour tout 0 <y =<1 et tout § =0,
on ail

Vix, 0)e V x N, exp(—K[y™"* + B]) < p, 4lx, 8) < exp(K[y~"* + B])

et on deéduit de ce résultal, des deux premiéres estimées de la proposition 2 et de la
remargue de la fin de la section 5, qu'en tant qu'opérateurs sur I'espace de Banach
CUV x N), A"¥ et A"# sont bornés par

A"l < exp(K[y~"* + £])

A" < exp(K[y~""* + £]) (22)

pour une cerlaine constante K = 0,
Le terme de droite de (20) est done borneé, pour une constante K = 0, par

Bl ™" + %) exp(K[1 + 3 V2 + DIl

ce gui prouve déja qu'en notant || la variation totale d'une mesure signée sur V¥ = N,
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on a

lim [ptysp g — 5l =0
fo—+

Pour h # Oet e C=(F x N), I'équation {20) s"écrit aussi, en intégrant par parties,

'u"r""-ﬁ[';.'l.’—}h_ Ky, I”f-{'b! — Jﬂ?'ﬂ[';b}ﬂ'r g AL B 45)

" \

1 . ,
(5 B247%9) + b2, VoA )>: ) dity s

w

Mais en reprenant le résultat de convergence des p, 4, ; obtenu précédemment, on
voit que le terme de droite tend, quand & tend vers 0, vers

P '(1 ~
[2 Ay AT(@) + f<b,, Vzﬂ""ﬂ[ﬁl'ﬂbj d, g = ( A" Neplg, g d(A, @ 4;)

W w

ce qui prouve que l'application 10, I[ 3y +»u, 4¢) est dérivable, sa dérivée valant lig]
'expression ci-dessus. 4
Pour calculer cette derniére, remarquons que pour tout ¢, @ € C(V x N),

[:.bri?'”[ml dpt, g = [wﬁ"ﬁ[fﬁr} dpt, y
En effe,
Jﬁua,-:?-ﬁ'{cm dtp = | 1, d6)B(, 6 [ " Ep o [0(X, ©) — )] di

o wil

= [T &, [0, @K, @) — s oty o]
0

= [ € 0%, BIoR o, Bo) — sy s, )]
« 0

{(par retournement du temps, du fait que p, ; est la probahilité invariante pour la
diffusion (&, &) | 1@

= | p, fldx, dOe(x, 0) | Ep o[$(X,. O) — p, b)) dt

" o [

F
= | oA} dp,
!
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On en déduit le résultat annoncé:

i) e ~
a iy glgh) = ’[‘cj?ﬁ"'u{_{;':,_a;e:,.}} dp, g

puis,

-
[

e ]I'I{,H-r-l,s:] = ‘q}'ﬁl:gr.ﬁ#r_.n‘” u

i

o

Remarquons que la restriction de ¢ & ]0, I[ est en fait inutile et que l'on peut
démontrer facilement la proposition 5 en utilisant la méme technigue, On retrouve
notamment que p, . est dérivable par rapport & f > 0 et que

il o e
ﬁ In(y, z) = —}uf{"ﬁ[u;.j divalpe, gha))

4 ETUDE DE LA PROBABILITE INVARIANTE INSTANTANEE
ASSOCIEE A L'ALGORITHME (1)

On va sintéresser, dans cette section, 4 la probahilité invariante instantanée associée
a la diffusion (X, ¥, ®) sur M = M = N décrite par (1) dans Pintroduction. Plus
précisément, on étudiera, en appliquant les résultats des deux sections précédentes,
son comportement en temps grand, pour certaines évolutions ff, ¢ et he CY[O, oof,
F%), et sa dénivabilite par rapport au temps.

On suppose désormais, que les paramétres §71, ¢ et h sont dans 0, 1[, quitte &
n'ttudier I'algorithme (1) qu'a partir d’un temps t,, ol pour tout t = ¢;,ona f§, > 1
p=leth <1,

On convient aussi, dorénavant, de noter avec un indice 1 (respectivement avec
un indice 2) les notions relatives i la structure riemannienne de M sur le premier
facteur (respectivement sur le second facteur) de M = M = N,

Ainsi, 4 linstant ¢t = 0, la restriction L, & C*(M = M x N) du générateur de la
diffusion (X, ¥, @) sexprime par

¥

Yge C)(M x M x N), Y(x,y,MeM x M x N,

1
Lghx, y, 0) = 3 Aqglx, y, 6) + <bix, 8), V,a(x, y, ),
1
+ E ﬂ'lg{"n V. H.J + <'h|[.v! a8+ h;]l v:g{x! ¥ m>2

1 .
+ ?r[z daglx, y, 0y — Blylx, v, Ddgglx, v, H}I}
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Ce que 'on a appelé précédement la probabilité invariante instantanée (au temps
t 4 la diffusion (X, ¥, @)) est alors 'unique probabilité v, invariante pour cet opérateur,
c'est-a-dire, celle qui satisfait,

Yae C3 (M x M x N), vil{g) =0 (23)

Il est bien connu que celte probabilité est absolument continue par rapport a
A, (dx) ® A,(dy) @ (2m) " d0 et que sa densité est de classe C*.

En fait, on va s'intéresser, dans un premier temps, a vy ,, la projection de v, sur
N, et le but de la proposition suivante est de donner une condition sur les évolutions
f, v et h, qui assure qu'en temps grand, vy , tend 4 se concentrer au voisinage des
minima globaux du potentiel F deéfini dans l'introduction.

PrROPOSITION 9 Supposons qué

lim fi,= +=0
1+t o
lim k=10
=+ b m

: iy

lim v,—=10

[ -} rh?

Alors, les vy, satisfont un principe de grandes déviations avec
I=23F— Fy

pour fonctionnelle d'action et B, powr taux, c'est-d-dire, gue pour tout borélien A de N,
on a

— inf I{) < liminf 8, * In(vy (A)) < lim sup f§, * In(vy (A) < — inf ()

ded i+t @ ter Fed

ot A et A sont Pintérvieur et la fermeture de A.
Démonstration  Du fait que tout ge C*(N), on a

"

J Vi, A vag o ar, ALAGN ) = 0
N

il est clair que vy , est la probabilité invariante pour 'opérateur L, , défini sur C3N)
par

1
L' = 5 83+ + Al0)3,-
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ol on a posé, pour lout fe N,

A = —§, Vag X dy| O, (x, y, 0) (24)

w MM

(on a noté vy, y (°[0) la version réguliére de la probabilité conditionnelle, sous v,,
sachant que la troisiéme coordonnée sur M x M x N vaut ),

Cependant, puisque N est le cercle, on peut exprimer explicitement vy, en fonction
de A4,.

Motons, pour #,, #,e N,

mmhaﬂ;zj A(8) 40

)

(ol on a note y(@, ;) I'arc de cercle (identifié & un sous ensemble de [0, 2x[) obienu
en allant de #, 4 €, en tournant dans le sens trigonométrique, et ol on a convenu
de prendre (0, 4,) = ), et

ol0,) = J expl¥{8,, 0,)) o,
i
Alors, pour tout fe N,

1 -1
vy At = (_}— [ pdd,) d&l) t | (25)

i Jd N
Il est facile de vérifier, sur cette formule (cf. [6], appendice 1, proposition 9), que
&g In(vy M < d4m)lA,|

oo

puis, d'aprés la définition de A, et de [, que pout tout #e N,
s e ccen  wid
|davy )| < dmf| 105 f |l + h [F 1l [vw.d8)
(3

Dautre parl, remarquons que A(#) est C* en 0, car

Lu M _—1 =i (dy)vix, ¥s UH;,,{X, vﬂ

At = -8, ;
9 P jM « ar Aldx)is(dyhvx, o)

(26)

De plus, la proposition 2 permet de borner 8;.4,(8). En effet, appliquons les résultats
de la section 2 aux variétés V= M x M el N, avec les champs de vecteurs b! et b?
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définis par

bil(x, y), ) = (b(x, @), by, & + h))
hi((x, 1), 6) = 8, f(x, )
b(x, v), ) =0

bi(x, ¥),8) = f(y, 0) — f(x, 8)

T
et avec les paramétres f, = f, f; = ; ety=1.
I

Avec ces nolations, v, est la probabilité invaniante associée i la diffusion sur V' x N
décrite heuristiquement par (5) dans la section 2. On applique alors la remarque
suivant la proposition 2, pour obtenir qu'il existe une constante K = 0, indépendante
du temps ¢, telle que

Yix, eV, ¥leN,

. By
[Gavdx, v, )] = K[}', 1z 4 max{ﬁ,; J;r}—‘v,[x, v,

Ted

= K’VTJ e %:|V|{.x' y: 0)

]

{la constante K devrail aussi dépendre du h, qui se trouve dans la définition de hi,
mais il est clair que 'on peut choisir K uniformément en h, e R/2nd.)

Dians toute la suite, on conviendra de désigner par K diverses constantes dépendant
des données du probléme (structure riemannienne de M, b et f), mais indépendantes

du temps t.
Ce résultat et (26) permettent de voir que pour tout de N,

: 5].. j
|Eaz‘i,[lq}| = K[I 1ol fi \];]i

" & h,

Or, vy , satisfait sur N, I'equation

1 ) ) . ' -
3 aﬁ"h‘,::ﬂ" = -*J{H\Jﬁﬁv'\',zi'ﬂ} — fg AfOwy, (6) =0
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et on en déduit done qu'il existe une constante K = 0, telle que pour tout e N,

[Bpvn (0] = K —ﬁ‘- Vi, ()

(27)

|davy (8)] < K(l + 7y V4 fj :f' V(1)

() r

C'est 4 partir de I'équation (23), des formules définissant explicitement vy ,, des
estimées (27) et des résultats des deux sections précédentes, que nous allons montrer
la proposition.

Notons, pour #e N et he B/2nZ, L, , l'opérateur défini sur CHM = M) par
Yge CHM x M), ¥(x, yJe M x M,

_ 1
Lo.lahx, p) = 5 Auglx, 3) + <blx, O), Vig(x, ¥,
1 .
+ 5 Aaglx, y) + Cbly, 0+ k), Vaalx, y)2,

En reprenant les notations de Tintroduction, il est clair que la probabilité g, ,
invariante pour cet opérateur cst donnée par

Mo o, dy) = pgldx) @y, ldy)
Drautre part, en appliquant, pour un h e B/2xnZ fixé, la proposition 7 sur la variété
V=M=xM
avec la famille, indexée par 6 € N, de champ de vecteurs définie par

Vix, eV,
bi(x, ), 0) = (b(x, 8), b(y, 0 + h))

il apparait qu'il existe une constante K, = 0, telle que pour toute application
H((-, ), ) e C™H (M = M)} x N)
"'unique application

g, ), Y e C™ (M x M) x N)
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qui satisfait I'equation

Wix, ¥le ¥V, ¥leN,
Hix, y, 0) — gy JH-, -, 0 = Ly g, -, Ax, 1) (28)

et la condition de normalisation (pour tout # e N),
Mo, l@sl"s -, 8)) =0 (29)
soit telle que pour tout #e N, on ait

||yh|:-1 s f"'r:]"\?.l = Kﬁ"H['! 'y 'E'I] |:=_.
|Gagilsy s Ml = KWLIHC, - 0| o + |8 H-, -, []J=|,n] (30)
"ﬁtllﬂ.ll(-1 " mllm E K‘ﬁl:"-“l:-1 s Il'-JT]'”n:\\'.l + "I’:uf.ﬂ', K ﬁ” o | M-”-f ﬁj",.‘._]

(En effet, on a convenu de noter C*-3{{M x M) = N) l'ensemble des fonctions g
continues sur ¥ = N, qui sont C* en la premiére variable et deux fois dérivable en
la seconde, les dérivées dyg et 82g ctant continues sur ¥ = N Or, avee les notations
de la troisiéme section, on a, pour tout (x, y) € Vet tout 0 e N, gyx, v, ) = A" Y Hx, 1),
et on a vérifié que cette application appartenait bien a C™*V x N). De plus, pour
He N fixé, gylx, y, ) satislait en (x, ¥} une éguation elliptique dont les coefficients sont
de classe O™, ce qui implique que g,(x, y. J) est aussi de classe O en (x, ¥).)

Mais il est facile de vérifier, dans la démonstration de la proposition 7, vu la forme
de la famille de champ de vecteurs b-, 8), que Fon peul majorer les constantes K,
uniformément en he B2z par une certaine constante K (dans K, n'intervient, en
fait, que la structure riemannienne de M et le sup des dérivées, jusqu'd un cerlain
ordre, de &, dans les cartes d'un atlas fini recouvrant M)

Retenons cela, et considérons, pour x, ye M et ¢ = 0 fixés, l'opérateur L, , , défini
sur C*(N) par

1 A2 o
Ly =5 % =B, v, 003y

Les opérateurs Ly, et L
CYM = M = N),on a

wpo SODC ligs, via v, par le fait que pour tout Ge

J vddx, dy, d[Lo 5 (G(, -s ONx, ¥) + P Ly, AG(x, 3, O] =

On peut toujours écrire G sous la forme

1
Glx, y, ) = "'N.:{HJ glx, v, 0)
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la fonction g appartenant encore & CHM x M x N). L'équation précédente se met
alors sous la forme:

Yge CHM x M x N),

1 [ _ " |
In .‘fﬁ' Vag s an b Lo w905 5 ONNO) = —3, | vldx, dy, fm]'f-x,_u,a(-_{ﬁ_} alx, v, -I')W]'

o N . -."'.\'.r #

Cependant, pour tout x, ye M et e N,

1 \ | |
;.x,m(v (9% _1.-,.}}{m = (0L, dg(x, y. WO + 3y — ()Ggq(x, y, 0)
N, L '

L

1 ., 1 ) 1 A
* (q ] G (0) — B hu(x, y, 8)y ; (@) ]Ee”:-':: ¥
= .1 o A

L

Ainsi, d'aprés les estimeées (27), il existe une constante K = 0, telle que

|

vidx, dy, d)L, r(

HJMxchmﬂ

| & L T
|~ K ﬂ
< | | vddx, dy, d6) - 290, s Ol + = [l pgl, -
) vildx, dy Jv_»-_,u?}["r”y{’ . ?]I.n+hl I Ea(-s s O})co
4 j]
+(1+?f‘-'2+ﬁ)‘r lg(-, -, 0)| }l
h/ h, I

By
by

B K
v (df _uzzat-. - @ R
IEX }mjm[|mm,,ﬂmw+ 3, Ol

f (1 oy e +E) b gl - EF‘JI;,,}

Bt h,
= Kl légats s M + E N3ag(s s Mo + |1+ 9722+ E E laCs s e
i h,/ h,
d'on
l rl
2x | df Vag < s d Lo n(g(c, -, 0))]6)
= K}',[ gl s M + f |8eg(s s Ml + 1+ 7,742 + B\ B, oy
A h/ h,

Mais, vu les hypothéses faites sur les évolutions /8, v et h dans la proposition 9, il
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existe T = 0, tel que pour tout t = T, on ait

lih

P

it hd_
Ainsi, pour ¢ = T, on a, pour une certaine constante K = 0,

1 .
== JA L“] 'I'M:__“_:‘Lu_fr_.l:sr[ls "y H]HH"
2n )y

gxhpw@rupnmrﬁwwwrppmﬁlyzh S PTOREE

Soit He C™(M x M = N), et pour he B/2xZ, associons-lui, comme précédement,
g€ CH(M % M) » N) I'unique fonction qui satisfait (28) et (29). Celte application
appartient, a fortion, 4 C* 3 3%M x M x N), ce qui, en fait, est suffisant pour pouvoir
appliquer les résultats précédents avec g = g, .

En utilisant la relation (28) et les estimées (30), on obtient donc

YHeC"[M < M = N),

-

A0V ag w ag JH s DO) — pag o [H, -, '5']']']‘

2

o
, AN
< Kyd I196HC, -3 W +{ 1+ JIGHE, - )
i ol
+(1 +’r’+ P i b IH(-, -, )l
y hj "Et
= 2 ﬂaa, .:-'2'H=
< Ky| 183H(-, *, W + L N H(, *, W + 172 2 NHC, 4 W
h, h,

pour une certaine constante K = 0 (qui est le triple de celle de la ligne précédente!),
sion prend t = T.

Ceci prouve déjd, sous les hypothéses faites sur les évolutions fi, v et h dans la
proposition 9, que vy . {-|0) tend, d'une certaine maniére, vers p; (), en temps

grand.
Vu la formule (24), on voudrait bien appliquer les calculs précédents avec Papplica-
tion H = H_ _. définie sur M x M x N, pour tous z, z'e N fixés, par

¥x, veM, ¥YOcN,
H*Ig-{.ﬁ;, _'I.". H] - I-;-l'g,z'|{HJIﬁ.-[x1 }"1 f}]

mais, le probléme est que cetle fonction n'appartient pas 4 C°(M »« M = N).
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Cependant, il est facile de vérifier que, pour un 0 < & < 1 fixé, on peut approcher
1,4z, -+(0) par une fonction [, _. (0) de classe C™ en 8, de telle sorte que

Iharale =1

” I:-Eril_'r;.z'.rlla'.-'t ‘:-:

| o=

= I
"r:tzl.-'rz,z".r. !rr. _.-\:;' _j
&

et

-

J | z.z',n{r}] G [H:-!'J{Hjl ﬂfﬁ' i: e

(le tout, simultanément pour tous les couples (z, ) e N x N.)
On considére alors lapplication H, .. e C*(M x M x N) définie par

Yx, ye M, ¥feN,
II:.:'.E{I1 J'I' II?} = L.z'.s[ﬁ}{h,{xa J’Ir E'F]

On a:

|1 [
| J If'EHI-.LIM"."-I'.J{'.Er?rz.:'.l.f{l!' s fj']lﬂ} - .l’tl?,ﬁl.[H:d-lg[', "y H}]-l
f2m [y _

1 g1 i
=Ky ' —1z P
‘hJﬁ*ha+“ hj

[Yautre part, pour tous z, z' € N,

i

I
P J A8 [vagwnr AH o5y =2 0)6) = Vg e dH, oo (-, -, 6] 6)]
N

1 iw
= 2 J A0 | [z 8 = Lz ol 0N vag g, 15 o0 1)
b N
<K
h,
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et de méme,
r i
| 1 I dﬂ[pﬁ'.n.{Hz.z'{'s s H]]I ] Fﬂ.h.'::jfz.z'.al:-1 "a 'm}] = K r
|2m Ju 1

En résumé, on a donc, pour tout t = T, tout 0 < ¢ = | et tous z, Z'eN,

"

ﬂﬁmmﬂﬁjhuwm—mﬂﬁfhumw

o N

.-.'I | ﬁ 1 ; ﬁ E\.
- W2 Fi oz Pl
’ K(h, |:f:2' i h, & 24 h,j| h }

N £

2m

Prenons & = h,/f},, le membre de droite ci-dessus peut se mettre sous la forme | i

2 By | B -.-'.'2- ) l
K@JAET” l'ﬁ)

cest-a-dire, qu'il existe une constante K = 0, telle que pour tout f = T, on ait:

z, 2 e N,

12
L . A b T E: 1
= dﬁ["‘“*.“.tl:.,f:,z"[l! " I'?]-lﬁ"l - .I'-'tel.-'J:IxHr,z'['~ s Hnl = h|: f!: }7.- + ﬂr—l

2m Ju

w!

Cependant, on connait bien p, ,, . et on a notamment,

P i

; i 1
da [(x, Opgldx) + | flx, t) ﬁ {tg+nlx) — plx))A,(dx)

! w T

tg nllyls 0 ) =

On applique alors & nouveau la proposition 7, sur la variéte
V=MxM B
avec la famille, indexée par # N, de champ de vecteurs définie par

Wix, yvie ¥
Bi(x, y), 0) = (bx, 8), bly, 0 + k)

pour voir qu'il existe une constante K = 0, telle que pour tout he [E/2xd et lous x,
yeM,

| B3 palx. 1) = K | 18
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(comme précédement, K devrait dépendre du h qui apparait dans la définition de la
famille de champ de vecteurs ', mais il est facile de vérifier, sur la formule donnée
dans la proposition 7, que 'on peut choisir K uniformément en he R/2n7 )

Ainsi, en écrivant que pour tout x € M, tout & N ¢l tout he B*, il existe 0 < § < |
tel que

I h . . .
3 e dl) = pglx)) = Bopelx) + 2 (G (XINE + Sh)

on voit que, pour tout ¢ = 0,

[ 1 : [ ~ ]
| 7000, Gtoa06) = pabxDAafad) — | 00t () | < kn,
M) (]

o

Or, pour #e N,

P -

daF(0) = | 8y f(x, Dpgldx) + | fx, Nqpalx)a, (dx)

u l

et on a done, pour tout ¢ = 0 el tout A= N,
| g, 0 =5 0)) — o F(6)] < Kh,
En fin de compte, il resort, que pour tous z, 2’ e N el lout ¢t = T,

|87 YWz, 2) + 2(F(z) — Fiz))|

=2 BB " A0 + g -‘"U?]'}‘
I " "
< dm | A l dtl vy z.'u.r“h.[" » 0)18) '“'.r'“'[lrjl'{ll » O] ‘ Y
N
|1 [
2 4;,; r J rﬂlUi-U_qx_l.!_.':'“-:-:{.: b IG} I']J Hﬂ.JI,{Hs-r'f': I: ,I'_']'”] ‘ + Khl
L

K -}'ll'.z [ l L
< -t — b
h kB 5

Appelons g, I'expression du membre de droite ci-dessus, et remarquons qu'elle tend
vers 0, sous les hypothéses faites sur les évolutions 8, v et h dans la proposition 9,
gquand ¢ tend vers infini,

RECUIT SIMULE 251

Définissons, pour f# = 0, la probabilité #; sur N, par
_ s ; o il

valdfl) = Z;5 1 expl—2F(0) -
"

oll Zy = (1/2x) [y exp( —2BF(t) d0 est la constante de normalisation.
Le résultat de grandes déviations énoncé dans la proposition 9 est trivial pour
cette probabilité. Pour le montrer pour vy , il suffit donc de vérifier que

lim (ﬁ, ' sup |Infvy (0)) — 11,.[%_:(5],”) il

=+ A\ ey

Pour simplifier I'éeriture, convenons de noter, pour f =0,

expi 28] d0

[N
Ona pour feNetr=T,

B in(@)[m
¥a,

4o

5 ¢ .
o In( exp(f L VO, 2) + zf-m]]]) 2+ ! Jn(z_ﬁ,[ﬂ

ek g

~ W

" =1
e.lrfﬂl}dt'r]J )
u N b /

Iy

< B! In(" explf,[2F(z) 4 .5,1]) dz + ;! miZg)— f7 ' In

by
[En 1. t i) ﬂ'EJHJI

~
f "

: s 1 .
=#" ]1][2?!2;.__} + 8 |T]'[£_rr.,] - ! |t1(1 ' exp{H(d,, 0;)) dil, fmz) + &

e AN JN E

< fi ' In(Z, Z;)

.
L | exp(2B.[F(6,) — F(O,)] — f,2,) db, rm._,_] b,

\(2m)?
J2a)* sy /

b

et de la méme maniére, on montre que, pour tout e N,

I'"'I_
Ji R | _'\'")[t}] = —2,
I'-\._ 1]

II.I T &
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< 2g,

‘ﬁ. ! ln(i__”---‘){m
Vg,

puis, le résultat annonce. k<]

La proposition précédente est une étape fondamentale de la démonstration du
theoréme 1, car non seulement elle donne des conditions sur les évolutions i, v et h
pour que la probahilité vy, tende & se concentrer au voisinage des minima globaux
de F, mais elle permet également d’obtenir, sous ces conditions, une minoration et
une majoration de la probabilité v, trés importantes pour la suite.

ProrosiTion 10 Supposons, comme précédemment, gue

lim max{8, '; h; »82h %} =0

SR ]

Il existe alors une constante K = 0, dépendant de M, de b et des évolutions f§, p et
h, telle gue powr tout ¢ = 0, on ait

Wiz, v, HeM = M x N,
exp(—Kf,) < vix, v, 0) < exp(Kf,)

Démonstration  En reprenant la fin de la démonstration de la proposition 9, on
voit que sous les hypothéses ci-dessus, il existe un temps T = 0, deépendant des
evolutions fi, y et h, et une constante K = 0, ne dépendant que de M et de b, tels que
pour tout t = T et tout = N, on ait

expl— Kf)) < vy, () < exp(Kf) (31)

Or, il est clair, en utilisant par exemple la premiére estimee de (27), qu'll existe une
constante K = 0, dépendant de M, de b et de maxy ., .7 fh, ', telle que pour tout
D=t= Tet tout N, on ait

exp( — K) < vy [f) = exp(K)

ce qui prouve gue l'on peut trouver une constante K = (), dépendant de M, b, §, v
et b, telle que (31) soit vérifié, pour tout ¢ = 0 et tout 1= N (rappelons que pour tout
t=0 8 =1)

D'autre part, appliquons les résultals de la section 2 sur les varigtés V' = M = M
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et N, avec les champs de vecteurs b' et b* définis par
billx, y). 6) = (b(x, 0), by, @ + k)
bil(x, ¥), 0) = ¢, f(x, 6)
bii(x, ), 6) = 0
b3((x, ¥), ) = fiy,8) — fix, )
et les parametres §, = f,, f; = fi./h, ety =,
[¥aprés le corollaire 3, il existe une constante K = 0, dépendant de M et de b, telle
que

YleN, ¥x,yeM, ¥iz=10,

" s ( L1712 'ﬁ; - ' " / iz ﬁf
pr(---x 1+ 7, ﬂ < Wpasile: }-]IH]iE}.p(K 14y} 2

or, vi les hypothéses faites sur les évolutions #, ¢ et h, le terme 1 + 20k, ' reste
borne pour tout ¢ = 0, et il existe donc une nouvelle constante K = 0, dépendant de
M, de b et des évolutions fi, 7 et h, telle que pour tout ¢ = 0, on ait
Wx, yeM, ¥leN, ¥iz=(,
exp(— K) < vpr g dlx, ¥[0) < exp(K)

Le résultat annoncé découle alors de 'épalité suivante, satisfaite pour tout
(x, ) eM = M et tout 0N,

l‘I:l:.x> j'-1 '!?.:I —_ V.'h" ® M, r[[ X, }’I}l 'ﬂ}v.‘\'._rl:-ﬁl} .

Remargquons que le resultat de cette proposition est beaucoup plus précis que celui
gue 'on aurait pu obtenir par la méthode de Bernstein, En effet, d"aprés la proposition
.
2,ona

1V In(v)ly + V5 In(vdly + |8 In(w)l |, < K[y "* + f, max{l, h7'}

pour une certaine constante K = 0, ne dependant que de M et de b. Mais, sous les
hypothéses de la proposition 9, ce résultat permet seulement de voir qu'il existe une
constante K = 0, dépendant de M, de b et des évolutions f, v et f, telle que pour
tout + = 0, on ait

Wix, p, NleM = M x N,
exp(—K(l + 37 V) < vix, ¥, 8) < exp(K(1 + 3, ''?))
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| Comme annonceé au début de cette section, nous allons maintenant monirer que
v, est dérivable par rapport 4 ¢, et donner une estimée de sa deriveée:

Prorosition 11 Pour toutes évolutions 11, 9 et h appartenant & CY[0, + oo ;]0,
L[}, v, est dérivable en t = 0. §i de plus, on suppose que ces évelutions satisfont les
conditions de la proposition 9, alors, il existe une constante K = 0, dépendant de M,
de b et des fonctions fi, v et h, telle que pour tout ¢ = 0, on ait

Démonstration  Pour fi =0, y > 0 et h = 0, notons v, , la probabilit¢ invariante
associée 4 lopérateur Ly , défini sur LM x M x N) par

dy,
d

|
infr

i ]
‘ = * cxp[-‘fﬂr}{ ‘i‘ 1
- 4 dt

| d
| '
‘u’r v,

YgeCHM = M x N), ¥x, p,MeM x M x N,

|
Ly, ulgNx,y,8) = 5 Aaglx, y, 6) + (b, 0), Vg, v, O,
1
+ 5 Aagla, v, 0]+ By, 8+ K, Vaglx, p, 00,
] 3
- ;"j daglx, v, &) — Blix, v, Odaix, ¥ E?}:|

| Ainsi, pour tout ¢ = 0,

Ve = Vo riy

Considérons également lopérateur Ly, , défini sur L3(M x M x N) par

Wae CHM x M = N), ¥ix, v, heM = M = N,

o
E_[I'. i ﬁ'-y\-":x-. ¥ |':|J i E "‘,"I.ﬂ{xs J"s E‘F] L <-TJ Im:"'p,-,,nj[-"- ¥ {]} B h{.\'. H]i Flgf-tr ¥ '!Jh}l

]
+ E:‘Hr;[x, »0) + (Vyln(vg , )x, y, 0) — by, 0 + h), V,g(x, y, 0>,
L, ;
+T?ﬂ“wﬁlr%mmmmaﬁm—mmhmwmmnm}

Appelons A" le potentiel associé d lopérateur L . . (¢f la section 3). Si les
evolutions f, y et h satisfont les conditions de la proposition 10, il existe, d’aprés cette
dermiére, d'aprés les deux premiéres estimées de la proposition 2 et daprés la
remarque de la fin de la section suivante, une constante K = 0, dépendant de M, de
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b et des évolutions f, v et h, telle que pour tout ¢ = 0, la norme de 4™ """, considéré
comme un opérateur sur C'(M x M x N), soit bornée par

AP b < 37 exp(KB) (32)

{En effet, en considérant Papplication ¢ CY{M) — R définie dans la section suivante,
on voit que || A% ™| est majoré, a priori, par

| -
(149702 +101) expUpietp;  ntwy, )]
b 1/

mais, sous les hypothéses faites, celte expression peut se mettre sous la forme du
membre de droite de (32))

Nous sommes maintenant en mesure dlappliquer les résultats de la section
précédente.

D'aprés la proposition 8, vy ., est dérivable en y et

y

- 1_, 1 N .
Vo, ph = vﬁ_,l,_*A'“-:’-“‘(j dg In{vy ., 4 - 5 | &g Infvg ., )* + fl,c5 Inlvg ., ) ﬁ’r?'n{,,)

T

ik

=5
i

D’autre part, en appliquant la proposition 5, avec B% au lieu de N, et f, puis h,
comme paramétres (4 la place du paramétre (f de cette proposition), ce qui ne présente
pas de difficultés, on voit que vy, , est également dérivable en f et en h strictement
positifs, et que

a e :
of Voonn = P, AT M0 5 OlVg o n b))

K =]

3 - i i A Y
= =Yy Al e diy (v g b=y, 4 + h)
ah Ve b b ( .s...h[ 2 i Bonk ap TV20 73 J

+ yfh zf}u{‘*‘ﬁ.}.n[.ﬂ:':: 3 — fly '3]1]—‘)

on -, (respectivement -, et -;) indique que I'on considére une [onction dependant
de la premiére (respectivement de la seconde et de la derniére) coordonnée sur
M= M x N

On en déduit, en utilisant les majorations de la proposition 2, qu'il existe une
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constante K = 0, telle pour tout ¢ = 0,

i | { AL

= J"{"'ﬂ_..-,-.,.h.J. = K(”- Ly (ﬂ) )”(;_{ﬁ- i |Ir|

oy | oo 1,

I . l[]["l-' ]- < K+ h° 1 1 o L2 J”r q.l:"l-.-'l-"lr
I!::.II.;) Brvn by : i Felly LA i} k h” " |

{'-'. r : n : 2’ :
- 1008, N _h[(! + 2 5) R0 (RO 5] | At
f -2} '\ Ii?r h!__

ce qui prouve la proposition, car

i e [f 4 |"|",|fi‘J il dy, i {Hlfx) ”

i tooh Ly S e et I
de ' \ap L TR Tk B

Nous disposons désormais de toutes les estimées sur la probabilité invariante
inslantanée v, nécessaires a la démonstration du théoréme 1, mais il faut d’abord
faire quelques rappels sur les inégalités de Sobolev logarithmiques.

5 INEGALITES DE SOBOLEV LOGARITHMIQUES

On va rappeler ici un théoréme trés important sur les inégalitiés de Sobolev
logarithmiques, qui a été obtenu par Holley, Kusuoka et Stroock {regrouper le
théoréme (1.14) de [4] et le théoréme (3.23) de [3]). Puis, on présentera, comme
premicre conséquence de ces inégalités, un résultat ergodique, déja utilisé dans les
sections précédentes pour majorer la norme de potenticls.

Soient ¥ une vari¢té riemannienne compacte et connexe, et U e C'(V). Associons
a U la constante ¢fl) définic comme suit:

Pour x, ye V, on note %, , I'ensemble des applications continues ¢: [0, 1] — ¥
telles que @(0) = x et ¢(1) = p. Pour &%, , on appelle élévation de ¢ relativement
a U, le nombre

epld) = sup  Uld(t)) — Ulx) — Ui{y) + inf Ufz)

Ol zc¥
La constante ¢(U) est alors donnée par
c(U7) = sup ( inf :*,(m]
x, e ¥ \e¥.,

On peut montrer que le sup précédent est atteinl notamment en un couple (x, y)
tel que x soit un minima global de L. On en déduit une estimation brutale de of U):

0 < o(U) < sup Ulz) — inf Ulz) < 2||U

¥ zc¥V

¥
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L'intérét de cette constante provient du résultat suivant. On définit, pour [ = 0,

la densité de probabilite ¥, par

=1

expl IfL"{_v]Jiliff}'}j exp(— AU(x))

=]

Le résultat de Holley, Kusuoka et Stroock s'énonce alors

TueorEME 12 1] existe une constante A = 0, ne dépendant que de V et de U], (et
croissante en ce nombre), telle que si m est la dimension de V, les indgalités de Sobolev
logarithmigues suivantes solent satisfaites,

Wi =0, ¥peC\(V),
.

B In(¢p?) dvy < g [{‘Fq’: Vb dvg + |.:4; di (‘ ¢? dv )

o
g = Al + B|VU|]| )" exple(U)F)

Remargue Comme on ne cherche pas 4 obtenir les meilleures &volutions fi, v et
h pour Palgorithme (1), on aurait pu se contenter du lemme 3.13 de [4], qui affirme
qu'il existe une constante K = 0, ne dépendant que de la structure riemannienne de
¥, telle que les inégalités précédentes soient satisfaites avec

ag = K expl{f[sup,.., Ulz) —inf, . Uiz]])

{et 1l n'est done pas nécessaire davoir une estimée sur [VU|).
Considérons une diffusion X sur ¥ déerite heuristiquement par

dX, = dB, + b,(X,) dt

o B est un mouvement brownien sur V, et by un champ de vecteurs sur V,

Supposons que X admette v; pour probabilité invariante. La démonstration de la
proposition 7 de [6] permet alors de voir qu'il existe une constante K =1{), ne
dépendant que de ¥, telle que pour toute fonction f borélicnne bornée sur V, toute
probabilité g sur Vet tout temps = 1, on ait

|ELAXN = V6Nl < KO+ BIU o + [Bgl 2] expl—oz (e — DM f Il

Remargue Supposons que V=V, = ¥, ot V| et ¥, sont deux variélés rie-
manniennes compactes et connexes, et que la diffusion X = (X, X,) seit décrite
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heuristiguement par

dX,,=dB, ,+ b, ; (X)dt
dX,, =y dB,  + yby 5 (X ) dt

ol B = (B;, B;) est un mouvement brownien sur ¥, x ¥, by . =(b, 5 .. b, ;) un
champ de vecteurs sur ¥, = Fyet 0=y <1,

Faisons encore 'hypothése que v; soit la probabilité invariante pour cette diffusion.
Alors, en reprenant la démonstration de la section suivante avec des évolutions
constantes, el celle de la proposition 7 de [6] (on il faut considérer, au temps 371,
le novau de la chaleur sur ¥, =V, associé 4 Fopérateur 27 YA, + vA,), ce qui revient
4 considérer le produit du noyau de la chaleur sur V) associé 4 lopérateur 27 1A, 4
Iinstant y ', par le noyau de la chaleur sur V; associé a I'opérateur 27 'A, a l'instant
1, mais pour ces derniers, on peut obtenir une majoration uniforme en < 10, 17), on
peut se persuader qu'il existe une constante K = I, indépendanie de 0 <y <1 et
fi = 0, telle que pour toute fonction [ borélienne bornée sur F, toute probabilité p
sur Vet toul temps + =7 ', on ait

|ELAXN — V)] < KIT+ BIUN, + 37 2010y gl 4 1162,5,5111]

x exp(—yag 't — 3" WIS
Ce résultat permet de borner le potentiel associé a la diffusion X = (X, X,)»

¥f e CUV, + V)

L

ELf(X) — )] dt| <

f LX) — ()] de ‘

]

lJo

1]

i ' ELA(X,) — )] dt

<2y + K[+ BIUN, + 7 "2 1by 4l
FAlg ]y 13'5.3:” Jl

i DEMONSTRATION DU THEOREME |

Vu la proposition 9 de la section précédente, pour prouver le théoréme 1, il suffit de
voir quen temps grand, n, s'approche (en variation totale, par example) de vy ,. On
va montrer ici un résultat un pew plus précis; sous les évolutions f, v et h donnees
dans le théoréme 1, m, s’approche de v,.

Introduisons, pour ¢ = (0, la notion dentropie (aussi connue sous le nom d'informa-
tion de Kullback-Leibler), par rapport 4 v,, d'une probabilité p sur M x M = N; il
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s'agit de la guantite

~ £
w In ,r_) dp, siopEd, @A, @ (20" d0
MeMxn WV

Lip) = 1 v
+ ao, sinon.

Remarquons que d'aprés Iinégalité de Jensen, on a {(p) = 0. En fait, I,(p) mesure
d’une certaine maniére la distance entre p et v, et on a notamment,

P— .L.I! < 4 \2-{ I.{_;TI

o |- représente la variation totale de mesures signées {ef [4]).
Ainsi, le théoréme 1 sera démontré, si on prouve que pour les évolutions données,

lim 1(m) =10

[ Rl o &

Dans ce but, nous allons etudier I'evolution temporelle de 1,{m,), mais, commengons
par faire quelques rappels sur la régularite des m,.

Sous les hypothéses faites, il est bien connu que pour t =0, m, est absolument
continue par rapport 4 4, ® A4, @ (2m) ' df, et que sa densité est strictement positive
et de classe C™. De plus, m, satisfait, au sens fort, sur J0, + oo = (M = M x N),
I'équation de Fokker-Planck
§ i
— m, = LF(m,) |

.

't

oll pour tout (x, y, e M x M = N et tout ge C(M x M x N), | 2
1 ;
(gl p, ) = 2 Ajglx, y, 8) = (blx, 8), Viglx, y, O, — (div, b, €)(x)alx, ¥, 0)

1
+ = Mg, v, O — by, O+ R), Vaglx, v, 813,
— (div b, & + RN V)gix, y,

E.., )
+ }'{-2 dgglx, y, 8 + il (x, ¥, O0aa(x, y, 0)

+ Bi(dalyx, ¥, Maglx, y, Q?J
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Ces résultats montrent déja que pour ¢ = 0, I(m,) est finie, et plus précisément, que
lapplication t+ I(m,) est continiiment dérivable sur 10, + o[, et de dérivée

BCAY.LE i
|1'I( ) Fl_I {,lel E;ll.'ll o

¥, i s

dm, +

w

i’fi:"r} " i, ‘”1 ai, do I':'Hill[v,__]

it

Le premier terme du membre de droite est nul, car il s’écrit aussi (d/dr) j dm,. Quant
au second, on peut le borner par

¢ Infv,)

ot

=]

Or, nolons que si pour tout t =0, on a

v=5"
h, = B¢
avec g = et p= 2 + dg, et si
lim fi, =
1=+

alors,

lim max{#": h:yBlh %} =0

=+

ce qui permet d'appliquer la proposition 11, pour obtenir une constante K = 0, telle
que pour tout ¢ = 0,

ap,
dt

dh,

dﬂ,‘
| d: ‘ dt

i i
" v,

< ¥ exp{Kﬁ }(

i

= BEN(L + pB7 "' + gf ") exp(KB)

Or, il est clair qu'il existe une constante ¢, = 0, telle gque pour tout t = 0, cette
exXpression soit majorée par

expic, ) | ﬁ,|

(rappelons que I'on suppose que f§, = 1, pour tout ¢ = 0),
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Il reste & s'intéresser au lerme
[ fmhém . d8@ [ dil
'ln(- ’) 4y di, -----=J1 ]u i Al e
T bis
WU

()=

! &

Cependant, du fait que 1, est un opérateur de diffusion, on a

[I.;(ln(mf)) e (’" ) = L—")[( . U')
LAY, m, \ v, m, m, M,

on T, est I'opérateur carré du champ associé i L,, qui est défini pour toute fonction
e C"(M x M x N)par

| )
L, d) = - [Lih?) — 26, b]
1 ' r -
= 3 [Vi8lE + V2913 + 11600 1]
Ainsi, puisque v, est la probabilité invariante pour I, on a

ol
—4‘ ( o /_]m-

Vm N m,

" o |2 for |2 for |2
= -2y, ( v, I'hmJ v, |'I = i I'Iﬂ )‘h'.
Yoy N Vela Yo,

Pour estimer ce terme, on utilise les inegalités de Sobolev logarithmiques prouvees
par Holley, Kusuoka et Stroock. En appliquant la proposition 10 et le theoréme 12,

avecfi=f,U=§""In(v)etd =/ m /v, il est clair qu'il existe une constante ¢, = 0,
telle que pour tout ¢ = 0,

"

I{m) < explc, fi) J (

?],\\Il'l_f P‘T':. fimr
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En résume, on a donc prouvé que [ (m,) satisfait, sur 10, + oo[, linégalité différ-
entielle

il ) | dff,
E' Iim) < “-‘F{f'lﬁrj| = 2077 exp(—c,y )l (m)
t dt
Un caleul classique montre alors que pour obtenir lim, . [(m) =0, il suffit

davoir

il

Brlexpl—e, Bl dt = + oo

w

: dfs,
lim ffexplic, + r.-,_}ﬁf]‘ L: ‘ =0
t

I |

Or, cette condition est bien satisfaite, pour peu qu'on fixe un k = ¢ + o, et quon
prenne, pour toul f assez grand,

A, =1k "lnit

ce qui termine la démonstration du théoréme 1, avee ¢ = ¢, + ¢,.

7 LE CAS DEGENERE

{_}nl va indiquer les modifications qu'il faut apporter 4 la méthode précédente pour
trailer certains tvpes de dégénérescence.

Soient M, et M, deux variétés riemanniennes compactes et connexes (I'une des
deux pouvant, éventuellement, &tre réduite 4 un singleton). On considére une famille,
indexée par # € N, de champ de vecteurs b(-, 8) = (b,(-, ), b,(-, 0)) sur M, x M,. On
suppose que Fapplication

Mx N-TM
(x, s Mx, 0)
est de classe O,
Pour fle N fixe, on considére un processus de Markov dégénére £ = (X, X,)sur

M, = M, décrit heuristiquement par

JdX,, =dB,  + by(X,, 0)dt
{fﬂfz.: = 'F'J][fu r}.] dt

ou B, est un mouvement brownien sur M, supposé indépendant de X,
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Il existe toujours une probabilité invariante pour le générateur de ce processus,
mais elle n'est plus nécessairement unique (ni absolument continue par rapport a la
probabilité riemannienne sur M, x M,), comme on peut le voir, en considérant, par
exemple, le cas tolalement degenere, ou M = M.,

5i 'on veut s'intéresser au probléme similaire 4 celui introduit dans la premiére
section, il se pose done la question du choix de la probabilite invariante. Dans certains
cas, il existe un choix canonique, et on va se placer dans cette siluation:

Pour #e N et & = 0 fixés, considérons la diffusion X? = (X4, X%) sur M, x M,,
décrite heuristiquement par

ﬂg;f:.ff., =dB, ,+ b, (X%, 0 dt
X4, = JddB, , + b (X5, Dt

ot (B,, B,) est un mouvement brownien sur M, x M, suppos¢ indépendant de X7,

Il existe alors une unique probabilité invariante gy pour cette diffusion. Supposons
que p; ; converge étroitement quand & tend vers 07, vers une probabilité . Cette
derniére est alors invariante pour le processus X, et ¢’est celle-ci que I'on choisit.

Remargue Cette hypothése de convergence &troite est vérifiée (et on peut décrire
la probabilité i, obtenue) dans le cas étudié par Hwang o M = M, et ot b(-, )
dérive d’un potentiel U+, 7 € (M), si on impose certaines conditions sur I'ensemble
des minima globaux de U{-, #) et sur le comportement de U(-, 0) & son voisinage {cf.
[5], Hwang se place sur B", mais, ses résultats s'adaptent immeédiatement au cas d’une
variété riemannienne compacte).

Soit une fonction e C(M = N} fixée. On lui associe, pour Je N,

Fith = Filzx, Mpgldx)

o M

et comme dans le cas non dégénéré, on cherche & trouver les minima globaux de ce
potentiel.

On est amené, tout naturellement, 4 s'intéresser aux algorithmes de recuit “double-
ment particls” décrits heuristiquement, sur M, x M, = M, = M, = N, par
dX, ,=dB, , 4+ b(X,, ©)dt
dX,, = /6, dB; , + by(X,, ©) di
1 dY, ,=dB,, + b(Y, @, + h)dt (33)

dY,, = /3, dBy, + by, O, + h) di

d®, = \,"'.I.'-"r dW, — :"r;]lr!ﬁ_-[)ﬁrl.lr Xy thol,®) di

ot (B,, B;, By, By, W) est un mouvement brownien sur M| = M, = M, x M, = N,
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ou fi, y, h et 4 sont des évolutions appartenant i CY[0, + oo, R%) et on [, est défini,

comme dans l'introduction, par

VX, yi€M,, Vx;, y,eM,;, Y8eN, VYh>0,

d 1
'rh{x]! xz!' ¥i: Y2, H} = ;E.I .-rl:[xh xz.:]s E‘” ol .ﬁ; [..#l‘[{_ll"l;l* .'F"z,L ﬂ} e ..ﬂ:{'r]! xl‘.:‘-l: I!J';l}:l

Pour fixer les idées, supposons que I'on parte d’une probabilité initiale m sur
M! “Myx M« M, =« N: la loi de la diffusion (X, A5 ¥, ¥, @) est alors
uniquement déterminée, Notons, pour t = 0, n, la loi de @,

Le resultat suivant justific 'algorithme (33), en montrant qu'il existe des évolutions
qui font converger, en temps grand, @, vers les minima globaux de F.

THEOREME 13 Supposons que la convergence de | f(x, Bhpg, sledx) vers [ fix, 0)pgldx)
soit uniforme en Be N, ' -

Il existe alors deux constantes c,, ¢, = 0, telles que le fait de prendre, pour tout |
assez grand,

B, =k~ In(t)
W=58"*
h,= B

d, = In~Y{(g1)

avec k=c;, r>0, g=c,r et p>2+ 4q + c,r, entraine gue pour toute constante
=0,

lim n{{F — min(F) = e}) = 0

=+ oo

Pour la démonstration de ce théoréme, on commence par reprendre I'étude
des probabilités invariantes présentée précédemment, en rajoutant un paramétre
0 < d < 1 et en explicitant son influence sur les diverses constantes qui apparaissent,
Signalons les modifications les plus importantes,

Dans la seconde section, il faut considérer, a la place de (2), la diffusion sur
Vi % ¥; x N déenite heuristiquement par

dX,,=dB,, + b,(X,,0)dt
dXII] = gl dB, , + hi(X,, Q) de
d@r = “'(‘1'.2 i H"; + }']rjlbjfng @t} dt
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{avec des notations évidentes), et s'intéresser 4 sa probabilité invariante g, g 5, de
densité explu, g 4.
L*&quivalent de la proposition 2 s'énonce alors:

ProrosiTion 14 [ existe une constante K =0, ne dépendant gue des structures
riemanniennes de V), V; et N et du champ b = (b, by, by), telle que pour towr 0 < 3 < 1,
tout 0 < d = 1 et tour f =0, on ait

Vytt, .ol [l < K[54 4 yH26]
IVt 5 sl2llo < K[87" + 8711212 H]
V2, 54130 < K[~ + B]

1814, 5,0l < K[87" + 787]
1Az, 5 4l < K[8™% + 6™ '9%]
iAsthy, g8l 0 < K[(26) ™" + 8%]

On en déduit, comme dans le corollaire 3, une inégalité de Harnack partielle: 1
existe une constante K = 0, telle que pour tout fe N, tout 0 < ¢ = 1, toul 0 < § < |
et tout f = 0, on ait

Inig,, g, o 16 < K[87" + 8 "2y12 0]

Dans la premiére partie de la troisiéme section, il faut s'intéresser, pour fe N cf
0 <d < 1, a lopérateur L, ; agissant sur CH(V, x V,) et défini par

I 8
Los =5 Ayt +<byx, 0, Vy>y + ) Ay +<bylx, B, V20,

{on peul aussi se ramener directement 4 'opérateur L, décrit dans la section 3, en
considerant sur ¥, = ¥; le produit scalaire -, %, +d~"{ ", »; et la structure rie-
mannienne engendrée)

Pour étudier la diffusion homogéne dans le temps associée, on applique la formule
de Girsanov, non plus par rapport au mouvement brownien sur ¥, = ¥, mas par
rapport au processus associé a lopératear 27 YA, + §A,) (ce qui revient 4 considérer
un mouvement brownien sur F, et un mouvement brownien sur V; dont on a multiplié
par & I'echelle du temps).

Les formules donnant @y 5 et 634, 5 sont encore valables, mais les estimées que
I'on en déduit ne sont plus les mémes. En effet, les normes des potentiels 4™* et 4%,
associés, respectivement, 4 'opérateur L, ; et 4 lopérateur obtenu & partir de ce
dernier par retournement du temps, peuvenl se majorer par un lerme de la forme
exp(Kd ™ "), ou K = () est une constante ne dépendant quede ¥, = V,etde b = (b}, b,)
jet done indépendante de fe N et de 0 < 4 < 1)
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Les méthodes de la section 3 permettent également d’obtenir que

6o A% < exp(Ké 1)
|35 A%°|l < exp(Ko™")

pour une certaine constante K = 0, indépendante de feN ¢t 0 <38 < 1, Le seul
point qui ne soit pas immédiat dans les caleuls de cette section, c'est de montrer qu'il
existe une constante K = 0, telle gque pour tout e N et tout

0<d <1, |VA™G, )| < exp(Ké ™Y

iequivalent de la majoration (17)). Ceci s'effectue en reprenant intégralement le
chapitre 6 de [17], aprés avoir introduit le paramétre 0 < § < 1.

Pour la derniére partie de la troisiéme scclion, notons que le résultat de la
proposition 8 reste exact (guille a4 remplacer les indices 2 par des indices 3) et que
de plus, pour tout (x, #)e(¥, x V;) x N fixé, l'application ]0, 1[ 31 u, » (%, ) est
dérivable et de dérivee

a I = i
5 Hy,p,0l%, 6) = 5 My p,al%, VA A u, g 5+ (Vau, g 412N, 6)

Les estimees précédentes font apparaitre une constante ¢, = 0, telle que 'énoncé
de la proposition 9 de la section 4 se transforme en:

ProrosiTion 15 Supposons gue la convergence de pg 470, M) vers wal f(-, 8)) soit
uniforme en e N, et gue

lim max{fi'; h; &; [y, Bk * + h] exple,d, ')} =0 (34)

t=+ |

Alors, la projection vy, , sur N de v, la probabilité invariante d linstant ¢ d lalgorithme
(34), satisfait un principe de grandes déviations avec

I1=2(F —F,)

pour fonctionnelle d'aciion et f, pour taux, cesi-d-dire, gue pour tout borélien A de N,
on o

— inf I{0) < liminf f;* In{vy (A)) < limsup §;7* In(vy (A) < — inf I(0)

a:A T— 4+ i ST acd

ol A et A sont Uintérieur ¢t la fermeture de A.
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En effet, pour Be N, f =0 et 0 < d < 1, notons

"

Fyfy = J T, Mg gledx)

M

el

" B =1

vy l) = (J expl — 2[F () d¥ } expl — 20 F (M)
! V .-'I
En reprenant la démonstration de la proposition 9, on obtient, sous I'hypothése
(34), gue

| Vi ¢
lim /! sup 1n( "-){ﬂ} || =10

1=+ ey ._U,I'I.. &
Mais la convergence uniforme en 8 e N de A, ) vers pg( (-, ) et le fait que
lim, ., | ., &, = 0 assurent gue

lim f3, ! sup

1=+ PEN

ey
1n( ‘[--iJ«rJ) =0
Ve, |

ol comme dans la section 4, on a posé, pour toul i1e N,

\

-1
7,(0) = ( exp(—2F(f) du-‘) expl — 2F(8)

. :
! N /

ce qui permet de retrouver le principe de grandes déviations enonce ci-dessus. N
itl erifie i o [+ I 2504 H roposiiion
La proposition 10 est encore ver ifiee, si, outre les hyrr_ulhesrs de !:. .|'.| L’Ff‘
précedente, on supposc que l'application [0, +oz[ =1 'ff.@': f) ! oreste bornge.
Quant a la proposition 11, il est clair qu'elle se retorit sous la forme

ProposiTION 16 Pour toutes évolutions B, 7, & et h appartenant a C I‘{[_{L + ool ; ]{‘._I',Il[ ]1.

v est déripable en t = 0. §i de plus, on suppose que ces coolutions satisfont les f'f)ntI!EI!{:'}E.\.
r:;e la proposition 15 et que Papplication [0, + o[ 3019, A reste b.f!i'lifﬁ, a!rn_'.\, il
existe une constante K = 0, dépendant de My, de M, de b et des fonctions i, p, 0 et

h, telle que pour tout { =0, on ait

. | d, | dy| |8, |dh, ‘ )
SO , # i kil [
2 expm,ﬁ,](| 7 [ | dr ‘ |

an

i I
‘ o 1nfw,)
dr |

Avec ces résultats, la démonstration de la section 6 s'adapte sans difficulté pour
prouver le théoréme 13.
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THE INTEGRAL INEQUALITY AND
APPLICATIONS TO STABILITY THEOREMS OF
STOCHASTIC DIFFERENTIAL EQUATIONS WITH
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The purpose of this paper is to give an estimate in mean square of the solutions to perturbed linear
stochastic differential equations with respect to continuous semimartingales. For this end, lrst of all, we
consider an integral inequality with respect 1o Lebesgue- Stieltjes integral, which provides generalizations
ol Gronwall-Bellman inequality, As an application we present & uniform asymptotic stahility theorem in
the large in mean sguare of the wero solutien of the above mentioned equation.

KEY WORDS  Stability in mean square, integral inequality, stochastic differential eguation, semi-martin-
gale

1 INTRODUCTION

The stability theorems of stochastic differential equations were discussed by R, Z,
Hasminskii and others in the 1960's and many results can be found in the book [1].
And after the Russian school’s researches there is a large literature regarding the
qualitative theory of solutions of stochastic differential equations, Furthermore,
because 4 number of problems of physics, chemistry, control engineering, cconomics
and the other practical sciences are modeled by suilable stochastic differential
equations, it seems that the importance and the neccessity of the qualitative study of
their solutions are increasing more and more at the present time.

The purpose of this paper is to consider the estimation in mean square of solutions
of perturbed lincar stochastic differential equations with respect to confinuous
semimartingales and to give a uniform asymptotic stability theorem in the large in
mean square of the zero solution as an application. To this end, first of all, we discuss
the Lebesgue—Sticltjes integral inequality with respect to a monotone nondecreasing
ProCess.

We note that X. Mao [3] recently presents many inferesting stability theorems for
the above mentioned equalions.

* This paper was written while the author was visiting the Mathematics Research Centre at University
of Warwick on leave from Kurume University from August 1990 to October 1991,
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