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Résumé :

L’espace des phases est I’espace de dimension infinie M # d, ou M est une variété riemannienne,
compacte, connexe et orientée. On le supposera muni d’une famille de potentiels d’interactions,
de rang fini, invariante par translations, et on s’intéressera aux diffusions sur M Z¢ invariantes
par translations dont la dérive est le gradient formel des potentiels d’interactions. Le carré de
I’amplitude du terme de diffusion sera appelé la température et pourra dépendre du temps. Holley
et Stroock ont montré qu’a température fixée, ’énergie libre associée a ce systeme décroissait avec
le temps. Nous allons montrer qu’elle tend vers 0. L’interét de ce résultat, outre qu’il traduit
une propriété d’ergodicité de la diffusion considérée, est de pouvoir s’adapter a des situations ou
la température est variable, notamment pour certains taux de décroissance de celle-ci vers 0 en
Pinfini. On en déduira des résultats ayant trait a la convergence de ’algorithme de recuit simulé
sur MZ", La méthode est trés générale, et se transpose facilement au cas ou M est un ensemble
fini (on considere alors un processus de sauts sur M Zd), les détails paraitront dans un article qui
suit.



1. Présentation du cadre et des résultats obtenus

On va reprendre, en grande partie, le cadre présenté par Holley et Stroock dans [3].

Soit M une variété riemannienne, C*°, compacte, connexe et orientée. On considere 'espace
des phases X = M Zd, avec d € IN*, muni de sa topologie produit et de la tribu boréliennne
associée B. Introduisons quelques notations et conventions que nous utiliserons tout au long de
cet article :

Pour A C Z¢9, Vapplication ¢ € X ~— =z, € M?" désignera la projection canonique
de X sur MA. B, sera 'image réciproque, par cette projection, de la tribu borélienne de M4
(muni de la topologie produit). On identifiera les fonctions B-mesurables de X' avec les fonctions
boréliennes de MA. Si i est une probabilité sur (X, B), s désignera sa restriction & (X, B,) et on
considérera également pp comme une probabilité sur M* (et, plus généralement, on identifiera,
toujours au moyen de la projection canonique, les probabilités sur (X,B,) avec les probabilités
sur M*). Pour z € M* et y € MY, ol A et A’ sont deux sous ensembles de Z¢, on conviendra
de noter zy ’élément de MAYA défini par :

zr L8l k€A,
Yr , sinon.

VEeAUA, (wy)k:{

(Attention, pour k£ € AN A’ les coordonnées de z effacent celles de y.)

La notation A CC Z¢ signifiera que A est un sous ensemble fini, non vide, de Z¢, et on notera
|A| son cardinal. Pour A CC Z% < ., . >a, |.|a, A, diva, Va, seront, respectivement,
le produit scalaire, la norme, la probabilité, la divergence et le gradient associés a la structure
riemannienne (produit si [A] > 1) de M2. Si A = {k}, olt k est un élément de Z¢, on laissera
tomber les accolades dans les notations ; ainsi z;, représentera la coordonnée au site k de 1’élément
z € X, et on a, pour tout A CC Z?, les relations suivantes : |. |3 = D_|. |}, \a = ® M,

keA kEA
VA = (Vi)rea, etc. Quand le contexte les sous-entendra, on laissera tomber les indices. Ainsi

pour f € CY(M™), on écrira |V, f|, voire [V f|, & la place de |V f|a.

D’autre part, pour k € Z%, on notera S, : X — X Vopérateur de translation de £, i.e.

VeeX, VieZe,
(Sk(2))i = Tpts

On suppose A muni d’une famille J de potentiels d’interactions (Jg)pcczd, OU pour tout
F cc Z°, Jr est une fonction Br-mesurable et, considérée comme fonction sur MF, Jg est C*°.

On supposera que J est de rang fini, i.e. qu’il existe R € IN* (le rang de linteraction) tel que
diam(F) > R implique Jp = 0, et est invariante par translation :

VFccZ, Vke Z?,
Jrir = Jr o S



Décrivons les processus stochastiques que nous considérerons : on suppose donné un espace de
probabilité filtré (2, F, (Fi)eso, P), sur lequel est définie une diffusion (X¢)s>0, & valeurs dans
X, vérifiant :

oVicZ4,

(i = o _1g.
(1) d)xtﬂ = (t)dBt’, 2Vl (Z JF) (Xt)dt

i

e X, est de loi m et est indépendant de (B;):>o

ot * o€ CYIR,;IR:) représentera I’évolution de la température.

+y b P p
(Bi)e>o est un (Fy)e>o-mouvement brownien sur X, c’est a dire que pour ¢ € /A
les (B,:)i>0 sont des (F;)¢>o-mouvements browniens sur M, mutuellement indépendants.

*  m est une probabilité sur X' invariante par translations.

*

Pour l’existence et 1'unicité en loi de cette diffusion, ainsi que pour la formulation du probléme
de martingales associé, on renvoie au paragraphe suivant.
On notera, pour t > 0, m; la loi de X;.

Nous allons définir ’énergie libre spécifique d’une probabilité sur X, relativement & la température
o(t) et ala famille J. Cette notion se révélera étre un outil tres puissant pour 1’étude du comporte-

ment asymptotique des m; (sous diverses conditions sur ¢). Mais il nous faut, en préliminaire,
introduire les notations suivantes :

Pour A CcC Z% et pour ¢ > 0, on pose :

Uy = 3 Jp

FCA

1
exp(—7ryUal-))

1
Jon P Un)) Ma(d)

gA,t( . ) =

Soit p une probabilité sur X.
On définit I’énergie libre, sur A, de p par rapport a ga ., par :

i . @
_PA ln(—EA—) d\p sl pp € Ap, et en notant alors encore py la densité Py
M

)
At d)\A
+00 , slnon.

Ina(p) =

L’énergie libre spécifique de p, relativement a la température o(t) et a la famille 7, est alors
donnée par :

. 1
Ii(p) = limsup ——1,,, +(p)

nvoa’ [An]

on A, ={ue Z*/V1<i<d, —nR<u; <nR}.



Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer le premier résultat que nous démontrerons et
qui peut s’interpréter, grace au principe variationnel (qui affirme qu’une mesure invariante par
translations annulant ’énergie libre Io( . ) est une mesure de Gibbs relativement a la famille de

J . , . . .
potentiels (J—) ), et du fait que P’énergie libre Iy( . ) est une fonctionnelle s.c.i. (pour
(0} pecze
la topologie étroite) sur ’ensemble des mesures invariantes par translations, comme un résultat

d’ergodicité pour la diffusion (X;);>o. Il nous permet également de retrouver un résultat bien
connu de Holley et Stroock ; toute mesure m invariante par translations et stationnaire pour le

. . . . . J,
processus (X;), est une mesure de Gibbs relativement & la famille de potentiels (—i) .
9(0)) pecze

Théoréme 1

Supposons que o soit constant. Alors I;(m;) (=Iy(m;)) décroit vers 0 quand ¢ tend
vers l'infini.

Notons que la décroissance de Iy(m;) est, & température fixée, un résultat classique, cf.[1].
D’autre part, précisons que la démonstration nous fournit en fait des renseignements plus quan-
titatifs, notamment on peut estimer la vitesse de convergence vers zéro.

Pour pouvoir décrire le second résultat, il faut introduire un élément ¢ de [0,4o0]. Cette

constante sera ’analogue, en dimension infinie, des nombres définis ci-dessous lorsque ’espace
considéré est une variété de dimension finie.

Soit N une variété riemannienne, compacte et connexe. Soit U une fonction C*® définie sur
N. Nous allons définir une constante ¢(N, U), qui est liée a I’étude des algorithmes optimums de
recuit simulé sur N, relativement & la fonction U (cf. [5]).

Pour z,y € N, on définit C;, comme étant ’ensemble des chemins allant de z & y (i.e.
I’ensemble des fonctions continues ¢ : [0,1] — N telles que ¢(0) = z et (1) = y).

Pour ¢ € C;y, on définit 1’élévation de ¢ par :

e(¢) = sup Ulp(t)) = U(z) — U(y) + Vo

ou Up = min U(z).

La constante ¢(/V,U) est alors donnée par :

¢(N,U) = sup ( inf e(so))

z,yeN 0ECz,y

Nous pouvons, maintenant, décrire la constante ¢ :

Pour n € IN, n € X, z € M%*, on pose :

Hop(z)= 3 Jp(2n)
FNnAn+#0



et on définit :

¢n = sup c(M* H, )
nex
puis :
¢ =liminfec,

=300

(On montrera, & la fin de la section 5, que d = 1 implique ¢ < coc.)
Le second résultat s’énonce alors :

Théoréme 2

K(#)
In(t)

en U'infini, telle que o décroisse vers zéro en |'infini, alors

Si pour ¢ assez grand on a o (%) = , I{ étant une fonction croissant vers 'infini
Jim o(t);(m:) =0
De plus, si on sait que la constante ¢ définie ci-dessus est finie, il suffit de prendre,
K
In(¢)

pour t assez grand, o(t) = , avec I{ > ¢, pour obtenir

Jim o(t)y(m:) =0

On déduira de ce théoréme, & la section 6, des résultats ayant trait & la convergence de
lalgorithme de recuit simulé sur X'. Notons, de plus, que comme la démonstration du théoréme
nous donne des estimées plus précises, il est possible d’obtenir des informations sur la vitesse de
convergence de cet algorithme.

L’idée de la démonstration des théoremes 1 et 2 est tres simple, et c’est celle que nous avons
déja utilisée pour étudier les algorithmes de recuit simulé en temps continu, sur un ensemble fini,
sur une variété riemannienne compacte ou sur JR". Il s’agit d’obtenir des inégalités différentielles
pour I;(m;) (ou pour o(t)I;(m;)).



2. Rappel et adaptation de résultats de Holley et Stroock

On va reprendre des résultats, qui, dans le cas oi M est le cercle, sont présentés dans [2], et
qui sont généralisés, pour une variété riemannienne, compacte et orientée, dans [1] et [3]. Dans ces
travaux, la température était supposée constante, néanmoins, il est facile de voir que certains de
leur résultats (notamment ceux qui traitent de I’existence et de I'unicité de la diffusion considérée,
ainsi que ceux qui découlent d’applications du calcul de Malliavin), se transposent directement &
une situation ou la température est variable et est minorée par des constantes strictement positives
sur les intervalles compacts du temps. La seule différence importante apparait sous la forme d’un
terme supplémentaire dans I’expression de la dérivée, par rapport au temps, de 1’énergie libre (cf.
la proposition 3).

Commencons par préciser qu’il y a existence et unicité en loi de la diffusion décrite par (1), cette
loi apparaissant comme l'unique solution au probleme de martingales présenté ci-dessous. Remar-
quons que cette caractérisation nous sera suffisante, puisqu’on ne s’intéressera qu’a 1’évolution de
la loi de X, et non & d’éventuelles propriétés trajectorielles du processus X.

Soit D P’ensemble des fonctions réelles sur X, qui ne dépendent que d’un nombre fini de

coordonnées, et qui sont alors C™ en ces coordonnées.
Pour t > 0, on définit 'opérateur L; sur D par : si f € D,

1 . 1
0—(5 ng:, Jp)div; (exp(——m anz JF)Vif)

Soit © = C([0, +o0[; X).

Pour ¢ > 0, on note X, : 0= x Papplication canonique qui, & une trajectoire, associe sa
position a l'instant ¢, et on pose M; = O'(Xs ; s<t),et M= O'(AX} ; 12> 0) (M coincide avec la
tribu borélienne de O, si on munit ce dernier de la topologie de la convergence uniforme sur les
compacts de [0,+o0[ ).

On sait alors que, pour toute probabilité initiale m sur X, il existe une unique probabilité P,,

sur (0, M), telle que :
e Xgo P, =m
eV feD
(f(f) - / Lsf(:fx;s) ds, (Mt)t>o,Pm) est une martingale.
A >

De plus, il est connu que la famille (P(gx; t € X) forme une famille markovienne forte et
continue au sens de Feller.

On peut alors, par exemple, prendre pour (X¢):>o, le processus canonique (}t)tzo sous P,,.

D’autre part une application du calcul de Malliavin, développée dans [2], permet d’obtenir les
faits suivants :



Vt>0,VAcc Z
(my)a < A

d(mt)A
dAp

Alors m; o € C*°(M*) et I'application {

On notera encore my la densité
10, co[— C°(M*)
t = mya
on peut le voir a l’aide des équations de Fokker-Planck généralisées, associées aux (me,a);s04ccz

(présentées un peu plus loin), et du fait que o est C).

est continue (et méme C?, comme

On obtient également, que pour tout T > 1, il existe un nombre C(T) > 0, tel que :

VACCZ VEeA Vie [%T]

(2) NG
M—d/\A < C(T)

my A

le fait important, dans cette inégalité, est qu’elle est vérifiée V A CC Z°.

Jusqu’a présent on n’a pas eu besoin de l'invariance par translations de m, et en fait les
théorémes 1 et 2 sont vérifiés sans cette hypothése. Mais ces théorémes ne sont intéressants que
par leurs conséquences, qui, elles, nécessitent l'invariance par translations. Nous supposerons
donc dans la suite que cette condition sur m est vérifiée. Ceci implique, puisque les potentiels
d’interactions sont également invariants par translations, que pour tout ¢ > 0, m, est invariant
par translations. Ainsi la limsup qui définit I;(m;) est en fait une limite (éventuellement +oo).
Mais (2) permet de voir, & P'aide d’inégalités de Sobolev-logarithmiques pour les Ay , que V ¢ >
0, Li(my) < o0, cf.[1].

Nous allons maintenant adapter les calculs des pages 54 et 55 de [2] & notre situation. Que
le lecteur ne s’effraie pas, ceux-ci sont plus difficiles a écrire qu’a faire. Ils visent & prouver la
proposition 3 présentée un peu plus loin.

On va, dans un premier temps, évaluer —m; 4.

ot
Soient ¢ > 0 et A CC Z? fixés.
Soit ¢ € D, Bj-mesurable. Alors :
d
= [wtn) mudn) = [ Lae(n) mu(m)

= /MK Lup(ng)mz(na) Ax(dnz)
ot A={ue Z*/3IveA, véifiant |u — v| < R}
d

(rappelons que |u| = |u|, et que R est le rang de I'interaction.)

=1



On notera aussi :
A={ueZYve Ao |y—o|> R}

oA = A\ A
BA =K\ A
(On aura remarqué que L est Bz-mesurable.)

Et on posera également Hy = > Jp.
Fak

Ainsi d’apres le calcul précédent :

jt PO (7a) Ma(dnn)

5 Z /MA o(t nA)) divy <exp(— 0] )VI»‘P> (nx) my&x(nx) Ax(dnz)

keEA

Z /MA (Z)A)) divy (GXP(—;(%)VW> (14) mea(na) An(dna)

“(t 5 [, exet T4 aiv, (exp(~Z509p) 1) mizlo) Ma(em)

keBA

o(t) - .
=52 Z [, 975TA) divi (98,6V10) (1) 70 (10) An(dna)

t) > / 954(1z) divk (95,:Va) () mea(nx) Ax(dng)

keBA

Z/MA< (mm) (1), gAt(nA)VksO(nA)> Aa(dna)

k

20 v /MA< (m;j)(m,gM(nA)vkso(nA)> Az (dn)

kedA k

o(t) . my
Y /MA #mn) dive (“vtv" ( o

:j)) (7a) Aa(dna)

o(ﬂ 5 o) divs (05,9 (4 ) () Aatane)

2 kedA At

Ceci étant vérifié V ¢ € D, Bj-mesurable, on peut conclure que :

0

7T (ma) = a(t > divg (S’Atvk ( )) (n4)

kek
O'(t) . my &
— E d 1:VpE | —= 5r) A 5
+ 2 Z /MSA v (gA,tVL <9K,t )) (77A778A) aA(dﬂaA)



ce qui est "équation de Fokker-Planck généralisée, pour les (ma )0, Accze-

. , d
Nous allons appliquer ce résultat au calcul, pour t > 0 et A CC Z2, de EI Az(my).

Notons que la formule de Girsanov pour le processus ((X;)a)i>0, & valeur dans M, nous
permet de voir que pour tout ¢ > 0, m; s > 0, ce qui justifie les calculs suivants :

d ad 0
dtIA t(my) = /MA aln(gA,t) msp dAy + /MA B'zmt,A dAp

Mt A

+ In(

o "Cong) ﬁtm“‘ Pa

Mais le premier terme vaut

/MA gt [U(t) +1n(/ exp(— (t)) d)\A)] myp dAp
= é—lz (;m) ./MA Un men dApy — % (O'_ét5> /MA Uar gas dAa

d 1
= Et— (;m) /MA Ua (mt,A - gA,t) dAa

d
Quant au second terme, il est nul, car il vaut = / mya dAs.

Reste le troisiéme (le seul qui soit non nul si la température est constante), il vaut :

U(t) MEAN . mMe A
T 2 /MA 111(—9—;:) lek (QA’th ( )) d/\A

kek ght
o(t) my A My K
+— E / In div <g v ( )) dAz
9 it MEA ( gas ) k AtVEk gA’t A
o(t) / my A My p
= —— Vil —~), V : dA
2 % MA < ¢ In( A ) ¢ (gA,t )>gA’t A
o(t) < my A ( ‘K >
- E Viln , V : dX
2 e /]\/!7\ k In( ) k s GRt GAR

= _E;i) S A <Vk (mt’A) s Vi (mt'A>>gA,t dAx

A m
ke A M trA gA,t gA,t

O < (mt"‘) ) Vi (mf"‘>>g,x,t dAs
KEDA MA My A gAg 9i
2
-2 % [ | Vi g dha

kel




my, 9x, my
Z/ <gAt ( tA) ’ At—vk( fA>>mt,K Az
keBA M A gAt LELOW N gRt

Mais I'inégalité de Schwartz nous permet de majorer cette derniére expression par :

U(t) ga ? mi A z % 9x 2 My K 2 5
— t t : .
, v M A d)\— —_— v 1 _ dA"
2 keZéA (/MA (mt,A) kgA,t A A) (/Mi\ (mt’[\) \ kgl_u LN A)
Z F(mat, A, k)T F(my,t, A, k)2
ke3A
2
ou f(mt,t, A, k‘) :/ Vkln( ) my A d/\A
M ga
|V myal? IV Hyl?
<2 1oE Al Vi Hg|”
- [/MA ™My, A A + Ms o(t)? M dAn

Ainsi, grace & (2), on voit que pour tout T > 1, il existe un C(T") > 0 tel que :

VACCZ' VEkeh Vie [51;

F(me,t, A k) < C(T)

T],

On a donc, en posant a(T) = L sup o(t) C(T), montré la
[l

Proposition 3

VT >1,3C(T) >0, tel que:

VACCZ Vie [%T]

diym) d [ 1
=i -5

+20(t) Z/

kek

) /MA Ua (mt,A - gA,t) dAa

P

C’est en se basant sur la proposition précédente, ainsi que sur les inégalités Sobolev-logarith-
miques présentées & la section 3, qui nous permettront de traiter le terme

> o |7

de I'expression précédente, que nous obtiendrons des inégalités différentielles pour I;(m;).

2

gas dha| < |OA|C(T)

2
ga dAp
[

Enfin, réécrivons un fait, qui se trouve dans la démonstration du lemme 3.3 de [2], et qui
jouera un role dans la démonstration du résultat de la section suivante.

10



Proposition 4

Soient (), 7, Q) un espace probabilisé et N une variété riemannienne munie d’une
probabilité A.

Soit F' une fonction mesurable sur N x ), minorée par une constante strictement
positive et différentiable en la premiére variable. Supposons que |V, F| soit borné, et
posons, pour £ € N :

f@) = [ F(a,y) Qdy)
Alors :

2 2
/ﬂcp\g I—Md)\@dQ
N f nxy F

11



3. Inégalités de Sobolev-logarithmiques

Le résultat présenté dans cette section est tres important. Il s’agit d’un des fondements de
I’article.

Commengons par rappeler une propriété essentielle des inégalités de Sobolev-logarithmiques :

Soient Ny, N, deux variétés riemanniennes munies respectivement des probabilités uy et us.
Supposons que pour 7 € {1,2}, p; satisfasse les inégalités de Sobolev-logarithmiques suivantes :

Vfe Cl(Ni),
[ P10 dus < o [ IV dpi+ [ £ dui 1n([ 72 dw)

ol a; est un nombre positif. Une telle constante sera dite un coefficient admissible pour les
inégalités de Sobolev-logarithmiques (en abrégé LS.L.) satisfaites par p;.

La propriété remarquable des I.5.L. est leur comportement par passage au produit tensoriel :
dans le cas précédent, un calcul simple montre que y; ® po satisfait des I.S.L. , un coefficient
admissible étant sup(ay, az).

Ce résultat se généralise immédiatement pour n variétés riemanniennes N;, 1 <£i¢ < n, munies
respectivement des probabilités u;, 1 < ¢ < n, vérifiant des L.S.L. avec pour coeflicients admis-
sibles les a;, 1 <2< n. g3 ®--+ @ p, satisfait alors des 1.S.L. , un coefficient admissible étant
sup(ay,...,a,).

Rappelons également le résultat suivant, qui se trouve, par exemple, dans [4].
Soit NV une variété riemannienne, compacte et connexe, munie de A la probabilité associée &
la structure riemannienne. Soit y une probabilité sur N, absolument continue par rapport a
o , . d
et telle qu’il existe n > 0 vérifiant 5 < d—l; <L
Il existe alors a > 0 (dépendant uniquement de 7 et de N ), tel que p satisfasse des 1.S.L. avec
pour coeflicient admissible a. Insistons sur le fait que ce coefficient reste valable pour toutes les

dv
— < pi
ax =

Revenons a notre contexte, et introduisons les spécifications associées 3 la famille J et ala
température o(t).

Pourt >0, A CC Z% n€ X et 24 € M2,

probabilités v sur N vérifiant v < X et 5 <

on pose :
1 1
Gpin(Ta) = Znen CXP(—EE F§¢¢ Jr(zan))
1
oﬁZ,,——-/ exp(——— Jr(zan)) d\(z
ra = [ ( J(t)Fr%éw F(zan)) dA(za)

dG 1, désignera la probabilité Gy ¢y(za)dA(zy) (sur MM).

12



Pour p € IN* et ¢t > 0, on définit a(p,t) comme étant la plus petite constante a vérifiant :
p

VneX,V feCH (M)
Jogny £10G7) dCryin S a [ VIR dCryint [ FdGrpen ([ | fdGryn)
Remarquons que, d’apres le second rappel fait ci dessus, on a bien a(p,t) < +o0, d’ailleurs on

s'intéressera, ultérieurement, au comportement, a p fixé, de a(p,t) quand o(t) — 0, en utilisant
les résultats présentés a ce sujet dans [5].

On se propose de démontrer la
Proposition 5
Il existe A > 0 et B > 0 tels que :
VpneN*, V>0, VYgeCi(M*r), Vne X,

[ 9*10(6) dGrvpin < (@lp,) V B) [ [Vl dGirppe
A d,_d-1 2
+0( y P / 9" dGa, i

+/g2 dGAn,p,tm In [/ 92 dGAn’p,t,n}

ou le cube A, , est défini par

Ap={ueZ®|V1<j<d, —npR <u; < (np+n—1)R}

Dém. :
On va commencer par quadriller A, ;

Pour ¢ € {1,...,n}%, on pose :
A ={ueZ® |V1<j<d, —npR+ (2p+1)(;; — 1)R < u; < —(np+1)R+ (2p+1)i,R }

Les Ag?p forment une famille de translatés disjoints de A,, inclus dans A, p, et deux & deux
hors de portée d’interaction.

La figure ci-dessous, dessinée pour d = 2, éclaircit la situation :

13



On posera également T, = | J Aﬁj}p, et Rop = Anp\Tnp -
'ie{lv"‘vn}d
(i.e. la partie hachurée dans le dessin.)

On supposera dans la suite que 5 € X et ¢ > 0 sont fixés.
Soit f € CY(MA»»), f >0, et telle que /f2 dGy, pin = 1.
On introduit les probabilités suivantes :

dGy,p sera la restriction de dGy,, .y & la tribu Bg,, ,, on la considérera donc aussi comme
une probabilité sur MEn»,

dGnp,e sera une version de la probabilité conditionnelle & ’événement zg, , = o (i.e. on
conditionne par rapport a la tribu Bg, ), sous la loi dG,, ,.in

ng)p . sera la restriction de dG,, , . & la tribu B A, et on la considerera également comme

une probabilité sur M ALY (notons que cette probabilité s’écrit aussi dG A, by ol yg,, = ® ef
YZ\Rn,, = Uzd\R,,,,,)
Ainsi on a :

dG”*p’TRn,p (anm) = ® dG(z,)p,xR p(xAEf,)p)

ie{1,n}d
dGnrp(an,p) dGnypyan’P (an,P) = dGAn,pytvn(wAn,p)

Mais, par invariance par translations des potentiels d’interactions, il est clair que pour tout
TR,, € MP~r et pour tout i € {1,---,n}4, G,SNR - satisfait des I.S.L. avec pour coefficient
admissible a(p,t). D’autre part, comme l’indique le produit tensoriel dans une des formules
précédentes, pour zg, , fixé dans MFrr les coordonnées dans différents Ag’)p sont indépendantes
sous dGn,p,an’p. Ainsi en conditionnant par rapport & la tribu Bg, ,, et en appliquant le premier
rappel de cette section, on obtient :

[ P10(?) dGypin = [ dGusp(ara,) | £10(f) dGrp,,
a(p,t) [ . dCny(an,,) /

MTn,p

[ s Cnslanny) [ PG, [ [ G,

M&En,p

Ian,pf|2 dGn,p,

ZRn,p

Posons ¢ = f2.G, .t (qui est donc une fonction sur M*=r), et notons dg la probabilité
qdAy,, associée (elle dépend, en fait, de n, p, ¢, et 7).

dg
dGAn,pyt:ﬂ .

Ainsi f? est la densité

Mais notons dg,; la restriction de dg & la tribu Bg,,. /MT f2dGn,p,mRnp apparait alors
n,p ¥

d
comme la densité —=2 ——(ZR,,)-

dG,p

14



En effet, si F' est une fonction Bg, ,-mesurable, on a :

/MAH‘P Fdg = /MAn.p Ff* AG Ayt

=/ F (_/MT,,,,, f2 dGn,p,an,p) dGn,p(an,p)

Mais on a aussi :

dgn,p
/MAn,p I dq = ,/MRn,p F dqn,p = ]MRn,p F (———dGn,p) dGn,p

ce qui prouve ’affirmation précédente.

dgn dG,
Notons, tout naturellement, g, , = Inp et Gpp = —% |
d/\Rn,p d/\an
Ainsi :
2 2
iy @Gno@rns) [ PdGupe,,In [ [ dGn’p,an’P]

— dgnp
= Jarns (dGn,p) np

= A Rnp @np 10(4n,p) d)\R",P - /MR"»P ln(Gn,p) dgnp

On va s’interesser au premier terme de cette derniere expression. Soit B un coefficient ad-
misssible pour les .S.L. vérifiées par la probabilité riemannienne sur M. D’aprés la propriété
rappelée au début de cette section, B est aussi un coefficient admisssible pour les 1.S.L. vérifiées
par les Aa, ceci V A CC Z®. Ainsi, puisqu’il est facile de voir que /g, appartient & C*(MFne),
on a:

/Mﬂn,p Qn,p ln(qn,p) d/\Rn S B/ IvR"vP V qnvplz d/\Rn»P

VR, 00,
4 /l R pq pl d}\Rn’p

In,p

o up(@ra,) = [ a(oR,r,) D, ()

on a donc, d’apres la proposition 4,
\Y% z \Y% 2
/l Rn,p Qn,PI dARnp S./l Rnp Ql d)\Anp
Gnp ' q

2
an,p GAn,p,t:"l

q dAA,,
GAn,pvtyn *

V=g q2
s/ —3—‘ quAn,,,+/

2
_ q
a / |VR"’P ln <GAn,P:t"’7)

@ Dy +2 [(VR0y(@) ) Vroy 10(Gippi)) dha,

15



2
AGnpitn =2 [ Doy 1(Grpin) dg

q
=4 / VR |
Rn’P GAn,pytﬂ?

2
=4 [V, f| dGhnpin =2 [ Doy 10(Ginpin) da

En résumé, on a montré :

[ £10(5) dGappin < alp,2) [ IV, ,f 4Gy
+B/ !VRn,pflz dGAn,p,t,"? +_/hn,11ytm dq

N B
ol Appin = —In(Gyp) — EAR"”’ In(Ga,,tm)

Mais, d'une part, o(t)||Ax In(G4,, ,.t0)llco st uniformément borné pour n,p € IN*, k € A, ,,
o(t) > 0 et n € X (par invariance par translations des potentiels), et d’autre part, si on note v la
restriction de dGy,, 1,4 & la tribu By, ,, on peut écrire

exp (—a(t)—l ZFan,p;e@ Jr( . :L'Tn’p))

Gup( )= [ 2 dv(ar, )

ol Z est la constante de normalisation.
Ainsi, il existe une constante A’ > 0, telle que :

Vn,p,Vt>0,Vne X
AI
”hn,p,tm”oo < _"]Rn,pl

a(t)
n—1y\% 1
mais |Rnpl < (n—1) (2(np + T)) Ri-1
Il existe donc un A > 0 tel que :
Vn,p,Vit>0,VneX
A
< ——nipt-
|2 pitinllco0 < a(t)n p

La proposition découle alors, pour un g > 0 général, en considérant

g
f=
\// 92 dGAn,p,t,r)

, puis pour un g > 0 quelconque, en approximant g par ¢ + ¢, avec € > 0.

a
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4. Cas ou la température est constante

On se propose, dans cette section, de démontrer le théoréme 1.

La clé de la démonstration est, comme nous ’avons déjd annoncé, de prouver que Ii(m,) vérifie
certaines inégalités différentielles et, plus précisément, une famille d’inégalités du type :

‘Ut(mt) < a® — b(P)[t(mt) , p.s. pour t >0
dft(mt)
dt

(on montrera que ¢ — I;(m;) est absolument continue sur )0, +oo[, et on notera alors la
dérivée au sens faible)
ot pour tout p € IN*, a® et () sont deux nombres positifs tels que :
a(p)
poes p@)

Le théoreme 1 découlera alors d’un lemme classique.

Remarquons que, puisque la température est constante, on peut supposer queV ¢ > 0, o(t) =1,

quitte & remplacer J par et a renormaliser le temps. D’autre part, I;( . ), les Iy ;( . ) et les

o(0)

ga,: ne dépendant plus, dans cette section, de %, on ne le fera plus apparaitre dans les indices.

Précisons, d’autre part, qu'une démarche légerement différente efit été d’obtenir, A partir des
inégalités différentielles pour les Iy, (m;), des estimées sur ces quantités, puis de passer 4 la limite
quand n tend vers U'infini. Cette méthode, que nous utiliserons dans le cas ott M est un ensemble
fini, nous permettrait de nous passer des deux lemmes suivants.

lemme 6
| t — I(m;) est absolument continue sur ]0,+oc0] .
Dém. :
Pour A CC Z% et ¢ > 0, écrivons
dIA(mt)

= e

keA

2

(3) ga dAn + Ry p

o

Il est facile, & partir de la démonstration de la proposition 3, de montrer que pour tout T > 1,

il existe une constante C(T") telle que :

YVAcCcCc Z% Vte [;,T]

|Real < C(T)|0A

17



myi A

(car on peut borner » /

kedA
de la section 2 et 'invariance par translations des potentiels.)

ga dAp par un terme de cette forme, d’apres les résultats
p ; daap

Soient v > v > 0et T > 1 tel que [v,u] C [%,T] )

On integre alors 1’égalité précédente entre v et u, pour obtenir :

2
_ u mt,A u
Iy (ma) = Is(my) = —2 / ( /M V| o d)\A) dt + / R,y dt
Mais pour k € A :
my A 2
1
Y M N
/MA Vi o | 984
4/ A n(mtA> mea dhy

=l</ Md,\A
4\/mr myp

=2 [ Aulin(gn)) mia dn

+./MA [ Vi In(ga)l? mea d)\A)

Soit V = Z Jr 1 & = IR . 1l est clair, du fait de l'invariance par translations de m; et des
F30

potentiels d’interactions, qu'il existe une constante C; > 0 telle que V A CC Z?, V¢ > 0,

1
A > /MA(—2Ak(lngA) + |V Inga [*) mua dAa
ke

A
—-/ 200V + [VoV|?) dmy|< clli\"
Nous allons choisir des A particuliers : prenons A = Ays, ainsi en découpant Asn en 2¢

translatés disjoints de Agn—1, et en utilisant la proposition 4, ainsi que I’invariance par translations
de my, on s’apercoit que

1 |vA2n mt,Agn ]2 1 lvAzn——l mt,Azn—-l l2
WamMeen D gy > dr
[Aon| Jaghon  myp,, |Agn—1| Jaghon-1 M

Azn—l
an—1

Les trois faits précédents nous permettent d’utiliser les théorémes de convergence monotone

18



et dominée pour obtenir :

lim ———

A, A | GAon AAp,, di
2" kGA n

’ t,Aon
U
. mi A
= / lim / Vi, [ —=2%
u n—+0Q0 |A2n| kEA " 211

2
/ t Agn

et remarquons que gréce a (2), D; est uniformément borné sur les intervalles compacts de ]0, co]

GAsn d)\Azn} dt

Posons d’ailleurs

Dt:

gAgn dAAzn

m
n—00 |A2n| k€A2n

(notons que (2) nous permettrait également de nous passer de I’argument utilisant la convergence
monotone, et de n’utiliser que la convergence dominée).

On a d’autre part :

lim — T () = ()

nh_r,go lA |IA2n (mv) = I(mv)
13A2"| n—oo
Ria,. dt] < T
IAan / tA2 | (u ) ( ) |A2n| —-_)0

ce qui implique qu’en prenant A = Ay dans (3), en divisant par |A,m| cette égalité, puis en
q plique q p P g » P

passant a la limite, quand n — oo, on obtienne :

I(ma) = I(m,) =2 [ "D, dt

0
. . . dr. .
La démonstration précédente nous fournit en fait une expression pour () , qui est :
1
"‘2Dt = —= [/ (lVonz - 2A0V) dmt

2Jx

) 1 Vi |

+ lim 1 [V menga oy Ay

n—+o0 |A2n| MAgn kEAgn Mi Ao

Mais cette derniére limite vaut également :

1 |V mya,|?
N 00 IA ] ]\/IAnk cAn Mt An

dAa,
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En effet, si pour A CC Z¢, on note

= [, 5 T,

keA miA

on se persuade facilement, grace 3 la proposition 4, que A( . ) posséde la propriété de sur-additivité,

d’ott affirmation précédente d’apres un résultat classique sur les fonctions sur-additives (cf. , par
exemple, le lemme 15.11 présenté par Georgii dans [6]).

D’autre part, il est clair que pour toute suite d’éléments (Mn)n>1 de X (qui représentent les
conditions aux frontieres des (A,)n>1), on a :

/X(|V0V|2 - ZAOV) dm,

= Jim 7 /M o S IVeI(Gapra) P = 284 In(Gr,,)] e, ddn,

k€An

(rappelons que les G, ,, sont les spécifications définies a la section 3.)

On a donc montré le résultat suivant :

Lemme 7

p-s. pour t > 0,
V (Mn)n>1 , suite d’éléments de X,

dI(mt) Z /

S dt n—00 |A | ver.

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le résultat annoncé au début de cette
section.

Proposition 8

Soient A, B et a(p) (pour p > 1), les constantes qui apparaissent dans la proposi-
tion 5 (ot on suppose que la température est normalisée : o(t) = 1).
Alors, p.s. pour ¢ > 0,
dI(mt)
dt

d—1

< ~2(alo) v B 1) - A

Dém. :

Pour ¢ > 0, on applique la proposition 5, avec

_ Mt Anp
9= G
An,pyiin
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pour obtenir, du fait que /g2 dGp,pme =1,

In | ZtAne dhy < VB/ by
/ ( Anpmn)mtl\np Anp—(a ) GAnp,nn

On divise alors cette inégalité par |A, ,|, puis on fait tendre n vers 'infini.

dGAn alin -+ And d-1

1l est facile de voir que le membre de gauche tend vers I;(m;) et que

ndpd=1 pi-1
1 =A
SBATT T e D
On obtient donc, d’aprés le lemme 7,
1 d](mt) pd_l
<
Ii(m) < 2(a(p)VB) dt +A(2p+1)de

ceci p.s. pour ¢t > 0.

On a donc montré que p.s. pourt >0, et V p € IV*,

dI(mt)

— < aW — b(p)I(mt)

») P )
avec a P} = Amb P
b® = 2(a(p) v B)™?

Ainsi, si on applique, pour un p € IN* fixé, le lemme 9 qui suit, on obtient que

a(P
lixgiigp I(m;) < o)
Mais
a® pt psoo

—= 0

=A
b») (2p + 1)¢R?
d’ou le résultat annoncé au théoreme 1. (On aura remarqué qu'une application de la formule de
Jensen nous montre que I( . ) est une fonctionnelle positive sur les probabilités de X'.)

Il nous reste a montrer un lemme classique sur les inégalités différentielles. Nous présentons
ce résultat sous une forme plus générale que celle dont nous avons réellement besoin ici, car nous
le réutiliserons dans la section suivante.

Lemme 9
Soit f :]0,+4oo[— IR une fonction absolument continue, satisfaisant, p.s. pour
t > 0, l'inégalité suivante :

ft’ <ap— btft
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oua, b : [0,+co[— IRy, sont deux fonctions mesurables, localement intégrables,
telles que :

. . ay
Soit a = limsup —
t~r00 t

On a alors limsup f; < «

t—roco

Dém. :

t
Posons g; = exp( / bs ds)f;. g est une fonction absolument continue sur ]0, +oo[, et p.s. pour
)
t>0: . .
= (f; +b:.f1) exp(/0 bs ds) < a; exp(/0 bs ds)

douVit>ty>0,
t s
9t < Gt +/t as exp(/o by du) ds
0
puis

¢ : t s
fi < fi, exp(— /to bs ds) + exp(—/0 bs ds)/t as exp(/0 by du) ds

Soit € > 0. Choisissons %, tel que pour s > tg, on ait %s— <a+e

§

Alors
fi £ fiexp(— /b ds) + exp(— /b ds)/ a+ebexp/ b, du)

= fi, exp(— /to bs ds) + (a + ¢€) exp(—/0 bs ds) [exp(/0 bs ds) — exp(/oto b, ds)]

tr00

—3 «o+e€

Ceci étant vérifié V € > 0, le lemme est démontré.
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5. Cas ou la température décroit vers 0 en ’infini

On va démontrer, dans cette section, le théoréme 2, et le fait qu’en dimension 1 (i.e. d = 1),
la constante ¢ apparaissant dans ce résultat est finie.

La démonstration du théoréme 2 est, dans son principe, trés proche de celle de la section
précédente. Notamment on va chercher & montrer que o(¢t);(m;) satisfait une famille paramétrée
d’inégalités différentielles du type :

do(t)L(m) _

7 b(p)a(t)] (m:) , P.s. pour t assez grand

ou pour tout p € IN*, al®), b sont deux fonctions continues et positives, vérifiant, sous les

conditions énoncées au théoréme 2,

/wbg”) dt = +oo

ol lim,_,, €(p) = 0
Le lemme 9 nous permettra de conclure.

Le lemme suivant est 1’équivalent, dans le cas ol la température est variable, des lemmes 6 et
7 de la section précédente.
Lemme 10

L’application t + Iy(m;) est absolument continue sur ]0,+ocof, et il existe une
constante Cy > 0 telle que :

p.s. pour t > 0,V (7,)n>1 suite d’éléments de X,

dIt(mt) mt A
_— G dA
d keA GAn’ . At An
d 1
Ydto(t)
Dém. :
Pour n € IN* et ¢t > 0, posons :
1 dIA n, (m ) d 1
(4) Hn,t = ]Aznl 2dz A El—_z (m) /MA2n UAzn (mt,Azn - gAzm,t) dAATn
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La démonstration de la proposition 3, ainsi que celles des lemmes 6 et 7 nous permettent de
nous rendre compte des faits suivants :

Si on décompose H,; en la somme H, ; (1) + H,(ft),

]Vk My A |2
> [ Bl gy,

keAzn M Agn

2
HE) = = o
14 lA2nl ( )

alors :

e H, ( t) converge, quand n — oo, uniformément pour ¢ dans les compacts de 0, +ool, vers une
quantité H, 1) qui est uniformément bornée pour ¢ dans les ensembles bornés de {0, +oo].

. Hfm) croit, quand n tend vers l'infini, vers une quantité H; (2) qui est uniformément bornée

pour t dans les compacts de ]0, +ool.
Et pour toute suite (7,)n>1 d’éléments de X,
2
HY + H(2) = 20(t) lim — / A
! TL—#OO |A l kEZA MAn GAnyt1"7n.
Notons H; cette derniére quantité.
Soient u > v > 0. On intégre ’égalité (4) entre u et v, pour obtenir :
1 1 u
-1 nalMey) — ——1, n,v 'u:_/ Hn di
|A2n| Az ,(m) !Azﬂl Azy(m) . it
v 1 d 1
— Un,. n— OAoni) AA n) dt
= (a(t)> (g Ut = g1 b,

Mais d’apres les rappels faits ci-dessus, on peut appliquer les théorémes de convergence mono-

tone et dominée pour pouvoir intervertir la limite et la somme dans le premier terme du membre
de droite :

GAntim GAn,

i [Hoodi=[TH a

D’autre part, il existe une constante C; > 0, telle que :

C
VACCZ?, |Urleo < —21|A|

ainsi, si on note || . || la variation totale :

2= ) e 4
/v dt <a(t)) |Agn| Jaan Ungn (M, GAgnt) dAp,, di

Cy rv|ld 1
- _5:./11 I%m)—l ”(mthzn ~ JAgn t)-Angn || di

solf“

d 1
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Mais on a, par définition :

1

Jim, T ana(mo) = L(m,)
1

llm I nulMy = Iu My

I TR A () ()

d’ou, pour tout u > v > 0,

|

|Iu(my) — I,(my) +/vu H; dt| < Cl/ dt o (1)

v

Ceci nous permet conclure que ’application ]0, +-00[> u — I,(m,) + [ Hy dt est absolument
1

continue, puis que ]0,+o0[d u — I,(m,) est absolument continue et que p.s. pour t > 0

d1m,) 41
dt

@ T ()

<y

O

Nous sommes maintenant en mesure d’obtenir les inégalités différentielles annoncées.

Proposition 11

Supposons que pour t > tg > 0, o(¢) décroisse.

Soient A, B et a(p,t) (pour p > 1, t > 0) les constantes qui apparaissent dans la
proposition 5.

Alors V p > 1, p.s. pour t > ty,

do(t)I:(my) 1

d 1
) < Guotg (555) —2eleo) VB ot tm) - A

d—1

Dém. :

Comme dans la démonstration de la proposition 8, on applique la proposition 5 avec

g= Mt An,p
GAn,pstﬂ?
(oup,ne IN*, ne X et t > 0)

pour obtenir :

2
/1 ( M Anp ) Mt A, DA, < (a(p,t) V B)/lv T Anp
GA‘n 1y 2] :”l ’ ’

A
d d-1
dGAn,pyt,'n +
GAn,Pstfn

o) "

Divisant ceci par |A,p|, puis faisant tendre n vers I'infini, il apparait, en appliquant le lemme
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10, que p.s. pour ¢t > 0,

Im) < (alp) v B) (- ey |41,

stol]) s
dt o(t) o(t) (2p + 1)4Re

20(t) dt
d’ou
dIt(mt) -1 pd_l d 1
< —20(t t)VEB —_—
a = eV By t) (2p + 1)¢R? G dto(t)
Mais pour t > t5, o(t) décroit, ainsi ( et a% 2 0. D’autre part, comme nous
o
lavons déja indiqué, I;(m;) est une fonctlonnelle positive sur les probabilités. On a donc
7 = = L(my) + o(t) —g

< -—2a(t)(a(p,t)vB)—1 [a(t)]t(mt)—A P

(2p + 1)¢R?
d[1
+0o) (55)

Ainsi, si pour t > {9 > 0, o(t) décroit, on a montré que
Vpé& N, ps. pour t > tg,

da(t)]t(mt)

— — 8P o (t) I,(my)

d—1
® = o) (L) g P
[ =000 () H i
b = 20(t)(a(p,t) V B)™

Pour pouvoir continuer le calcul il faut évaluer, pour un p fixé, a(p,t) quand o(t) tend vers
0. Les estimations dont nous avons besoin découlent immédiatement du résultat suivant, di &
Holley, Kusuoka et Stroock (cf. théoréme 1.14 de [5] et théoréme 3.21 de [4]).
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Théoréme 12

Soit N une variété riemannienne, compacte et connexe et soit I/ une fonction C*
définie sur N.

Pour o > 0, on définit la probabilité

@)y (ax)

(e

i) o

ou A est la probabilité associée a la structure riemannienne de N et Z, est la constante
de normalisation.

Soit ¢(N,U) la constante associée & N et & U comme dans la discussion précédant
I’énoncé du théoreme 2. Il existe alors deux constantes ¢ et a (qui ne dépendent que
de N et de ||U|c) telles que, si on pose D = sup |VU|(z),

zeN

e(N,U)

ar(N,U) = q((1 V o7 1)D)* exp( )

est un coefficient admissible pour les 1.S.L. vérifiées par pu,.

Reprenons les notations d’avant le théoréme 2. On applique le théoréme précédent avec,

pour un p € IN*, un ¢ > 0 et un 7 € X (la condition au bord) fixés, ¢ = o(t), N = M»» et
1

U(.)=—=

Z Jr( . m), ce qui permet de constater qu’il existe deux constantes v, > 0 et
o(t) FAp#0

pp > 0, ne dépendant que de J, M et de p, telles que pour tout £ > 0 on ait :

a(p,1) < B(1V o(t) ) exp(—E5)

(car le théoréme 12 nous permet d’obtenir des estimées uniformes en la condition au bord de A,).

On notera dans la suite (p,),>o une suite d’entiers, croissante vers I'infini, telle que
Jim g, =
Nous sommes maintenant en mesure de prouver le théoréme 2 :
¢eSic<oo:
Supposons que pour t >ty > 1 on ait
K

O =

, avec K > ¢

Remarquons que pour n € IV assez grand on a K > ¢,,, ce qui nous permet de voir que pour
de tels n, il existe 0 < B, < 1 tel que pour ¢ assez grand on ait

bgp") 2 t—/@n

Il en découle immédiatement que
/ b dt = 400
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et (o)
a Pn pd—l
h 4 < A n
e 3 = A p, + 1R

ainsi d’apres le lemme 9, on obtient

d-1
. vh
limsup o () I(m.) < Am

Ceci étant vérifié pour tout n assez grand, il s’en suit que

limsup o(t)I;(m:) =0

1—r00
e Si ¢ = co (mais ce qui suit est également valable si ¢ < co) :

Supposons que pour ¢ > t5 > 1 on ait

oit K( . ) est une fonction croissante en I'infini vers 'infini, telle que o( . ) décroisse vers 0 en
Iinfini.

. . . 1
Soit p € IN™. Il existe t; > ¢y tel que pour ¢ > ty, on ait K(¢) > ¢, +2 et bﬁ”) > exp(—&’i—

ce qui permet de voir que
Vi>ty,
P > t_(%%>
d’ot,
o)
[ 89 at = +oo

D’autre part, on a pour tout ¢ > ¢,

d 1 d (@)
dto(t) %(F(?))

11 1 d
= Toi waE MOzE0
< 11
- K(t)t
ce qui implique
lim sup LC’lo'(t)il——l— =0
toco b dt o(t)
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puis,
gp) pi-1
li <A
T W = e+ )R

Une nouvelle application du lemme 9 nous révéle que

pd——l

liltrisoljp a(t)I(my) < Am

Et puisque ceci est vérifié pour tout entier p, on en conclut que :

limsup o(t)[;(m;) =0

t—00
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Pour terminer cette section, montrons qu’en dimension 1, ¢ < oo est toujours vérifié.

Proposition 13

Soit L= [|Jr]lco-
F30

Sid=1,onac<2L(2R—1).

Dém :
Soit 7 € & fixé.
Pour n € IN*, on définit
Vn . M{l,...,n} — IR
z > Jr(zn)

Fn{l,..,n}#0

(rappelons que la notation zn est définie dans la premiere section. )

Posons également, pour ¢ € {1,...,n — 1},

‘/;',n . M{l,...,i} — B

z > Jr(2n)
{ Fn{i,...,i} #0
Fn{i+1,...,n} =0

7 MtLeny R

?

1

z

> Jr(zn)
{Fﬂ{i—{—l,...,n}#@
Fn{l,...,i} =90

Soit z € ML} minimisant V,. Pour démontrer la proposition, il suffit de montrer que pour

tout z € M{l"“’”}, il existe un chemin ¢ : [0,1] — M} o] que ©(0) = z, o(1) = 7, eb tel
que V0 <1<,
Va(o(1)) — Va(z) < 2L(2R — 1)

(En effet, il est facile de voir que le sup. sur z,y € N qui apparait dans la définition de ¢(N,U )
(donnée dans la premiére section) est notamment atteint pour un couple (z,y) avec y minimum

de U).

Remarquons que si n = 1, tout chemin vérifie :

sup Vi(p(%)) — Va(p(0)) < 2L

0<t<1

Pour n > 1, définissons le chemin ¢ de la maniere suivante :
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Soit 1 < ¢ < n, pour

<t < - go(t) est un chemin reliant 2{1,.i~1}L {i,...n}T] A
n
2{1,..}T{i41,...,n}70, ne modifiant que la i*¢ coordonnée.
On change donc les coordonnées de = en celles de z les unes aprés les autres, en allant de la
gauche vers la droite.

Mais d’apres le cas n =1, on a
1 —1
n

v <t<

3[&.

Valo(t)) — Valzq,.i-iy i, my) < 2L

Il suffit donc de montrer que V2 < i < n,

Val(za,..ic13%4i,n}) — Valz) < 4L(R —1)

Nous allons démontrer ceci par ’absurde :

Supposons qu’il existe 2 < ¢ < n tel que

Va(zq,..i-13% i, n}) — Va(z) > 4L(R — 1)

Il est clair d’une part, que

Va(zgt,ic1328irm)) < Vicrn(2q,.i-13) + Vie 1n(2imy) + L(R—1)

et d’autre part, que

Va(z) > V;'~1,n(${1,...,z'—1}) + ‘Z—l,n(m{i,m,n}) ~ L(R—1)
ce qui implique, vu I’hypothése faite ci-dessus, que
Vicin(2(1,.i-13) — Vicin(2a,.ie1y) > 2L(R - 1)
d’ou,
L(R—1)

n}) +
z—l,n(z{l,...,z—l}) - 2L(R ) + ‘7 (Z{,, n}) + L(R )
V. (z)

Vn(w{l,..‘,i—l}z{i,...,n})

IN A CIA

ie.

ce qui contredit la définition de z.
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6. Application au recuit simulé

On va présenter quelques conséquences du théoréme 2, ayant trait & la convergence de ’algorithme
de recuit simulé sur X'.

On supposera dans la suite que la condition suivante est vérifiée :
e m est invariante par translations
(Hy) e limy,,0(t)=0
o limy o o(t)I;(m;) =0

On pose U = Z

F>0

T 7] (qui est I'énergie spécifique au site 0), et on définit I’énergie spécifique

d’une configuration z € X, par :

H(z) = hmsup IA [ > U(Sk(2))

€An—1

(Rappelons que S, est la translation de k)

Remarquons que H est borné (en effet, si on pose L = ||U||o, , H est & valeurs dans [—L, L)),
et n’est pas continu sur X', & moins d’étre constant, mais est mesurable par rapport A la tribu de

queue ﬂ BAcompl .
Acczd

Soit Hy = 21:2/{/ H(z) .

Le résultat suivant nous fournit une maniére d’évaluer Hy, et nous permettra de montrer la
convergence de l'algorithme de recuit simulé, sous ’hypothese (H,).

Théoréme 14

Supposons (H;) vérifiée.
Alors my(U) = my(H) =% H,
La démonstration repose essentiellement sur le

Lemme 15
Si on définit, pour € > 0,

B. —hgisoljp ]A | [/ », EXP (_E Z Jp) d/\An} ,

FcAy

alors on a : im B, = — Hj
e—0
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Dém. :
Pour n € IN*, posons :
Vo : X > R
z > U(Sk(z))
keAn—l
V.. ne dépend que des coordonnées dans A, et il est clair qu’il existe une constante Ci>0
telle que Vn € IN*,
Vo= 3= Jrlleo < CalAn \ Au]

FCA,

Ceci nous permet de voir que :

1
B, = liﬂsgp ﬁ In [A[An exp (—an) d/\A,,]

Prouvons, dans un premier temps, que B. < —Hy , V € > 0.

En effet on a :
€

l_A6_| In [/MAn exp <-%Vn) d/\An] < ™ In [/MAn exp (—% inf V;L> d/\An]

= —|7\1—| infV,

Or si 24, un élément de M*~ réalisant I'infinum de V,, soit 7 € X obtenu en “périodisant” z,

la période étant le sous-réseau 2nRZ®). 1l existe une constante Cp > 0 telle que Vn,pe IN*
p )

Vp(Z) _ Va(za,) |0A,|
< =+ Comrr
|Ang| |An] " IA]
Ainsi, si on fait p — oo, on obtient
~ Vn(‘”A ) IéAnl
< < -
Ho < HE) < T+ R
d’ol, en faisant n — oo,
infV,

Hy < liminf
n—0co nl

puis,
Be S _HO

I1 nous reste donc & montrer que :

limiglf B, > —H,
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Soit 6 > 0.

Remarquons que par uniforme continuité de U sur M1, il existe o > 0 tel que V y1,y2 € M A

Vie A
d((y1):), (y2)i) < a} = U(y1) —U(y)| <6

(d(., .) estla distance sur M induite par la structure riemannienne.)

Soit T € X tel que H(Z) < Ho + 6.

Pour n € IN*, posons :

Up={y € M* [ Vi€ A, dly;,5:) < a}

On a alors,

/ exp (—'lvn) dAp, = / exp (——an> dXy,
MAhn € Un €

1 1
= e ((—W(®) [, e (=2 w) ~ a(@) i,
> e (-20@)exp (~2aal) [ ana,
Soit § = ylél}& A{z / d(y,z) < a}), par compacité, on a 0 < B (< 1).

Mais alors,

dAy, > BAn
U,
d’o,
B. > —H(z)— 6+ ¢ln(B)
> —Ho—26+¢eln(B)
puis,

liminf B, > —Hy, — 26

e—0

Ceci étant vérifié V § > 0, le lemme est démontré.

Nous pouvons maintenant entamer la
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Dém. du théoréme 14 :

Rappelons que

. 1
otrim) =t iy (35 9] e

Fca

+|U/£i)| In [/MAn exp(— (t) > Jr) d)\An}

FCAn
t
(ljin)l -/MAn In(me,a, )m,a, dA A,,)

Mais, Ay, est une probabilité, on peut donc appliquer I'inégalité de Jensen, pour obtenir que

/MAn, 1n(mt’An)mt'An dAAn 2 0

D’autre part, en utilisant 'invariance par translations de m;, on s’apercoit que

n=00 || Jasan FCA

fim —— (Z Jp) mon, i, = / U dm,

Or le théoreme ergodique multidimensionel (voir, par exemple, le théoréme (14.A8), p. 302
de [6]) nous indique, du fait que m; est invariant par translations, que la limsup. qui défini H est,
p.s. sous my, une véritable limite. Ainsi, en appliquant le théoréme de convergence dominée, on
a aussi

] 1
d'ott,
/U dmt = /H dmt
puis,
O'(t)]t(mt) 2 mt(H) + Bo’(t)
1.e.

a(t)I:(my) — (Bogy + Ho) > my(H — Hg) > 0

Le terme de gauche tendant vers 0, quand ¢ — oo, on a bien que

Hm my(H) = Hy

t—00

Une conséquence importante du théoréme 14 est le résultat suivant:
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Corollaire 16
Supposons (H,) vérifiée.
Soit N ={zeX [/ H(z)= Ho}

M(X) ) des my, quand t — oo.
Alors n(N) =1

étroite).

Dém. :

Soit 7 un élément de P’adhérence (pour la topologie de la convergence étroite sur

ce qui montre a posteriori que N 0, car M(X) est compact pour la topologie
q a g

Le fait que les m, soient invariants par translations impliquent que 7 vérifie également cette

propriété. On a donc,

n(U) = n(H)

Mais par hypothese, il existe une suite croissante de rééls (tn)n>0, telle que lim,_, . t, = oo,

et my, ), 7. Ainsi, puisque U est continue, on a
7(U) = lim my, (U)
et donc, d’aprés le théoreme 15,
n(U) = Hy
i.e. n(H) = Hy, ce qui implique que H = Hy, 5-p.s. , par définition de H,.
D’ot, nWV)=1

Dans certains cas, on peut obtenir des résultats plus précis :
Supposons, outre ’hypothése (Hy), que la relation suivante soit vérifiée :

(Hg) a;eithl{[fAl U(JZ) = Ho

(on a évidemment toujours infyepm; U(z) < Hy.)
Soient
N={zeM" [|U(z)=infU = H,}

et
N={zeX |VkeZ (S(z))a, EN} (CN)

Remarquons que si N peut étre relativement facile 3 déterminer, N peut ’étre beaucoup

moins (il se peut que les éléments de A n’aient aucune propriété de périodicité).
1%
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On a alors, si  est comme dans le corollaire 16,
V) =1
lLe. 7 est portée non seulement par les éléments d’énergie spécifique minimale, mais par ceux
d’énergie totale minimale, ol I’énergie totale est la fonction

2 (U(Sk(-)) = Ho) : X = Ry U{+o0}

keZz?

Ce résultat découle immédiatement de 'invariance par translations de 7.

Pour finir, donnons un exemple classique qui vérifie la condition (Hz). 1l s’agit du modele
d’Heisenberg d’interactions aux plus proches voisins :

M = S, la sphére de dimension p € IN*, et U'interaction est définie par :

Jr(z,y) = —x.y,si F = {u,v} avec [u —v| =1

Jr=0 , sinon,
ou on a considéré les éléments z,y de S, aussi comme des éléments de IRP™!, z.y désignant alors
le produit scalaire canonique de z et v.

Dans ce cas Hy = —d, et N = {z€ (Sp)zd | Vi€ Z, ;= zo} ; il Sagit des éléments dont
les spins sont tous alignés dans une méme direction.
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