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COMPORTEMENT DE SPECTRES D’OPERATEURS
DE SCHRODINGER A BASSE TEMPERATURE

PAR
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Résume. — Sur un graphe fini M, on considere le générateur Lg, & la température
41 > 0, du processus du recuit simulé associé d un potentiel U. Soit 0 = Ag (9) =
AL (8) = .. = Aw—1 () ses valeurs propres. On étend un résultat de HOLLEY et STROOCK
sur le comportement asymptotique de Ap (), en prouvant que, pour tout 1 < < N —1,
il existe des constantes b; > a; > 0 (ne dépendant que de M) et ¢; (M, U) = 0, telles
que, pour tout 4 > 0, a; exp(—c; (M, U) 8) < =X (4) < bi exp(—ci (M, U) ), et on
donne une description géométrique de ¢; (M, U). De plus, en notant Ly= 951 oLgogs

(ott ga = exp (g U )) I"opérateur de Schridinger associé & L, on obtient la convergence

de la somme des projections spectrales de I:;; relatives aux valeurs propres ), () qui sont
telles que limg_ o B~1 (X (8)) = —k (pour tout k € {ey (M, U), ..., en—1 (M. U) }
fixé), et on identifie la limite. On généralise ensuite ce type de résultats au cas continu oll
Lg-=A-—f{VU, V-) sur une variété riemannienne compacte et connexe, en se servant du
comportement asymptotique de Ay (/3) donné par HOLLEY, KUSUOKA et STROOCK.

ABSTRACT. — On a finite graph M, consider the generator Lj, at the temperature
4~' > 0, of the simulated annealing algorithm associated to a potential U. Let
0= (8) > A1 (B) > ... > Av_1 () be its cigenvalues. We extend a result of HOLLEY
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530 L. MICLO

and STROOCK on the asymptotics of Ay (f), by showing that for 1 < i € N — 1, there
exists constants b; > a; > 0 (depending only on M) and ¢; (M, U) > 0, such that for all
B3>0 a;exp(—e; (M, U)3) < =X (0) < biexp (—ci (M, U) (), and we give geometrical
interpretation of ¢; (M, U). Furthermore, let Ly =g5"'oLsogs, where gg = exp g U)‘

be the Schridinger operator associated 1o Ly, we shall prove the convergence of the
sum of the eigenprojections (of L) corresponding to the eigenvalues A; () for which
limp— 4o A7 In(X (B)) = —k (for any ke {a (M, U), .., cN-2 (M, U)} fixed) and
identify the limit. Then we will generalize this kind of results to the continuous case where
Li =A-—F(VU, V-) on a compact and connected Riemannian manifold M, by using the
asymptotics of Ay (3) given by HOLLEY, KUSUOKA and STROOCK.

1. Introduction

On va étudier le comportement asymptotique, quand la température
tend vers 0, de la décomposition spectrale des opérateurs de Schrodinger
associés aux générateurs des algorithmes du recuit simulé sur un espace
discret, puis sur une variété riemannienne compacte et connexe.

Soit (M, u, ¢) un graphe fini irréductible et réversible : M est un
ensemble fini, & est une probabilité chargeant tous les points de M et ¢ :
M x M — Ry est un noyau de probabilités de transitions irréductible et
réversible par rapport a p. Soit U une fonction réelle sur M.

Pour tout 3 > 0 (qui représente 1'inverse de la température), considérons
le noyau de probabilités de transitions ¢ défini par, Vz, y € M,

exp(—B(U(y) —U@)+)a(z, y), siy#z

q3 (x, y) = {]_ . Z"#r q3 (z, z) , siy=ux

et 'opérateur Lj3 associé, agissant sur les fonctions réelles ¢ définies
sur M, par

Vo e M, Lyp(@) =)  _, (9()-d() (= v).

Ces opérateurs sont les générateurs des algorithmes du recuit simulé, qui
sont des procédures stochastiques de recherche des minima globaux de U
introduites par KIRKPATRICK, GELATT et VEccr [13] et GEMAN et GEMAN [5]
(ce sujet a ensuite été beaucoup étudié, voir par exemple, [6], (8], [10],
[31, 191, (11, [7), [2], [16] et [15]). Pour les liens qui existent entre le
comportement de ces processus et les résultats qui suivent, on renvoit aux
remarques qui précédent les références.
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Soit 413 la mesure de Gibbs (associée au potentiel U et la température
#~1) définie par

Ve e M, ps(x)= Z;l exp (—OU (x)) p(x),
ol Z3 = Z exp (—0U (y)) i (y) est la constante de normalisation.
! yeM

11 est clair que L3 est symétrique dans L? (u3), car g est réversible par
rapport & p3. Ainsi, L est diagonalisable. Notons

Xo(B) = M (B) > ... > An-1(B)
ses valeurs propres (ot NV est le cardinal de M). 1l est bien connu que
Ao (B) = 0 et que I'espace propre associé est I’ensemble des fonctions
constantes, du fait de I'irréductibilité du graphe. De plus, HoLLEY et
Stroock [10] ont montré qu’il existe des constantes by > a1 > 0 (ne
dépendant que du graphe (M, p, q)) et ¢(M, U) > 0, telles que, pour
tout B > 0, on ait

ay exp (—c(M, U) B) < =M1 (B) < by exp(—c (M, U) §),

et ils ont donné une description explicite de ¢ (M, U) en terme d’€lévations
de chemins (voir la section suivante). On va étendre ce résultat a la valeur

propre \; (3), pour 2 < i < N — 1.

Rappelons qu’un cycle (notion introduite par FREIDLIN et WENTZELL [4]
et reprise par Caron [1] pour I’étude des algorithmes du recuit simul€,
voir aussi MATHIEU [14] pour son application aux diffusions en milieu
aléatoire) est une composante connexe (non vide) des ensembles de niveau
de I’énergie U. Si C est un sous-ensemble non vide de M, on appelle
fond de C le nombre

F(C) =min.cc U(2),
base de C l’ensemble
b(C)={z € C;U(2)=f(O)},
frontiere de C' !’ensemble
8C ={(z,y) € Mz € C,y gCetq(z, y) >0},

et hauteur de C' le nombre

h(C) = ming yyep4 U (@) VU (y) = F(C).
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Soit k > 0. Parmi les cycles C' dont la hauteur satisfait b (C') > k , soit
Ci", 5 Cj‘é (k) CeUX qui sont minimaux pour ’inclusion ensembliste, on les
appelera désormais les k-cycles. Remarquons que le nombre de k-cycles
R (k), en tant que fonction de k, est décroissant, constant par palier et
continu a droite. Soit K = {k1, ..., kr}, 00 0 < k1 < ... < kr < 400
les points de sauts de cette fonction. Il est facile de vérifier que, pour
k> c(M, U), R(k) = 1 et que, pour k < ¢(M, U), R(k) > 1,
ainsi k7 = c¢(M, U), la constante introduite par HOLLEY et STRoocK. On
conviendra également de poser kg = 0 et kryq1 = +o0. Le premier résultat
que ’on se propose de démontrer s’énonce :

TutorEME 1. — Soit 1 <i < N —1et¢; € KU{0} défini par
¢ =inf{k>0; R(k)<i}.

Alors, il existe des constantes b; > a; > 0 (ne dépendant que de
(M, 1, q)) telles que, pour tout 3 > 0, on ait

ai exp (—ci B) € =i (B) < biexp(—ci B).
On peut également décrire le comportement de certaines projections
spectrales. Pour ceci, il est commode de se ramener a un cadre hilbertien

fixe :
Soit ©4 I'isométrie

L? (u) = L* (us)
frgsf

L [
ol g3 est la fonction M 2 z — Z3 exp (% U (1:)) ;

On s’intéresse a 1’opérateur Lg = (—);1 o Ljo©3, qui admet méme
spectre que L3, mais qui est symétriqué dans L? (u). Par analogie avec
le cas d’un espace des phases continu, L peut étre considéré comme un
opérateur de Schrodinger discret.

Pour 0 < j < T fixé, remarquons que la famille (b (C';k))lgfilr?“\‘} des
bases des k-cycles est indépendante de k; < k < kjy1. Pour de tels
ket1 <1< R(k), notons donc Fj la fonction indicatrice de b (C‘;")
et considérons ’espace vectoriel H; engendré par ces fonctions. Il est
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immédiat de vérifier que ces espaces sont emboités, Hp € Hr_1 C

. Hy. Por 0 £ § £T-1 soit donc l'espace W, tel que
H; = Hjy1 ® W, en somme orthogonale (pour le produit scalaire de
L* (). On notera Q; la projection orthogonale sur Wj,pour 0 < j <T,
en convenant de poser Wp = Hr.

D’autre part, pour 8 > 0et 0 <j < T, soient Vj (3) 1'espace engendré
par les vecteurs propres (de 1’opérateur L) associés aux valeurs propres
Ai (B) dont les indices 0 < ¢ < N —1 sont tels que ¢; = kj4+1 (pour
j =T, Vr(B) est la droite vectorielle engendrée par la fonction 1/gs
qui est un vecteur propre associé A A (f) = 0) et P;(B) la projection
orthogonale sur Vj ().

Alors :

TutoriME 2. — Pour tout 0 < j < T fixé, on a
limg_4oc P (3) =Qj

en tant qu’opérateurs de L% (u).

Rappelons que L? () est de dimension N. ainsi la topologie n’est pas
ici trés importante.

Dans la section suivante, on prouvera le premier théoréme a 1'aide de
la formule du min-max, en reprenant la démonstration donnée par HOLLEY
et STROOCK pour le comportement de la seconde valeur propre (basée
sur I'inégalité géométrique de Poincaré), puis on verra dans la troisiéme
section, comment le second théoreme découle immédiatement de cette
preuve.

Enfin, dans la dernidre section, on adaptera ces résultats au cas continu
otl M est une variété riemannienne compacte €t connexe, en utilisant le
comportement asymptotique de la seconde valeur propre donné par HOLLEY,

Kusuoka et STRoock [9] pour cette situation.

2. Comportement des valeurs propres

Pour prouver le théortme 1, on va utiliser une variante de la
caractérisation variationnelle des valeurs propres par la formule du
min-max. Pour toute la suite de cette section, on se place dans I’espace

de Hilbert L2 (u3).
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Soit1 < i < N—1fixé. On a (voir le corollaire (4.3.18) p. 191 de [11D),

—(A1 (B) + - + Xi (B)) = migim (V)=it1 try (—=Lg|v)
ot le minimum est pris sur tous les sous-espaces vectoriels V € L? () de
dimension i+ 1, ot L |y est la restriction a V de 1’opérateur PyoLs (Pv
étant la projection orthogonale sur V) et ol tr1° (+) désigne la trace dans V.

Par ailleurs, soit ¢; = inf {k > 0; R(k) <i}et0= j < T tel que
¢i = kj. On considére tout d’abord le cas ol j £

On va reprendre un résultat de [15] :

Soit A un sous-graphe connexe du graphe (M, g) ety € A, on note
C2, I'ensemble des chemins allant de = a ¥ dans A (i.e. I’ensemble des
suites p = (p(1))1<1<n d'€léments de A telles que p(1) = =, p(n) =y
et satisfaisant, pour tout 1 < 1 < 7 qip), p(1+1)) > 0). Si
p = (p())1<ign est un tel chemin, son élévation est le nombre

e (p) = maxi<i<n U(p (1)

On définit alors, pour fout &, ¥ e A,
Hi(z, y) = minyeca, €(P)
Ve, y)=Halz, y)-Ulr)— U(y)+ f(4)

et on pose
¢(A, U) = max; yeA Val(z, v)-

A est une k-cellule semi-large du premier type,

Soit k£ > 0, on dit que
ule semi-large du second

en abrégé une k-csll (respectivement, une k-cell
type, en abrégé une k-csl2), si
h(A) >k et c(A, U)<k

(respectivement, h(A) > ket c(A,U) < k).

La section 2 de [15] permet de voir qu’il existe une partition en
kj-csll, M = L!F':{fj) A; et une partition en kj-csl2, M = u,:‘{”" By, ol
R (kj—) = limyqk, R(k) > i (on aura remarqué que, pour k > 0, R (k)
est aussi le nombre d’éléments d’une partition de M en k-csl1, partition
qui existe toujours mais qui n’est pas unique en général, ce qui permet de
voir que R(-) est une fonction continue 2 droite). On a donc R(kj) <1
et R(kj—) > i, de plus, la famille (b(A1))1<i<R(k;) €8t exactement, a
une réindexation pres, la famille (b (CF))1<i<R (k;)> POUr kj <k < kjt1,
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et la famille (b(B;))l.;KRU‘ ;—) est exactement, a une réindexation prés
la famille (b (CF ))1<r’<5‘(’\-—} pour kj 1 < k < kj.

Commengons par montrer qu’il existe b; > 0 ne dépendant que du
graphe, tel que, pour tout 3 > 0,
=i (B) < biexp(—¢; ),
et utilisons pour cela la partition en kj-csl2, M = I_Il. 1 ' B;
Pour tout 1 </ < R (k;—) fixé, notons & la fonction indicatrice de

b

By et e = ((&)? ) : é (o ()3 désigne I'espérance par rapport a 3,
on conviendra aussi dans la suite de noter (f, 9)3 = (fg)s le produit
scalaire dans L2 (pu3)).

Il est clair que Pg)1<;<ﬂ(}‘ —) est une famille orthonormale, soit V' le

sous-espace vectoriel engendré par la famille (e1)1<i<it1. Par définition
de la trace, on a

i+1
try (=Lgjv) ==Y~ (e, Lyer)

=1
ainsi, d’apres le rappel fait au début de cette section, on a

~Cu @)+ A MBS - e, Lyer)s.

Cependant, (e;, Lje; )3 est facile 4 évaluer (voir la démonstration du
lemme (2.3) de [10]) :

s e
2((&)*)s
X Zw ear B@E YY) —é @) ps (o)

-<8;, ng & )."3 =

1
= e TET, Lusiicen

x exp (=B [U () VU (y)]) ¢ (2, y) p (2)
ey

< ——fuf—— exp (=8 [f(By) + k;
— Zj ((6;)2 )_;j ( ﬁ [ ( 3) j])
oll on a posé bE.‘]} - Z(J-_ e (z,y)p (), car du fait que h (B;) > kj,

on a, pour tout (z, y) € 9By, U(z) VU (y) > f(B;) + ki
D’autre part, on a

Zs((a)*)s = ZR\GBE exp (=B U (z)) p (),
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et il existe donc une constante bE—_:{,} > 0 telle que, pour tout 8 > 0, on ait

N SRSyl
Z5 (&)%) 3 < b;; exp (Bf (By))-

On en déduit, en posant b; = Z:i bi_l.f} b%), que I’on a, pour tout 3 > 0,
2 () € =0 (B) + .. + A () < biexp (=k; B),
ce qui est le résultat annonce.
Intéressons-nous maintenant a 1’autre inégalité,
—Xi (8) > ai exp(—ci B),
et considérons la partition en kj-csll, M = L_Ifi{f” Ap.

Pour tout 1 < | < R(kj), notons f; la forme linéaire sur L? (ug)
définie par

2 9 Vb
Vi€ D) K= 5 fWn
La famille (f;") est clairement indépendante, ainsi si on note
W={f¢eL*(us); ff(f)=0, VISISE(k)}

on adim(W)=N—-R(k;) 2 N -

Soit V un sous-espace vectoriel de L?(p3) de dimension i + 1,
nécessairement, on a V N W # {0}. Soitdonc e; € VNW\{0}, (ed)
= 1, que I’on compléte en une base orthonormée de V. Puisque —Lj est
un opérateur symétrique et positif dans L? (p3), on a

i+1
tev (—Lpjv) = — Z{:l (er, Ly er)s 2 —(e1, Ly er )

Cependant, du fait que e; € W, on a, pour tout 1 <1 < R (k;) fixé,

; 1
erm ef (z) ps () = YA

XD e (@) — e (@) s @) s )

Or, d’aprés un calcul de HoLLEY et STROOCK (cf. p. 562 de [10], pour ce
type d’inégalité, dite inégalité géométrique de Poincaré, on renvoit aussi a
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i
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i),

e sur L2 (ug)

)
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kj) },
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3e1 )3

R (k) fixé,

3(2) pa (y).
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Gorze [7] et aux références qu’il cite), il existe une constante a; ; > 0 ne
dépendant que du graphe, telle que, pour tout 3 > 0, on ait

o (g2 @) u3 ()
D e, @)~ B e

< a; exp(c(4;, U)B)

ns ()

* Z,r.yE.—h ((31 (!}) — € (T))Z q3 (.’}‘,', ?J) 13 (AF)

Ainsi, du fait que, pour tout 1 <1 < R (k;), ¢(4;, U) < kj,ona

_ R(k;) :
2 1
l=(et)s=Q E e et (z) s ()
1 R{k;)
< 3 exp (k:j ) E - a;. |
=] 2 o s
X ) - (e1 (y) —e1 ()" g3 (z, y) pp (x)
< —(ia;)~" exp (kj B) {e1, Lge1)s,

oll on a pos€ a; = (i MaXi<(<R(k,) a; 1)L
On en déduit que

=i (B) > -% (A1 (B)+ .. A (B)) > —(e1, Lye1)s > a; exp (=k; B),

ce qui termine la démonstration du théoréme 1 dans le cas ol ¢; = k;j # 0.

Reste donc & considérer les cas ot I'indice 1 <1 < N — 1 est tel que
¢; = 0. Remarquons que toute valeur propre \; () de L3 est minorée par
—2. En effet, pour tout 3 > O et tout z € M, on a

1L F@) <)y @@ ) f ) - (@)

<2 maxyenm | f(y)] ZUEM q3 (z, y)

=2 maxyenr | f(y)]
ainsi, en prenant pour f un vecteur propre non nul associé a A; () et
x € M tel que | f (z)| = maxyear | f(y)], on obtient | A; (3) | < 2.
En conséquence, il suffit de démontrer que si ¢; = 0, alors il existe
a; > 0 tel que, pour tout 3 > 0,

=i (B) = ai.
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Or notons qu’il existe toujours une partition en 0-¢csll, M = l_lfitlu ) Aj et

que R(0) > 4, si ¢ est tel que ¢; = 0. On peut alors reprendre la seconde
partie de la démonstration précédente pour obtenir I'inégalité ci-dessus.

Remarque. — On peut donner d’autres caractérisations de I’ensemble K
(¢f [15]):

— Soit A" I’ensemble des N C M (non nécessairement connexes) tels
que U soit constant sur N. Pour N € N, on pose U (N) = U (z), pour
tout z € N, et on définit

D(N)={y ¢ N;U(y) <UN)}
et
K(N)=inf,en yep vy Hu (2, y) — U (N).

Alors,

K={K(N); N € N}Nn]O0, +oof

— Pour k > 0, on appelle k-cellule tout sous-graphe connexe A tel que
h(A) > ketc(A,U) < k. K est aussi I’ensemble des k > 0 pour lesquels
il n’existe pas de partition de M en k-cellules.

3. Comportement des projections spectrales

Le théoréme 2 se déduit facilement de la démonstration précédente. On
se place désormais dans Iespace de Hilbert L? (1) (= L* (1)) et on note
(-, -} son produit scalaire et (-) 1’espérance par rapport & fi.

Soit 0 < j < T fixé. En reprenant les notations de 1'introduction,
remarquons que

dim (H;) = R (k) = R (kjz1—) = dim (V; (8)),

od V;(B) = Vr(B) ® ... V;(8).

Ainsi, d’apres le lemme ci-dessous (dont la démonstration élémentaire
est laissée au lecteur), pour prouver le théoreme 2, il suffit de voir que,
pour tout 1 < [ < R(kj),

. v :
(%) {17 SN Zr*:j P (B) Fj.i= Fja
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LemME 3. — Dans un espace de Hilbert H, soit V et V deux sous-
espaces de dimension finie 1. On note Py (respectivement Py-) la projection
orthogonale sur V' (respectivement sur V). Supposons qu’il existe une base
orthonormée (e1, ..., €r) de V telle que, pour tout 1 < i <7, 0n ait

| Pyei—eillP S, ob 0<e<l

Alors,
| Py — Py Il < v2re
oit ||| - ||| est la norme d’opérateurs associée & la norme || - || sur H.
Cependant, considérons a nouveau une partition en kj+i-csl2,
M= U;‘?:(;‘-_m—l B; et la suite de fonctions (eD1<i<R (k;41-) qui lui est

associée comme dans la section précédente. On y a vu que
liminfs 400 [—ﬁ'l In(—{er, Lser)p)l 2 kj+
ce qui s’écrit aussi
liminf o0 |87 In (=&, Ls &)l Z kj+1

ou & = 6;1 e = 951 er.
Ce résultat permet de vérifier, en vertu du théoréme 1, que

lim inf 34 o <(Zi:; Py (B) é;)2>
= limp_ o0 ((fo:j Py (8) f?:)?) =((@)?*)=1.

Or, pour 1 <1 < R(k j+1—), € converge quand [ devient grand vers
la fonction g (b (B;))_i F; 1, o Fj_; est 1a fonction indicatrice de b (B).
Ainsi, de égalité { F; ;1 SIS R(kj-)} = {(Fj;1<1<R(Kj) T,
on déduit que "on a aussi, pour tout 1 < I < R(kj)s

i 5 4o ((ZL P (8) F,.,Y) = B

ce qui est équivalent a (*).
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4, Cas continu

On va généraliser les résultats précédents au cas od I’espace des phases
M est continu et compact.

Soit M une variété riemannienne compacte et connexe, on note
{, )11, V, A et 1, le produit scalaire, la norme, le gradient, le laplacien et la
probabilité associés a la structure riemannienne de M. Soit U € C™ (M)
un potentiel régulier tel que max.c, |VU|(z) < 1.

Pour tout 3 > 0 fixé, soit pz3 la probabilité sur M dont la densité par
rapport 4 p (encore notée fi3) est donnée par

Vo e M, us(z)=2;" exp(-pU (z))
ou Zj = / exp (=AU (y)) 1 (dy) est la constante de normalisation.
M

On consideére 1'unique extention auto-adjointe Lj (dans L? (p3)) de
I'opérateur Ly défini sur C? (M) par

Vo € C*(M), Vo € M, Lzp(z)=Ad—B(VU, V4).

Ces opérateurs L3 apparaissent comme les générateurs des algorithmes
du recuit simulé adaptés a la recherche des minima globaux de U sur M
(pour I’étude de ces processus, voir par exemple, (9], [2] et [15]).

Pour tout 3 > 0, il est bien connu que le spectre de Lj est discret,
non borné et constitué de valeurs propres de multiplicité finie. Notons
(Ai (B))i>0 ces valeurs propres (avec multiplicité) rangées en ordre
décroissant. Tout comme dans le cas fini, Ag (3) = 0 et 'espace propre
associé est I’ensemble des fonctions constantes. De plus, HoLLEY, Kusuoka
et STrROOCK [9] ont montré qu’il existe des constantes b; > a1 > 0 (ne
dépendant que de M) et ¢ (M, U) > 0, telles que, pour tout 3 > 0, on ait

a1 (1V B)>"F2 exp (=c(M, U) )
< A1 (B) < b (1V B+ exp(—c (M, U) B)
(ou 7 est la dimension de M) et ils ont donné une description explicite
de c¢(M, U) en terme d’élévations de chemins, similaire a celle obtenue
dans le cas discret. Notre premier objectif ici est d’étendre ce résultat 2
la valeur propre A; (3), pour i > 2.

On reprend les notations et notions introduites dans I’introduction : si
C' est un sous-ensemble non vide de M, on appelle fond de C' le nombre
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£(C) =inf. ¢ U (2), base de C I'ensemble b(C)={z€ C, U(2)=
£(C)} et hauteur de C le nombre i (C) = ming eac U(x) - f(C) ol
AC est la frontiére topologique de C.

Un cycle est toujours une composante connexe (non vide) des ensembles
de niveau de I’énergie U. Pour k > 0, soit C (k) 'ensemble des cycles C
dont 1a hauteur satisfait  (C) > k, il est facile de vérifier que cet ensemble
admet un nombre fini R (k) d’infima pour I'inclusion ensembliste, disons
v, Cj‘} k)" On les appelle les k-cycles, remarquons qu’ils sont
fermés et que contrairement au cas fini, ils satisfont h(CF) = k, pour
1 << R(k).

La fonction R(-) est décroissante, constante par palier et continue a
droite sur |0, +oo[. Soit K = { ki; i > 1} I'ensemble de ses points de sauts,
ol les k; sont rangés ici en ordre décroissant. Notons que k1 =c(M, U),
mais il se peut que K soit infini, et on a alors limj— 4~ ki = 0 (on
conviendra désormais de poser 7' = card (K) < +oc, ko = +oc et
k741 = 0). Néanmoins dans tous les cas, le comportement asymptotique
des valeurs propres est donné par

THEOREME 4. — Soit i > 1 et ¢; € KU {0} défini par
ci=inf{k>0; R(k)<i}.

Alors, il existe des constantes b; > a; > 0 (ne dépendant que de M et
de (i) telles que, pour tout 3 > 0, on ait

ai (LV A" exp (=i f)
< =X (B) < bi (1 B)3™F? exp(—ci B).

Remarque. — Soit L I’ensemble des minima locaux, ¢’est-i-dire I’ensemble
des z € M pour lesquels il existe £ > 0 tel que, pour tout y € M, on ait

U(y)<U(z) = infoecu e(p)2 U(z)+e
(C_ﬂ.".y et () sont définis comme dans le cas discret, voir ci-dessous).

Considérons £ I’ensemble des classes d’équivalence sur L pour la
relation ~ définie par

g~y & [U(z)=U(y)et inflpecgye(tp):U(m)].

On a vérifié dans [15)] que la finitude de K est équivalente a celle de
L, du fait que la variété M est compacte.
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La démonstration du théoréme 4 permet également d’obtenir des
renseignements sur le comportement de certaines projections spectrales,
si I'on fait des hypothéses supplémentaires sur la régularité des minima
locaux de U. _

Plus précisément, soit 0 < ¢ < T + 1 fixé. Remarquons, comme dans
le cas discret, que la famille (b(Of“))lS;ER{H des bases des k-cycles est
indépendante de kj 11 < k < k j. Soit un tel k, satisfaisant en outre k > 0,
et 1 <1 < R (k) fixés, on note Iic, 5 1a probabilité sur M qui admet pour
densit€ par rapport a x la fonction définie par Vz € M,

_Jms(€)  pp(a), s xeCF
Hek, 5 (z) = ;
0, sinon.
On suppose que ces mesures convergent étroitement, quand 3 devient
grand, vers une certaine probabilité notée #j.1- De plus, soient
: 2
[ L exp[~(B/2) U («)] du (2)
B 1 () = =—
L, e (-0 @) du @

1

et 7; une fonction strictement positive sur R, telle que, pour § grand
@ k fixé),

S R (B~ (8)

R(Kkit1) (ko 4k
(on peut prendre par exemple 7; (3) = ZI__(I - h;f”;“’“)’(z (3)). On
suppose également que la limite suivante existe

lil'ﬂ,-j—»+oc. Tj_l (ﬁ) ;!‘_?,I (ﬁ) = hj.j'-

Remarquons que ces propriétés, la probabilité limite tj.p (qui est
nécessairement portée par b(CF)) et le nombre h; ne dépendent pas
du choix de k €] kj41, k;j[. On dira que la condition (C) est vérifiée,
si les hypothéses précédentes de convergence sont satisfaites pour tout
0<j<T+1lettoutl <|< R(kj+1).

Par ailleurs, notons C I’espace de Banach des fonctions continues sur
M, muni de la norme uniforme, et M I’ensemble des mesures signées
sur M, muni de la topologie de la convergence étroite. Rappelons que M
est le dual topologique de C, on désignera par (-, -) le crochet de dualité.
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Soit £ (C, M) I'ensemble des applications continues de C dans M. On le
munit de la topologie minimale qui rend continues toutes les applications

£, M)—R
G (G(9), ¥)

pour ¢, ¢ € C.
Pour 0 < j < T+1 fixé comme précédemment, on note Q,- € L(C,M)
’élément défini par

vfec, Qi(f)= Zi{fm) hja (w05 F) p

Revenons aux opérateurs Lj et plus précisément aux opérateurs
Ls= 851 o L3 0 ©®3 symétriques dans L? (1), ot ©3 est 'isométrie

L2 (i) = L? (up)
frgsf

1 3
(g3 étant la fonction M 3 z +— Zj exp [% U(m)]

On calcule que L3 est I'opérateur de Schrodinger

B
A - +[§AU -4—[VU| ]

Pour 8> 0et 0 <j < T+ 1 fixés, soient Vj (B) I'espace engendré par
les vecteurs propres (de 1'opérateur L) associés aux valeurs propres Ai ()
dont les indices i > 0 sont tels que ¢; = kj (pour j = 0, Vo (B) est la
droite vectorielle engendrée par la fonction 1/g3 qui est un vecteur propre
associ€ 2 A (8) = 0) et P;j (8) la projection orthogonale (dans L? (n))

sur Vj (). Par le biais des deux injections canoniques C — L? (p) et
L2 (p) = M, P; (B) peut étre considéré comme un élément de £ (C, M).

PROPOSITION 5. — Supposons la condition (C) vérifiée. Alors, pour tout
0<j<T+1fixé ona

limpgoo 77 (B) Ty PO = Qs

pour la topologie de L(C, M).
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Exemple. — Les résultats de Hwanc [12] permettent de voir que la
condition (C') est satisfaite sous les hypothéses suivantes :

(1) Pour tout min. ¢y U(z) < u < max. ¢y U (2) fixé, il n’existe,
au plus, qu'un nombre fini de classes A € L telles que U (A) = u (par
définition, U (A) = U (x) pour tout x € A).

(i1) Pour tout A € L, I'une des deux propriétés ci-dessous est vérifiée :

e u(A) >0

e I'ensemble A est une variété réguliere (nécessairement alors compacte
et connexe) telle qu’en tout point x € A, le déterminant du Hessien de
U normal 2 A en x est non nul.

Eneffet, pour 0 < j < T+1,kjp1 <k <kj(etk>0)et1 <I<R(k)
fixés, remarquons que (i) implique que b (O{“) est la réunion d’un nombre
fini d’éléments de £. On peut alors appliquer la proposition (2.2) ou le
théoreme (3.1) de [12] pour obtenir la convergence escomptée des mesures
et avoir une description explicite de la probabilité limite [N

Si A est une variété riemannienne (quelconque), on note Ay sa mesure
canonique (i.e. ce]le dont 'expression dans une carte est donnée par
dAy = y/det (G (7)) dx, ol G (z) est la matrice définissant le produit
scalaire de A en *1:). Ainsi, par deﬁnition, on adp = Ay (M)~ dyy.
Soient Aj, ..., A; € L les composantes connexes de b(C{") qui sont de
dimension maximale (disons 0 < n; ; < ) et posons Nog= AU bk,
Sinj; < m, pour tout x € Nj y, soit D; ;(z) I'inverse de la racine carrée
du déterminant (nécessairement positif) du Hessien de U/ normal 3 N .1 en
. Sinj = m, on convient de poser dAy, , (z) = Ly, , (z) dAp/ (z) et
de prendre D ; = 1 sur N; ;. Alors .1 est la prohablhté sur V; ; qui

admet [/ D; i (y) Ax,, (dy)J Dj.1 () pour densité par rapport a Ay .

De plus, les calculs de Hwang (basés sur la formule de Laplace) montrent
que, quand (3 devient grand,

BE L (8) ~ (8rp~1)

ainsi, en posant

Bl )\\ ( J.J')
)\M (M)

nj = Max<j<p (k) 1)1

=]
K.f = ZJ; ng = /\:U (ﬁ'f) /\NJ'J (Dj'f)’

et
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on peut prendre
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(8 =K;(8x8H) T
et

e {Kfl A Moy WDy AL M=
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Cependant, la proposition 5 est moins satisfaisante que le théoréme 2,
car en général, le rang de (; sera inférieur au rang des Zj—u P (B)
(qui est R(kjy1)). Pour obtenir un véritable équivalent de ce théoreme,
remplagons 1’hypothése (ii) par

(iii) I’ensemble L satisfait I'une des propriétés suivantes :

e pour tout A € L, p(A) > 0, on pose alors n = m.

e Il existe 0 < n < m, tel que tout A € L est une variété réguliére

de dimension n telle qu’en tout point x € A, le déterminant du Hessien
de U normal & A en z est non nul.

Pour 0 < j < T + 1 fixé, notons Qj € L(C, M) I'élément défini par

Yfec,
A R(kjt1) m=n . _]
QN =Y, ®m) T Ay (M)A, , (Do) (wits f) p.
R(kjy1) it A;\Irj:!
:ZI:I (8m) = (uj,1s f) Dj.{m

puis on pose

Qi =Qj - Qj
en ayant convenu de prendre Q_; = 0. Alors, sous les hypotheses (i) et
(iii), on a, pour tout 0 < j < T 4+ 1 fixé,

T P (8) = Q

T

limg_, 40 O

pour la topologie de L (C, M).
Les démonstrations du théoréme 4 et de la proposition 5 sont analogues
a celles données dans le cas discret, on se contentera donc de les esquisser.

Reprenons les notations introduites dans la section 2 : pour tout sous-
ensemble fermé et connexe A C M et tous z, y € A, on note Ci g
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Iensemble des chemins allant de = a y dans A (i.e. 'ensemble des
applications continues p : [0, 1] — A telles que p (0)=zetp(l)=y). Si
p est un tel chemin, son élévation est le nombre ¢ (p) = maxo<i<1 U (t)).
On définit alors, pour tout =, y € A,

Hy(z, y) =infyecs, €(p)

Va(z, y) = Ha(z, y) = U(2) - U(y) + f(4)
et on pose

C(As U) = maXy yec A Va (:B, ry)

Pour prouver le théoréme 4, on utilise la caractérisation variationnelle
par les traces de —[\1 (8) + ... + i ()], qui est également valable ici, et
on reprend les démonstrations de HoLLEY, Kusuoka et Stroock [9].

Soit i > 1 fixé et j > 1 tel que k; = ¢;. Commengons par vérifier
qu’il existe b; > 0 ne dépendant que de M et de i, tel que, pour tout
g > 0, on ait

) —Xi (B) < b; (1V B)*™F? exp (—k; B)

Supposons tout d’abord que kj > 0. Pour kj11 < k < kj, la famille
(b(O{c))ISfER(h-‘-l) ne dépCI'ld pas de k et R(k}+1) > i + 1. Pour
1 <1 < R(kj41), choisissons z; € b(CF) et posons

Di={z € M; Hy(z, z;) - U(zi) < k; }

il est facile de vérifier que ces ensembles sont disjoints et que leur définition
ne dépend pas du choix de z; € b(CF) (ce sont en fait exactement
les suprema, pour l'inclusion ensembliste, de I’ensemble des cycles C

satisfaisant h (C) < kj).
Pour 0 < & < kj, considérons les ensembles définis par

2
DI._;-: = {.L c D{; infye}_)i d(_’[;‘} y) > ?E}

= y £
Di e = {.’1; € Dy; infy¢p, diz; g} = 5}

(ol d est la distance associée a la structure riemannienne de M).
Tl existe des fonctions ;. ;. € C° (M) a valeurs dans [0, 1] telles que

son anlil gl 2 € D
T.L’;.Ls("") = {0} si x ¢ Dl.a
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et telles que max- e s |V ¥j.1,¢ | (2) < oV e~ (m41) op 61 > 0 est une
constante ne dépendant que de M (cf. la démonstration p. 336 de [9]).
Toujours en suivant HoLLEY, Kusuoka et STROOCK, on voit alors qu’il existe
une autre constante b(2) > 0 ne dépendant que de M, telle que, pour tout
1 <1< R(kjz)ettout 0 <e <k,

1 52 Bl ) . -
(T.DJ, Le) &5 (an.Lé,‘ ),3 < b(Z) E—am——z GXD(—)B [kj 17 e‘-:])
(Vj.1,e0 ¥j,1,e)8

(au lieuw de b e=*™2 exp (=B[k; — ¢]) pour HoLiey, Kusuoka et
StrooCk, on a donc gagné un facteur e, ce qui explique la petite
différence entre 1'énoncé du théoréme 4 et le résultat de [9]).

Cependant, remarquons que les fonctions (%1, g-1)1<i<i+1 sont
orthogonales et non nulles, pour 8 > k=1, ainsi, en considérant le sous-
espace vectoriel qu’elles engendrent, on obtient immédiatement que, pour

tout B > ki’

2 (B) €~ (B) + s i (B < (4 1) ) 2™ exp (=k; ).

Pour traiter les cas ol 3 < k;l il suffit d’adapter la démonstration du

lemme (1.5) de [9] ; il existe une constante 523) ne dépendant que de M
et de i, telle que, pour tout 8 > 0,

{4 A (B) € =M (B) + s M (B B (v B

t

En effet, soit V = max.ecn U(x) — minzenm U(z), pour 3 €
[0, 3V 1] et toute fonction ¢ non nulle, on a

(¢, Lz d)s i (¢, Lo o = .%.(¢>,Lu<f>)u
A e e e T

ce qui montre, 2 'aide de la caractérisation variationnelle de —[A1 (3) +
ey Ai (B)] par les traces, que
1 (B) 4 -+ X (B)] € —exp (31) M1 (0) + -+ Ai (O)];

ot le membre de droite ne dépend que de M (et de i).
Pour 8 > 3;V-1et0<1<i, soit ;y € M tel que Ular) =

l
> V4min.ea U(2). On considére des fonctions ¢ 5 € C™ (M) a
i
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valeurs dans [0, 1] telles que
e si d(x, z1) < (2 B)~!
el {o, sid(z, )2 B

et telles que max. e | Vrs|(2) € p(1) g=(m+1),

Du fait que 8 > 3 iV—1, ces fonctions sont orthogonales, or d’apres un
calcul de HoLLEY, KusuokA et STROOCK (p. 335 de [9]),
(1.3, Lawis)p < bg:;) grm+2
(@18, P1.3)3

(ou 524) > 0 est une constante ne dépendant que de M), ce qui permet
de voir que, pour 4 > 3iV71,

- (B) + . N £ G+ 1) bg‘” 32 -m—+-‘2.J

puis le résultat annoncé (J{) en posant b£3) = [( + 1) b?)] Y%
[—exp(3i) (A1 (0) + ... + A (0))].

~ Remarquons que (:‘f) est également valable dans le cas ou k; =0,
ce qui termine de montrer (1) pour tout i > 1. On a d’ailleurs, dans
ce cas, un résultat un peu meilleur que celui annoncé, puisqu’il existe
b; > 0 ne dépendant que de M et de i, tel que, pour tout 3 > 0, on ait
=B <@ v )2+, Cependant, notons que I'exposant 2m+2n’est
certainement pas optimal, car si 1’on permet 2 b; de dépendre de U, on a

2
—Xi (B) € =X (B) + max:en [%— |VU|? (2) - g— AU (z)]

g . B
< —Xo(f) - 5 minzem AU(2) +
du fait que A; (8) est aussi la (i + L)iéme valeur propre de I’opérateur Lj
(voir la démonstration du théoreme de Weyl, p. 181 de [11]).

Montrons maintenant ’autre inégalité, c’est-a-dire qu'il existe une
constante a; > 0 ne dépendant que de M et de i, telle que

“Xi(B) 2 ai (1V B) " exp(—ci B)

et reprenons pour cela le résultat suivant prouvé dans [15].

Soit k > 0, on dit qu'un sous-ensemble connexe et ouvert ACM est
une k-cellule, si ¢ (A, U) < k et h(A) > k. Alors, pour k € K, il existe
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des k-cellul
pour tous 1

Fixons 3
i+ 1. Soit
une décompr

(P )1<i<r(k
telles que

et telles que
et ¢ (z) =

Remarque
conditions si
pour tout
U(z) et |V

On peut s
de telle so
linéairement
dans L? (u;
existe ¢ €
05'.]} > 0 ne

1), on ait
(v,

ce qui perm
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ce qui permet

3

i+ 1) 8Y] v

as o k; = 0,
T’ailleurs, dans
yuisqu’il existe
t 3 >0, on ait
nt 2m—+2 n’est
Irede U, on a

AU (z)]

Popérateur L 3
).

il existe une
-

l.
ert A C M est
g K, il existe
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des k-cellules, A%, ..., A% . tell M = R AF et tell

es k-cellules, A7, ..., A4, telles que = LIy 7 et telles que,
pour tous 1 < I # I < R(k),

inf. ¢ asnar, U(2) > f (A1) V [ (A7) +F.

Fixons 3 > 0 et V. C L* (u3) un sous-espace vectoriel de dimension
i+1. Soit k €]kj, (kj + ') A kjy1 [ Puisque k ¢ K, considérons
une décomposition en k-cellules comme ci-dessus, M = Uf?:{f) A;‘. Soit

(é1)1<1<R (k) une famille de fonctions de classe C°° a valeurs dans [0, 1]

telles que
R(k)
Yo e M, zle dr(z) =1,

et telles que, pour tout 1 < I < R(k), le support de ¢ est inclus dans A¥
et ¢y(xz) =1 pour z € A;“\(U,,;&, AF).

Remarquons qu’il existe des potentiels Uy 3 € C*® (M) satisfaisant les
conditions suivantes : pour tout z dans le support de ¢;, Uy, 3 (), =U (2],
pour tout = & AF U g () 2 f(AF) + k, pour tout z € M, Upp(x) 2
U(z) et |[VUp,g|(x) < 2, et enfin

c(M, Up.3) < c(4F, U) + 87!
L2l

On peut supposer de plus que la famille (U1, 3)1<i<R (k) @ €t€ choisie
de telle sorte que les fonctions i 3 = exp(—f[U.g — U]) soient
linéairement indépendantes (du fait que 8 > 0). Soit W 1’orthogonal
dans L? (p3) des fonctions (¢1.3)1<i<Rr(k)- Du fait que Rik)y= 1. 1l
existe 9 € V N W\{0}. Montrons que ’on peut trouver un¢ constante
aE—_” > 0 ne dépendant que de M et de i, telle que, pour cette fonction
1, on ait

(6, Ly ) 2 ol 1V B) >+ exp (=Fk; B) (¥, ¥)3

. . e, A1
ce qui permet de conclure comme dans le cas discret, avec a; =i aE ),
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Du fait que v € W, on a
I?U. 8
(W 0)a=Yrs [ drdus
) 213
=Zi=1 /¢ b1 d 3
R (k) Z_, z
SZI_I —lzf YA du s
(k) Z
o5 D ”/(w(:r

ou g 3 est la probabilité admettant Z; ; 1, 3 pour densité par rapport a

P (Y)Y dm, s () dp, s (y)

ws (2 3= ¢1. 3 d pg étant la constante de normalisation). Cependant,

pour un 1 <[ < R(k) fixé, on peut appliquer le résultat de HoLLEy,
Kusuoka et Stroock (théoreme (1.14) et remarque (1.16) de [9]) sur le
comportement de la seconde valeur propre de 1’opérateur

A.-p(VU,p, V.)

pour voir qu’il existe une constante a'?) > 0 ne dépendant que de M,
telle que

a® (1v B)™5™+ exp[-Be(M, U p)] ] (1 (z)
— P A s s lies f L .

Or, puisque U; 3 > U,
Z
”/ lV’tI)IQdMﬁ</ |V 2 dps = (4, Ly )y

ainsi
a® (1v B)>™E exp[-Be(M, Up )] (¥, ¥)s
R(k) (¥, Lag¥)p <i{¥, Lsv)p
ce qui est le résultat annoncé précédemment, avec agl) =a® 1

Plagons-nous pour la fin de cette section dans I’espace de Hilbert
L? (). La proposition 5 découle alors immédiatement des démonstrations
précédentes.

1995 - N° 6
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En effet, pour 0 < j < T + 1 fixé, remarquons que I’on a toujours
limg o0 B! In(7; (B)) = 0.

Ainsi, en reprenant la section 3, on voit que

. w J =

limpspos 77 B) M D,y P1(B) =P (B) Il =0
obl ||| ||| est la norme d’opérateurs associée a la norme de L? (1), et o
P; (3) est la projection orthogonale sur I’espace engendré par les fonctions

Wj1,8-1 = [/ (05" Wj.1.5-1])" du] 05" ¥j.1, 51

[EI

- [/ exp (=AU (y)) ¥3 1 51 (y) d (y)]

X exXp (—g U) Pj1, -1

pour 1 <1 < R(kj+1), ou les (’qf)j_;‘ 5—1)13353(kj+1) sont les fonctions
considérées précédemment.
Cette convergence assure notamment que
s 770 9) (S0, PO =B (9)) =0
dans £ (C, M). Cependant, la condition (C) est exactement 1’hypothese
qui permet d’obtenir

limp 4o 757 (8) P (8) = @ =0
dans L (C, M), d’ou la proposition 5.

Remarques. — C’est I'étude du comportement en temps grand de certains
algorithmes de recuit simulé, dont la température décroit trop rapidement
pour pouvoir minimiser globalement le potentiel, qui a suggéré les résultats
présentés ici :

Pour simplifier, plagons-nous dans le cas oit M est un ensemble fini.
Soient k>0, k ¢ K et B = k= In(1 +¢) pour ¢ > 0. On s’intéresse
aux processus de Markov a valeurs dans M, (X)¢>0, dont la famille des
générateurs est (L3, )i>o. Si la loi initiale de ce processus est m, on note
my la loi de X; pour tout ¢ > 0. On a vu dans [15] que la limite suivante
existe (en variation totale)

Mg = limy— 400 Mt
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Pour déterminer la dimension (qui est R (k) — 1) de I’ensemble convexe
des lois limites . quand m varie, on a ét€ amené A s’intéresser a
I’espace &, des solutions bornées g : [0, +oo[xM — R de I’équation
(« parabolique rétrograde »)

drg=-Ls g
et on a vérifié que &, est de dimension R (k).
Or, si L3, pouvait se diagonaliser dans une base indépendante de t (ce
qui n’est pas vrai) sous la forme

0 0 0
0 ] exp (—(,'1 [3{) 0
; ; 0
0 0 ... an—1 exp(—cn-1P)
avec ¢; > €3 > ... 2 cy-1 > 0etay < 0, ..., ay—1 < 0, il est clair

que I’on aurait
dim(&) =1+card{1<i<N-1;¢ 2k}
C’est ce résultat heuristique qui a suggéré que le théoreme 1 devait
étre satisfait.
Par ailleurs, en reprenant les notations introduites avant le théoréeme 2,

on a vu dans [15] que
R(k)

Mo (=3 Moo (0(CF)) miep) ()

ol

Hb(CP) (z) = sinon.

{n(b(q“))—lu(m), si z € b(Cf)
0,

Posons 7ites (1) = =1 (.) mac (1) (et plus généralement pour tout
1= 0, Me= ,u,‘l my ), I’égalité précédente peut encore s’écrire
T i~
Mog = ZJ:;‘ Qi (m%)
ol 0 < j < T esttel que kj <k < kjq1.

Ceci nous améne 2 penser qu’il doit étre possible de retrouver ce résultat
directement & partir du théoréme 2, en utilisant I’équation de Fokker-Planck
8f ﬁlf = Lt.;t 'ﬁbt
(o L% est I'adjoint de L, dans L2 (y)), mais nous n’y sommes pas

encore arrive,
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