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Introduction

Schéma d'Euler de pas h > 0

Soit X := (X,)n>0 un processus a valeurs dans R tel que
Xnt1 = Xn + hb(Xp) + o(Xn)A i1 (1.1)

ol Api1 := Ziny1)n — Zan correspond aux accroissements, supposés stationnaires
et ergodiques, d'un processus Gaussien (Z;).
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Introduction

Schéma d'Euler de pas h > 0

Soit X := (X,)n>0 un processus a valeurs dans R tel que
Xnt1 = Xn + hb(Xp) + o(Xn)A i1 (1.1)

ol Api1 := Ziny1)n — Zan correspond aux accroissements, supposés stationnaires
et ergodiques, d'un processus Gaussien (Z;).

Exemple de bruit

Accroissements du mouvement Brownien fractionnaire (mBf) de paramétre de
Hurst H € (0,1) noté (B);cr.

Le mBf est un processus gaussien centré a accroissements stationnaires tel que
pour tout t,s

E[(Bf — B])’] = |t —s]*"".
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Introduction Représentation en moyenne mobile et structure markovienne

Représentation en moyenne mobile

Théoreme de décomposition de Wold,

+o0o

Vn € Z, An = Z akgn—k
k=0

avec

(ak)ks0 € RY telle que ag #0 et >, af < +oo
(£x)kez une suite i.i.d telle que & ~ N(0, Iy).
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Introduction Représentation en moyenne mobile et structure markovienne

Représentation en moyenne mobile

Théoreme de décomposition de Wold,

+o0

Vn € Z, An = Z akgn—k
k=0

avec

(ak)ks0 € RY telle que ag #0 et >, af < +oo
(£x)kez une suite i.i.d telle que & ~ N(0, Iy).

Remarques

> Quitte a considérer A, = Z:ﬁg 3x€n—k avec 3k = ax/ap, on peut prendre

dap = 1.
> E[AnAnik] = Z,J;OS) 3jak+i
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Introduction Représentation en moyenne mobile et structure markovienne

Outil : opérateur de type Toeplitz

Définition

Soit T, défini sur ¢,(z—,R?) := {w € (RY)Z™ | Vk>0, 3% aw i < +oo} par

+oo
Yw € 6(Z7,RY), Taw) =D aw iy . (1.3)
1=0 k>0
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Introduction Représentation en moyenne mobile et structure markovienne

Outil : opérateur de type Toeplitz

Définition

Soit T, défini sur ¢,(z—,R?) := {w € (RY)Z™ | Vk>0, 3% aw i < +oo} par

“+oo
Yw € 6(Z7,RY), Taw) =D aw iy : (1.3)
1=0 k>0

Remarque : Cet opérateur relie (A,),cz au bruit sous-jacent (£,)nez.

Soit Ty, défini sur £,(Z~,R?) avec la suite (by)x>o suivante

1 1
bo=— and Vk>1, be=—— ab. 1.4
0 2 k aOIZII(I ( )

Alors, Ty, = T, L.
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Introduction Représentation en moyenne mobile et structure markovienne

On pose X := RY I'espace d'état et W := (R9)% " |'espace du bruit.
Systeme équivalent :

(Xnt1, (Ant1k)k<0) = @ (Xns (Antk)k<o), Ani1) (1.5)
ol

P (X XW) xR - X x W
((x,w),6) = (x + hb(x) + o(x)d, wLIJ).
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Introduction Représentation en moyenne mobile et structure markovienne

On pose X := RY I'espace d'état et W := (R9)% " |'espace du bruit.
Systeme équivalent :

(Xnt1, (Ani146)k<0) = @ (Xn, (Anik)k<o)s Dnt1) (1.5)
ol

P (X XW) xR - X x W
((x,w),6) = (x + hb(x) + o(x)d, wLIJ).

Noyau de Transition : Q: X x W — M(X x W)
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Introduction Représentation en moyenne mobile et structure markovienne

On pose X := RY I'espace d'état et W := (R9)% " |'espace du bruit.
Systeme équivalent :

(Xnt1, (Ani146)k<0) = @ (Xn, (Anik)k<o)s Dnt1) (1.5)
ol

P (X XW) xR - X x W
((x,w),6) = (x + hb(x) + o(x)d, wLIJ).

Noyau de Transition : Q: X x W — M(X x W)

Définition

On appelle mesure invariante associée a (1.1) toute mesure p € M;(X x W)
invariante pour Q, c'est a dire telle que Qu = pu.

Jeunes Probabilistes et Statisticiens 2018 Comportement en temps long



Introduction Représentation en moyenne mobile et structure markovienne

On pose X := RY I'espace d'état et W := (R9)% " |'espace du bruit.
Systeme équivalent :

(Xnt1, (Ani146)k<0) = @ (Xn, (Anik)k<o)s Dnt1) (1.5)
ol

P (X XW) xR - X x W
((x,w),6) = (x + hb(x) + o(x)d, wLIJ).

Noyau de Transition : Q: X x W — M(X x W)

Définition

On appelle mesure invariante associée a (1.1) toute mesure p € M;(X x W)
invariante pour Q, c'est a dire telle que Qu = pu.

Unicité : On définit Sy := L((X})n>0). Alors p~ v <= S = Sv (%)
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Hypothéses et résultat principal = Hypothéses

(Hpoly) : Les conditions suivantes sont vérifiées,

o il existe p,3 > 0 et C,, C3 > 0 tels que
Vk>0, |a| < C(k+1)" et Vk=0, |b|<Ca(k+1)"".
o il existe k > p+ 1 et C; > 0 tels que

Vk >0, |ak — ak+1| < C,@(k + l)i'{.
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Hypothéses et résultat principal = Hypothéses

(Hpoly) : Les conditions suivantes sont vérifiées,

o il existe p,3 > 0 et C,, C3 > 0 tels que
Vk>0, |a| < C(k+1)" et Vk=0, |b|<Ca(k+1)"".
o il existe k > p+ 1 et C; > 0 tels que
Vk =20, |ax— ak+1| < Co(k+1)7" .

(Hpo) : b:RY — RY est continue, o : R — My(R) est continue bornée et
o7l x> o(x)71 est définie et continue. De plus,

e 3C > 0 telle que Vx € X, |b(x)| < C(1+ |x])
e 35 cReta >0 tels que Vx € X, (x,b(x)) < S — a|x|.
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Hypothéses et résultat principal = Théoréme principal

Théoreme (V. '17)

On suppose (Hp, ). Alors,
(i) Il existe une mesure invariante p, associée a (1.1).
(i) On suppose (Hpoly) avec p, 3 > 1/2 et p+ 3 > 3/2. Alors, . est unique. De
plus, pour toute condition initiale o telle que [, |x|M% po(dx) < 400 et
pour tout € > 0, il existe C. > 0 telle que

I£((X22 kz0) = Suallrv < € n=(E2)=9),
ou la fonction v est définie par
v(B,p) = sup min{1,2(p — a)}(min{a, B, a+p —1} —1/2).
ag(3v(3-6)r)

Comportement en temps long
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Hypothéses et résultat principal Théoréme principal

Théoreme (V. '17)

On suppose (Hp, ). Alors,
(i) Il existe une mesure invariante p, associée a (1.1).

(i) On suppose (Hpoly) avec p, 3 > 1/2 et p+ 3 > 3/2. Alors, p,. est unique. De
plus, pour toute condition initiale o telle que [, |x|M% po(dx) < 400 et
pour tout € > 0, il existe C. > 0 telle que

||£((Xflf_|0_k) ) S/‘L*”TV < C n- V(ﬁ P) 6)
ol la fonction v est définie par

v(B,p) = sup min{1,2(p — @) }(min{e, B, o+ —1} —1/2).
ae(3v(3-9))

Exemple : mBf (avec H € (0,1/2))

Vitesse de convergence a |'équilibre en n™"# avec

[ H1=2H) si He(0,1/4]
V"’_{l/8 si He(1/4,1/)2)

Comportement en temps long
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Méthode de couplage coalescent non trivial

Principe : On consideére (X!, X2) solution du systéme :

{ Xpin = Xo 4+ hb(X2) + o(X3 )AL (3.1)

X3+1 = X3 + hb(X,?) + U(XS)A%H

avec pour conditions initiales (Xg, (A})k<o0) ~ o et (X2, (A2)k<o) ~ fx.
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Méthode de couplage coalescent non trivial

Principe : On consideére (X!, X2) solution du systéme :

X321 = X2 1+ hb(X2) + o (X2)A2,, (3.1)

{ X3+1 Xy + hb(X}) + o(X3)AL
avec pour conditions initiales (Xg, (A})k<o0) ~ o et (X2, (A2)k<o) ~ fx.

On a
IL((Xnsk)k0) = Spiell v < P(7o0 > ).

oll Too :=inf{n>0| X} = X2, Vk > n}.
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Méthode de couplage coalescent non trivial

Principe : On consideére (X!, X2) solution du systéme :

(31)

n

{ X3+1 Xy + hb(X}) + o(X3)AL
X = X2 +hb(X7) + o(X2)A% 4
avec pour conditions initiales (Xg, (A})k<o0) ~ o et (X2, (A2)k<o) ~ fx.

On a
IL((Xnsk)k0) = Spiell v < P(7o0 > ).

oll Too :=inf{n>0| X} = X2, Vk > n}.

On choisit
(Ao = (BP0 & (E)k<o = (£7)k<o-
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Méthode de couplage coalescent non trivial

Principe : On consideére (X!, X2) solution du systéme :

(31)

n

{ X,}H Xy + hb(X}) + o(X3)AL
X = X2 +hb(X7) + o(X2)A% 4
avec pour conditions initiales (Xg, (A})k<o0) ~ o et (X2, (A2)k<o) ~ fx.

On a
IL((Xnsk)k0) = Spiell v < P(7o0 > ).

oll Too :=inf{n>0| X} = X2, Vk > n}.

On choisit
(Ao = (BP0 & (E)k<o = (£7)k<o-

On définit la suite de v.a (gn)nez par

VneZ, &4 =E&.,+g donc g,=0 Vn<O.
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Méthode de couplage coalescent non trivial

Etapes du couplage

> Etape 1 : Essayer de coller les trajectoires en “contrdlant le coiit”.
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Méthode de couplage coalescent non trivial

Etapes du couplage

> Etape 1 : Essayer de coller les trajectoires en “contrdlant le coiit”.

> Etape 2 : Essayer de maintenir les trajectoires collées (spécifique au cadre
non markovien).
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Méthode de couplage coalescent non trivial

Etapes du couplage

> Etape 1 : Essayer de coller les trajectoires en “contrdlant le coiit”.

> Etape 2 : Essayer de maintenir les trajectoires collées (spécifique au cadre
non markovien).

> Etape 3 : Si I'étape 2 échoue, imposer g, = 0 suffisamment longtemps pour
que |'étape 1 puisse étre réalisée avec un colit controlé et une probabilité >0.
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Méthode de couplage coalescent non trivial | Ei




Méthode de couplage coalescent non trivial ~ Etape 3

Retour compact
X7 1<K
|ZEZ§ ak§i+1_k|§K pour i=1,2.

’ Etape 1 (surtout) ‘




Méthode de couplage coalescent non trivial ~ Etape 3

Retour compact
sk
|Zk;x1’ ak§;+17k|§K pour i=1,2.

’ Etape 1 (surtout) ‘

Décroissance mémoire

‘Z::;H akgr+n—k|§(n+1)_a Vn>0
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Méthode de couplage coalescent non trivial ~ Etape 1

A un instant (T + 1), on veut construire (£1,,,62,,) pour que X1, = X2,4, i.e.

+o0 oo
XF 4+ hb(X3) + o(XD) Y~ akériai= X2+ hb(X2) + 0(X2) D awéiy i
k=0 k=0

+oo +o0
g §3+1:/\X(¢+1) ou X = X&»XEaZakﬁﬂ—kvzakfiﬂ—k (3.2)
k=1 k=1

Jeunes Probabilistes et Statisticiens 2018 Comportement en temps long



Méthode de couplage coalescent non trivial ~ Etape 1

A un instant (T + 1), on veut construire (£1,,,62,,) pour que X1, = X2,4, i.e.

+o0 oo
XF 4+ hb(X3) + o(XD) Y~ akériai= X2+ hb(X2) + 0(X2) D awéiy i
k=0 k=0

+oo +o0
g §3+1:/\X(§i+1) ou X = Xj»XEaZ3k§i+1—kvzakf§+1—k (3.2)
k=1 k=1

Lemme de couplage pour construire ({L,,,62,,) :
@ Assurer (3.2) avec probabilité strictement positive.

o &1 — &l < Mk ps.
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Méthode de couplage coalescent non trivial ~ Etape 2

Maintien des trajectoires collées : X1, = X2, Vn>7+1, ie

+o0 oo
Xo 4 hb(Xy) +0(X2) D aapa_ = Xp + hb(X)) + 0(X3) > aukiir i
k=0 k=0
= Vnzr+1, -2, = Z agn—k
= Vnx1, g, = Z g - Z Agrink-  (33)
k=n+1
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Méthode de couplage coalescent non trivial ~ Etape 2

Maintien des trajectoires collées : X1, = X2, Vn>7+1, ie

+o00 +o00
Xo 4 hb(Xy) +0(X2) D aapa_ = Xp + hb(X)) + 0(X3) > aukiir i
k=0 k=0
= Vnzr+1, -2, = Z agn—k
= Vnx1, g, = Z g - Z Agrink-  (33)
k=n+1

Lemme de couplage pour construire (&L, ,.1,62, . 1))neqi,7]
@ Assurer (3.3) avec probabilité strictement positive controllée.

° ||(gr+n)ne[[1,7']]H controlé p.s.
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Méthode de couplage coalescent non trivial ~ Conclusion

But : Déterminer pour quelles valeurs de p > 0 on peut contrdler E[7£.] car :

E[7&]

P(75 > n) < s

oll Too :=inf{n>0| X} = X2, Vk > n}.
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Méthode de couplage coalescent non trivial ~ Conclusion

Merci de votre attention !

Jeunes Probabili isticiens 2018 Comportement en temps long



Méthode de couplage coalescent non trivial ~ Conclusion

Tentative j+1

Etape 1 Etape 2 Etape 3
! N
-1 41 | | | ToT+1
| | ! — o
rei=g) s #e) g T

I
I
I
8n-1=0 |
I
I
I
I

Durée AtY)
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Méthode de couplage coalescent non trivial ~ Conclusion

Etape 1

A un instant (n+ 1), on veut construire (£1,1,€2,,) pour que X1 ; = X2 ,, i.e.

+o00 too
F (Xr}a et Z 3k52+1_k> =F (Xﬁ, 2+t Z 3k§5+1—k>
k=1 =1

Lemme 1 (inspiré de version continue J.Fontbona & F.Panloup)

Soit K > 0 et yu:= N(0, Iy). Sous (Hy), il existe K > 0, tel que pour tout
(x,x",y,y") € B(0,K)*, on peut construire (Z1, Z>) tel que

(i) £(4) = L£(Z) = p.
(ii) il existe oz > 0 tel que

P(F(x,Z1+y)=F(x',Zo+y')) =264 >0 (3.4)
(iii) il existe Mk > 0 tel que

P(|Z — Z1| < Mk) = 1. (3.5)
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Méthode de couplage coalescent non trivial ~ Conclusion

On veut coupler a I'instant 7j_; + 1 = on applique le lemme 1 avec

1 2 +00
(X,Xayay) (XTJ 19 XTJ 10 akgq—J 1+1—k> Zk 1ak£-,—J 1+1— k) et on pose

(& 1.6 41) = (Moo, 21+ Lo §& lo.. 2o+ la £)

Koaumj_ Jo T Koo,mi_q

ot & ~ N(0,1) indépendante de (Z1, Z2).

o P(succes de I'étape 1|Qx a,7_,) = 0k >0

° }g"'j—1| = |€}'j,1+1 - €7z'jfl+1| < MK p.s
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Méthode de couplage coalescent non trivial ~ Conclusion

On pose A;; := {échec étape 2 de la tentative j aprés / essais exactement}

E[|A7[PLiar <tooy | {7j-1 < +00}]
—+o00
= ZE[HAJ,E|ATj‘p]l{A~rj<+oo} ‘ {ijl < +OO}]
(=1

Sur I'événement A; 4,

Ar; C22/z+1 + Atéj) < C<j2(6v1)e.

De plus, d'apres le lemme de couplage de I'étape 2,
P(Aje | {7j_1 < +o0}) = P(B|Bj,—1) <27%

donc

. &
E[|ATPLiar <tooy | {Tjo1 < +00}] S CP = p e (0’ 9\/1> '
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