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Introduction

Schéma d’Euler de pas h > 0

Soit X := (Xn)n>0 un processus à valeurs dans Rd tel que

Xn+1 = Xn + hb(Xn) + σ(Xn)∆n+1 (1.1)

où ∆n+1 := Z(n+1)h − Znh correspond aux accroissements, supposés stationnaires
et ergodiques, d’un processus Gaussien (Zt).

Exemple de bruit
Accroissements du mouvement Brownien fractionnaire (mBf) de paramètre de
Hurst H ∈ (0, 1) noté (BH

t )t∈R.

Le mBf est un processus gaussien centré à accroissements stationnaires tel que
pour tout t, s

E[(BH
t − BH

s )2] = |t − s|2H .
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Introduction Représentation en moyenne mobile et structure markovienne

Représentation en moyenne mobile

Théorème de décomposition de Wold,

∀n ∈ Z, ∆n =
+∞∑
k=0

akξn−k (1.2)

avec {
(ak)k>0 ∈ RN telle que a0 6= 0 et

∑+∞
k=0 a2

k < +∞
(ξk)k∈Z une suite i.i.d telle que ξ1 ∼ N (0, Id ).

Remarques
B Quitte à considérer ∆̃n =

∑+∞
k=0 ãkξn−k avec ãk = ak/a0, on peut prendre

a0 = 1.
B E[∆n∆n+k ] =

∑+∞
i=0 aiak+i
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Introduction Représentation en moyenne mobile et structure markovienne

Outil : opérateur de type Toeplitz

Définition
Soit Ta défini sur `a(Z−,Rd ) :=

{
w ∈ (Rd )Z− ∣∣ ∀k > 0,

∑+∞
l=0 al w−k−l < +∞

}
par

∀w ∈ `a(Z−,Rd ), Ta(w) =
(+∞∑

l=0
alw−k−l

)
k>0

. (1.3)

Remarque : Cet opérateur relie (∆n)n∈Z au bruit sous-jacent (ξn)n∈Z.

Proposition

Soit Tb défini sur `b(Z−,Rd ) avec la suite (bk)k>0 suivante

b0 = 1
a0

and ∀k > 1, bk = − 1
a0

k∑
l=1

albk−l . (1.4)

Alors, Tb = Ta
−1.
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Introduction Représentation en moyenne mobile et structure markovienne

On pose X := Rd l’espace d’état et W := (Rd )Z− l’espace du bruit.
Système équivalent :

(Xn+1, (∆n+1+k)k60) = ϕ ((Xn, (∆n+k)k60),∆n+1) (1.5)

où

ϕ : (X ×W)× Rd → X ×W
((x ,w), δ) 7→ (x + hb(x) + σ(x)δ, w t δ).

Noyau de Transition : Q : X ×W →M1(X ×W)

Définition
On appelle mesure invariante associée à (1.1) toute mesure µ ∈M1(X ×W)
invariante pour Q, c’est à dire telle que Qµ = µ.

Unicité : On définit Sµ := L((Xµn )n>0). Alors µ ' ν ⇐⇒ Sµ = Sν (?)
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Hypothèses et résultat principal Hypothèses

(Hpoly) : Les conditions suivantes sont vérifiées,
• il existe ρ, β > 0 et Cρ,Cβ > 0 tels que

∀k > 0, |ak | 6 Cρ(k + 1)−ρ et ∀k > 0, |bk | 6 Cβ(k + 1)−β .

• il existe κ > ρ+ 1 et Cκ > 0 tels que

∀k > 0, |ak − ak+1| 6 Cκ(k + 1)−κ.

(Hb,σ) : b : Rd → Rd est continue, σ : Rd →Md (R) est continue bornée et
σ−1 : x 7→ σ(x)−1 est définie et continue. De plus,
• ∃C > 0 telle que ∀x ∈ X , |b(x)| 6 C(1 + |x |)
• ∃β̃ ∈ R et α̃ > 0 tels que ∀x ∈ X , 〈x , b(x)〉 6 β̃ − α̃|x |2.
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Hypothèses et résultat principal Théorème principal

Théorème (V. ’17)

On suppose (Hb,σ). Alors,
(i) Il existe une mesure invariante µ? associée à (1.1).
(ii) On suppose (Hpoly) avec ρ, β > 1/2 et ρ+ β > 3/2. Alors, µ? est unique. De

plus, pour toute condition initiale µ0 telle que
∫
X |x |Π

∗
Xµ0(dx) < +∞ et

pour tout ε > 0, il existe Cε > 0 telle que

‖L((Xµ0
n+k)k>0)− Sµ?‖TV 6 Cε n−(v(β,ρ)−ε).

où la fonction v est définie par

v(β, ρ) = sup
α∈( 1

2∨( 3
2−β),ρ)

min{1, 2(ρ− α)}(min{α, β, α + β − 1} − 1/2).

Exemple : mBf (avec H ∈ (0, 1/2))
Vitesse de convergence à l’équilibre en n−vH avec

vH =
{

H(1− 2H) si H ∈ (0, 1/4]
1/8 si H ∈ (1/4, 1/2)
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Méthode de couplage coalescent non trivial

Principe : On considère (X 1,X 2) solution du système :{
X 1

n+1 = X 1
n + hb(X 1

n ) + σ(X 1
n )∆1

n+1
X 2

n+1 = X 2
n + hb(X 2

n ) + σ(X 2
n )∆2

n+1
(3.1)

avec pour conditions initiales (X 1
0 , (∆1

k)k60) ∼ µ0 et (X 2
0 , (∆2

k)k60) ∼ µ?.

On a
‖L((X 1

n+k)k>0)− Sµ?‖TV 6 P(τ∞ > n).

où τ∞ := inf{n > 0 | X 1
k = X 2

k , ∀k > n}.

On choisit
(∆1

k)k60 = (∆2
k)k60 ⇔ (ξ1

k)k60 = (ξ2
k)k60.

On définit la suite de v.a (gn)n∈Z par

∀n ∈ Z, ξ1
n+1 = ξ2

n+1 + gn donc gn = 0 ∀n < 0.

Jeunes Probabilistes et Statisticiens 2018 Comportement en temps long 8 / 14



Méthode de couplage coalescent non trivial

Principe : On considère (X 1,X 2) solution du système :{
X 1

n+1 = X 1
n + hb(X 1

n ) + σ(X 1
n )∆1

n+1
X 2

n+1 = X 2
n + hb(X 2

n ) + σ(X 2
n )∆2

n+1
(3.1)

avec pour conditions initiales (X 1
0 , (∆1

k)k60) ∼ µ0 et (X 2
0 , (∆2

k)k60) ∼ µ?.

On a
‖L((X 1

n+k)k>0)− Sµ?‖TV 6 P(τ∞ > n).

où τ∞ := inf{n > 0 | X 1
k = X 2

k , ∀k > n}.

On choisit
(∆1

k)k60 = (∆2
k)k60 ⇔ (ξ1

k)k60 = (ξ2
k)k60.

On définit la suite de v.a (gn)n∈Z par

∀n ∈ Z, ξ1
n+1 = ξ2

n+1 + gn donc gn = 0 ∀n < 0.

Jeunes Probabilistes et Statisticiens 2018 Comportement en temps long 8 / 14



Méthode de couplage coalescent non trivial

Principe : On considère (X 1,X 2) solution du système :{
X 1

n+1 = X 1
n + hb(X 1

n ) + σ(X 1
n )∆1

n+1
X 2

n+1 = X 2
n + hb(X 2

n ) + σ(X 2
n )∆2

n+1
(3.1)

avec pour conditions initiales (X 1
0 , (∆1

k)k60) ∼ µ0 et (X 2
0 , (∆2

k)k60) ∼ µ?.

On a
‖L((X 1

n+k)k>0)− Sµ?‖TV 6 P(τ∞ > n).

où τ∞ := inf{n > 0 | X 1
k = X 2

k , ∀k > n}.

On choisit
(∆1

k)k60 = (∆2
k)k60 ⇔ (ξ1

k)k60 = (ξ2
k)k60.

On définit la suite de v.a (gn)n∈Z par

∀n ∈ Z, ξ1
n+1 = ξ2

n+1 + gn donc gn = 0 ∀n < 0.

Jeunes Probabilistes et Statisticiens 2018 Comportement en temps long 8 / 14



Méthode de couplage coalescent non trivial

Principe : On considère (X 1,X 2) solution du système :{
X 1

n+1 = X 1
n + hb(X 1

n ) + σ(X 1
n )∆1

n+1
X 2

n+1 = X 2
n + hb(X 2

n ) + σ(X 2
n )∆2

n+1
(3.1)

avec pour conditions initiales (X 1
0 , (∆1

k)k60) ∼ µ0 et (X 2
0 , (∆2

k)k60) ∼ µ?.

On a
‖L((X 1

n+k)k>0)− Sµ?‖TV 6 P(τ∞ > n).

où τ∞ := inf{n > 0 | X 1
k = X 2

k , ∀k > n}.

On choisit
(∆1

k)k60 = (∆2
k)k60 ⇔ (ξ1

k)k60 = (ξ2
k)k60.

On définit la suite de v.a (gn)n∈Z par

∀n ∈ Z, ξ1
n+1 = ξ2

n+1 + gn donc gn = 0 ∀n < 0.

Jeunes Probabilistes et Statisticiens 2018 Comportement en temps long 8 / 14



Méthode de couplage coalescent non trivial

Étapes du couplage

B Étape 1 : Essayer de coller les trajectoires en “contrôlant le coût”.

B Étape 2 : Essayer de maintenir les trajectoires collées (spécifique au cadre
non markovien).

B Étape 3 : Si l’étape 2 échoue, imposer gn = 0 suffisamment longtemps pour
que l’étape 1 puisse être réalisée avec un coût contrôlé et une probabilité >0.
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Méthode de couplage coalescent non trivial Étape 3

Etape 3

Retour compact
|X i
τ |≤K

|∑+∞
k=1 akξ

i
τ+1−k|≤K pour i=1,2.

Etape 1 (surtout)

Décroissance mémoire

|∑+∞
k=n+1 akgτ+n−k|≤(n+1)−α ∀n≥0

Etape 2
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Méthode de couplage coalescent non trivial Étape 1

À un instant (τ + 1), on veut construire (ξ1
τ+1, ξ

2
τ+1) pour que X 1

τ+1 = X 2
τ+1, i.e.

X 1
τ + hb(X 1

τ ) + σ(X 1
τ )

+∞∑
k=0

akξ
1
τ+1−k = X 2

τ + hb(X 2
τ ) + σ(X 2

τ )
+∞∑
k=0

akξ
2
τ+1−k

⇐⇒ ξ2
τ+1 = ΛX(ξ1

τ+1) où X =
(
X 1
τ ,X 2

τ ,

+∞∑
k=1

akξ
1
τ+1−k ,

+∞∑
k=1

akξ
2
τ+1−k

)
(3.2)

Lemme de couplage pour construire (ξ1
τ+1, ξ

2
τ+1) :

Assurer (3.2) avec probabilité strictement positive.
|ξ1
τ+1 − ξ2

τ+1| 6 MK p.s.
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Méthode de couplage coalescent non trivial Étape 2

Maintien des trajectoires collées : X 1
n+1 = X 2

n+1 ∀n > τ + 1, i.e.

X 1
n + hb(X 1

n ) + σ(X 1
n )

+∞∑
k=0

akξ
1
n+1−k = X 1

n + hb(X 1
n ) + σ(X 1

n )
+∞∑
k=0

akξ
2
n+1−k

⇐⇒ ∀n > τ + 1, ξ1
n+1 − ξ2

n+1 = g (s)
n = −

+∞∑
k=1

algn−k

⇐⇒ ∀n > 1, g (s)
τ+n = −

n∑
k=1

akg (s)
τ+n−k−

+∞∑
k=n+1

akgτ+n−k . (3.3)

Lemme de couplage pour construire ((ξ1
τ+n+1, ξ

2
τ+n+1))n∈J1,TK :

Assurer (3.3) avec probabilité strictement positive controllée.
‖(gτ+n)n∈J1,TK‖ controlé p.s.
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But : Déterminer pour quelles valeurs de p > 0 on peut contrôler E[τp
∞] car :

P(τ∞ > n) 6 E[τp
∞]

np

où τ∞ := inf{n > 0 | X 1
k = X 2

k , ∀k > n}.
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Merci de votre attention !
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Tentative j Tentative j+1

τj−1 +1 τj τj + 1

Passé gn−1 = g (s)
n−1 gn−1 6= g (s)

n−1
gn−1 = 0

Durée ∆t(j)
3

gn−1 = g (s)
n−1

Étape 1 Étape 2 Étape 3
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Étape 1
À un instant (n + 1), on veut construire (ξ1

n+1, ξ
2
n+1) pour que X 1

n+1 = X 2
n+1, i.e.

F
(
X 1

n , ξ
1
n+1 +

+∞∑
k=1

akξ
1
n+1−k

)
= F

(
X 2

n , ξ
2
n+1 +

+∞∑
k=1

akξ
2
n+1−k

)

Lemme 1 (inspiré de version continue J.Fontbona & F.Panloup)

Soit K > 0 et µ := N (0, Id ). Sous (H2), il existe K̃ > 0, tel que pour tout
(x , x ′, y , y ′) ∈ B(0,K )4, on peut construire (Z1,Z2) tel que
(i) L(Z1) = L(Z2) = µ,
(ii) il existe δK̃ > 0 tel que

P(F (x ,Z1 + y) = F (x ′,Z2 + y ′)) > δK̃ > 0 (3.4)

(iii) il existe MK > 0 tel que

P(|Z2 − Z1| 6 MK ) = 1. (3.5)
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Étape 1

On veut coupler à l’instant τj−1 + 1 =⇒ on applique le lemme 1 avec
(x , x ′, y , y ′) :=

(
X 1
τj−1

, X 2
τj−1

,
∑+∞

k=1 akξ
1
τj−1+1−k ,

∑+∞
k=1 akξ

2
τj−1+1−k

)
et on pose

(ξ1
τj−1+1, ξ

2
τj−1+1) = (1ΩK,α,τj−1

Z1 + 1Ωc
K,α,τj−1

ξ, 1ΩK,α,τj−1
Z2 + 1Ωc

K,α,τj−1
ξ)

où ξ ∼ N (0, 1) indépendante de (Z1,Z2).

• P(succès de l’étape 1|ΩK ,α,τj−1 ) > δK > 0

•
∣∣gτj−1

∣∣ = |ξ1
τj−1+1 − ξ2

τj−1+1| 6 MK p.s
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On pose Aj,` := {échec étape 2 de la tentative j après ` essais exactement}

E[|∆τj |p1{∆τj<+∞} | {τj−1 < +∞}]

=
+∞∑
`=1

E[1Aj,` |∆τj |p1{∆τj<+∞} | {τj−1 < +∞}].

Sur l’événement Aj,`,

∆τj = c22`+1 + ∆t(j)
3 6 Cς j2(θ∨1)`.

De plus, d’après le lemme de couplage de l’étape 2,

P(Aj,` | {τj−1 < +∞}) = P(Bc
j,`|Bj,`−1) 6 2−α̃`

donc

E[|∆τj |p1{∆τj<+∞} | {τj−1 < +∞}] 6 Cς jp ⇐⇒ p ∈
(
0, α̃

θ ∨ 1

)
.

Jeunes Probabilistes et Statisticiens 2018 Comportement en temps long 14 / 14


	Hypothèses et résultat principal
	Hypothèses
	Théorème principal

	Méthode de couplage coalescent non trivial

