Chapitre 1

Espaces vectoriels normés

Etant donnés deux points A et B dans le plan, on a I’habitude de dire que le chemin le plus court
entre A et B est la ligne droite. Qu’entend-on exactement par le plus court ? Comment mesure-t-on cette
distance ? Identifions le plan muni d’un repére 2 R?. Dans ce repére, les deux points A et B ont respec-
tivement pour coordonnées (z4,y4) et (zp,yp). La distance entre ces deux points est généralement
définie comme la norme du vecteur AB = (xp — 24,y — Y4) , & Savoir

dist (A, B) = |AB| = \/(AB, AB) = \/(zp — 4)? + (y5 — ya)>-

Mais il existe en fait bien d’autres manicres de mesurer la norme d’un vecteur (et donc aussi la distance
entre deux points). La norme décrite précédemment est dite euclidienne, parce qu’elle est définie a partir
d’un produit scalaire. On la notera || - ||2 dans la suite.

Imaginons maintenant que pour rejoindre les points A et B, on ne puisse suivre que des lignes
horizontales ou verticales. Alors partant de A, on suivra par exemple la ligne horizontale passant par A
jusqu’au point intermédiaire C' de coordonnées (x5, y4) puis on remontera la verticale jusqu’au point B.
On aura parcouru la distance |z 4 —x g|+|y4 —yp|. Tout autre chemin entre A et B et suivant uniquement
des horizontales ou verticales aurait au moins la méme longueur. On obtient de cette manicre une autre

norme du vecteur AB , appelée la norme || - ||1, et définie par
|ABlls = lwa = w5l + ya — ysl.

Il y a en fait une infinité de manieres de mesurer la norme d’un vecteur, selon les critéres qu’on veut
privilégier (nombre limité de directions possibles, comme les horizontales et verticales par exemple).
Pourtant, toutes ces normes sont comparables. Ainsi, pour tous points A et B,

|AB|s < |AB|x < V2| AB]».

On dit que ces normes sont équivalentes.

Dans ce chapitre, on introduit précisément la notion de norme, dont on vient de voir deux exemples.
On ne se limite pas 4 R?, puisqu’on peut vouloir mesurer des distances dans R3, ou méme dans des es-
paces de dimension infinie. Dans toute la suite, K désigne I’ensemble des nombres réels R ou I’ensemble
des nombres complexes C.

1.1 Norme

1.1.1 Rappels sur les espaces vectoriels
Espaces vectoriels

Définition 1 Soit E/ un ensemble sur lequel on a défini deux opérations :



— une addition, notée +, qui a deux éléments x et y de E, associe un troisieme élément de F :
x + v,
— une multiplication, notée -, qui a un élément x de E et un nombre A € K, associe un autre
élémentde £ : \ - .
On dit alors que E est un espace vectoriel sur K lorsque [’addition et la multiplication vérifient les
propriétés suivantes :

1. Pourtoutz,y,z € F,
r+(y+z)=@+y +z , z+y=y+uz
2. Il existe un élément de F, noté O, tel que pour tout x € E,
4+ 0g=0g+z=n=x.

3. Pour tout x € F, il existe un élément de F, noté —z, tel que

4. Pour tout x,y € E, pour tout \ € K,
Aty =K-2)+(A-y) , A+p)-z=02)+ (k- ),
A(p-x)=Ap) -z , 1l-xz=u

L’exemple le plus simple d’espace vectoriel sur R est R lui-méme, muni de 1’addition et de la multi-
plication usuelles. L’ensemble R? des couples de réels, muni de 1’addition et de la multiplication usuelles
définies coordonnées par coordonnées :

V(21,22), (y1,92) € R?, (z1,22) + (y1,92) = (21 +y1, 22 +42) 5 A-(z1,91) = O\21, yr)

est aussi un espace vectoriel. Plus généralement, I’ensemble des n—uplets R™ est un espace vectoriel
lorsqu’on le munit de I’addition et de la multiplication coordonnées par coordonnées. En fait, le produit
de deux espaces vectoriels quelconques est encore un espace vectoriel, pour I’addition et la multiplica-
tion définies coordonnées par coordonnées.

On note M,, ,,(K) I’ensemble des matrices a n lignes et p colonnes a coefficients dans K. C’est donc
I’ensemble des fableaux a n lignes et p colonnes dont chaque case est remplie par un nombre (i.e. un
élément de KK). On considere deux matrices A = (a;;)1<i<n, €t B = (a;j)1<i<n,. On peut encore écrire

1<j<p 1<j<p
ai; - ap bir -+ by
A= . B=
Gt Gy boi -+ bup

Alors I’addition de A et B est définie coefficients par coefficients : A+ B est la matrice C' = (cij)lgign,
1<j<p

o pour tout (¢, j) € [1,n] x [1,p], ¢ij = ai; + b;;. Autrement dit,

ajr +bir - apt+by

A+ B = : .

ap1 +bp1 - Gnp + bnp
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La multiplication de la matrice A par un nombre A € K est la matrice D = (d;j)1<i<n, OU djj = Aaj.
1<j<p

Autrement dit,

/\&11 s )\alp

M = : :
Aap1 -+ Ay
Muni de ces deux opérations, I’ensemble des matrices M,, ,(K) est un espace vectoriel.
Donnons un dernier exemple d’espace vectoriel. Soit / un intervalle de R. On peut munir I’ensemble

F(I;R) des fonctions définies sur I et a valeurs dans R, de deux opérations naturelles : pour tout
fyg € F(I;R) et A € R, on définit les fonctions f + get A - f par

Ve el,(f+g)(x)=flx)+g(x) , (A-f)z)=A(2)
Muni de ces deux opérations, I’ensemble F(I; R) devient un espace vectoriel sur R. Plus généralement,
I’ensemble F(A; E) des fonctions d’un ensemble quelconque A dans un espace vectoriel F sur K,
muni des deux opérations naturelles d’addition et de multiplication par un nombre point par point, est
un espace vectoriel sur K.

Sous-espaces vectoriels

Soit E un espace vectoriel sur K muni des opérations + et -. Soit /' une partie non vide de E.
Supposons que F’ soit stable pour 1’addition et la multiplication, autrement dit, pour tout x,y € E, pour
tout A € K,

r+yeklk , M zekF.

Alors on peut définir la restriction de 1’addition et de la multiplication a F', c’est-a-dire considérer +
comme une application qui a deux éléments de F' associe un élément de F', et considérer - comme une
application qui a un élément de F' et un nombre de K associe un élément de F'. L’ensemble F’ est alors
muni de deux opérations.

Proposition 1 Une partie non vide F' d’un espace vectoriel E qui est stable pour I’addition et la multi-
plication par les nombres est un espace vectoriel.

Définition 2 On dit alors que F est un sous-espace vectoriel de E.

On en déduit la méthode la plus utilisée pour montrer qu’un ensemble est un espace vectoriel :

Méthode 1 Etant donné un ensemble F', pour montrer que F' est un espace vectoriel sur K associé a
deux opérations + et -,

1. on identifie un espace vectoriel E pour ces deux lois qui contient F,
2. on montre que F est non vide,

3. on montre que F' est stable pour [’addition et la multiplication, par exemple en montrant que
pour tout x,y € F, pour tout \ €e K, \x +y € K.

Exemple 1 L’ensemble des fonctions continues C°([a, b]; R) du segment [a, b] & valeurs réelles est un
espace vectoriel lorsqu’on le munit de I’addition point par point et la multiplication par des nombres
point par point.

On sait que F([a, b]; R) muni de 1’addition et multiplication point par point est un espace vectoriel sur
R qui contient C°([a, b]; R). L’ensemble C([a, b];R) est non vide, par exemple parce qu’il contient
les fonctions constantes. Pour tout f,g € C%([a,b];R) et pour tout A € R, Af est continu (comme
produit d’une fonction continue par un nombre) puis Af + ¢ est continue (comme somme de deux
fonctions continues). Ainsi, C%([a, b]; R) est stable pour 1’addition et la multiplication par les nombres.
En conclusion, C°([a, b]; R) est un espace vectoriel (comme sous-espace vectoriel de F([a, b]; R)).



Dimension

Soit E un espace vectoriel.

Définition 3 Soient (x1,-- - , xy) une famille d’éléments de E.

1. On dit que cette famille est génératrice si tout élément x € E peut s’écrire comme une combi-
naison linéaire d’éléments de E, autrement dit, il existe A1, ..., A, € K tels que

T=MT1+ -+ MTn.
2. On dit que cette famille est libre quand pour tout A1, ..., A\, € K, si
AMT1+ -+ ATy = 0,

alors \1 = ...\, = 0.

3. On dit que cette famille est une base de E si elle est a la fois libre et génératrice.

Définition 4 On dit que E est de dimension finie lorsqu’il existe n € N* et une famille (z1,...,zy)
d’éléments de E qui est une famille génératrice de E.

11 faut retenir les résultats suivants :

Théoreme 1 1. Tout espace de dimension finie admet une base.
2. De toute famille génératrice de F, on peut extraire une base de E.

3. Toute famille libre de E peut étre complétée en une base.

Théoreme 2 Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Toutes les bases de E ont méme cardinal n.
L’entier n s’appelle la dimension de E (par convention, si E = {0}, on dit que E est de dimension 0).

Théoreme 3 Soit E un espace vectoriel de dimension n € N*. Alors

1. Toute famille libre a au plus n éléments et une famille libre qui a exactement n éléments est une
base.

2. Toute famille génératrice a au moins n éléments et une famille qui a exactement n éléments est
une base.

Exemple 2 L’ensemble R[X| des polynémes a coefficients dans R est un espace vectoriel sur R (on
vérifie que c’est un sous-espace vectoriel de F(R;R)). Pour tout k € N, notons Py, le polynéme Py, :
x — xF. Alors

1. pourtoutn € N, la famille (Py, Py, ..., P,) est libre,
2. I’espace R|X] n’est pas de dimension finie,
3. pour tout n € N, Iespace R,[X]| des polynomes de degré < n est un espace vectoriel de

dimension finie égale an + 1.

Montrons que la famille (Py, P, ..., P,) est libre. Soient A, ..., \, € R et supposons que \gFPy +
MPL+ -+ M\ P, = 0. Alors pour tout z € R,

Ainsi,
X+ N+ + A2t =0.
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Posons f(x) := Ao + Mz + - - + A\pz™, 2 € R. Alors pour tout k € [0,7n], f*)(0) = k!\z. Comme
par ailleurs f est la fonction nulle, toutes ses dérivées sont nulles, en particulier en 0. Ainsi pour tout
k€ [0,n], k'A\r = 0 et donc A\, = 0. Conclusion : la famille (P, P, ..., P,) est libre.

Cela permet d’en déduire que R[X] n’est pas de dimension finie. Pour le voir, procédons par I’ab-
surde. Si R[X] était de dimension finie, il existerait un entier n € N tel que R[X] serait de dimension 7.
Alors toute famille libre aurait au plus n éléments. Or, d’aprés le premier point, la famille (P, ..., P,)
qui possede n + 1 éléments, est libre : contradiction. Conclusion : R[X] n’est pas de dimension finie.

Pour tout n € N, I’espace R,,[X] des polyndmes de degré < n est un espace vectoriel. Pour le voir,
montrons que c’est un sous-espace vectoriel de ’espace vectoriel R[X]. D’abord, R,,[X] est non vide,
car il contient le polyndme nul. Ensuite, si P, Q € R, [X] et A € R, alors AP a le méme degré que P si
A # 0 et est le polyndme nul si A = 0. Dans les deux cas, AP € R,,[X]. De plus, AP + @ est de degré
< max(deg AP,deg Q). Donc AP + @ € R,,[X]. Ainsi, R,,[X] est stable par addition et multiplication
par les nombres. C’est donc un sous-espace vectoriel de R[X] et donc un espace vectoriel.

Montrons que R,,[X] est de dimension n+1. Pour cela, il suffit de vérifier que la famille (P, . .., P,),
qui est bien contenue dans R,,[X], est une base de R,,[X]. On sait déja qu’elle est libre. Soit P € R,, [ X].
Il existe ag, . .., a, € Rtels que

Px)=ay+ax+---+ayz" , VreR.

On en déduit que P = aoFp + - -+ + an Py,. Autrement dit P s’écrit comme combinaison linéaire de
Py, ..., P,.Celamontre que (P, ..., P,) estune famille génératrice de R,,[ X]. Finalement, (FPp, ..., P,)
est une base de R,,[X], ce qui implique que R,,[ X ] est de dimension n + 1.

1.1.2 Définition d’une norme
Dans toute la suite, E' désigne un espace vectoriel sur K.

Définition 5 On appelle norme sur E toute application N : E — R vérifiant
1. (séparation)Vx € E, N(z) = 0 si et seulement si x = 0,
2. (positive homogénéité) Vx € E, Y\ € K, N(Azx) = |A|N(x),
3. (inégalité triangulaire)Vx,y € E, N(x +y) < N(x) + N(y).

Exemple 3 Sur K", les applications

n
lzlly = ol ol =
=1

sont des normes. En revanche, I'application © € R — x € R n’est pas une norme.

1<i<n

n
Sl L 7)o = max ||
=1

Exemple 4 Sur M.,,(K), on définit les normes suivantes : pour tout A = (ai;)1<i<n.
1<j<n

Ni(A) = > ayl o No(A)= [ D7 layl? , Neo(A) = max |ayl.

— — 1<i,j<n
1<4,5<n 1<i,j<n

Proposition 2 Soit N : E — R™ une norme.
1. N(—z) = N(x),
2. Nxzi+---+zp) < N(x1)+ -+ N(zp),
3. |N(z) = N(y)| < N(z —y).



Preuve : La premiere propriété est une conséquence de la positive homogénéité. La deuxieéme propriété
se démontre par récurrence sur n a I’aide de I’inégalité triangulaire. Montrons la derniere propriété.
Soient z,y € E. Comme = = y + (z — y), I'inégalité triangulaire donne

N(z) < N(y) + N(z —y),
d’ou I’on déduit

N(z) = N(y) < N(z —y).
En écrivant maintenant y = = + (y — x), on obtient

N(y) — N(z) < N(y —z) = N(z — y).

Ainsi,
[N(z) = N(y)| < N(z —y).

Définition 6 A route norme N : E — R™ on associe une distance d(z,y) = N(z — y).

Définition 7 Un espace vectoriel normé (E, N) est un espace vectoriel E muni d’'une norme N. On dit
alors qu’une suite (xy)xeny C E converge vers x si la suite de réels (N (zy, — x))gen converge vers Q :

lim N(zp —z)=0.

k—4o0

Remarque 1 Comme pour les suites réelles, la limite d’une suite, lorsqu’elle existe, est unique.

En effet, si = et 2/ sont deux limites d’une suite (xy)ren, On a
N(z—2') < N(z —x) + N2’ — xy).
En prenant la limite quand £ — 400 de I’inégalité précédente, on obtient
N(z —2') =0,

et donc x = 2/. Cela prouve I’unicité de la limite.

Ainsi, la convergence d’une suite est directement liée a la norme qu’on considere sur E. D’ou la
question : si on se donne une autre norme N’ sur F, est-ce qu’une suite qui convergeait au sens de la
norme N va encore converger pour la norme N’ ? La notion d’équivalence des normes permet justement
de donner une condition suffisante pour que ce soit le cas :

Définition 8 On dit que deux normes N et N’ sont équivalentes quand il existe C > 0 et C' > 0 tels
que pour tout ¢ € F,

N(z) <CN'(z) , N'(z) <C'N(x).

Insistons : les constantes C' et C’ sont indépendantes de x !
La propriété d’équivalence des normes permet de montrer que la convergence des suites ne dépend
pas de la norme équivalente choisie :

Proposition 3 Si deux normes sont équivalentes alors toute suite qui converge pour [’'une converge vers
la méme limite pour [’autre.



Preuve : Soient N et N’ deux normes équivalentes et (zx)reny C E une suite convergente pour N.
Appelons z sa limite : limy_, ;oo N(z; — 2) = 0. On sait qu’il existe C' > 0 tel que N'(y) < CN(y)
pour tout y € E. Alors pour tout k € N,

0 < N'(zp —x) < CN(zy — z).

On en déduit par le théoreme des gendarmes que limy_, 1 oo N'(zx — 2) = 0. Donc (z)ken converge
vers x pour ',
O

Remarque 2 La réciproque de la Proposition 3 est vraie.

On se donne deux normes N et N/ sur E et on suppose que toute suite qui converge pour I’une converge vers la méme limite pour I’autre. On veut montrer que N et N/ sont équivalentes.
On procede par I"absurde : pour tout C' > 0, il existe z € E tel que
N'(zg) > CN(zg).

On applique cette assertion pour chaque valeur de C' entigre. Ainsi, pour tout k € N, il existe zp, € E tel que N’ (z) > kN(xy). En particulier, N/ (z},) # 0. On pose
yr =z /N’ (zy). Alors
N(zy) 1

< —.
N'(zg) k

N'(yp) =1 , N(yg) =

Donc N (yy, ) tend vers 0, ou de maniere équivalente, (1, ) en tend vers O pour N. Ce n’est pas le cas pour N : cela contredit notre hypothése que toute suite qui converge pour N

converge pour N vers la méme limite ! Conclusion : N et N/ sont équivalentes.

1.1.3 Normes en dimension finie

Dans un espace vectoriel de dimension finie, la situation est beaucoup plus simple. En effet,

Théoreme 4 Dans un espace vectoriel de dimension finie, toutes les normes sont équivalentes.

La preuve de ce théoreme est difficile. Elle repose sur la notion de compacité qu’on verra a la fin de
ce chapitre. Tres souvent, il est possible de montrer que deux normes sont équivalentes en exhibant des
constantes explicites.

Exemple 5
Vo € R, [[z]loo < [[z]l2 < |21 < n|2]co-

Selon le probléme, il sera commode d’utiliser plutdt une norme qu’une autre. Par exemple,

Exemple 6 Soit (uy,)necn une suite de R2. Pour tout n € N, on note v, la premiére coordonnée de u,, et
wy, la seconde coordonnée de uy, : uy, = (Un, wy). Alors (un)nen converge si et seulement si les suites

(Un)nen et (Wp)neN convergent.

Comme la convergence d’une suite ne dépend pas de la norme équivalente choisie et que toutes les
normes sont équivalentes dans R2, on peut démontrer chaque implication avec la norme qui nous
convient le mieux.

Supposons d’abord que (uy, )nen converge et montrons que (vy, )nen et (wy )nen convergent. Notons
¢ = ({1,0) € R? la limite de la suite (uy,)nen. On choisit sur R? la norme || - ||oo. Comme pour tout
n €N, 0 < |v, =1 <|up — #]|oo, On en déduit lim, 1 o |v, — ¢1] = 0. Ainsi, (vy)nen converge
vers £1. De méme, (wy,),ecn converge vers £2. Cela prouve I’implication directe.

Réciproquement, supposons (v, )nen et (wy)nen convergentes, vers des limites qu’on note a et b
respectivement. Montrons alors que (uy,),en converge vers (a, b). On choisit sur R? la norme || - ||;.
Comme pour tout n € N, ||u, — (a,b)||1 = |vn, — a] + |wy, — b et que les deux termes du membre de
droite tendent vers 0, on en déduit

lim |u, — (a,b)|1 = 0.

n—-+o00

Cela prouve I’implication réciproque.



Exemple 7 Soit A € My(R) une matrice qui a deux valeurs propres distinctes de module < 1. Alors
la suite (A™)en tend vers 0.

Comme A a deux valeurs propres distinctes (a priori complexes), elle est diagonalisable sur C : il existe
P € GL3(C) et une matrice diagonale D € M3 (R) tels que A = PDP~L. Les éléments diagonaux de
D sont les valeurs propres \; et Ay de A. Alors pour tout n € N, A" = PD"P~1,

On introduit sur M3 (R) une norme bien adaptée a notre probleme. On considére d’abord la norme
N définie pour tout C' = (cj5)1<i,j<2 par N1(C) = 31, ;<o |cij|. On définit maintenant la norme
N(C) = N1(P~CP) (on admet ici qu’il s’agit bien d’une norme).

Il reste a observer que

N(A™) = N(PD"P~Y) = Ny(P~YPD"P~1)P) = N{(D") = |\|" + | Xo|™

Comme |\| < 1et|A2] < 1, onen déduit lim,,_, 1 o N(A™) =0, q.e.d.

Définition 9  Etant donné une norme sur || - || sur K™, on appelle norme d’opérateur associée la norme sur My, (K) définie par
[[Az]]|
[IIA]ll = sup .
ek |l=||
x#0

Remarque 3 On a aussi

[IIA[l] = sup [[Az]]. (LD
zeK™
[lell=1
: ’ Axz||
En effet, comme {z € K" |||z|| = 1} C {z € K™ |z # 0} etque I = ||Az]|| lorsque ||z|| = 1,0ona

[IE2L

sup - [[Az|| < [[|A][].
Kn

@

[[=]|=1
Ensuite, pour touty € K™, y # 0, posons * = ﬁ.Alors [[z| = Let H\ﬁ/ﬂ‘ = ||A(y/llyID|l = || Az||. On en déduit
A
IV o cup 14w,
[yl z €K™
llzll=1
Finalement, on a bien I’égalité (1.1).
Proposition 4 La norme d’opérateur est bien une norme !
Preuve : Observons d’abord que I’application A € M., (K) > ||| A]|] est bien une application a valeurs positives. Elle vaut O en O et si A € My, (K) vérifie ||| A||| = 0, alors
pour tout z € K™, Az = 0. En prenant pour z les vecteurs de la base canonique e; = (0,...,0,1,0,...,0) (ot le 1 esten :°"™ position), on voit que chaque colonne de A est

nulle. Ainsi A = 0, ce qui acheve la preuve de la séparation. Par ailleurs, pour tout A\ € R, pour tout z € K™,

HAA)z|| = [Al||Az]].
On en déduit que
sup ||[(AA)z|| = sup |[X|||Az|| = |X| sup ||Az||,
zeK™ zcK™ zeK™
[le][=1 [[e]|=1 [le][=1
etdonc ||[|[XA[|| = |A]|||A]]]. ce qui prouve la positive homogénéité. Enfin, pour tout A, B € M, (K), pourtout z € K" tel que ||z|| = 1,
1A+ B)z|l = Az + Bz|| < | Az|| + | B=|| < [[|Alll + [[IB]]]-

On en déduit ||| A + B||| < [||A[]| + |||B]||. ¢’est-a-dire I'inégalité triangulaire. Conclusion : la norme opérateur est bien une norme.

O

Proposition 5 Soient A, B € My, (K) etz € K™.

Lo | Az]l < A2l

2. [IABIL < AN BIII-
Preuve : Pour tout z € K™ \ {0}, ||| A]|| > ‘H‘;ﬂl.Donc

[[Az[| < [[|A[lll|2]]-
Ensuite, pour tout x € K™,
[[ABz|| = [|A(B)|| < [[[A[lll|Bz|| < [IIA[IIBIIIl|=]]-

Done |[|AB|[| < [[|A[lII[IB]]- -



Exercice 1 On considere la matrice
1 2
A= .
Calculer la norme opérateur de A lorsqu’on prend sur K2 la norme || - |1, puis la norme || - |2, et enfin la norme || - || 0o

Exercice 2 Sur M, (K), on définit 'application N par : pour tout A = (aij 1< i<n,
1<j<n

N(A) = max |az;|.
(4) = max o]
1<5<n

1. Montrer que N est une norme sur M, (K).
2. Montrer qu’il n’existe pas de norme || - || sur K™ telle que N soit la norme opérateur associée a || - ||.

1.1.4 Normes en dimension infinie

En dimension infinie, il n’est plus vrai que les normes soient toutes équivalentes. On se sert souvent
de la contraposée de la Proposition 3 pour montrer que deux normes ne sont pas équivalentes :

Méthode 2 Pour montrer que deux normes N et N' ne sont pas équivalentes, il suffit de trouver une
suite (xy,)nen dans E qui converge vers 0 pour N mais pas pour N'.

Exemple 8 Sur I’espace vectoriel R|X| des polynémes a coefficients réels, on définit les deux applica-
tions N et N’ suivantes : étant donné un polynéome P(x) = ap + a1 + ... apx™, x € R,

N(P):= max |a;| , N'(P):= > |ail.

0<i<n

Alors N et N' sont des normes sur R[X| qui ne sont pas équivalentes.

Admettons ici que N et N’ sont des normes sur R[X] et montrons qu’elles ne sont pas équivalentes.
Pour tout n € N, on définit le polyndme

Qn(:v):nil(1+az+--o+x").

Alors N(Qy) = %H tandis que N'(Qy,) = 1. On en déduit que la suite (@, )nen converge vers 0 pour
la norme N mais pas pour la norme N’.

Exemple 9 Soit [a, b] un segment de R. On considére sur C°([a, b]; K) les deux normes suivantes :

b b
1l = / F@Olde Il = / (02 dt.

Ces deux normes ne sont pas équivalentes.

On admet ici qu’il s’agit bien de normes. Pour montrer qu’elles ne sont pas équivalentes, il suffit de
trouver une suite ( f,)nen+ C C%([a, b]; K) telle que || f,]|1 — 0 alors que || f, |2 7 0. On prend

—n3(:c—a)+nsia§x§a+b;—2“,

Jn(@) = { 0 sinon.

Alors || f,|l1 = %2 (il s’agit de I'aire sous la courbe) et donc ( f,)nen+ tend vers 0 pour la norme || - ||;.
Pour estimer || f,,||2, on observe que

b—a b—a

a+ﬁ 9 2 9
1113 :/ (=n®(t —a) +n) dt:nQ/ (—n’t+1)" dt
a 0

= /ba(—t +1)%dt # 0.
0



En particulier, (|| f,||2)nen+ ne tend pas vers 0.

Conclusion : ces deux normes ne sont pas équivalentes sur C°([a, b]; K).

Sur I’espace C%([a, b]; K), une autre norme aura beaucoup d’importance dans la suite. Pour la définir,
on a besoin de rappeler que

Théoréme 5 Toute fonction f € C°([a,b]; K) est bornée : il existe M > 0 tel que pour tout x € [a, b,
|f(x)| < M. De plus, f atteint ses bornes : il existe c,d € [a,b] tels que pour tout x € |a, b],

fle) < fz) < f(d).
On a donc f(c) = mingc(qp) f(2), f(d) = maxyelqp ().
On définit alors
[flloc = max |f(z)|.
z€[a,b]

Observer qu’avec les notations précédentes || f||oc = max(|f(c)l,|f(d)]).

Proposition 6 L’application f € C%([a, b]; K) est une norme.
Preuve : D’abord, il s’agit bien d’une application a valeurs positives. La fonction nulle (qui est constam-
ment égale a 0) vérifie ||0]|o = 0. Réciproquement, si f € C%([a,b]; K) vérifie || f||oo = 0, alors pour

toutx € [a,b], |f(z)] < maxyeiq | f(2")| = 0donc f estlafonction nulle, ce qui prouve la séparation.
Pour tout A € K, f € C%([a,b];K), on a

Af(@)] = [Mf(z)] . = €la,b].
On en déduit

[Aflloo = max |Al[f(z)|
z€[a,b]

On observe ensuite que max,c(q ) |Al|f(2)| = [N max,e(qp |f(z)]. En effet, pour tout = € [a,b],
Allf (@) < A maxgepoy |f(2)] d’ou Ton déduit que maxgefqp) |A|[f(2)] < [A maxpepay |f(2)].
Puis, pour tout = € [a, b] et tout A # 0, | f(x)| = ﬁ\)\f(a;ﬂ, et donc

1

|f(z)] < T e IAf(z)].

Cela implique max,¢[q 5 | f(7)] < I%I maX,e(qp |Af(2)] et finalement

A < A .
| Imrg[%!f(w)! _xrgﬁfg]l f(@)]

Cette inégalité reste vraie pour A = 0. On a donc bien max ¢, 4 [A|[f(@)] = [N max,epq [ f(2)].
Alors

[Aflloo = Al max | f(z)| = [A[]|floo-
z€[a,b]

La positive homogénéité est démontrée.
Enfin, soient f, g € C%([a, b]; K). Alors pour tout x € [a, b],

£ (@) + g(@)] < [f(@)] + 9(2)] < [ Flloc + llgloo-

Donc

Jnax £ (@) + 9(@)] < [ flloc + llgloo,

ce qui prouve bien I'inégalité triangulaire.
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On dispose de certaines inégalités entre les normes || - ||1, || - ||2 et || - ||oo- Par exemple,

£l < (0= a)[[flloo-

En effet, il suffit d’intégrer sur [a, b] I’inégalité
I’inégalité de Cauchy-Schwarz :

f(@)] < [|f]loo- Une autre inégalité plus subtile est

Proposition 7
b
7 < VE=ay| [ I

Pour montrer cette proposition, il est commode d’introduire le produit scalaire naturellement associé a
la norme || - ||2. C’est 'un des objets de la section suivante.
1.1.5 Norme et produit scalaire

Définition 10 Une application (-,-) : V. x V' — R est un produit scalaire si elle vérifie les propriétés
suivantes :

1. (linéarité par rapport a la premiére variable) pour tout w € V, la fonctionv € V +— (v,w) € R
est linéaire,

2. (linéarité par rapport a la deuxiéme variable) pour tout v € V, la fonctionw € V +— (v,w) € R
est linéaire,

3. (symétrie) pour tout v,w € V, (v,w) = (w,v),

4. (défini positif) pour tout v € V, (v,v) > 0 avec égalité si et seulement si v = 0.

Exemple 10 Sur R", on définit (z,y) = Z?’:l xjyj ennotant x = (x1,...,%n), Yy = (Y1,-..,Yn)- On
vérifie qu’il s’agit d’un produit scalaire.

Exemple 11 Dans C%([a,b]; R), (f,g) — f: f(t)g(t) dt est un produit scalaire.

En effet, par linéarité de I’intégrale, on a bien linéarité par rapport a la premiére variable f et linéarité
par rapport a la seconde variable g. Pour montrer la symétrie, on observe que

b b
/ﬂmmwz/awwﬁ
Enfin,
b b
/f(t)f(t)dt:/ f®)?dt >0

avec égalité si et seulement si f = 0 (on utilise ici que I’intégrale d’une fonction continue positive est
nulle ssi la fonction est partout nulle).

Proposition 8 (Inégalité de Cauchy-Schwarz) Pour tout v,w € V
[(v, w)| <V {v,v)V/(w,w).
Preuve : Soit t € R. Alors
0 < (v 4+ tw, v+ tw) = t*(w, w) + 2t{v, w) + (v, v).

11



Comme le trindme du second degré du membre de droite ne change pas de signe, c’est que son discri-
minant est < 0 :
2
(v,0)? < (v, 0){w, w).

On en déduit I’inégalité désirée en prenant les racines carrées de chaque membre.

Exemple 12 Pour tout f € C°([a, b]; R), 9, autrement dit

fllh <vb—alf

b b
[ <vi=a [sopa.

Pour le voir, on introduit sur C°([a, b]; R) le produit scalaire

b
(£,9) € COlfa,biR) % C2(fa, B R) = [ F(D)g(t)
On applique I’inégalité de Cauchy-Schwarz aux fonctions ¢t — f(t) et¢ — 1.

Proposition 9 Etant donné un produit scalaire (-, -), on lui associe I’application || - || : V — R
ol = V{v,0) ,veV
qui est une norme sur'V.

Preuve : D’abord, pour tout v € V, ||v|| > 0. De plus, ||v|| = 0 si et seulement si (v, v) = 0, ce qui est
équivalent a v = 0 (car le produit scalaire est défini positif).
Pourtout A\ € R,v € V,

(o, o) = A2[[o]|2

Donc
[Av]l = [Al[[v]]-

Enfin, pour tout v, w € V, en utilisant I’inégalité de Cauchy-Schwarz,
(v+w,v4+w) = (v,v+w)+ (w,v+w)
= (v,v) + (v, w) + (w, v) + (W, w)
= [|[v]l* + [[w]® + 2(v, w)
< Pll® + lwl® + 2ol fJw]

= (llv]l + llwl)).
Ainsi,
lo +w)|* < (ol + [lwl]])?,
d’ou I’on déduit que || - || vérifie I’inégalité triangulaire.

1.2 Ouverts et fermés

Dans cette section, on donne la définition des ouverts et des fermés. Ce sont des mots qui sont
déja apparus pour qualifier des intervalles. Un intervalle ouvert est un intervalle qui ne contient pas ses
extrémités alors qu’un intervalle fermé est un intervalle qui contient ses extrémités. Plus généralement,
un ouvert est une partie d’un espace qui ne contient pas son bord alors qu’un fermé est une partie de
I’espace qui contient son bord (on dit aussi sa frontiere). Il s’agit 1a d’une définition informelle, qui sert
a guider I’intuition, mais qui doit étre précisée (par exemple, la notion de bord reste floue).

Dans la suite, on se place dans un espace vectoriel normé (E, || - ||).

12



1.2.1 Boules et sphéres
Définition 11 On définit

1. la boule ouverte de centre a et de rayonr > 0
B(a,r)={zx € E: ||z —a| <},
2. la boule fermée de centre a et de rayon r > 0
Bla,r)={z € E: |z —al| <},
3. la sphere de centre a et de rayon r > 0

S(a,r)={z € E:|z—a|=r}

Exemple 13 Dessiner les boules centrées en 0 et de rayon 1 pour les normes || - |2 et || - || oo dans

R2.

1,

Par définition

By ,(0,1) = {z = (z1,22) € R? 1 \[af + 25 <1} = {z = (21,22) € R? 1 2] + 23 < 1}.

On reconnait le disque (ouvert) centré en 0 de rayon 1.
Ensuite, pour dessiner

By, (0,1) = {x = (z1,22) € R? : |2] + |22 < 1},

on commence par considérer les points (x1, z2) dans cette boule tels que z; > 0,22 > 0. On trace la
droite 1 + x2 = 1 et on garde donc tous les points au-dessous de cette droite dans le quadrangle supé-
rieur droit. On répete la méme opération pour les autres quadrangles, ou bien on procede par symétrie.
On obtient le carré de sommets (£+1,0) et (0,+1).

Pour la boule

BHHoo(O’ 1) = {l‘ = (1’1,5132) S R? . max(\mll, ‘.’IZ‘QD < 1},

on suit la méme stratégie, et on obtient le carré de sommets (£1,+1).
Une boule, c¢a peut donc étre un carré !

Remarque 4 L’équivalence des normes se traduit géométriquement en termes d’inclusions de boules.

Si Np et No sont deux normes équivalentes, i.e. il existe C7, Cy > 0 telles que
Ny <CiNy , Ny <oy
alors en notant
Bn,(a,7)={x € E: Ni(x —a)<r} , Bny(a,r)={z€ E:Ny(x—a)<r},

ona
By, (a,r) C Bn,(a,Cor) , Bpn,(a,r) C By, (a,C1ir).

Définition 12 1. Une partie A C FE est dite bornée si elle est contenue dans une boule (ouverte ou
fermée) : il existe a € E etr > 0 tel que A C B(a,r).
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2. Une suite d’éléments de E est dite bornée si tous ses termes sont contenus dans une partie bornée

de E.

Proposition 10 Une suite de E convergente est bornée.

Preuve : Soit (x,)nen une suite convergente. Notons ¢ € FE sa limite. Alors il existe ng € N tel
que pour tout n > ng, ||z, — ¢|] < 1. On a alors ||z,| < ||lzn — | + |4 < 1+ ||¢]|. Notons
M =1+ ||| + maxy<n, ||zn|. En distinguant les cas n < mg et n > ng, on vérifie que pour tout
n €N,

[zn] < M.

Ainsi, la suite (z,,)nen est contenue dans la boule B(0, M ). Elle est donc bornée.

1.2.2 OQuverts et fermés

Mathématiquement, pour traduire rigoureusement le fait qu’un ensemble ne contient pas son bord,
on procede ainsi :

Définition 13 On dit qu’un ensemble Q) C E est un ouvert si §) est une réunion de boules ouvertes.

En particulier, une boule ouverte est un ouvert !
Remarque 5 La réunion de deux ouverts (ou méme d’une infinité d’ouverts) est un ouvert.

Exercice 3 Dans I’espace vectoriel R muni de la norme donnée par la valeur absolue, montrer qu’un
intervalle ouvert |a, b| est un ouvert.

Proposition 11 Soit Q) C E. Alors ) est un ouvert si et seulement si pour tout x € €, il existe ry > 0
tel que B(z,ry) C S

Preuve : Supposons que 2 soit un ouvert. Soit x € {2. Comme {2 est une réunion de boules, il en existe
une, de centre y et de rayon r, qui contient z : x € B(y,r). Posons alors r,, := r — | — y|. On a bien
ry > 0carx € B(y,r). De plus, si z € E vérifie |z — z| < ry, alors par I’inégalité triangulaire,

lz—yl<lz—z|+ |z -yl <rat+|z—yl=r

On en déduit z € B(y,r) etdonc z € 2. Ainsi, B(x,r;) C Q.
Réciproquement, si pour tout x € §2, il existe r, > 0 tel que B(x,r,) C 2, montrons qu’§2 est un
ouvert. Il suffit d’observer que
Q= UxEQB(xa T'a:)'

En effet, I’inclusion C provient du fait que chaque x € €2 appartient a B(z,r,) et donc appartient a la
réunion UycqB(z, ;). Linclusion D est conséquence du fait que B(z,r;) C €2 pour chaque z € €.
L’égalité est démontrée et ) est donc bien une réunion de boules ouvertes.

O

La notion d’ouvert ne dépend pas de la norme équivalente qu’on met sur I’espace :

Proposition 12 On considere deux normes Ny et No sur un espace vectoriel E et on suppose qu’elles
sont équivalentes. Soit Q0 C E. Si Q) est un ouvert dans (E, Ny), alors S est un ouvert de (E, N3).

14



Preuve : Soit 2 un ouvert de (E, N1). Soit z € €. Comme €2 est un ouvert pour Ny, il existe r,, > 0 tel
que
By, (z,rg) ={y € E: Ni(y —z) <rg} C Q.

Comme N; et Ny sont équivalentes, il existe C' > 0 tel que N1 < C'Ns. Par la remarque 4, on en déduit
que

B, (z, %) C By, (z,73) C Q.

Donc (2 est un ouvert de (E, Na).
(]

Exemple 14 Un demi-plan ouvert dans R? (et plus généralement un demi-espace dans R™) est un ou-
vert.

On considére un demi-plan ouvert de R? : une droite de R? sépare un plan en deux parties ne contenant
pas cette droite. C’est ce qu’on appelle les demi-plans ouverts associés a cette droite. On n’a pas besoin
de norme pour définir cette notion.

Montrons qu’un tel demi-plan est ouvert (pour n’importe quelle norme, puisqu’on a vu que la no-
tion d’ouvert ne dépendait pas de la norme équivalente qu’on choisissait et que toutes les normes sont
équivalentes dans R?). On va prendre dans la suite la norme || - ||2. On se donne donc une droite A et on
note II I’'un des demi-plans définis par cette droite. Soit x € II. On note y la projection orthogonale de
xsur A. Comme = € A, y # x et donc ||x — y||2 > 0. Montrons que

By, (@, |z —yl2) C IL
Soit z ¢ II. La demi-droite de sommet z passant par z coupe A en 2’. Alors
lz = 2[I3 > [lz — '3 = lz = yl3 + Iy — 2|3
La derniere égalité résulte du théoreme de Pythagore. On en déduit
|z = zl[2 = [l = yll2,

etdonc z & B, (w, ||y —z(|2). Par contraposée, on a montré que pour tout z € By, (z, [[z —yl|2), ona
z € I Conclusion : By, (w, ||z—yl[2) C II. Onen déduit que IT est un ouvert.

Définition 14 Soit A C E. L’intérieur de A est la réunion des boules ouvertes contenues dans A.

L’intérieur de A est donc aussi le plus grand (au sens de I’inclusion) ouvert contenu dans A.

Définition 15 Soit V C F et x € V. On dit que V' est un voisinage de x si x est dans lintérieur de V.

Autrement dit, il existe une boule ouverte contenant x et contenue dans V.

Définition 16 Une partie F' C E est dite fermée si son complémentaire F° = E \ F est ouvert.

Comme pour les ouverts, cette notion est invariante par changement de norme équivalente.

Exemple 15 1. une boule fermée dans un e.v.n (E, N),

2. une droite dans R2.
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1. Soit B(a, ) une boule fermée dans un e.v.n. (£, N'). Montrons que c’est un fermé, c’est-a-dire
que son complémentaire est un ouvert. Soit x ¢ B(a,r). Donc N(z — a) > r. Soit r, =
N(x — a) — r et montrons que B(z,r;) C E\ B(a,r). Soity € B(z,ry). Alors

Ny—a)>N(@x—a)—N(y—z)>N(x—a)—ry =T

Donc y ¢ B(a,r). Donc B(z,r;) C E\ B(a,r). Donc E'\ B(a,r) est un ouvert, ce qui montre
que B(a,r) est un fermé.

2. Soit A une droite de R?. Le complémentaire de cette droite est constitué de deux demi-plans
ouverts, dont on a montré qu’ils étaient ouverts. Comme la réunion de deux ouverts est un ouvert,
on en déduit que le complémentaire d’une droite est un ouvert. Donc une droite est un fermé.

Définition 17 Soit A C E.

1. La frontiere de A, notée OA, est I’ensemble des points x de E tels que pour tout v > 0,
B(z,r)MA#0 , B(x,r)\ A#0.

2. L’adhérence de A, notée A, est la réunion de A et de sa frontiére : A=0AUA.

Comme d’habitude, ces notions ne dépendent pas de la norme équivalente choisie. Tous les points
de A sont adhérents a A mais un point adhérent a A n’est pas forcément dans A. Par exemple, dans R,
les bornes d’un intervalle ouvert sont adhérentes a cet intervalle et pourtant n’appartiennent pas a cet
intervalle.

Proposition 13 Un point a € A est dans I’adhérence de A si et seulement si pour tout v > 0, B(a,r) N

A#0.

Preuve : Soit a € A. Soit 7 > 0. Montrons que B(a,r) N A # (). Par définition, A = A U A. On
distingue alors deux cas. Si a € A, alors a € B(a,r) N A et le résultat est vrai. Sinon, a € A et par
définition de 0 A, le résultat est encore vrai.
Réciproquement, supposons que pour tout 7 > 0, B(a,r) N A # (). Montrons que a € A. Si a € A,
la conclusion attendue est vrai, puisque A C A. Sinon, a ¢ A et donc pour tout r > 0, a € B(a,r) \ A.
Ainsi, a € A C A. Dans les deux cas, on a bien a € A.
U

Exercice 4 Soitx € E et r > 0. Alors

1. la sphére S(x,r) est la frontiere de la boule ouverte B(x,r) et aussi la frontiére de la boule
fermée B(x,r).

2. la boule fermée B(x,r) est ’adhérence de la boule ouverte B(x,r),

3. la boule ouverte B(x,r) est 'intérieur de la boule fermée B(x, ).

1.3 Continuité

Soient (E, N) et (F, N') deux espaces vectoriels normés. Ainsi, IV est une norme sur F et N’ est
une norme sur F'. On s’intéresse dans cette section a des fonctions définies sur E' (ou plus généralement
sur une partie A de F) a valeurs dans F.

Soitdonc A C Fet f: A — F. Ainsi, a tout vecteur z € A, on associe un (unique) vecteur noté
f(x) dans F.
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1.3.1 Limite

Définition 18 Soit a € A. On dit que f tend vers { € F en a si pour tout £ > 0, il existe n > 0 tel que
pour tout y € A,
N(y—z) <n=N'(f(y) - 0) <e.

Cette définition prolonge la définition de la limite pour les fonctions définies sur un intervalle de R
et a valeurs dans R (simplement, les valeurs absolues sont remplacées par des normes). Lorsque I’espace
d’arrivée est R, on définit comme avant la convergence vers +0o ou —oQ.

Remarquer que comme z est adhérent a A, il existe toujours des vecteurs y € A N B(x,n). Par
ailleurs, ¢ n’est pas forcément égal a f(z), puisque  n’est pas nécessairement dans A et que f n’est
définie que sur A.

Toutes les propriétés vues sur les limites pour les fonctions de R dans R restent vraies ici, notamment
I’unicité de la limite, et les limites d’'une somme, d’un produit par un scalaire, d’une composée de
fonctions.

1.3.2 Continuité

Définition 19 On dit qu’une fonction f : A — F est continue en un point x € A si pour tout € > 0, il
existe n > 0 tel que pour tout y € A,

N(y—xz) <n== N'(f(y) - f(z)) <e.

Avec des symboles mathématiques, cela devient : f est continue en x si Ve > 0, I > 0 tel que

FH (B (f(2),€)) D By(z,m) N A.

Ici, By (z,n) désigne la boule ouverte de centre x et de rayon 1) dans E :

By(z,m) ={y € E: N(z —y) <n}.

De méme, By (f(z), ) désigne la boule ouverte de centre f(x) et de rayon € dans F'.

Intuitivement, cela signifie que 1’on peut rendre f(y) aussi proche que I’on veut de f(z) pourvu que
I’on prenne y suffisamment proche de x. Pour signifier que f est continue en «, on dit aussi que f tend
vers f(x) en et on note lim,_,, f(y) = f(x).

Exercice 5 Soit f : A C E — R une fonction continue (ici, comme d’habitude, E désigne un espace
vectoriel muni d’une norme et R est muni de la valeur absolue). Alors

1. U'ensemble {x € A: f(x) > 0} est un ouvert,
2. les ensembles {x € A: f(x) =0} et {x € A: f(x) > 0} sont des fermés.

La définition 19 généralise la définition de continuité pour les fonctions définies sur un intervalle de
R et a valeurs dans R.

Proposition 14 La continuité d’une fonction en un point est invariante par changement de norme équi-
valente.

Cela signifie que si on prend une autre norme Nj sur E, équivalente 2 N, et une autre norme N| sur
F, équivalente 2 N’, alors toute fonction continue lorsqu’on prend les normes N et N’ sera continue
lorsqu’on prend les normes Ny et Nj.

Preuve : Soit une fonction f : A C E — F continue en x € A pour les normes N sur F et N’ sur
F : pour tout ¢ > 0, il existe 7 > 0 tel que pour tout y € A,

N(y—xz) <n== N'(f(y) — f(z)) <e.
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On prétend qu’alors f est continue en z pour les normes N; et Ni. En effet, soit ¢ > 0. Comme N’ et
N sont équivalentes dans F, il existe C' > 0 tel que pour tout z € F, N{(z) < CN'(z). On applique
alors la définition de continuité pour les normes NV et N avec ¢/C' : on en déduit ’existence de 7 > 0
tel que pour tout y € A,

N(y—x) <n=N'(f(y) - f(x)) <e/C. (1.2)

Maintenant, on utilise que les normes N et N sont équivalentes dans E : en particulier, il existe C’ > 0
tel que pour touty € E, N(y) < C'Ny(y). Ainsi, siy € A vérifie Ny (y—z) < n/C’,alors N(y —z) <
7. Donc par (1.2), N'(f(y) — f(z)) < &/C. On en déduit

Ni(f(y) — f(x)) SCN'(f(y) — f(z)) <e.

On a bien montré que pour tout € > 0, il existe 77 > 0 (dans ce qui précede, c’est /C") tel que pour
touty € A vérifiant Ny (y —x) < n/,ona N{(f(y) — f(z)) < e. Cela démontre la continuité de f pour

les normes N; et V7.
O
Comme pour les fonctions d’une seule variable, la continuité est préservée par les opérations usuelles :

Proposition 15 1) Soient f, g : A — F deux fonctions continues en un vecteur x € A. Alors f+ g
est continue en .
2) Soient f : A — F une fonction continue en un vecteur v € A et A\ € R. Alors \f est continue
en x.
3) Soit f : A — F une fonction continue en un point x € A. Soient (G, N") un autre espace
vectoriel normé, B une partie de F' contenant f(A) et g : B — G une fonction continue en
f(x). Alors g o f est continue en .

Preuve : Montrons d’abord le point 1). Soit ¢ > 0. Comme f est continue en z, il existe n > 0 tel
que pour tout y € AN By(z,n), N'(f(y) — f(z)) < £/2. De méme, comme g est continue en z, il
existe > 0 tel que pour tout y € AN By(x,n'), N'(g(y) — g(x)) < €/2. On en déduit en posant
7" = min(n,n’) que pour tout y € AN By (z,n"),

N'((f+9)y) = (f +9)(x) = N’

ce qui montre la continuité en x.
On laisse le point 2) en exercice et montrons a présent le point 3). Soit € > 0. Par continuité de g, il

existe 7 > 0 tel que

g~ (Byn(9(f(2)),)) > (Bnr(f(x),m) N B).
Par continuité de f, il existe ’ > 0 tel que

By (f(2),m) D (By(e,n') N A).
On en déduit que
(go f) " (Ban(go f(x),e)) = f~' (g7 (Bnw(g(f()),€))) D f~ 1 (Bn(f(x),n) N B).
Comme f(A) C B, f~! (Bn/(f(z),n) N B) = f~' (Bn(f(2),7)). Donc
BN (f(@),m) N B) > (By(z,n) N A).
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On a donc montré que

(go f)~" (Bnn(go f(x),)) D (Bn(z,n') N A).

C’est bien la définition de la continuité de g o f en .
(]
Dans I’énoncé suivant, on suppose que les fonctions sont a valeurs réelles, autrement dit F' = R et
N’ est la valeur absolue sur R.

Proposition 16 1) Le produit de deux fonctions f,qg: A C E — R continues en un vecteur x € A
est continue en x.
2) Soit f : A — R une fonction qui ne s’annule pas sur A et qui est continue en un vecteur r € A.
Alors 1/ f est continue en x.

Définition 20 (Continuité sur un ensemble) On dit que f : A C E — F est continue sur A quand f
est continue en tout point x € A.

Exemple 16 L’application suivante
2 5
fi(zy) eR2—» e ™ R
est continue sur R2.

Théoreme 6 Toute fonction réelle et continue sur une partie fermée et bornée est bornée et atteint ses
bornes.

Cela signifie que si f : A C E — R est continue sur la partie A de E supposée fermée et bornée, alors
il existe M > 0 tel que pour toutz € A,ona |f(z)| < M.De plus, il existe z_ € Aetx; € A tels que

Vre A, flz_) < f(z) < flxy).

La preuve de ce théoréme repose sur la notion de compacité évoquée a la fin de ce chapitre.

1.3.3 Continuité en dimension finie

On s’intéresse dans la suite a des fonctions définies sur une partie D de R™ et a valeurs dans RP. Soit
x € D.On note (z1,...,z,) ses coordonnées. L’image f(x) est un élément de RP. Ses coordonnées
dépendent donc de x. On note

fxr, ..o zn) = (filzr,. .o zn), ..o, fplzn, oy 2n)).

On adopte aussi une notation matricielle :

fl(ﬂfl,. . .,l‘n)
flxy,... xn) = :

fp(xl,.‘. .y Tp)

Les f; sont les fonctions composantes de f. Elles sont définies sur D C R” et a valeurs dans R.
Remarque 6 Lorsque n = 1 et p = 1, on a I’habitude de représenter une fonction par son graphe. On
peut faire de méme lorsque n = 2 et p = 1 dans un cadre tridimensionnel. Lorsque n = 1 et p = 2 ou

p = 3, on peut encore dessiner des courbes paramétrées dans R? et R? (dans ce cas, on ne dessine pas
la variable ).
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Dans toute la suite de cette section, D désigne une partie de R™ et f une fonction définie sur D a
valeurs dans RP.

Proposition 17 Une fonction f : D C R"™ — RP est continue en un point x € D si et seulement si
toutes ses composantes f; : D C R™ — R sont continues en x.

Preuve : Comme la proposition ne dépend pas des normes équivalentes choisies, on peut faire intervenir
celles qui nous conviennent le mieux. Ici, on ne précisera pas la norme sur R” mais on choisit la norme
Il ||co sur RP. Supposons que f soit continue en x : pour tout € > 0, il existe n > 0 tel que pour tout
y € D, si |ly — x| < n,alors maxi<j<p |fj(y) — fj(z)] <e,doulon tire : pour tout 1 < j < p,

115 (y) = fi(2)| <e.

Ainsi pour tout 1 < j < p, f; est continue en x. Réciproquement, si pour tout 1 < j < p, f; est
continue en x, alors pour tout € > 0, pour tout 1 < 5 < p, il existe n; > 0 tel que pour tout y € D, si
ly — x|| < nj,alors |fj(y) — fj(z)| < e. Posons n = min;<;<p ;. Ainsi pour tout z, si ||y — z|| < n,
alors pour tout 1 < j < p, |f;(y) — fj(z)] < e, etdonc || f(y) — f(z)||cc < €. Ceci montre la seconde
implication.

O
Proposition 18 Soit ® : R” — R? une application linéaire. Alors ® est continue.
Preuve : Pour tout z, y € R",
n n
Pz —y)=2 (Z(iﬁz - yi)€i> = (i — yi)®(es).
=1 =1
Donc
n
1@z =)l < |z =yl |@(en)|| < M|z -yl
i=1
en posant M = max ||®(e;)||. On en déduit que pour tout € > 0, si |z — y||1 < /M, alors
[@(x) = ()| = [@(z —y)l| < e
Donc & est continue.
O

Exercice 6 Montrer que toute application linéaire f : R™ — RP est lipschitzienne, c¢’est-a-dire qu’il
existe C' > 0 tel que pour tout x,y € R™, || f(z) — f(y)|| < C|lz — y|| (la constante C dépend de f et
du choix des normes sur R" et RP).

Exemple 17 On note p; : x = (x1,...,2,) € R" = z; € R la projection sur la §é™e coordonnée de
x. Alors p; est une application continue sur R".

Preuve : L’application p; est lin€aire. Par la proposition précédente, on en déduit que p; est continue.
O

Proposition 19 Soit f : D C R™ — RP une fonction continue en a = (ay,...,ay). Alors toutes les
restrictions de f par rapporta l, 2, ..., oun — 1 variables sont continues.

20



Preuve : On montre que la restriction par rapport a la premiére variable z; € R — f(x1,a2,...ay)
est continue (les autres assertions se démontrent de maniere analogue). Il s’agit de la composée de
x1 +— (x1,a9,...,ay,) qui est continue en a; et de f qui est continue en a. On conclut grice a la
proposition sur la continuité des composées.

(]

Remarque 7 Attention : la réciproque est fausse. Par exemple pour f : R2 — R, ce n’est pas parce
que x — f(xz,a2) ety — f(a1,y) sont continues que | est continue en x.

Exemple 18

x2x_~?_Jy2 Si (wvy) 7é (070)7

flay) = 0 si (z,y) = (0,0).

Les fonctions f(0, -)

et f(-,0) sont constamment égales a 0 et en particulier continues. Pourtant, pour
touty # 0, f(y,y) = 3. En particulier,

(0,0) — f(y,y)| > 3 et donc f n’est pas continu en (0, 0).

Exemple 19

_ [ S i ey) £ 0,0),
A Ll = 0.0)

Sur R?\ {(0,0)}, la fonction g est continue comme quotient de fonctions continues, le dénominateur ne
s’annulant pas. Montrons la continuité de g en (0, 0). Pour tout (z,y) # (0,0),

le® — 1|22

e < le* —1|.

l9(z,y) —1| = <
Soit € > 0. Par continuité de x — ¢* en 0, il existe > 0 tel que pour tout |x| < 7, ona |e* — 1] < e.

Donc pour tout || (z,y)||cc < 7, |g(x,y) — 1| < . Ainsi, g est bien continue en (0, 0).

1.4 Compacité

Soit . > 1. On munit R™ d’une norme (elles sont toutes équivalentes).

1.4.1 Criteres séquentiels

Une partie de R est dite fermée lorsque son complémentaire est ouvert (intuitivement, un fermé est donc un ensemble qui contient son bord).
On dispose d’une caractérisation séquentielle (i.e. faisant intervenir les suites) des fermés :

Proposition 20 Une partie F C R™ est fermée si toute suite d’éléments de F qui converge dans R™ a sa limite dans F.

11 existe aussi une caractérisation séquentielle des fonctions continues :

Proposition 21 Soit D C R™, f : D — RP etz € D. Alors f est continue en xq si et seulement si pour toute suite (x;) ; ¢ contenue dans D, la suite (f(x;));eN converge
vers f(xg).

1.4.2 Compacité

On en vient alors a la seule définition nouvelle de cette section :

Définition 21 Soit K C R™. On dit que K est compact si et seulement si de toute suite d’éléments de K : (x;);en C K, on peut extraire une sous-suite qui converge dans K : il
existe une fonction strictement croissante @ : N — N telle que la sous-suite (rw(,i) )i eN converge, et sa limite appartient a K.

On a en fait une caractérisation plus simple pour les compacts de R" :

Proposition 22 Une partie K de R™ est compacte si et seulement si elle est fermée et bornée.

Tout ce précéde reste vrai lorsqu’on remplace R™ par un espace vectoriel normé plus général, a 1’exception (notable !) de la proposition 22 qui n’est plus vraie lorsque 1’espace
vectoriel est de dimension infinie. Dans ce cas, seule une implication est vraie : une partie compacte est toujours fermée et bornée mais la réciproque n’a pas systématiquement lieu.

Exercice 7 ((Extrait du concours CCP 2010)) 1. Rappeler la définition (par les suites) d’une partie compacte d’un espace vectoriel normé.
2. Soit E et F deux espaces vectoriels normés, et f une application continue de E dans F. Si A est une partie compacte de E, démontrer que f (A) est une partie compacte
de F'. L'image réciproque par f d’une partie compacte de F est-elle nécessairement une partie compacte de E ?

Solution :
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Une partie d’un espace vectoriel normé est compacte si de toute suite de cette partie, on peut extraire une sous-suite qui converge dans cette partie.

Soit (y;);c une suite d’éléments de f(A). Alors pour tout i € N, il existe ; € A tel que f(x;) = y;. Comme A est compact, on peut extraire de la suite (;) ; e
une sous-suite convergente dans A : il existe une fonction stritement croissante ¢ : N — N telle que la sous-suite (zw(i) )ien converge vers un vecteur z € A. Par

continuité de £, la suite (f (2, (4))ien) converge vers f(z). Autrement dit, la suite (y,(4)) ;e converge vers f(x) € f(A). Conclusion : f(A) est compact.

Considérons la fonction nulle f : € R — 0 € R.Ona f(R) = {0}, {0} est un compact de R et pourtant f ~1({0}) = R n’est pas un compact de R, par exemple
parce qu’il n’est pas borné. Conclusion : en général, I'image réciproque d’un compact par une application continue n’est pas compacte.
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Chapitre 2

Séries de Fourier

Dans ce chapitre, toutes les fonctions considérées sont a valeurs dans C (ce qui n’exclut pas les
fonctions qui ne prennent que des valeurs réelles).

2.1 Introduction

2.1.1 Un détour par les séries entiéres

Lorsqu’une fonction f : R — R est développable en série entiere, cela signifie qu’on peut 1I’écrire
sous la forme

oll (an)nen est une suite de réels. En particulier, pour tout « € R, la série ) , a,x™ converge. En posant
pour toutn € N, f,, : © € R+ a,2", on dit que la série de fonctions ) f,, converge simplement vers
f, autrement dit

VeeR, f(z)= lim an

N—>+oo

En fait, la série converge normalement sur tout segment de ]R, c’est-a-dire

+oo
VM >0, Z sup | fo(2)| < 0.
n:OIE[_MuM]

Cela implique que la série de fonctions converge uniformément sur tout segment vers f :

VM >0, lim  sup 1> falz) = f(z)] = 0.

On sait de plus que f est C* sur R, qu’on peut dériver termes a termes (attention, cela n’est pas possible
pour toutes les séries de fonctions) et

1
vneN, a,=—f™(0).
n!
Dans le cas ou f n’est pas développable en série entiere sur R tout entier mais seulement sur un
intervalle (symétrique par rapport a 0), alors tout ce qui précede reste vrai sur cet intervalle seulement.
Quoi qu’il en soit, le développement en série entiere permet d’approcher une fonction f par une
suite de polynomes (ij:o an ™) Nen, uniformément sur tout segment de 1’intervalle de convergence.
Cela n’est possible que pour des fonctions f qui sont nécessairement C* (mais toutes les fonctions C*
ne sont pas développables en séries enticres).
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2.1.2 Polynomes trigonométriques a coefficients réels

Considérons a présent une fonction périodique f : R — R : on suppose donc qu’il existe T > 0
(appelée la période) telle que
VeeR, flx+T)=f(z).

Alors plutdt que de chercher a approcher f par des polyndmes (qui ne sont pas eux-mémes périodiques),
il est naturel de construire une approximation a 1’aide de fonctions périodiques. Pour fixer les idées,
supposons que la période T" de f vaut 27. Les fonctions usuelles cos et sin étant elles-mémes 27 pério-
diques, on peut tenter d’approcher f par des fonctions élémentaires construites a partir de cos et sin. On
appelle polynome trigonométrique a coefficients réels toute fonction de la forme

N
P:zeRw— Z ay, cos(nz) + By sin(nz),

n=0

ou N € Net les ay, 3, sont des réels. On observe que les fonctions = — cos(nz) et z +— sin(nz) sont
toutes 27 périodiques. Il en est donc de méme de P.

Il est possible de retrouver les coefficients o, et 3, lorsqu’on connait la fonction P. Ainsi, par
linéarité de I’intégrale,

27

N 2w 2m
P(z)dx = Z an, / cos(nz) dx + oy, / sin(nz) dx.
n=0 0 0

0

Comme x — cos(nx) et z — sin(nx) ont des primitives explicites, il est facile de voir que leur intégrale
sur [0, 27| est nulle, sauf pour cos lorsque n = 0 :

2m 2m
/ cos(0z) dx = / ldx = 2.
0 0

1 2

On trouve ainsi
P(z)dx.

oy — % o
Pour obtenir les coefficients oy, et i, on multiplie d’abord P par cos(kx) ou sin(kz). Par exemple,
lorsque k£ € N*,

2 N 2 27
/ P(x) cos(kx) dx = Z an/ cos(nz) cos(kx) dr + an / sin(nx) cos(kz) dz.
0 ayr 0 0

Pour calculer I’intégrale de la fonction cos(nx) cos(kx), on cherche d’abord a la linéariser, ¢’est-a-dire a
transformer le produit en une somme. Pour cela, il est commode de passer par I’exponentielle complexe :

eine + e—inT ik + etk et(n+k)w + e—i(ntk)z + et(n—Fk)w + e—i(n—k)z
cos(nx) cos(kx) = 5 5 = 1

cos(n + k) + cos(n — k)z
5 .

On a de méme

inx _ —inz  ikz + e~ tkx ei(nJrk)x _ efi(nJrk)x + ei(nfk):p _ efi(nfk)x
sin(nx) cos(kx) = _ = .

29 2 44
sin(n 4+ k)x + sin(n — k)z

2
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En intégrant sur [0, 27], il vient lorsque k # n

2 1 2m
/ cos(nx) cos(kx) dx = 2/ cos(n + k)x 4 cos(n — k)zdxr =0,
0 0
tandis que pour k = n,
2m 1 2m
/ cos(nx) cos(kx) dx = 3 / cos(n + k)x + cos(n — k)zdr = 7.
0 0
Par ailleurs, pour tout n € N,

2m 1 2m
/ sin(nz) cos(kx) dr = 3 / sin(n + k)x + sin(n — k)z dxr = 0.
0 0

En conclusion, lorsque & # 0

27
P(z) cos(kx) dx = may,
0
soit encore
1 27
ap = / P(z) cos(kx) dx.
™ Jo
On calcule de méme pour tout k£ € N,
1 21
Br = — P(z)sin(kx) dz.
™ Jo

Si on peut écrire une fonction 27 périodique continue (ou continue par morceaux) f sous la forme

+oo

f(z) = Z ap, cos(nx) + By sin(na)

n=0
(on suppose donc ici que la série converge pour tout  vers f(z)), on s’attend a ce que

1 27 1 21 1 21

oy = — f(x)dx etVneN* a,=— (z)cos(nx)dx , Bn=— () sin(nzx) dx.

2T 0 ™ Jo T Jo
On appelle coefficients de Fourier de f les nombres
1 2m 1 2m

VneN, an(f)= =t (x)cos(nx)dx , by(f) = = (z) sin(nz) dx.

Exercice 8 Soit f : R — R continue et 27 périodique.

1. Si f est paire, alors pour tout n € N, b, (f) = 0.
2. Si f estimpaire, alors pour toutn € N, a,(f) = 0.

2.1.3 Polynomes trigonométriques a coefficients complexes

Comme on I’a vu dans la section précédente, il est souvent plus facile pour faire des calculs de passer
par les nombres complexes. Aussi, dans tout ce chapitre, on va considérer des fonctions f : R — C a
valeurs complexes. Lorsqu’une telle fonction est continue (ou continue par morceaux), on peut définir
son intégrale en décomposant f en partie réelle et partie imaginaire : f = Re f 4 ¢Im f.

2 2m 2m
f(x)dac:/o Ref(x)da?+z/0 Im f(z)dz.

0
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L’intégrale des fonctions complexes hérite de toutes les propriétés de I’intégrale des fonctions réelles
(linéarité, relation de Chasles).
Considérons a nouveau un polyndme trigonométrique, cette fois a coefficients complexes :

N
P:zeRw Z ay, cos(nx) + By sin(nx),
n=0

ot N € N et les ay, 3, sont maintenant des nombres complexes. En écrivant cos(nz) = (e +
e~ nT) /2 et sin(nx) = (e — e~""*) /(2i), on obtient

1n1‘ —inx —’L’I’LSC
+ e

P(m):ag+2an +Zﬂn

n>0 n>0
_ % @) mnx (% o &) —inx
_O‘°+Z(2+2ie 2. (5 %)
n>0 n>0

=g+ Z G~ Won _2 i e 4 Z Qon T Won ; i e,
n>0 n<0

En utilisant I’expression de «,, et 3, en fonction de P obtenue dans la section précédente, il vient si
n > 0,

o Z,B 1 2 2 1 2 )
L ( P(z)cos(nz)dx — i P(z)sin(nx) dx) = — P(z)e " dux,
2 2w 0 0 ™ Jo
tandis que sin < 0,
B i3 1 2m 2w 1 2m )
Qn F9n = — / P(x)cos(—nz)dz +1 P(z)sin(—nz)dx | = / P(x)e """ dx.
2 2T 0 0 2 0
Ainsi, 4
JJ) _ Z ,Ynezn:c
nez
en posant
1 2m
) A C e

Plus généralement, pour une fonction f : ]R — C continue (ou continue par morceaux) et 27
périodique, on définit ses coefficients de Fourier

1 2

o ), f(z)e dzx.

cn(f) =
Les calculs précédents montrent que

(an(f) —ibn(f))/2 si n>0,
en(f) =4 ao(f)/2 si. n=0,
(a—n(f) +1b_n(f))/2 si n<O.

On peut aussi exprimer les coefficients (a,(f)) et (b, (f)) avec les formules :

Vn €N, an(f)=ca(f) +cn(f)  bu(f) =ileal(f) — c=n(f))-
Enfin, on définit la série de Fourier de f par

N

) cos(nzx) + by (f) sin(nz) = Z cn(f)e™®.

n=—N

VN eN, Sy(f)(z)
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Remarque 8 La série Y, cn(f)e'™ est indexée sur 7 et non pas sur N.

La théorie pour de telles séries se ramene a la théorie classique en disant qu'une série de fonctions
> rez Jr converge si et seulement si les deux séries Y ;o fx et > ;o f—k (qui sont deux séries in-
dexées sur N) convergent. Dans ce cas, on définit

400 400 +o00 N N
= = i li k-
Do fe=D fet ) foe= JMim 3o fit lim Yo foy
k=—o0 k=0 k=1 k=0 k=1
Exercice 9 Montrer que la série de Fourier d’un polynéme trigonométrique P de la forme
N
P(z) = Z ay, cos(nx) + By sin(na)
n=0

est donnée par

27]14:0 ay, cos(nx) + By, sin(nz) si. M <N,

S]V[(P)(w) = { 27]:[:0 o cos(nm) + ﬁn sin(nl‘) = P(az) si M > N.

L’objet de ce chapitre est 1’étude des propriétés de convergence des séries de Fourier. On note
CY (R;C) I'ensembme des fonctions continues et 27 périodiques a valeurs complexes.

2.2 Convergence uniforme et convergence ponctuelle

2.2.1 Injectivité des coefficients de Fourier

Cette section est fondée sur le théoreme suivant dont on donnera la preuve ultérieurement :

Théoreme 7 Soit f : R — R une fonction continue 2w périodique. Si tous les coefficients de Fourier de
f sont nuls, alors f = 0.

Corollaire 1 Si deux fonctions continues et 2w périodiques f et g ont les mémes coefficients de Fourier,
alors f = g.

Preuve : La fonction h = f — g est continue et 27 périodique. De plus, pour tout n € Z,

1 2m » 1 2m » 1 2m »
Cn(h)_%/o (f—9g)(x)e m“”dx:% ; f(z)e “””dx—%/o g(x)e " dx

= cn(f) —enlg) = 0.

On en déduit par le théoreme précédent que h = 0, d’ou la conclusion.

2.2.2 La norme uniforme

On note CJ_(R; C) I’ensemble des fonctions continues 27 périodiques a valeurs dans C. On peut
introduire sur C_ (IR; C) la norme uniforme || - ||, ol

Vf€C(R;C), | flloo =sup|f(z)l.
zeR
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En effet, si une fonction f est continue 27 périodique, alors I’ensemble des valeurs qu’elle prend coin-
cide avec I’ensemble des valeurs qu’elle prend sur [0, 27] (on utilise ici la 27 périodicité) :

fR) ={f(z);z € R} = f([0, 27]).

Sur le segment [0, 27], la fonction f est continue, donc est bornée et atteint ses bornes : il existe ¢, d €
[0, 27] tels que pour tout = € [0, 27],

fle) < f(x) < f(d).

Cette double inégalité reste vraie pour tout x € R. On peut donc définir

[flloo = max |f(z)| = max|f(z)].

z€[0,27] z€R

Rappelons quelques propriétés de la convergence uniforme :

1. Si une suite (fy,)nen de fonctions continues sur R converge uniformément sur R vers une fonc-
tion f : R — R, alors f est aussi continue. De plus, si chaque f,, est 27 périodique, alors f est
aussi périodique (par passage a la limite dans 1’égalité f,,(z + 27) = f,(x), © € R).

2. La convergence normale d’une série implique la convergence uniforme.

3. Si une série converge uniformément, alors on peut intervertir somme et intégrale sur un segment.

2.2.3 Coefficients de Fourier sommables

Théoreme 8 Soit f € CY_(R; C). On suppose que la famille des coefficients de Fourier est sommable :

sup Z lek(f)] < 4o00.

neN kez,
|k|<n

Alors (Sp(f))nen converge normalement vers f sur R.

Preuve : On a pour tout ¢t € R
n

SN = 37 alf)e*.

k=—n

La convergence normale des sommes partielles signifie par définition que la série numérique
ikt
> ller(f)e™ o

converge. Or
len(f)e™ [loo = lel.

Par hypothése, on en déduit la convergence normale de S, (f), et donc la convergence uniforme de
Sp(f) vers une fonction qu’on note g.

ngrfoo 150 (f) = glloc = 0.

Il reste a montrer que f = g. Comme chaque terme de la somme cie;, est continue, on en déduit que g
est également continue sur R. Par convergence simple, la 27 périodicité de S, (f) entraine celle de g.
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Ainsi g € CJ_(R;C). Calculons les coefficients de Fourier de g. Par convergence uniforme de S, (f)
vers g sur [0, 27], on a

o) =g [ im s da= ot i [ e, (o
Or,
1%em&mwﬁ=§iﬂﬂl/%€mwﬁ
21 Jo = 2m Jo
et

i n efikteift di = 0 S? ¢ 7é kv
2 Jo 1 si L=k

Donc pour tout n > k,
1 2m L
™S, (f)(t) dt = ex(f),

21 Jo

ce qui implique que pour tout k € N, ¢x(g) = cx(f). On en déduit que f = g.

Corollaire 2 Soit f € C2_(R;C). Alors (S,,(f))nen converge normalement vers f sur R.

Preuve : En utilisant la définition de f’ comme limite d’un taux d’accroissement, on vérifie que f est
27 périodique :

Vo € R.Vh € R*, f(x+27r+h})Lf(a:+2w) _ f(a:+h]zf(x)

d’ol en passant a la limite en h — 0, f'(z + 27) = f'(z).
On calcule par intégration par parties :

all) = o [ P = L [re ]

:27T0

2m 1

2w
S 3 e
Par 27 périodicité de ¢ — f(t)e~"*, on obtient ¢y (f’) = ikcy(f). Le méme calcul avec f au lieu de f
donne ¢, (f") = ikep(f') = —k%cx(f). Ainsi, pour tout k € Z*,

Par ailleurs,

1 2 ) 1 2 )
1" " —ikx " —tkx "
= — de| < — dx < o0
0" = 5 | [ 5@ ) < o [T i@ < 1)
On en déduit que
|/ ]loo
a(p) < 11

et donc la série ), |cx(f)| converge. Par le théoréme précédent, la suite des sommes partielles .S, ( f)
converge normalement vers f.
(]
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224 Lespace(C? , (R;C)

m,2m

Définition 22 Soit [a, b] un segment de R et f : [a,b] — C une fonction.
1. Ondit que f est continue par morceaux sur [a, b] s’il existe une subdivision ag = a < a1 < -+ - <
am = b telle que pour tout v = 0,...,m — 1, f|]a2.7al,+1[ se prolonge en une fonction continue
a ai, a;1), autrement dit : f|i4, q,, [ €St continue et les limites hmm_mj f(x), hmz_m;rl f(x)

existent et sont finies.

2. On dit que f est C* par morceaux sur |a,b] s’il existe une subdivision ag = a < a; < --- <
am = b telle que pour tout i = 0,...,m — 1, f|]ai,a¢+1[ se prolonge en une fonction C' a

i, ait1], autrement dit : flq, q,, [ €5t C! et les limites

lim+ f(z), lim f(z), lim+ f(z), lim f'(z)

z—a; x—>a;+1 z—a; T=a;
existent et sont finies.

Définition 23 Soit I un intervalle quelconque de R et f : I — R une fonction. On dit que f est continue
(resp. Ct) par morceaux sur I si la restriction de f a tout segment [a,b] C I est continue (resp. C*) par
morceaux sur [a, b].

On note CY,(I; C) I’ensemble des fonctions continues par morceaux sur I a valeurs complexes, et
Cl (I; C) I’ensemble des fonctions C! par morceaux.

2.2.5 Le théoréme de Dirichlet

Lorsque f est seulement continue par morceaux mais pas continue, S, (f) ne peut pas converger
uniformément vers f, car une limite uniforme de fonctions continues est continue. Par contre, on dispose
du théoreéme suivant (dont on admet la preuve) :

Théoréme 9 (Théoréme de Dirichlet) Soit f € C., , (R). Alors pour tout x € R,

m,2m

lim Su(f)(2) = ~(fl@™) + f(ah)),

n—-+oo 2
ou f(x™) (resp. f(xT)) est la limite a gauche (resp. a droite) de f en x.

En particulier, si f est continue en x € R, alors limy,—, o Sn(f)(z) = f(z).

2.3 Convergence quadratique

23.1 Lanorme | - ||,

Sur I’ensemble CJ_(IR; C) des fonctions continues 27 périodiques a valeurs dans C, on introduit la
norme

1 2m 0
e =152 [ Ur@Ra . v e @)

L’une des raisons provient du calcul suivant : si P est un polyndme trigonométrique, de la forme

N
P:zeR— Z e,
n=—N
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ou N € Net les ~, sont dans C, on a

1 21 1 or
IPI3=— [ |P@)Pdt= / BOP(H) di
27T 0 2

1 27 N 27
=5 Z e P(t)dt = 27r/ Z Ane th( ) dt
—N

0

_ 1 —znt —int mt

= 2— / P(t Z Yn— o / Z Yme" dt
m=—N

_ Z i Z ’Ym efinteimt dt

n=—N
= Z Yn'Vn = Z "Yn|2'
n=—N n=—N

Autrement dit, on peut calculer explicitement la norme 2 d’un polynéme trigonométrique en fonction
de ses coefficients de Fourier. Le théoréme principal de cette section, que nous admettrons en partie,
affirme que ce calcul reste vrai pour toute fonction continue par morceaux et 27 périodique. C’est I’objet
du paragraphe suivant.

2.3.2 Théoreme de Parseval
Théoréme 10 Soit f € C}), . (R; C). Alors

1. la série Y., o7 |cn(f)[? converge,

2. et sa limite est || f|3-

Preuve : on montre seulement la premiere assertion. On observe d’abord que

1 r N 1 27 )
% Sn(f)@)f(t)dt = Z cn(f)% ; f(t)e_mtdt
n=—N
N
= " JelHIP = ISv () @1
n=—N

On en déduit

1 2
I8 = 5= [ 1070 = Sx()(0) + Su ()0 i
1 2

— 5 [ lr@ = svnO)Pde+ o [Tiswniora

27T0

[T Re (S0 - sv(ney) .

s

Dans la deuxieme égalité, on a utilisé I’identité 2=z +|#|> —2Re 2. Or,

2

2m
| re (S\I@(0) = S0 dt = Re [ SRTA@O) - S(D0) e

0
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et

o | SN = Sn() W) dt = [ Sn(H)E)f({E)dt — o | Sn(F)[&)Sn(f)(t)dt

2 0 o 0 7 Jo
= [ISn(HIZ — IS (I = 0.

1 21 1 27 27

Dans la derniere ligne, on a utilisé (2.1). Il vient donc

1

2 2m
113 =5 [ 160 = SvDEO)Pde+ 5 [ IsvnoF ar

Cette derniere identité peut se réécrire

IF13 = 11Lf = Sn (A5 + 1w (HI3- 2.2)

En particulier,
IS8 (H)IZ < II£113-
N

Or, comme Sy (f) est un polynéme trigonométrique, ||Sn (f)[|3 = Y_,—_n len(f)[?. La série a termes
positifs > |cn(f)]? est majorée donc converge, ce qui montre la premiére partie de 1’énoncé.

O
Corollaire 3 Soit f € C}), . (R; C). Alors
li — =0.
i = Sn(f)ll2 =0
Preuve : D’apres (2.2),
If = Sn(DI5 = 1715 = I1Sv ()3
Par le théoréme précédent, le membre de droite tend vers 0, ce qui montre le corollaire.
O

Remarque 9 On peut observer que le théoréme précédent est vrai pour toute fonction continue 2m
périodique, et pas seulement pour les fonctions C? qui sont 2 périodiques, comme dans le Corollaire
2. En revanche, la conclusion du Corollaire 2 est plus forte que celle du Corollaire 3.

En effet, les normes || - || €t || - |2 ne sont pas équivalentes sur C9_(R;C). Certes, on a pour tout
f €Y (R;C),
) 1 2 ) 1 21 ) )
= — Y7 dt < — dt <
11 =52 [ Irfae< 5o [ @< 17

etdonc ||-]|2 < ||]|co- Cela implique que la convergence uniforme implique la convergence quadratique.
En revanche, la réciproque est fausse.

Remarque 10 Le théoreme 10 implique aussi le résultat qu’on avait admis au début de la section
précédente : si une fonction f continue et 21 périodique a tous ses coefficients de Fourier nuls, alors
f = 0. En effet, une telle fonction vérifie :

IF1I3 =D lealHI* =0,

neL
donc f = 0.

Le théoreme 10 permet aussi d’avoir une amélioration du Corollaire 2 :
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Corollaire 4 Soit f € C3_(R;C). Alors la série de Fourier de f converge normalement vers f.

Preuve : 11 suffit de prouver que la série Y, |c,(f)| converge. Comme [’ est continue et 27 périodique,
on sait que la série Y, |c,(f’)|? converge.
Par intégration par parties, on a déja vu que ¢, (f) = %cn( f"). Donc

len(f)] = %|Cn(f/)| < % <732 + !cn(f’)2> )

Comme les séries de terme général 1/n2 et |c, (f')|?

également.

converge, la série de terme général |c,, (f)| converge

(]
On peut vérifier que ce résultat reste vrai si f est seulement continu et C'! par morceaux.

2.3.3 Interprétation en termes de produit scalaire complexe

Toute cette section sur la convergence quadratique peut se reformuler élégamment en termes de
produit scalaire complexe. La définition difféere 1égeérement du produit scalaire réel.

Définition 24 Soit V' un espace vectoriel sur C. Un produit scalaire complexe (ou hermitien) est une
application (-,-) : V. x V' — C telle que

1. (antilinéarité par rapport a la premiére variable) pour tout w € V, la fonction v € V +—»
(v,w) € R est antilinéaire,

2. (linéarité par rapport a la deuxiéme variable) pour tout v € V, la fonctionw € V — (v, w) € R
est linéaire,

3. (antisymétrie) pour tout v,w € V, (v, w) = (w,v),

4. (défini positif) pour tout v € V, (v,v) > 0 avec égalité si et seulement si v = 0.

On peut montrer que les produits scalaires complexes vérifient les principales propriétés des produits
scalaires réels :

1. pour tout v,w € V,
(v +w,v+w) = [l]* + [Jw]|* + 2 Re (v, w).

2. I’inégalité de Cauchy-Schwarz : pour tout v, w € V

[{v, w)| < V/{v, 0) v/ {w, w).

3. lapplication || - || : V — R
loll = V{v,v) ,veV

est une norme sur V.

4. Pour deux vecteurs orthogonaux v et w, ¢’est-a-dire (v, w) = 0, on a la relation de Pythagore :
2 2 2
[o 4+ w[|* = [[o]]” + lw]".

Sur I’espace vectoriel C._(R; C), on introduit I’application

21

(£,9) € Cran(BC) 5 (f9) = o [ Tt ar

Proposition 23 L’application (-, ) est un produit scalaire sur C3_(R; C).
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Preuve : Par linéarité de I’intégrale, on a bien antilinéarité par rapport a la premiere variable f, linéarité
par rapport a la seconde variable g. Pour vérifier I’antisymétrie, on doit se souvenir comment on définit
I’intégrale d’une fonction continue h a valeurs complexes. On décompose h en partie réelle et partie
imaginaire h = hji + ihs et on pose

[ = [ @i [

[rwra= i [ o

[ Hwa= [ m@a-i [ o
/;hﬁ)dt: / B .

On en déduit

Or h = hy — ihy et donc

On a donc montré

Appliquons ce résultat A h = fg:

T b b
79) = / Todt = / Tolt)dt = / af(t)ydt = (g, 1),

d’ou I’on déduit I’antisymétrie. Enfin,

b b
(o f) = / FOS(t)dt = / F@OPdt >0

avec égalité si et seulement si f = 0 (on utilise ici que I’intégrale d’une fonction continue positive est
nulle ssi la fonction est partout nulle).
(|

La norme associée a ce produit scalaire est

2m
\/ o | e

On retrouve la norme || - ||2 déja introduite.

Définition 25 On dit qu’une famille {e;}cj (J est un ensemble d’indices fini ou non) de vecteurs de
V est

1. orthogonale si pour tout j, j' € J, j # j', (ej,ej) =0,

2. orthonormale (ou orthonormée) si pour tout j, j' € J, (e;, ejr) = 0jj.

Exercice 10 Montrer qu’une famille orthonormée est libre.

On définit pour tout k € Z, ey, : t — et
Proposition 24 La famille {e;,} est orthonormale dans C9_(R; C).
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Preuve : En effet, pour tout k£ € Z,

1 2
27T/0 Rt 2 gt = 1.

1 27 o ikt ilt gy _ i [ 1 ez‘(é—k)t:| —0.

Pour tout &k # £,

27 Jo 27 [i(f — k) B
Ainsi, la famille {ey } est orthonormée.
O
On note P%(R; C) I’ensemble des polyndmes trigonométriques de degré < N, ¢’est-a-dire le sous-
espace vectoriel engendré par la famille {e_y,...,ex} dans CJ_(R;C). Alors, la série de Fourier

Sn(f) de f estla projection orthogonale de f sur P (R; C). Cela signifie que f — Sy (f) est orthogo-
nale a tous les éléments de P2 (R; C). Pour le voir, il suffit de vérifier que f — Sy (f) est orthogonal a
chacundese,, —N <n < N:

1 27 Cin B
<en7f>:27r/0 eI (8 dt = en(f)
et
(en SN = 5 | TSy d= 3 el / T it gt = e, ().
TLa 27T 0 =N 27T 0 "

On en déduit

(en, f = Sn(f)) = enlf) — en(f) =0,

qui est le résultat attendu.

En particulier, la fonction P € PY (R;C) +— | f — P|3 atteint son minimum en P = Sy(f).
En effet, c’est une conséquence du Théoréme de Pythagore : comme f — Sy (f) et Sy(f) — P sont
orthogonaux,

If = Pl = IIf = Sn(HI3 + 1Sn(f) = PlI3 = IIf = Sn(£)II5,

avec égalité si et seulement si P = Sy (f).

Méthode 3 Pour développer une fonction 2w périodique f : R — R en série de Fourier, on pourra
procéder comme suit :

1. Tracer le graphe de f sur plusieurs périodes (au moins 3).
2. Déterminer la classe de f : continue par morceaux ou continue, C' par morceaux ou C".
3. Calculer les coefficients de Fourier de f : ay, et by, ou ci. On utilisera ici la parité éventuelle de
4. Appliquer
(a) le théoréme de Parseval : convergence en || - ||2 pour les fonctions continues par morceaux,

(b) le théoréme de Dirichlet : convergence en tout point de continuité de f pour les fonctions C'!
par morceaux,

(c) le théoréme de convergence normale pour les fonctions continues C'* par morceaux.
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Chapitre 3

Fonctions de plusieurs variables

Soient n,p > 1. L’objet de ce chapitre est de définir (une généralisation de) la dérivabilité pour
les fonctions définies sur une partie de R™ et prenant leurs valeurs dans RP. Les applications linéaires
constituent I’exemple le plus important de telles fonctions mais toutes les fonctions de R™ dans R? ne
sont pas linéaires.

Pour définir rigoureusement cette notion de dérivabilité, nous ferons intervenir des normes sur R" et
RP. Comme il s’agit d’espaces de dimension finie, toutes les normes sont équivalentes. On rappelle que
deux normes N; et Ny sont équivalentes s’il existe deux constantes C; > 0 et Cy > 0 telles que pour
tout vecteur =, N1 (z) < C1Na(x) et Na(z) < CaNy(z).

Lorsque deux normes sont équivalentes, si I’'une vérifie une inégalité, alors 1’autre vérifie la méme
inégalité a une constante multiplicative pres. Aussi, beaucoup des notions qui vont suivre, faisant interve-
nir des inégalités, ne dépendront pas de la norme choisie. C’est la raison pour laquelle, en général, nous
ne préciserons pas la norme que nous utilisons, et nous la noterons || - ||. Les boules B(0,7), B(0,7), ...
sont définies a partir de cette norme.

3.1 Dérivées partielles des fonctions de R” dans R

Dans cette section, on considere une fonction g : D C R™ — R ou D est un ouvert de R™. On fixe
aussi un point a = (ay,...,a,) € D.Pourtout 1 < j < n, on va considérer la fonction d’une variable

Z; —> g(al, cees A1, T, G4, - ,an).
Cette fonction est bien str définie sur
Dj = {xj eR: (al, ceey Gj—1, %5, Qjt1, - - ,an) S D}

Comme D est ouvert, il existe ¢ > 0 tel que pour tout x € R”, si ||z — al|c < €, alors z € D. En
particulier, si |z; — a;| < ¢, alors

H(ab . .,aj_l,fL'j,ajJ,-l, e 7an) - (a’17 e 7an)HC>O <e
etdonc (a1,...,a;—1,%j,aj41,.-.,a,) € D. Ainsi, la fonction
Tj = g(al, cey Q=1 TGy A1y - ,an)

est définie sur |a; — ¢, a; + ¢€|.
Définition 26 On dit que g admet une dérivée partielle par rapport a x; en a quand la fonction
Tj g(al, e A1, Ty Qg1 - ,an)
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est dérivable en a;j. On note

) glar,...,aj—1,%5,a541,...,an) —g(ai,...,an)
Oigla) = lim — :
e Lj a;
Méme si pour calculer 8jg(a), on gele les variables 1 = a1,..., Tj_1 = aj_1, Tj41 = Qj41,. -

Zp, = ap, et on dérive par rapport a x;, le résultat 0;g(a) dépend de toutes les coordonnées de a et pas
seulement de a;.

Définition 27 On dit que g est de classe C' sur D quand
1. Ya € D, V1 < j < n, g admet une dérivée partielle 0;g(a),
2. V1 < j <n,a— 0;g(a) est continue sur D.

Définition 28 Soit g une fonction de classe C sur D.

1. On appelle différentielle de g en a I’application linéaire
h=(hi,... hy) €R" = h1d1g(a) + - - + hnOng(a).

On la note Dg(a).
2. On appelle gradient de g en a le vecteur de R"™

O19(a)
Vg(a) = :
Ong(a)

On observe que pour tout i € R",
Dg(a)[h] = (Vg(a), h).
En particulier, si (eq, .. ., e,) désigne la base canonique de R",
Dg(a)les] = (Vg(a), e;) = dig(a).
La matrice de ’application linéaire Dg(a) dans les bases canoniques est
((Ougla) Ozg(a) -+ Ongla) ).

Il s’agit de la transposée du gradient.
Les fonctions dérivables d’une seule variable admettent un développement limité d’ordre 1 : si f :
R — R est dérivable en 0, alors pour tout ¢t € R,

f(t) = f(0) +£'(0) + o(t),

ol o(t) désigne une fonction de la forme ¢ — tJ(t), avec § une fonction qui tend vers 0 en 0.
Le théoréme fondamental qui suit affirme qu’une fonction de plusieurs variables qui est C' admet
un développement limité d’ordre 1.

Théoréme 11 Soit g : D — R une fonction de classe C*. Alors pour tout a € D, il existe v > 0 et une
fonction 6 : D — R vérifiant lim,_,, §(x) = 0 et telle que pour tout x € D :

g(x) = g(a) + Dy(a)z — a] + ||z — allé(2) = g(a) + Y _ dig(a)(zi — a;) + ||z — al|6(x).
i=1
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Rappelons que la propriété lim,_,, (x) = 0 signifie que pour tout € > 0, il existe > 0 tel que pour
tout x € B(a,n),
5()| <.

Sur D \ {a}, la fonction ¢ vaut nécessairement :

g(x) —gla) — Dg(a)lx — a
o) = 8@ —gl0) = Dylo—a]
|z —all

L’intérét du théoreme est donc d’affirmer que cette quantité tend vers 0 quand x tend vers a.

Preuve du théoréme : On prouve le résultat pour n = 2 (le cas général est analogue mais moins lisible). On fixe a = (a1, az2) € R2. Soite > 0. Comme 919 et D2 g sont
continues en a, il existe n > O tel que pour tout || (z1, z2) — (a1, a2)|lco < 7,

[01g(x1,x2) — d1g(a1,a2)| <e , [92g9(z1,w2) — O2g(a1,az)| < e. (3.1
Pour tout (x1, x2) € B((a1,a2),n), on écrit
g(z1,22) — g(a1, a2) = (g(z1,z2) — g(x1, a2)) + (9(z1,a2) — g(a1, az)).

Par le théoréme fondamental du calcul différentiel appliqué a la fonction zo — g(x1, z2),

a(er,o2) — a(eria2) = [ (g1, az + tlez —a2)) dt = [ Gna(eran + t(ez — a2))(z2 — az) .
On en déduit ”
lg(@1,x2) — g(x1, a2) — d2g(a1, az)(x2 — a2)| < |z2 — az\/o [029(x1, a2 + t(z2 — a2)) — O2g9(a1, az)| dt.
Pourtout t € [0, 1],0ona ||(z1, az + t(z2 — az)) — (a1, a2)|cc < 1. Donc par (3.1),
[029(z1, a2 + t(z2 — a2)) — d29(a1,a2)| < e.

Ainsi,
lg(z1,22) — g(x1,a2) — O29(a1, az)(z2 — a2)| < elza — azl.

On montre de méme
lg(z1,a2) — g(a1,a2) — 81g(a1, az)(z1 — a1)| < elzr — aq].

11 suit que
lg(z1,2) — g(a1,a2) — (z1 — a1)919(a1, a2) — (z2 — a2)929(a1, a2)| < e(|z1 — a1| + |v2 — az]) = 2¢||(z1 — a1, 22 — a2)llco-
Pour résumer, on a montré que si || (z1 — a1, 2 — a2)|lco < M. alors §(z1,z2) < 2¢||(z1 — a1, 2 — a2)| oo, en notant

g(zy,x9)—g(ay,ap)—Dg(ay,ag)[ry —ay,zg—ag] i
5(z1,m2) = Te1—a1.e2—az)l s (w1, 22) # (a1, a2),
0 si (z1,22) = (a1, a2).

Autrement dit, lim (5} 5) 0 6(x1, ©2) = 0. Cela conclut la preuve du théoreme.

O

On dit parfois que le gradient d’une fonction f indique la direction de plus grande pente. Ecrivons

le développement limité d’une fonction f de classe C'' en un point a € D avec z = a + te, ol t > 0 et
e € R™, |le|| = 1 (comme D est ouvert, a + te € D si t est assez petit) :

fla+te) = f(a) + (Vf(a),te) + |t|o(a +te) = f(a) +t(Vf(a),e) + |t|0(a + te),

ol § est une fonction qui tend vers 0 en a. Supposons que V f(a) # 0. Pour un ¢ fixé, la direction e pour
laquelle f augmente le plus, ¢’est-a-dire pour laquelle la différence f(a + te) — f(a) est maximale, est
obtenue lorsque la quantité (V f(a), e) est maximale, si du moins on néglige le reste |t|d(a + te). Or
d’apres I’'inégalité de Cauchy-Schwarz,

(Vf(a),e) <[V f(a)llel,
avec égalité si et seulement si e est positivement colinéaire a V f(a) :

Vi(a)

IV f(a)ll

C’est donc la direction qui permet d’augmenter le plus f(a + te).
Comme pour les fonctions dérivables, on peut ajouter, multiplier, composer les fonctions C' :
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Proposition 25 Soient g1, g2 deux fonctions C sur D et A € R. Alors g1 + g2, 9192, A\g1 sont C' sur
D. De plus, si g\ ne s’annule pas sur D, alors g% est Ct sur D. On a le formulaire :

9j(91 + g2)(a) = Djg1(a) + Bjg2(a) »  9j(9192)(a) = Jj91(a)g2(a) + 8;g2(a)gu(a),

000@ =000 . 0 (1) = -0

1
g1(a)*

Proposition 26 Une forme linéaire est C' sur R".

Preuve : Une forme linéaire est une fonction de la forme ¢ : x — aj;x1 + - - - + anx,. Alors pour tout
1< <n,
816(95) = Qa;

et les fonctions (constantes) = — a; sont continues ! Donc £ est de classe C'.
Exemple 20

(3 5

o, sin(z” —y°)
g:(xz,y) €R A R

1+z2+y

La fonction g est C'' comme quotient de fonctions C, le dénominateur ne s’ annulant pas.

Exercice 11 Soit f : R? — R définie par

f(x,y):{ (551”2; si (z,y) # (0,0),

0 sinon

Montrer que f est de classe C' sur R,

3.2 Dérivées partielles des fonctions de R” dans R?

Définition 29 Soit D C R"™ ouvert et f : R" — RP. On note (f1, ..., fp) les fonctions coordonnées de
[
filxze, ..., zp)
r=(x1,...,2pn) — :
fo(xi,. . xn)
On dit que f admet une dérivée partielle par rapport a xj en a = (ai,...,a,) € D si pour tout
1 <1 < p, f; admet une dérivée partielle par rapport a xj en a. On note
9; fi(a)
9jf(a) = :
9; fp(a)
Exemple 21

fi(@y) = (4 zy)
O f(x,y) = 2ue™ ¥ y) , Bif(1,2) = (26178, 2).

Définition 30 Soit f : D — RP. On dit que f est de classe C* sur D si pourtout1 <i <p, f; : D - R
est de classe C" et on définit alors la différentielle de f en un point a € D par :

Df(a): h € R* — (Dfi(a)[h],...,Dfy(a)[h]) €RP | heR™
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Comme chaque D f;(a) est une application linéaire de R™ vers R, D f(a) est une application linéaire de
R™ vers RP. Pour calculer sa matrice dans les bases canoniques, notées (e;)1<i<n et (£;)1<;<p respecti-
vement, on calcule pour 1 < ¢ < n:

Df(a)lei] = (Dfi(a)lei],- .., Dfpla)lei]) = (9ifi(a), -, 0ifp(a)).

vecteur colonne de la matrice de D f(a) dans les bases canoniques. Cette matrice s’écrit

ofi ... Onhi

eme

Il s’agitdu ¢
donc :

Onfp .. Onfp

On vient d’écrire la matrice jacobienne de f en a, qu’on notera Mp (,) dans la suite.

Exemple 22 Pour [’exemple précédent,

24,3 2,3
Qe 1y 3y2e:c +y )

M —
Df(z,y) < y x

Proposition 27 Soient f,h : D — RP deux applications C*, et A € R.
1. Alors f + h, (f, h), \f sont C* sur D.
2. On a le formulaire : Ya € D,

95(f +h)(a) = 9;f(a) + 0;h(a) . 9;(Af)(a) = A;f(a),
9;(f, h)(a) = (9;f(a), h(a)) + (f(a), O;h(a)).

Preuve : Les deux premieres identités se vérifient en dérivant chaque fonction coordonnée de f. Pour la
troisieéme, on note que

<f7h>:flh1+"'+fphp‘

Donc

0i(f,h) = (0jf1)h1 + f1(Ojh1) + - + (0j fp)hp + fp(Ojhyp) = (05 f, h) + (f, 0jh).

Remarque 11 Si p = 3, on montre par une preuve analogue que
9i(f Ng) = (9;f) Ng+ f 1 (959).
On a toujours le résultat fondamental :

Théoréme 12 Soit f : D C R™ — RP une fonction de classe C'. Pour tout a € D, il existe § : D — RP
vérifiant lim,_,, 0(x) = 0 et tel que pour tout x € D,

f(x) = f(a) + Df(a)lx — a] + ||z — al|6(z).

Preuve : ce résultat s’obtient comme conséquence du cas p = 1 en travaillant coordonnée par coordon-
née.
O
La propriété lim,_,, 6(x) = 0 signifie que pour tout £ > 0, il existe n > 0 tel que pour tout
x € B(a,n),
16()] < e

Le théoreme précédent admet la réciproque suivante :
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Proposition 28 Soit f : D C R™ — RP une fonction continue. Supposons qu’il existe une fonction continue L : D — L(R™;RP) telle que pour tout a € D, il existe
& : D — RP vérifiant limg s q 6(z) = Oet
Ve € D, f(z)= f(a)+ L(a)[z —a] + ||z — a|é(z). (3.2)

Alors f est C* sur D et pour tout a € D, D f(a) = L(a).

Preuve : Observer que pour touta € D, L(a) est une application linéaire de R™ vers RP. La continuité de L se référe a une norme quelconque sur I’espace de dimension finie £(R"; RP)
(ol toutes les normes sont équivalentes).
Fixons @ € D. Notons e le premier vecteur de la base canonique et prenons * = a + te1,t € R*, dans (3.2). Alors

a+tey) — f(a
M = L(a)[e1] + le1]|8(a + ter).

On en déduit

fla+ter) — f(a)

lim —— =L .
Jim, . (a)[e1]
Comme f(a + te1) = f(a1 +t,a2,...,ap),ennotanta = (ay, ..., an ), lalimite dans le membre de gauche de I’égalité précédente est justement &1 f (a). Ainsi, 01 f(a)

existe et vaut L(a)[eq].

L'application ¢ € L(R™;RP) — ¢[e1] € RP est linéaire sur un espace de dimension finie, donc continue. Par composition avec 1’application L qui est aussi continue, on en
déduit que Iapplication a € D +— L(a)[e1] est continue. Ainsi, a — 91 f(a) est continue.

Le résultat reste vrai pour tout 1 < ¢ < n. Ainsi, les dérivées partielles de f existent et sont continues. Donc f est cl. De plus, pour tout @ € D et pour tout x =
(z1,...,2n) € D,

Df(a)z —al = 3 (2 — a)0i f(a) = 3_ (@1 — a3) L(a)[es] = L(a) [ S (i — anei] = L(a)[z — a].

i=1 i=1 i=1

On en déduit que D f (a) = L(a), ce qui acheve la preuve.
O

Remarque 12 Lorsque n = 1 et que f est C* sur un intervalle ouvert T de R, pour tout a € I, on peut écrire f(z) = f(a) + f'(a)(z — a) + | — a|8(x), pour tout = € T.
Ici, § est une fonction qui tend vers 0 en a. Les arguments de la preuve précédente montrent que D f (a) [z — a] = f'(a)(z — a). Autrement dit, pour n. = 1, la différentielle D f (a)
de f en a est simplement la multiplication par f' (a).

Composition des fonctions C*!

On rappelle que si f, g : R — R sont deux fonctions dérivables, alors g o f est dérivable et pour tout
a €R,

(go f)(a) =g (f(a).f'(a).

On dispose d’une formule analogue pour les fonctions de plusieurs variables. Soient f : D C R" —
RP et g : E C RP — RY deux fonctions C'! sur les ouverts D et E respectivement. On suppose que
f(D) C E, de sorte que la composée g o f est bien définie.

Théoréme 13 La fonction g o f est C' sur D et

D(go f)(a) = Dg(f(a)) o Df(a) , ae€D.

On se souvient que D f(a) est une application linéaire de R" vers R? et que Dg( f(a)) est une application
linéaire de R? vers RZ. La composée est donc une application linéaire de R™ vers R, ce qui est aussi le
casde D(go f)(a).

Preuve : On écrit
f(@) = f(a) + Df(a)le — al + |z — all§(=) , g(y) = g(f(a)) + Dg(f(a))ly — f(a)] + lly — fF(a)I5’ (v),

oilimg o 8(x) = Oetlim, _, ¢(4) 8’ (y) = 0.Lorsqu'on prend y = f(a), il vient

9(f(@)) = g(f(a)) + Dg(f(a))[f () = f(@)] + I/ (=) = f()I8" (f(2)).
Comme Dg( f(a)) estune application linéaire et que f(z) — f(a) = Df(a)[z — a] + ||z — a||5(x),

Dg(f(a))[f(z) = f(a)] = Dg(f(a)) [Df(a)[x — a] + ||z — al|§(z)]
= Dg(f(a)[Df(a)[z — a]] + [z — al[Dg(f(a))[6()].

On en déduit

9(f(@)) = g(f(a)) + Dg(f(@)[Df(a)[z — a]] + llo — al Dg(f(a))[§(2)] + |f (x) = £(a) 5" (f(x))
9(f(@)) + (Dg(f(a)) o Df(a))[z — a] + |z — al Dg(f(a)[6(2)] + |1/ () — f(a)||8"(f(=))
= g(f(a)) + (Dg(f(a)) o Df(a))[z — a] + ||z — a]|s"”’ ()
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ol on a introduit la fonction
IIf (@) = f(a)ll

llz — all

§"(x) = Dg(f(a))[5(x)] + §'(f(2)) Vo #a,

et8’’(a) = 0.Montrons que limg — ¢ 8’/ (2) = 0.Comme limg 4 8(z) = Oet Dg(f(a)) estune application linéaire en dimension finie donc continue, limg —y o Dg(f(a))[5(z)] =
0. On sait aussi que limg o f(z) = f(a)et limy*}f(a) 8’ (y) = 0d’ouI'on déduit lim g _, 6/(f(ac)) = 0. Enfin,

If(z) = f(@)l = IDf(a)[z —a] + ||z — all§(x)|| < [Df(a)[z — a]ll + |z — alll5(z)|| < [[[Df(a)lllllz —all + [z — alll|s(z) .
Ainsi,
w < D f(@)ll + lI8(=)]l-
On en déduit que
i <\|f<x> - f@I 6/<f(w))> o
a2\ lz—al

On a donc

(g0 £)(@) = (g0 f)(a) + Dg(f(a)) o Df(a)[z — a] + |lz — al|” (),

avec limg s ¢ 6’/ () = 0. On conclut la preuve du théoréme en utilisant la proposition 28 appliquée a g o f.

En termes de matrices jacobiennes, le théoreme de composition se réécrit :

Mp(gof)(a) = Mbg(f(a))MDf(a)-

En effet, la matrice de la composée de deux applications linéaires s’obtient comme le produit des ma-
trices de ces deux applications linéaires.

En lisant les coefficients de Mp(yor)(q), ON Obtient une version équivalente du théoreme de compo-
sition des différentielles en termes de dérivées partielles :

Proposition 29 Soient f : D C R* — RP et g : E C RP — RY deux applications C telles que
f(D)CE:

f1($1a---,l'n) gl(ul,...,up)
f($1a"'7xn): ) g(ula"'aup): :

fo(z1,. .. zp) gq(ur, ... up)
Alors go f : D — RP est C' et de plus, pour tout 1 < j < n,
9i(g o f)la) = 019(f(a))0;f1(a) + -+ Opg(f(a))d; fo(a).

Un cas particulier important du théoréme de composition est donné dans la proposition suivante :

Proposition 30 Soir I C R un intervalle ouvert et f : I — R™ une fonction C' : en notant f(t) =
(f1(t), ..., fu(t)) les coordonnées de f, cela signifie que chaque f; est C1. On suppose que f(I) C D.
Soit g : D — R une fonction C*. Alors la fonction G = g o f est C' sur I etona

G'(t) = org(fO)) 1) + -+ Dug(f (1)) 1 (t) = Dg(f(t))[f'(t)]-
Exemple 23

h:(r,0)— (rcos@,rsin®) , f:(z,y)— (fi(z,y), fa(z,y), f3(z,y)).

On pose G = f o h.

Alors
Oz f1(r cosB,rsin ) cos § Oy f1(rcosf,rsinf)sin
0,G = | Opfa(rcosf,rsin@)cos® | + | Oyfa(rcosf,rsinf)sinf |,
0z f3(r cos B, rsinf) cos O Oy f3(r cos B, rsin ) sin 6
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ce qui correspond bien a
0rG = cos 00, f(rcosB,rsinf) + sin 00, f(r cos 0, rsin ).
De méme,
0gG = —rsin 00, f(r cos@,rsin ) + r cos 00, f(r cos §, rsinf).

On vérifie que
Mpcr.0) = Mps(n(r.0) MDn(r,0)-

3.3 Changement de variables

Dans cette section, D et {2 désignent deux ouverts de R".

Définition 31 On dit que f : D — R" est un C" difféomorphisme de D sur ) si
1. festCl,
2. f est une bijection de D sur (),
3. f~Yestde classe C' dans ().

Proposition 31 Soit f : D — R" un C" difféomorphisme sur ). Notons h = f~' son inverse. Alors
pour tout a € D, D f(a) est inversible et

Dh(f(a)) = [Df(a)] !
Preuve : Pour tout z € D, ona h o f(z) = z. En différentiant, on obtient
Dh(f(z)) o Df(x) = Id.

On en déduit que D f(x) est une application linéaire inversible, d’inverse Dh(f(z)).

Définition 32 On note Jy(x) = det Mpy(y) le jacobien de f en x.

Le théoreme suivant, appelé théoréme d’inversion globale, donne une condition nécessaire et suffi-
sante pour que f soit un difféomorphisme.

Théoréme 14 Soitr f : D — R™ une application C*. Alors f est un C" difféomorphisme de D sur §) si
et seulement si

1. f est une bijection de D sur (Q,
2. Vx e D, Jy(x) = det Df(x) # 0.

Exemple 24 (Coordonnées polaires dans le plan)
C: (r,0) € D =]0,+00[x] — 7, 7| (rcosf,rsinf) € Q =R?\ {(z,0),z < 0}

Alors C est C! (produits de fonction C1). Pour tout (z,y) € Q, posons r = /22 +y2 et 0 €] — 7, 7]
défini par

COSGZL sinf = y

22 42 /22 + 42
Comme (z/r,y/r) # (—1,0), on peut bien exclure § = £7. Alors on a bien C(r,0) = (x,y) donc C
est surjectif de D sur Q. Par ailleurs, C est injectif : si (rcosf,rsinf) = (r' cos’,r'sin @), alors en
prenant la || - || de ces vecteurs, on trouve r = 7/, puis par injectivité de § — (cos 8, sin 6) sur | — 7, 7|,
on en déduit § = 6.
Enfin, on calcule Je(z,y) = r # 0. Le théoréme s’applique : C est un C' difféomorphisme de D
sur ).

44



Exemple 25 En revanche,

C: (r,0) €[0,4+00[x] — m,w[— (rcosf,rsinf) € R\ {(z,0),z < 0}
n’est pas injectif de [0, +oo[ x| — 7, [ sur son image, et n’est donc pas un difféomorphisme.
Exemple 26 La fonction

b:(z,y) € D=RxR* = (L 22 442 € Q=R x R**.
y

est un C difféomorphisme.

3.4 Dérivées partielles d’ordre supérieur
Dans cette section, D est un ouvert de R" et f : D — RP.

Définition 33 On dit que f est de classe C? si f est C' et toutes les dérivées partielles de f, i.e. les
fonctions % : D — RP sont aussi C'.
J

On note

0;(0;f) = 8i2jf.
Théoréme 15 (Théoréme de Schwarz) Si f est de classe C? sur D, alors
03f = 02 f.

Définition 34 On définit par récurrence les fonctions de classe C™ : f est de classe C™ si f est C' et
toutes les dérivées partielles de f sont C"~'. De maniére équivalente, f est C™ si f est C"~! et les
dérivées partielles de f d’ordre n — 1 sont C".

Théoréme 16 (Formule de Taylor-Young) Soient f : D — R de classe C2, a € D. Alors il existe
0 : D — Rtel que limy,_,, §(x) = 0 et tel que pour tout x € D,

Fa) = fla) + D@ —al + 5 S 0% (@) — a)(a; — ag) + e — al*5(a).

1<ij<n
Preuve : On travaille avec la norme || - ||1 sur R™ (changer de norme revient a changer de fonction &, mais pas le fait que cette fonction tende vers O en a). On introduit la fonction
n 1 R
o) = f(z) — > 9 f(a)(z; —a;) — > > 9 fa) (@i — ai)(z; — aj).
i=1 1<i,j<n

Alors pour tout k € [1, n],

Oop(@) = 041 (@) — O F (@) = 5 3 D% f(@)wi —ar) — 5 3 O, F(@)es — ay)
j=1

i=1 J

=0, f(x) — Ok f(a) — > 8; (8 f)(a)(z; — a;).

i=1

Soite > 0.Comme 9y, f est C* pour tout k € [1, n], il existe n > O tel que pour tout x € B(a, n),pourtout k € [1,n], |0re(z)| < el|lz — all1.
En utilisant le lemme ci-dessous, on en déduit que pour tout z € B(a, 1),

le(x) — @(a)] < ellz — a3,

ce qui se réécrit

|£(z) = f(a) = Df(a)[z — a] —% S 0% f(a)(ms — ai)(z; —aj)| < ellw —all}.

1<i,j<n

Cela montre bien que la fonction

5@) = ——— (@) — @) - Df @l —al = ¥ 0% f @i —an@; —ay) . o Fa
1

lle = all 1<ij<n

(prolongée par O en a) tend vers O en a.
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Lemme 1 Soit ¢ : B(a,n) C R™ — R une fonction de classe C'*. On suppose qu'il existe € > 0 tel que pour tout = € B(a,n), pour tout k € [1,n], |8pp(z)| <
ellz — al|1. Alors pour tout = € B(a, n),
2
le(x) — p(a)] < ellz — all7.

Preuve : Soit z € B(a, n). On considere la fonction 6 (t) = ¢(a 4 t(z — a)). Alors 0 est C par composition, de dérivée 6’ (t) = D (a + t(z — a))[x — a].Ona

1 , 1
w(x) — p(a) =0(1) — 0(0) = /O 0" (t)dt = /0 Dy(a + t(x — a))[z — a] dt.

On utilise maintenant que a + t(x — a) € B(a, n) pour écrire

IDe(at+t(z—a))lw—all = | 3 Opplatt(@—a))(zp—ar)l < > |0pp(att(@—a))llzp—ak| < elt(z—a)lli Y lop—ar| < eltl|z—al} < ellz—all}.
k=1 k=1 k=1

On en déduit ”
[e(@) — ¢(a)] < /O |Dg(a + t(e — a))[z — a]l dt < <]|z — alF,

ce qui acheve la preuve.

3.5 Extrema
Dans toute cette section, D est un ouvert de R? et g : D — R une fonction de classe C'.
Définition 35 1. On dit que g admet un maximum local en (x,yo) s’il existe v > 0 tel que
V(z,y) € B((x0,%0),7),  9(,y) < g(xo, o),

2. minimum local : >
3. maximum local strict : <

4. minimum local strict : >
Définition 36 1. g admet un maximum global en (xq, yo) si pour tout (x,y) € D,
9(z,y) < g(wo, yo),
2. g admet un minimum global en (¢, yo) si pour tout (x,y) € D,

g(z,y) > g(zo, yo).

Ces définitions généralisent les notions de maximum et minimum pour les fonctions d’une seule va-
riable. Quelques rappels dans ce cadre : soit f : R — IR une fonction au moins C. Si g est un minimum
local de f, alors f’(xg) = 0. On peut le voir par exemple en considérant les taux d’accroissements : pour
tout & > 0 assez petit,

f(@o + h) = f(z0)
h

On en déduit en passant 2 la limite pour i — 0% que f/(x¢) > 0. Maintenant, pour tout h < 0,

fxo+h) = f(zo)
h

> 0.

<0.

En passant a la limite pour 4 — 0, on trouve cette fois f'(zo) < 0. Finalement, f/(xo) = 0.

Attention, ce n’est pas parce que f’ s’annule en un point qu’il s’ agit automatiquement d’un minimum
ou d’un maximum local. Par exemple, la fonction f(x) = x3 vérfie f/(0) = 0 et pourtant O n’est ni un
minimum ni un maximum local de f. Autrement dit, la condition f’(z¢) = 0 est nécessaire mais non
suffisante pour étre un extremum local.
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Une condition suffisante est donnée par la dérivée seconde. Plus précisément, si zg € R est tel que
f'(zo) = 0et f"(x9) > 0, alors z est un minimum local (on pourra aisément deviner un énoncé
analogue pour les maxima locaux). La preuve repose sur la formule de Taylor-Young : il existe » > 0 et
d :] — r,7[— R une fonction qui tend vers 0 en x tels que

f(z) = f(@o) + (z — z0) f'(w0) + %(l‘ —20)?f"(w0) + (x — 20)%0(x) , @ €lwo— 1m0+ 7[:
Comme f’(xg) = 0, on en déduit
f(@) = f(zo) + 3@ —70)*"(z0) + (@ — 20)*6(x) , @ Elwo— .70+ 7]
Quitte a réduire 7 > 0, on peut supposer que |§(x)| < 1 f”(zo) lorsque z €]azg — r, o + r| (ici, on

utilise I’hypothese sur d). Alors pour tout x €]zg — 7, o + 7|,

1

£(2) > (o) + 5(z — o) " (wo) = " @)z — o)’ = flzo) + ;(x — 7o) f"(w0) > F(xo)

et donc x( est un minimum local.
Ces conditions nécessaires ou suffisantes d’extrémalité peuvent se généraliser aux fonctions de plu-
sieurs variables. On se limite dans la suite a deux variables.

Proposition 32 Si g présente un minimum ou un maximum local en (xq,vo) et si g est C*, alors
g(xo,y0) = 0 = Oag(z0,yo)-

Définition 37 Si Dg(xo,yo) = 0, on dit que (xo, yo) est un point critique.

Preuve : Les fonctions z — g(x,y0) ety — g(x,y) admettent toutes les deux un maximum ou un
minimum local en x et yg respectivement. Donc

019(x0,y0) = 0 = G2g(x0, yo)-
O

Remarque 13 Les extremums sont a chercher parmi les points critiques, mais tous les points critiques
ne sont pas forcément des extremums.

Pour pouvoir déterminer si un point critique est un extremum ou pas, on a besoin des dérivées
partielles d’ordre 2, et plus précisément de la formule de Taylor-Young d’ordre 2. Pour simplifier les
notations, on introduit les notations :

r=0%9(zo,y0), s=059(z0,%0), t=039(x0,Y0)-

Au voisinage d’un point critique (xg,yo) (ot les dérivés partielles s’annulent), la formule de Taylor-
Young s’écrit :

1
g(xo + h1,90 + h2) = g(xo,y0) + 3 (r*h3 + t°h3 + 25°h1hs) + ||(h1, ha)[36 (ha, ho),

avec lim(y,, 5,)—0 d(h1, h2) = 0. En utilisant la notation matricielle,

1
oo+ + ha) = gGooam) =3 (v ) (75 ) () + G0 ks, ha). G2

S
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Théoréme 17 Soient g : D C R? — R une fonction de classe C2, (xq,vo) € D un point critique de g.
On note r = 83,9(x0,y0), s = O129(0, Yo), t = D359(20,Y0)-
1. (x0,y0) est un minimum local strict si et seulement si vt — s> > 0 et r > 0,

2. (z0,y0) est un maximum local strict si et seulement si vt — s> > 0 et r < 0.

Avant de donner la preuve du théoréme, on aura besoin du résultat suivant en algebre linéaire.

Lemme 2 Si A € My (R) est une matrice symétrique définie positive, alors il existe o > 0 tel que pour
tout h € R?,
h Ah > a||h|3.

Preuve du lemme : Noter que Ah est un vecteur (colonne) de R™ et hT Ah est un vecteur colonne de R,
autrement dit un nombre réel !
Comme A est symétrique, il existe une matrice orthogonale P et une matrice diagonale D telle que

A = PTDP. Les éléments diagonaux de D sont les valeurs propres A\; et Ao de A: D = ( )E)l )E) > .
2
Alors
hT Ah = R PTDPh = k" Dk

en posant £ = Ph. En notant k = ( K >, il vient

1
)
RT Ah = Mk? + Aok3 > min(Ay, A2) (k7 + k3) = min(Ay, \2)||E[|3.
Comme P est orthogonale, ||k||2 = ||2||2. Ainsi,
hT Ah > min(\y, A2) |3

On pose o = min(Aq, A2). Comme A est définie positive, Ay > 0 et A2 > 0, donc o > 0. Cela permet
de conclure la preuve du lemme.
O
On peut alors se lancer dans la preuve du théoreme :
Preuve : On prouve le théoreme dans le cas r > 0. Le cas r < 0 se déduit du précédent en considérant
—f au lieu de f.
La matrice

est symétrique, donc diagonalisable dans une base orthonormée. Notons A; et A2 ses valeurs propres. Le
déterminant de A qui vaut 7t — s > 0 est le produit des valeurs propres A1 A. On en déduit que \; et
A2 sont de méme signe. Comme 7 > 0 et rt — s > 0, alors ¢t > s/r > 0. La trace de A, qui est la
somme des valeurs propres A; + Ao, vaut r +¢ > 0. On en déduit que A; et Ay sont toutes les deux > 0.
Autrement dit, A est une matrice symétrique définie positive.

D’aprés le lemme, il existe o > 0 tel que pour tout i € R2,

hT Ah > afh|)3.
Par la formule (3.3), on obtient :
1
g(wo + h1,90 + h2) = g(wo, yo) + ihTAh + [[(h1, h2) |36 (R, o)
(6%
= 9(z0,50) + 5 ll(ha, ho)|l3 + (1, ha)|[36(ha, ho)

(0%
> g(xo,y0) + (5 + 6(h1, ha))|(h1, ha)|f5-
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Comme limy, p,) d(h1, h2)) = 0, il existe r > 0 tel que pour tout (h1, h2) € B(0,7), [0(h1, h2)| < 5.
Alors pour de tels vecteurs (hy, hs),

g(xo + h1,y0 + ha) > g(xo,y0),

ce qui montre bien que (xo, yo) est un minimum local de g.
O
Dans le cas ol 7t — 52 < 0, on dit que (g, %o) est un point selle. En notant comme dans la preuve
ci-dessus A1, Ag les valeurs propres de A& 9(z0, yo), alors le signe du déterminant rt — 52 = A\; A2 montre
que A1 et Ao sont de signe opposé. Supposons par exemple A\; < 0 < A3. Notons €1 un vecteur propre
associé & A1 et £ un vecteur propre associé a Aa. Alors on peut montrer que 0 est un minimum local de
t — f((wo,y0) + te1) et un maximum local de t — f((xo, yo) + te2).

Méthode 4 Pour étudier les extrema locaux d’une fonction f : U — R de classe C? sur un ouvert
U cCR?

1. on calcule les points critiques de f, ¢’est-a-dire les x € U tels que V f (x) # 0,
2. on calcule la hessienne de f en chaque point critique,

3. on détermine s’il s’agit d’extrema (minima ou maxima locaux) en calculant les valeurs propres
de ces matrices hessiennes.

Exercice 12 Chercher les extrema locaux des fonctions suivantes sur leur domaine de définition

— Ccos  sin y,
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Chapitre 4

Equations différentielles

4.1 Introduction

Les équations différentielles constituent une véritable zoologie : les scalaires et les vectorielles, les
linéaires et les non linéraires, les homogenes et les non homogenes. En voici quelques exemples :

Dy =t

@y =y+

Ay =y

(4) y/// — y/2 4 y2

(5) ty +y = cost

©) { y1 =ty (t) +y2(t),

Ya(t) = y1(t) + tya(t).

Ici, y désigne une fonction inconnue dérivable sur un intervalle de R et a valeurs dans R, au moins 1
fois dérivable pour (1), (2) et (5), 2 fois dérivable pour (3) et 3 fois dérivable pour (4). Dans le cas (6),
on parle de systeme différentiel : il y a deux fonctions inconnues y; et ys.

Ces fonctions inconnues, on les cherche sur les intervalles ol les fonctions qui apparaissent dans
I’équation sont continues. Dans les cas (1), (3), (4) et (5) et (6), ces fonctions sont définies sur R. On
cherchera donc les solutions parmi les fonctions définies et dérivables (autant de fois que nécessaire)
sur R (on devra pourtant se contenter parfois de solutions définies seulement sur des intervalles de

R). En revanche, dans le cas (2), la fonction ¢t — % n’étant définie que sur |0, +00|, les solutions

seront cherchées uniquement parmi les fonctions dérivables sur |0, +oo[ (ou sur des sous-intervalles de
10, +o00)).

Le cas (5) est un peu particulier. En effet, pour résoudre une telle équation, on la met sous forme
résolue :

;1 cost
Y +ZZ/:

t

Cela n’est possible que si ¢ # 0. On résout cette nouvelle équation sur | — oo, 0[ puis sur |0, +ool, avant
de chercher a raccorder les solutions obtenues en une solution globale, c’est-a-dire définie sur R tout
entier. On détaillera ce point dans la section suivante.

Il arrive qu’une équation différentielle n’ait pas de solution, mais le plus souvent, elle en a une
infinité. Pourtant, on ne sait pas en général résoudre explicitement une équation différentielle. Il existe
deux cas importants ol ¢’est néanmoins possible : les équations différentielles linéaires d’ordre 1 et les
équations différentielles linéaires a coefficients constants.
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4.2 Equations différentielles linéaires scalaires d’ordre n

4.2.1 Solution
Soit n € N*. Une équation différentielle linéaire scalaire d’ordre n est de la forme
(B) ao(t)y™ (&) + ar(D)y" D (#) + - + an(t)y(t) = ()

ol les fonctions a; et f sont définies et continues sur un intervalle I de R. Il s’agit des données du
probléme. Une solution de cette équation est une fonction y : I — R qui est n fois dérivable sur I et qui
vérifie la relation (E).

Insistons : on ne cherche & résoudre une équation différentielle que sur des intervalles ol toutes les
fonctions a; et f sont continues !

Dans la suite, on considerera surtout lescasn = 1 etn = 2.

Exemple 27
ty' (t) + y(t) = cost.

4.2.2 Homogene et résolue

Lorsque ap = 1, on dit que (F) est sous forme résolue. Pour passer de ’équation générale (E) a
une équation sous forme résolue, il suffit de diviser toute I’équation par ag, sur tout sous-intervalle de |
ol ag ne s’annule pas. On obtient alors 1’équation sous forme résolue

= t) (- an(t) f(t)
B) g+ 28 ey 4oy @O g .
(B) 9" + ooy v =
Il ne faudra pas oublier ensuite de chercher a raccorder entre elles les solutions obtenues sur chacun de
ces sous-intervalles.

Exemple 28 L’équation résolue associée a notre équation différentielle linéaire scalaire préférée est
1 cost
Y0+ Tyt =

qu’on résout sur | — oo, 0|, sur |0, 4o00[ puis on cherche si on peut raccorder les solutions obtenues en
une fonction dérivable sur R.

Raccorder les solutions, cela signifie trouver les solutions y_ :] — oo, 0[— R et y; :]0, +oo[— R telles
qu’il existe £ € R de sorte que
L limy o- y—(t) = €= limy o+ y+ (1),
2. la fonction
y—(t)sit <0,
y:teR— ¢ £sit=0,
Yu (t) sit> 0,
est dérivable sur R (en fait, on sait déja qu’elle est dérivable hors de 0 donc il suffit de vérifier la
dérivabilité en 0),
3. la fonction y est solution de ty'(t) 4+ y(t) = cost pour t € R (en fait, on sait que c’est déja le
cas pour ¢ # 0, donc il suffit de le vérifier pour ¢ = 0).
On appelle équation différentielle linéaire homogeéne associée a (E) ’équation (Ey) ol on remplace
le second membre f par 0.

Exemple 29 [’équation homogéne associée a la précédente est :

Y (#) + 59(0) = 0.
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4.2.3 Linéaire

Le mot linéaire fait référence a des espaces vectoriels que 1’on va expliciter. Pour cela, introduisons
I’espace F(I;R) des fonctions définies sur I’intervalle I et a valeurs dans R. C’est un espace vectoriel
pour la loi + et la loi . définies ponctuellement : pour tout f,g € F(I;R), pour tout A € R, la somme
f + g etle produit A. f sont les fonctions définies par

veeR , (f+9)@)=f2)+g(x) , Af)=@)=Af(2).

On peut de mé&me définir le produit de deux fonctions.

L’ensemble des fonctions n fois dérivables sur I, noté D"(I;R), est un sous-espace vectoriel de
F(I;R). En effet, c’est un ensemble non vide (il contient la fonction constante égale a 0). Prenons deux
éléments f et g dans D"(I;R) et A € R. Alors f + g € D™(I;R) (autrement dit, la somme de deux
fonctions n fois dérivables est encore n fois dérivable) et A. f € D" (I;R) (car le produit d’une fonction
n fois dérivable par une constante reste n fois dérivable).

Considérons une équation homogene (Ej) sous forme résolue

(Eo) y™ +a1y™ D+ +ay =0,

Proposition 33 L’ensemble des solutions Sy de (Ey) est un sous-espace vectoriel de D™ (I;R).

Preuve : Observons d’abord que la fonction constante égale a 0 est toujours solution de (Fy). Soient
y1,y2 € D"(I;R) deux solutions de (Ep) et A € R. Ainsi y; et y2 sont n fois dérivables et donc

y1 + Ao Dest aussi, avec (y; + Ay2)@) = ygj) + )\ygj), 1 < j < n.De plus,

(n—1)

ygn) + a1y, (n=1)

+otapy1 =0 yén)+a1y2 + -+ apy2 = 0.

En multipliant la deuxieéme équation par A et en I’ajoutant a la premiére, on obtient
(y1 + Ay2)™ + a1 (y1 + Ay2) "D+t an(y1 + Ay2) = 0.

Ainsi y; + Ays est bien solution de (Ej).
Conclusion : ’ensemble des solutions de (Ej) est un sous-espace vectoriel de D" (I; R).
O

Proposition 34 L’ensemble des solutions S de (E) est un sous-espace affine de D" (I;R) : si y, est une
solution particuliére quelconque de (E),

S={y:I—=R: ilexisteyy € Sy tel que y =y, + yo}.

Montrons 1’égalité des deux ensembles par double inclusion. On fixe une solution particuliere y,, de (E).
Soit g € Sp. On a donc

yi b ay o tany, = y(()") + a1yén_1) + - 4 apyo = 0.
Par somme, on en déduit
(Wp +90)"™ + ar(yp +90) "V + -+ an(yp +v0) = f
et donc y, + yo € S. Réciproquement, soit y € S. On définit yg = y — y,. Comme

yWtay" Vo trayy =, . YWt ay" Vo ay =,
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on a
y{

et donc yp € Sp. Ainsi, y est bien de la forme attendue y, + yo avec yo € Sp.

tay" V4t any =0

O

Les deux propositions précédentes indiquent la stratégie de résolution d’une équation différentielle.

Dans une premiere étape, on résout I’équation homogene (mise au préalable sous forme résolue). Dans

une deuxiéme étape, on s’efforce de trouver une solution particuliere. Enfin, on conclut en donnant

I’ensemble des solutions sous la forme de la somme de cette solution particuliere et d’une solution
générale de I’équation homogene.

4.2.4 Scalaire et vectoriel

Le mot scalaire signifie que toutes les fonctions qu’on considere ici sont a valeurs dans R. Ce ne
sera pas toujours le cas. On étudiera dans la derniére section de ce chapitre des équations différentielles
vectorielles, ou les inconnues seront des fonctions a valeurs dans un espace vectoriel (de dimension
finie). Plus précisément, considérons un systeme différentiel du premier ordre de forme résolue

yi(t) = aun@y) + - +anB)yn(t) + fi(t)

Gt) = am@u(t) -+ ama®) + falt)

Les données sont les fonctions a;; et f; qui sont définies et continues sur un intervalle I de R. Les
inconnues sont les fonctions y;, 1 < i < n qu’on cherche dans I’ensemble des fonctions dérivables sur
1.

Comme pour les systemes linéaires, il est trés commode d’adopter une notation matricielle pour ce
systéme différentiel. Introduisons pour cela I’espace de fonctions D(I; R™) des fonctions de I dans R™
qui sont dérivables une fois. Un élément Y de D(I; R™) est donc une fonction qui a un réel ¢ de I associe
un vecteur de R™ qu’on va noter sous forme matricielle, c’est-a-dire a I’aide d’un vecteur colonne :

Ya(t)

Cela permet de définir les fonctions coordonnées de Y, qui sont les Y;, 1 < i < n. Demander que Y
soit dérivable signifie par définition que chaque Y; est dérivable. On définit la dérivée de Y comme la
fonction

Y'(t) = ) ) vt e I.
Y, (1)
Alors le systeme différentiel (V') peut se réécrire sous forme matricielle

Y'(t) = A@#)Y (t) + F(t)

avec A0
an(t) . aln(t) ! t

an= : | Em=| "

an1(t) ... apn(t) ()
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Lorsqu’on étudie une équation différentielle scalaire d’ordre 2 ou 3 (et a fortiori d’ordre supérieur),
il est utile de se ramener a un systeme différentiel d’ordre 1. On procede comme suit. Donnons-nous une
équation scalaire d’ordre 3 sous forme résolue :

(B3) y® (1) +ar(t)y" () + aa(t)y' (1) + as(t)y(t) = f(t).

On construit la matrice

et le vecteur

On considere enfin le systeme
(V3) Y'(t)=A@)Y (t) + F(t).

Résoudre (F3) est équivalent a résoudre (V3). En effet, si y est solution de (E3), alors définissons

de sorte que

Y(t)=1 v'()
yB)(

~~
S~—

Comme y est solution de (E3), on en déduit

y'(t)
Y/(t) _ y”(t)
—a3(t)y(t) — az()y'(t) — a1 (t)y" (t) + f(t)

Le membre de droite est justement A(¢)Y (¢) + F'(t). Ainsi Y est solution de (V3).
Réciproquement, si Y~ est solution de (V3), alors en notant Y7, Y5 et Y3 ses coordonnées, on obtient
que
Yll =Ys, }/2/ =Yj3, Y3/ = —azY1 —a2Ys —azY3 + f(t)

En notant y = Y7, onadoncy’ = Ys, 9y’ = Yz et

y (1) = —az(t)y(t) — az(t)y' (1) — ar ()" (1) + f(2)-

Ainsi y est solution de (E3).
On vient de mettre en évidence une bijection entre les solutions de (E3) et les solutions de (V3).
4.3 Equations différentielles linéaires scalaires du premier ordre

4.3.1 Résolution explicite

Partons de 1’équation sous forme résolue :

(E) ¢ +alt)y=f,

ol a et f sont deux fonctions continues sur un intervalle 1.
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Equation homogene
On considere dans un premier temps 1’équation homogene :
(Eo) o +alt)y =0.

Fixons pour toute la suite tg € 1. Notons A : I — R la primitive de a qui s’annule en % :

On remarque que
1. (exp(A(t)))" = exp(A(t))A'(t) = exp(A(t))a(?),
2. exp(A(t)) > 0 pour tout ¢ € I.

Une fonction dérivable y : I — R est solution de (Ej) si et seulement si
exp(A()) (" + a(t)y) = 0 <= (yexp(A(t)))" =0,

donc si et seulement si il existe une constante C' € R telle que y(¢) exp A(t) = C pour tout t € R, soit
encore y(t) = C exp(—A(t)). Conclusion :

Proposition 35 L’ensemble des solutions Sy de (Ey) est

¢
So = {Cexp <—/ a(s) ds) ,C € R},
to
out tg est un point fixé de 1.

Ainsi, Sy est un espace vectoriel de dimension 1 engendré par la fonction

t— exp (— /t: a(s) ds> .

En remplacant ¢y par un autre ¢; € I, on obtient un autre générateur

Les exp (- /tlta(s) ds> ,

qui est colinéaire au précédent. En particulier, les solutions de (Ey) sont de signe constant.

Solution particuliere

Maintenant, on cherche une solution particuli¢re de (£) sous la forme y,(t) = C(t)yo(t) ol yo est
une solution quelconque mais non nulle de (Ey) (et donc yp ne s’annule pas). La fonction ¢ — C(t) est
donc a déterminer. Un tel y,, est solution de (E) si et seulement si

Y, + ayp = [ <= C'yo + Cyy + aCyo = f <= C'yo + C(yo + ayo) = f <= C'yo = f.
Ici, on a utilisé que yo est solution de (Ejy). De maniere équivalente,

ft)

C'(t)=—%, tel.
yo(t)
La fonction .
C(t) = /() ds
to yO(S)
vérifie cette condition. On en déduit qu’une solution particuliere est donnée par
t f s
w®) = w0 =) [ 1 as
to yO(S)
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Proposition 36 L’ensemble des solutions S de (E) est donné par I’ensemble des fonctions

L f(s)
to Yo(s)

ot tg est un point fixé de 1. L’ensemble S est un espace affine de dimension 1.

S = {t — yo(t) ds + ayo(t),a € R}

Il n’est pas nécessaire de retenir par coeur cette formule. Il est plus siir de la retrouver a chaque
fois, en faisant les calculs sous forme symbolique le plus longtemps possible, et en ne remplagant par
I’expression explicite des fonctions qu’au moment du calcul des primitives.

Exemple 30 Résoudre sur R I’équation y' + (sint)y = 2sint cost.

Réponse : S = {2cost + 2+ aexpcost,a € R}.

Exemple 31 Résoudre sur | — 3, 5[ I"équation y' + (tant)y = cost.

Réponse : S = {tcost + acost,a € R}.

Exemple 32 Résoudre sur R I’équation t(t — 1)%y + (12 — 1)y = (=1 + ).

Réponse : sur chaque intervalle | — oo, 0[, ]0, 1[,]1, +-00[, I’ensemble des solutions est de la forme S =

{t (1?_‘73';;1 +ag t_tl)Q ,a € R}. On peut raccorder continiment en 0 mais pas de raccord dérivable en 0.

Raccord en 1 : il existe une unique solution dérivable sur ]0, +o0o[ donnée par

tlnt+1—1¢ 1, 1
= -0 1 = — 1 = ——.
y() =12 (1) =5,y (1) 5
4.3.2 Théoreéme de Cauchy-Lipschitz pour les équations linéaires du premier ordre

Comme conséquence des résolutions explicites du paragraphe précédent, on obtient :

Théoreme 18 (Cauchy-Lipschitz) Soient I un intervalle de R et tg € 1. Soient a et f des fonctions
continues de I dans R. On considere I’équation sous forme résolue

(E) v +ay=f
Alors pour tout zy € R, il existe une unique solution y de (E) telle y(to) = zo.

Preuve : On sait que 1’ensemble des solutions S de (E) est donné par I’ensemble des fonctions de la
forme

t
e an(e) [ L ds o)

ou « est un réel quelconque et o une solution de 1’équation homogene non nulle (et donc ne s’annulant
pas). En prenant en compte la condition y(¢y) = zp, on voit que la seule valeur possible pour « est

D’ou I’existence et unicité de la solution.
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4.4 Equations différentielles linéaires scalaires du deuxiéme ordre

4.4.1 Théoréme de Cauchy-Lipschitz

Théoreme 19 (Cauchy-Lipschitz) Soient I unintervalle de R etty € 1. Soient ay, as et f des fonctions
continues de I dans R. On considere I’équation sous forme résolue

(E) ¢+ a1y +ay=f.
Alors pour tout (29, z1) € R?, il existe une unique solution y de (E) telle y(to) = 2o et y'(to) = 1.
La solution est donc entierement déterminée par sa valeur et celle de sa dérivée en %.
En notant (Fy) ’équation homogene associée y” + a1y’ + azy = 0, on obtient
Cgrollaire 5 L’ensemble des solutions Sy de (Ey) est un sous-espace vectoriel de dimension 2 de
D*(I;R).

Preuve : Soit tg € I. Par le théoréme de Cauchy-Lipschitz, il existe yq solution de (Eg) telle que yo (tg) = 1, y{(to) = O etaussi g solution de Ey telle que 7o (tg) = 0
et %/(to) = 1. Montrons que la famille constituée des deux fonctions yg et ygo est libre. Soient A\, o € R tels que Ayg + pyg = 0. Cela signifie que pour tout t € I,
Ayo(t) + pyo(t) = 0. On exploite cette relation de deux maniéres : d’abord en I'évaluant en t = t(, ensuite en la dérivant par rapport a ¢ et en évaluant 1’égalité obtenue en t = t¢.
On trouve ainsi

Ceci démontre que la famille {yo, 7o } est libre. Montrons a présent qu’elle engendre Sp. Soit y € S. Notons X = y(tg) et u = vy’ (to). Alors y et Ayg + o sont solutions de
(E() et vérifient les mémes conditions en tq :

y(to) = (Ao + 170)(to) =X, v’ (t0) = (o + #70)’ (to) = u.

Par unicité dans le théoréme de Cauchy-Lipschitz, on en déduit y = Ayg + pyo. Donc la famille {yo, Yo } est génératrice de Sq.
Conclusion : S est de dimension 2.

Corollaire 6 Si on connait 2 solutions indépendantes de (Ey) notées yo1 et Yoz, alors
So :={y € D(I;R) : il existe a1, o € R tels que y = a1y01 + cayoz2}-

Preuve : Notons provisoirement ) I’ensemble figurant dans le membre de droite de 1’égalité précédente.
C’est I’espace vectoriel engendré dans D(I;R) par les deux fonctions ;1 et yp2. Comme ces deux
fonctions sont linéairement indépendantes, ) est de dimension 2. Comme g1 et ygo appartiennent a
I’espace vectoriel Sp, V est contenu dans Sp. Or on sait que Sy est de dimension 2, d’ou 1’égalité des
deux ensembles.

O

Exemple 33 Résoudre I'équation sur I =)0; +00] :
t2y” + ty' —y= 3.

On se raméne pour commencer a 1’équation sous forme résolue : comme 1/t ne s’annule pas sur 7,
I’équation précédente est équivalente a
1 1 -3
! /
Ty - zY=—-
vyl T ei T e
On résout dans un premier temps I’équation homogene :
1 1
1 /
+-y — 5y =0.
Y YT Y

On tente la recherche de solutions de la forme ¢ — ¢% avec « a choisir :
ala =D+ at* 2 —t*? =0« (a® - 1)t* 2 =0,
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On trouve ainsi deux solutions de (Ep) : yo1 = t et yo2 = 1/t. On en déduit que I’ensemble des solutions
de I’équation homogene est

So={y:I—R: ilexiste a1, s € Rtels que y = aqt + %}

On passe a I’équation initiale. Une solution particuli¢re évidente est 7/, = 3. On en déduit que I’ensemble
des solutions de I’équation est

S={y: 1 ->R: ilexisteal,ageRtelsquey:3+a1t+%}

4.4.2 Wronskien
Définition 38 Soient yo1, yoz deux solutions de (Ey)
y// +a1y/ +a2y — 0

oul a1 et ag sont des fonctions continues sur un intervalle I. Le Wronskien de (yo1, yoz2) est la fonction

Yyor Yo2
Wy01,y02 = yOly62 - y(l)lyOZ = det < / / > .
Yo1 Yoz

Proposition 37 Le Wronskien W, ., est solution de I’équation linéaire du premier ordre
w' 4+ aqw = 0.

On en déduit que Wy, ., est de signe constant. En particulier, il s’annule en un point si et seulement
si il s’annule partout.
L’intérét fondamental du Wronskien réside dans la proposition suivante :

Proposition 38 Les solutions 101, yo2 sont linéairement indépendantes si et seulement si il existe ty € 1
tel que Wy, oo (to) # 0.

Preuve : Si yo1 et yp2 sont linéairement dépendantes, alors il existe A, o € R tels que

Ayo1 + uyoz = 0.

Cela signifie que pour tout t € I, Ayg1(t) + pyo2(t) = 0. En particulier, on peut dériver cette identité :

Ay (1) + pyha(t) = 0.

(o (2 Yoo

( yo1(t)  woz(t) )
¥o1(1)  yo2(b)

Ainsi,
Ceci montre que pour tout ¢ € I, la matrice

est de rang au plus 1, et donc son déterminant, qui est justement Wy, 45, est nul sur .
Réciproquement, si Wy 1,405 (t) = Opourtoutt € I, fixons tg € I.Lamatrice

( yo1(to)  wo2(to) )

yo1(to)  woz(to)

est de déterminant nul, donc ses colonnes sont liées. On peut supposer par exemple que la premiére est un mutliple de la seconde : il existe A € R tel que
( vo1(to) ) :/\( v02(to) )
yo1(to) voa(to) /)’

yo1(to) = Awoz2(to) » wo1(to) = Aygy(to)-

autrement dit

Ainsi yg1 et Ayg2 sont deux fonctions solutions de (Eq ) qui coincident ainsi que leur dérivée en t(. Par I'unicité dans le théoréme de Cauchy-Lipschitz, on en déduit qu’elles sont égales :
pourtoutt € I,
yo1(t) = Ayoz(t)

Ainsi yg1 et yp2 sont linéairement dépendantes.

O
Le Wronskien est donc un outil trés utile pour montrer que deux solutions de 1’équation homogene sont
linéairement indépendantes.
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4.4.3 Méthode de variations de la constante

On considere 1’équation
(B) ' +a)y +b(t)y = f(t)
ou a,b et f sont trois fonctions continues sur un intervalle /. On suppose que I’on connait une base

{yo01, Y02} des solutions Sy de I’équation homogene (Ep). Pour achever la résolution de (F), on cherche
donc une solution particuliere y,, de (E).

Etape1 On cherche y, sous la forme y, = a(t)yo1(t)+B(t)yo2(t) en imposant que 0 = a'yo1+ 5'yo2-
On a alors

Yp = o1 + Byoe + @'yo1 + B'Yo2 = ayor + BYoe;
Yp = 'yor + B'yo2 + ayir + BYoa-
Alors
Yy +at)y, + o)y, = 'yor + B'yoe + o1 + Buge + alt)(ayy + Byoz)

+b(t) (a(t)yor () + B(t)yoz(t))
= a(yo +a)yo + b)) + BYoe + alt)yoe + 0(t)yo2) + &'vor + B'Yoo-
En utilisant que yg; et yo2 sont solutions de 1I’équation, on en déduit :
Yp +al®)y, + b()yp = 'y + B'ype.
Ainsi, y, est une solution particuliere si et seulement si « et 3 vérifient
{ a'yoy + By = f
&'yo1 + B'yo2 = 0
Etape 2 On résout le systeme précédent de deux équations a deux inconnues, les inconnues étant les
fonctions o et 3’. Observez que le déterminant de ce systéme est précisément le Wronskien Wy, 4, (2).

Comme on est parti de deux solutions yg; et yg2 linéairement indépendantes, on sait que le Wronskien ne
s’annule jamais. Ceci garantit que pour tout ¢ € I, le systeme précédent a toujours une unique solution

(@' (1), B'(2))-

Etape 3 En prenant les primitives des fonctions obtenues a 1’étape précédente, on en déduit des fonc-
tions « et 3 et on peut alors affirmer que y, = ayo1 + Byoz2 est une solution particuliere de (E).

Exemple 34 Résoudre y" + 1y’ — t%y = cost sur |0; +o0|.

Réponse : yo1 (t) = t,yo2(t) = § etyp = —cost + H2L.

4.4.4 Cas particulier des équations a coefficients constants

En général, on ne sait pas résoudre les équations du second ordre homogene. Il y a pourtant un cas
particulier trés important ou c’est toujours possible : lorsque les coefficients sont constants.
On s’intéresse ici aux équations de la forme

(E) ' +ay +by=f

ol a,b sont deux réels et f : I — R est une fonction continue. Comme d’habitude, on considére
I’équation homogene
(Eo) o' +ay +by=0.

On introduit I’équation caractéristique : 72 + ar + b = 0.
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Théoréme 20 1. S’il existe deux racines réelles distinctes r1, 19 alors
So={y:R—=R: ilexiste o, 0 € Rtels que y = aje” + aze™'}.
2. S’il existe une racine double r alors
So={y:R—R: ilexiste o, 3 € R tels que y = ae™ + Bte"}.
3. S’il existe deux racines complexes conjuguées r = o =+ iw, alors

. . ot ot _:
So={y:R—=>R: ilexiste a, B € R tels que y = ae’’ coswt + [Se’" sinwt}.
Preuve : On sait que Sq est un espace vectoriel de dimension 2. Dans chaque cas, il suffit donc de montrer qu’on dispose de deux solutions linéairement indépendantes.
1. Cas 1 : deux racines réelles distinctes 71 et 2. On pose Yo () = e"it, 4 = 1, 2. On vérifie que
Y05 (1) + ayg; (1) + byos = e"3*(r? + ar; +b) = 0.

De plus, montrons que yg1 et yo2 sont linéairement indépendantes. Soient X, 1 € R tels que Ayg1 + pyo2 = 0. On évalue cette relation en O et en 1. On en déduit que
A et p sont solutions du systéme :
{ A+ p

Ae™l + pe’2

0
0.

Le déterminant de ce systéeme e”2 — e”'1 estnon nul (car 71 # r3)etdonc A = g = 0. Ainsi les fonctions yg1 et yg2 sont linéairement indépendantes ! Comme So
est de dimension 2, on en déduit que {yo1, yo2 } est une base de solutions.

2. Cas 2 : une racine double » = —a /2. Comme précédemment, yo1 (t) = e"t est solution de 1’équation. Montrons que yo2 (t) = te™t I'est aussi. On a
y6,2(t) + a.y(,)Q(t) + byo2(t) = et (t'r2 + 2r + atr + a + bt)
= e”’(t(r2 +ar+b)+2r +a)
= 0.
Dans la derniére ligne, on a utilisé le fait que r est racine et que » = —a /2. On vérifie comme dans le premier cas que yg1 et yo2 sont linéairement indépendants. Une base

de solutions est donc {y01, y02 }-

3. Cas 3 : deux racines complexes conjuguées r4 = o =+ iw, avec w # 0. On introduit ici une démarche nouvelle. On va chercher dans un premier temps des solutions
complexes avant d’en déduire deux solutions réelles linéairement indépendantes. En fait, exactement comme dans le premier cas (les calculs sont les mémes), on vérifie que

z4(t) = e" % sont solutions de I’équation. On pose alors

zyL + z_ zZy —zZ_
yo1(t) = % =etcoswt yo2(t) = +27 = et sinwt.
i

Les fonctions yo1 et yp2 sont solutions de (E() comme combinaison linéaire de solutions de ( Eq ). De plus, ce sont des fonctions 2 valeurs réelles. En évaluant une relation
linéaire liant yg1 et yp2 en O et ﬁ comme dans le premier cas, on en déduit que {y1, yo2 } est une famille libre, qui engendre donc I’espace de dimension 2 des solutions
So.

O

Une fois qu’on a obtenu deux solutions yg; et yg2 linéairement indépendantes de 1’équation homogene,
on peut chercher une solution particuliere y,, de 1’équation complete (E) grace a la méthode de variation
des constantes. Cependant, il y a un cas ou on peut procéder rapidement : lorsque le second membre est
en exponentielle-polyndéme. On se place donc dans le cas particulier :

(E) o'+ ay + by = P(t)eM
avec a, b, A € R et P est un polyndme.

Proposition 39 L’équation (E) admet une solution particuliére de la forme

up(t) = Q(t)e

ot Q) est un polynéme. De plus,
1. si \ n’est pas racine de I’équation caractéristique > + ar +b = 0, deg Q = deg P,
2. si X est racine simple, deg Q) = deg P + 1,
3. si A est racine double, deg Q) = deg P + 2.

1. Alternativement, on aurait pu calculer le Wronskien de yo1 et yoz, qui vaut (ro — r1)(e™+72)%), et donc ne s’annule
jamais.
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Preuve : Insérons yp (t) = Q(t)e™? dans Iéquation :

vy +ayp, +byp = (A2 +ad+0)Q+ A+ 0)Q  + Q") M.

Donc yy, est une solution particuliére si et seulement si

((A2 Tar+b)Q+ (A +a)Q + Q”) =P

Posons = A2 + aX + bet B = 2\ + a. 1l s’agit donc de montrer que pour tout polyndme P, il existe un polyndéme @ solution de I’équation : @ + 8Q’ + Q' = P. Notons
d € Nledegré de P et Ry [X] I’ensemble des polyndmes de degré < d.

1. Cas1:a # 0.On veut montrer que I'application ® : Q@ € Ry[X] — aQ + BQ’ + Q" € Ry[X] est surjective. Comme c’est une application linéaire en
dimension finie, il est équivalent de montrer qu’elle est injective. Soit Q € R4[X] tel que ®(Q) = 0. Ainsi Q = %Q’ — i Q' .Comme deg Q' = degQ — 1,
deg Q" = deg Q — 2, I'égalité précédente n’est possible que si Q@ = 0 (auquel cas deg Q = —oo). Donc P est injective, donc surjective, d’oit I’on déduit Iexistence
de Q.

2. Cas2:ca = Omais 8 # 0.On veut montrer que I'application ¥ : Q € Ry 1[X] BQ' + Q" € Ry[X] est surjective. On montre comme dans le premier cas
que P'application T € Ry[X] — BT + T’ € Ry[X] est surjective. Par ailleurs, I'application de dérivation Q € Ry 1[X] — Q' € Rg[X] est surjective. Par
composition, on en déduit que W est surjective.

3. Cas3:a = B = 0.Lapplication Q € Ry 2[X] — Q" € Ry[X] est surjective (primitiver deux fois).

Exemple 35 3’ — 5y + 6y = te!

Réponse : S = {y : R — R : ilexiste a, 3 € Ritels que y(t) = (£ + 3)et + ae® + Bet}.

4.4.5 D’autres techniques de résolution
Le principe de superposition

Proposition 40 Soient a1, ..., a, des fonctions continues sur un intervalle I, et f1, fo deux fonctions
continues sur I. On note f = f1 + fo. Notons (Ey) I’équation : Y™ 4 ay N 4. fa,y = f, etde
méme (Ey,), (Ey,) les équations lorsqu’on remplace le second membre f par fi et fo respectivement.
Alors I’ensemble Sy des solutions de (E) est égal a

Spi={y: I = R: ilexistey, € Sy,,y2 € Sy, tels que y = y1 + y2},

ou Sy, , Sy, désignent I’ensemble des solutions de Ey, , Ey, respectivement.

La méthode de Lagrange

Lorsqu’on connait une solution y; de I’équation homogene ne s’annulant pas, alors on peut trouver
’autre en la cherchant sous la forme ¢ — u(t)yo1 (t).

Application : y” — ¢/ /t + y/t> = 0 sur |0, +-00[. On obtient deux solutions linéairement indépen-
dantes : yo1(t) = t et yo2(t) = tInt.

Recherche de solutions développables en série entiere

Lorsque I’équation (mise sous forme résolue) a ses coefficients développables en série entiere, alors
il existe des solutions de 1’équation homogeéne qui sont développables en série entiere. On peut donc
chercher une telle solution yg sous la forme ), an(t — t)™ (ol ¢y est un point de I ; il est d’ailleurs
souvent commode de se ramener par translation au cas tg = 0). On insere cette fonction dans 1’équation,
ce qui donne des conditions (nécessaires et suffisantes) sur les a,. On en déduit I’expression des a,, et
on vérifie que la série ) a,t™ a un rayon de convergence non nul. Avec cette méthode, on peut obtenir
une solution ou deux solutions linéairement indépendantes de 1’équation homogene.

Application : v +ty' +y =0, ty” + 2y + ty = 0.
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4.5 Systemes différentiels linéaires

4.5.1 Théoreme de Cauchy-Lipschitz

Théoréme 21 (Cauchy-Lipschitz) Soit A = [a;;]1<i j<n une matrice dont les n? coefficients sont des
fonctions continues de I vers R et F' : I — R"™ une fonction continue. On considere le systéeme

(V) Y'(t) = A@)Y (t) + F(t).
Alors pour tout Yy € R", il existe une unique solution de (V') telle que Y (to) = Yo.

La solution est donc entierement déterminée par sa valeur en .

Corollaire 7 L’ensemble des solutions du syteme homogéne (V) : Y'(t) = A(t)Y (t) est un sous es-
pace vectoriel de D(I;R™) de dimension n. De plus, si on connait n solutions indépendantes de (Vj) :
Yo1, ..., Yon, alors ’ensemble des solutions de (Vy) est donné par

{Y:I—-R: ilexisteay,...,aptelsqueY = a1Yp1 + -+ + o, Yo }

Enfin, si Y, est une solution particuliére quelconque de (V'), alors I’ensemble des solutions de (V') est
un espace dffine de dimension n donné par

{Y:I—>R": ilexiste Yy € Sptel que Y =Y, +Yp}.

Autrement dit, "solution générale de ()= solution particuliere + solution générale de (Ey)".

4.5.2 Résolution des systemes a coefficients constants diagonalisables
On considere le systeme d’équations
(V) Y =AY +F

o A € M,,(R) est une matrice et F’ est une fonction continue sur un intervalle [ a valeurs dans R". On
note (1p) le systeme homogene associé.

On se limite au cas ou A est diagonalisable. On note Ay, ..., A\, les valeurs propres de A comptées
avec multiplicié ; autrement dit, si \; est une racine du polyndme caractéristique de multiplicité p €
{1,...,n}, alors \; apparait p fois dans I’énumération A1,. .., \,, avec p indices différents. On note
(e1,...,e,) une base de vecteurs propres associée (une telle base existe puisque A a été supposée
diagonalisable).

Théoreme 22 Une base de I’ensemble des solutions Sy de (Ey) est donnée par les n fonctions
Yoi(t) = elite;.
Preuve : Pour chaque 1 <7 <n,ona
Yy (t) = it \e; = eMt Ae; = AY;.

Donc chaque Yj; est solution du systeme. Il reste & montrer que la famille {Yp;} est une base de Sp.
On sait qu’il s’agit d’un espace de dimension n. Il suffit donc de montrer que la famille est libre. Soit

{pi}ti C Rtel que
n
ZMYOi =0.
i=1
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On évalue cette relation en ¢ = 0. On obtient

n
Z Mi€; = 0.
i=1

Comme {e; }; est une base, on en déduit que tous les y; sont nuls. Donc la famille {Yp;} est libre, donc
une base de Sp.
O
On présente a présent une autre preuve qui ne nécessite pas 1’utilisation du théoréme de Cauchy-
Lipschitz. En fait, quand la matrice A est diagonalisable, un systeme d’ordre n se raméne a n équations
d’ordre 1, pour la résolution desquelles on n’a pas eu a s’appuyer sur le théoreme de Cauchy-Lipschitz.
Pour cela, on introduit la matrice de passage P de la base canonique de R™ a la base de vecteurs
propres {e; }1<i<n. ainsi que la matrice diagonale

M 0O 0
D=1 o 0
0 A\,

On sait que A = PDP~!. L’équation Y’ = AY se réécrit Z' = DZ en posant Z = P~'Y ou de
maniere plus explicite :

Zzl(t) = )\zzz(t)
Ceci est équivalent a : pour tout 1 < ¢ < n, il existe o; € R tel que

Z; = aie)‘it.
Ainsi,
A1t

apetnt
Comme Y (t) = PZ(t) et que les colonnes de la matrice P donnent les coordonnées des vecteurs de la
nouvelle base {e; }1<;<y dans I’ancienne (la base canonique), on a donc par définition de la multiplica-
tion matricielle (et en identifiant un vecteur de R” avec le vecteur colonne de ses coordonnées dans la
base canonique)

n n
Y(t) = Z aiekitei = Z OéiY()i(t)
=1 =1

en posant comme ci-dessus Yp;(t) = elite;. Ceci montre donc que I’ensemble des solutions du systéme

homogene est engendré par les vecteurs Yy, (sans utiliser que cet ensemble est un espace vectoriel de
dimension n).

Exemple 36
2 0 0
A= 2 -1 3
-2 3 -1

Réponse : Yp11 = (3,2,0)e?, Yo12 = (—3,0,2)e?, Yoo = (0,1, —1)e 4.
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4.5.3 Méthode de variation des constantes

On considere ici le systeme
Y'(t) = AY (t) + F(t).

ou F' est une fonction continue sur un intervalle /. On suppose connue une base de solutions du systéme
homogene {Y1, ..., Yo, }. On cherche alors une solution particuliere sous la forme

n
= E a;Yp;.
i=1

Une telle fonction est solution de Y; = AYp + F’ si et seulement si

n

S (0l (6)Yor(t) + () Yis(t) (Zaz ot )+F<t>.

i=1

Comme A ( Yoy a,-(t)YOi(t)> =Y, a;(t)AYp(t), on en déduit

n

Z(O‘;(t)YOi(t) + a; () Yg(t) Zaz )AY0i () + F(2).

i=1

Comme chaque Yj; est solution de YO’Z- = AYj;, il vient

Za VYoi(t) = F(t).

Il s’agit d’un systtme de n équations a n inconnues o/ (t),...,a’,(t). On peut montrer qu’il a une
unique solution (pourvu que les Y{; soient bien linéairement indépendants). Une fois résolu, on trouve
une primitive aux solutions de ce systeme pour obtenir des fonctions o, . . ., o, convenables.

On peut alors affirmer que Y, () = > " | o;Yp; est une solution particuliére du systeme Y'(t) =
AY (t) + F(t).

Exemple 37 RésoudreY' = AY + F avec

Solution :

S—{ae2t< _11 >+ﬁef< _23 ) —l—(sint—t)th( _11 )+(—2+§cost—§sint) ( _23 >}.

La méthode de variation de la constante pour les équations linéaires d’ordre 2 apparait comme un
cas particulier de la méthode de variation de la constante pour les systémes. En effet, une équation de la
forme 3y’ + ay + b = f, ot a, b, f sont des fonctions continues sur un intervalle I peut se réécrire sous
la forme d’un systeme

=AY + F

en posant



Etant donné deux solutions linéairement indépendantes Yy et Yo de Y/ = AY', la méthode de variation
de la constante pour Y’ = AY + F revient a résoudre le systeme

o'Yo1 + Y2 = F,

soit encore
{ a'yo1 + B'yoz = 0
&'yoy + B'yos = f
On reconnait précisément le systeme qu’on est amené a résoudre pour les équations d’ordre 2 lorsqu’on
connait deux solutions 7o et 1o2 linéairement indépendantes de 1’équation homogene 3" + ay + b = 0.
4.5.4 D’autres techniques de résolution

Principe de superposition pour les systémes linéaires

C’est I’exact analogue des équations linéaires.
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Chapitre 5

Intégrales a parametres et intégrales
multiples

Ici, K désigne R ou C.

5.1 Régularité des intégrales a parametres

Soient I et J deux intervalles de R. Ces intervalles ne sont pas nécessairement des segments, c’est-
a-dire des intervalles fermés bornés, de la forme [a, b], ol @ < b sont deux réels. Lorsqu’on considere
des intégrales sur J dans le cas ou J n’est pas un segment, on fait référence a la théorie des intégrales
sur un intervalle quelconque étudiée au semestre précédent.

5.1.1 Rappels sur I’intégrale sur un intervalle quelconque

On suppose ici connue la définition de I’intégrale d’une fonction continue (ou continue par mor-
ceaux) sur un segment.

On se donne un intervalle quelconque J dont on note —co < a < § < +oo les extrémités. On a
donc J = [, (] (dans ce cas J est un segment), ou J =|a, 8], ou J = [a, f[ ou J =|a, [].

1. On dit qu’une fonction continue et positive ¢ : J — R est intégrable sur J s’il existe M > 0
tel que pour tout segment [a, b] C J,

/ o(t) dt < M.
)

Si J est un segment, I’intégrabilité est automatique.

2. On dit qu’une fonction continue ¢ : J — R est intégrable sur J si |f| (qui est une fonction
continue positive) est intégrable sur .J.

3. Dans ce cas, pour tout zg € J, les limites suivantes existent :

y o
lim e(t)dt , lim o(t) dt

y—p Zo T—a 2

et on note

B o Y
/go(t)dtzlim o) dt + Tim [ o(t)dt.

T—a z y—5 Zo
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4. 1l se peut que les limites précédentes existent sans que ¢ ne soit intégrable. Dans ce cas, on note

encore 5
xo Yy
/ fydt=1tim [ o dt+tim [ ot de

z y=B8 Jzo

et on dit que I'intégrale est semi-convergente.

En pratique, étant donné une fonction ¢ définie sur un intervalle J C R, on proceéde selon la démarche
suivante :

1. On s’assure que la fonction est continue par morceaux sur I’intervalle .J.

2. Sil’extrémité gauche de J n’est pas —oo et n’appartient pas a J (autrement dit, J est de la forme
Ja, B ou |, ] avec v € R), on étudie la possibilité de prolonger ¢ par continuité en . Si ¢ est
continue en « ou peut étre prolongée par continuité en «, alors ¢ est automatiquement intégrable
sur tout segment de la forme |, ], pour tout z¢ € J.

3. On fait le méme travail en f3.

4. Si a = —oo ou bien s’il n’a pas été possible de prolonger ¢ par continuité en «, on fixe un
xo €]a, [] et on se donne un a €]a, zo[. Comme ¢ est continue par morceaux sur le segment
[a, 2], on peut considérer les intégrales [ | et [ .

Zo

(a) S’il existe un majorant de fa |p| qui soit indépendant de a, alors ¢ sera intégrable sur

Ja, zg]. Cest en fait le cas si et seulement si la fonction a — [ || a une limite quand a
tend vers a.. Dans ce cas, on peut affirmer que ¢ est intégrable sur |« ] et

o o
/a p = lim R

(b) Si ¢ n’est pas intégrable sur |a, xo[, on regarde si la fonction a — fazo  a une limite quand
a tend vers a. Si c’est le cas, ’intégrale ffo (p est semi-convergente.

5. On fait le méme travail en 3.

6. Si ¢ est intégrable sur |a, xo] et sur [xo, 5[, alors ¢ est intégrable sur |« 5] et

B zo B
fo=] e+ =
o o o

Si f;co pet [ x[i ¢ sont semi-convergentes, alors | f ( est semi-convergente et

B xo B
[o=] o[ w
a a o

L est absolument intégrable sur Uintervalle [1,4-oc[ mais ne Iest pas

Exemple 38 La fonction t —

sur Uintervalle |0, 4+00].

En effet, la fonction est continue et positive sur |0, +oco[. De plus, pour tout b > 1,

b
dt
/:1_1.
| 2 b

Cette quantité est majorée par 1 (qui ne dépend pas de b). Donc la fonction ¢ +—» t% est intégrable sur

[1,4o00[, d’intégrale :
teoar 1

b—+o0
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Maintenant, pour tout € €0, 1],

1
dt 1

JEE
e U €

Cette quantité tend vers +oo quand ¢ tend vers 0. En particulier, elle ne peut étre majorée indépendam-
ment de €. On en déduit que ¢ — t% n’est pas intégrable sur |0, 4o00].

cost

Exemple 39 La fonctiont —

est intégrable sur [1, +o0o] mais pas sur |0, +0ool.

cost

La fonction ¢ : ¢ — <5

lo(t)] < 1/,

est continue sur |0, +oo[. Soit b > 1. Comme pour tout ¢ € [1,+o0],

)| dt < —
[ o< [

La fonction ¢ — t% est intégrable sur [1, +-co[ d’apres I’exemple précédent. Donc || 1b f—g peut étre majoré
1ndependamment de b, par exemple (I’intégrande ¢ — 1/t étant a valeurs positives) par f oo dt
| est intégrable sur [1, +oo[ et donc ¢ aussi. Montrons a présent que ¢ n “est pas

intégrable sur ]0, 1]. Comme la fonction cos est décroissante sur [0, 1], pour tout ¢ € [0, 1],

cost cost cos1
= >
2 2 T 2

On en déduit que pour tout £ €]0, 1],

1
/ | cost] dt>/ COSldt (1—1> cos 1.
£ t € €

Donc lim. ¢ f; || = 400, ce qui montre que ¢ n’est pas intégrable sur |0, 1]. En fait, I’intégrale de ¢
n’est méme pas semi-convergente sur |0, 1]. En effet, par intégration par parties,

1 1
cost —cost sint
[ta=[FE] - [
e ¢ t R e ¢

1
COS € sint
= —cosl—/ —d
€

9

D’une part,
cos e
lim = +4o00.
e—0 ¢

D’autre part, la fonction ¢ — Smt est une fonction continue sur ]0, 1] qui se prolonge par continuité en

0. Donc c’est une fonction integrable sur [0, 1] et

On en déduit que

Conclusion : 'intégrale de ¢ n’est pas semi-convergente sur |0, 1].

Exemple 40 La fonction v : t — Sltﬂ est d’intégrale convergente sur l'intervalle ]0; +o00[ mais elle

n’est pas absolument convergente sur ce méme intervalle.
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La fonction ¢ est continue sur ]0, +oo[ et se prolonge par continuité en 0. Il suffit donc d’étudier son
intégrabilité en +oco. Soit £ € N*. On écrit

/ka \sint\ i l§/2(€+1)7r \sint\ 0
0 ¢ = Joen t

Pour tout ¢ € {0, ...,k — 1}, par 27 périodicité de sin,

200407 | in ¢ 27 |gint
/ |Sm|dt:/ | sin | gt
2 t 0 t—|—21€7{'
L’intégrande étant positif,

/2(6+1)”|sint| dt>/37r/4 | sint| dt:/37r/4 sint gt
2r t - 7.‘./4 t —+ 2(7{' 7r/4 t + 2£7T

Sur I'intervalle [7/4, 37 /4], la fonction sin est minorée par ‘[ . Donc

dt >

/3”/4 sint V2 3T gt

\f %TW + 207
=M\ T )
Introduisons 5
°T 4+ 2
—In| 4~ ¢ > 0.
ve = < T+2r > ’ -
Ainsi

200+)7 | o3 t
/ | sin | it > £

20w t 2
On a donc montré que

2km
/ ‘Smt‘dw ZW (5.1)
0

Montrons que la série ) ¢ ug diverge. D’abord, uy > 0. Ensu1te,

1+3
uzzln( 81£>
1+g

3 1
= (14 2) —In(1+ )
3 1 1
- (@+O(ﬁ)) (55 +0@)
1
4—€+O(€2)

On en déduit que up ~ 4—14 pour ¢ — +oo. Par comparaison de séries a termes positifs, la série -, uy
diverge et on a

lim Z Uy =
k—)—i—oo

Revenant a (5.1), on obtient

2km :

sint
lim [sint] o
k——+oo 0
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| sint|

Il est donc impossible de majorer fob :

pas intégrable sur [0, 4+o00].
On montre a présent que 1) a une intégrale semi-convergente sur [1, +oo|. Par intégration par parties,

b o b b

sint —cost cost
I el R A
1t t 1 1t

b b cost
=cos]l — cosh / cos dt.
1

dt indépendamment de b. Conclusion : La fonction ) n’est

b 2
Par I’exemple précédent, la fonction ¢ — %St est intégrable sur [1,4o00[ donc b — flb C‘;St dt a une
limite en +oo et
b 400
cost cost
b—+o00 1 t 1 t
Comme |cosb| < 1, limp 400 %Sb = 0. On en déduit que ¢ a une intégrale semi-convergente sur
[1,4o0[ et
b o 400
sint cost
lim dt:cosl—/ — dt,
b—+o00 1 t 1 t

ce qu’il fallait démontrer.

5.1.2 Continuité sous le signe intégral

Dans la suite, on considere une fonction de deux variables f : (z,t) € I x J — K et on s’intéresse
a la fonction

F::Er—)/f(:c,t)dt.
J

Théoreme 23 (Théoréme de continuité sous le signe intégral) On suppose que
1. (continuité) la fonction f est continue sur I x J,

2. (domination) il existe une fonction p : J — R continue et absolument intégrable sur J telle que
V(z,t) € I x J,[f(z,t)| < (1).

Alors la fonction F est bien définie et continue sur I.

Dans le théoreme précédent, si J est un segment [a, b], alors I’hypothese de domination est superflue
(en fait, elle est automatiquement vérifée sur tout ensemble de la forme I’ x J, pour chaque segment
I' C I, ce qui est suffisant pour obtenir la conclusion).

Exercice 13 Soit f : [a, b] X [c, d] — K une fonction continue. Montrer que la fonction
Y
F:(z,y)E[a,b]X[c,d]»—)/ f(z,t)dt
Ja

est continue sur [a, b] X [c, d].
Notons || || une norme quelconque sur R? (elles sont toutes équivalentes). Soit (zq, yo) € [a,b] X [c, d] et montrons que F' est continue en (zq, yo). Soit € > 0. Pour tout

(z,y) € [a,b] X [c,d].
F(z,y) — F(zo,y0) = F(z,y) — F(z,y0) + F(z,y0) — F(z0, y0)-

Par continuité de f en (xq, yo), il existe 1 > 0 tel que pour tout (z, y) € [a, b] X [c,d],si ||[(xz,y) — (xo, yo)|| < m1,alors

[f(z,y) — f(zo,90)| <1

et donc
[f(z, )| <1+ |f(zo,v0)l-
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Pour un tel couple (z, y), on a donc

|F(2,y) — F(z, y0)| = \/ay fatyae— [* feo dt\

<

"y
[P s ora
Yo

< (1 + [f(xo,y0))ly — vol-

Si on exige de plus |y — yo| < , alors

2(1+1f(x0,v0)D

€
|[F(z,y) — F(z,y0)| < 3

Comme la fonction (x, t) +— f(x,t) est continue sur [a, b] X [c, d] et qu’on integre sur le segment [a, yo], on peut appliquer le théoréme de continuité sous le signe intégral a la

fonction z — F(z,y0) = [YO f(z,t) dt. Il existe donc n2 > O tel que pour tout z € [a, b], si |z — zg| < n2, alors

€
[F(2,y0) — F(z0,y0)| < 5

Récapitulons : notant 7 = min (nl,ng, m),si 1(z,y) — (zo,y0)|l < n,alors |y — yo| < m et |z — zg| < n2.Donc

€
|F(z,y) = F(zo,yo)| < [F(z,y) — F(@,y0)| + [F(z,y0) — Flwo,90)] < o + o =,

€
2

ce qui acheve la preuve de la continuité de F" en (g, yo)-

5.1.3 Dérivabilité sous le signe intégral

Théoreme 24 On suppose que

1. (continuité de la fonction et de sa dérivée partielle) la fonction f est continue sur I x J et admet
une dérivée partielle % par rapport a la premiere variable qui est aussi continue sur I X J,

2. (domination) il existe une fonction ¢ : J — R continue et absolument intégrable sur J telle que

Ya,0) € Tx 2 1S0)] + 500 < o)

Alors la fonction I est bien définie et C* sur I, de dérivée

= [

/ S
F(z) = J(%s(x’t)dt'

Dans le théoreme précédent, si J est un segment [a, b], alors I’hypothése de domination est superflue
(en fait, elle est automatiquement vérifée sur tout ensemble de la forme I’ x J, pour chaque segment
I' C I, ce qui est suffisant pour obtenir la conclusion).

Exercice 14 1. Montrer que pour toutt € R, lintégrale de la fonction x — e’ cos(tx) converge
sur R.

2. Montrer que la fonction

fit— e’ cos(tx) dx

est continue sur R.

3. Montrer que f est C' sur R et que
()= —/ ze sin(tz) dz.
R

4. Montrer que f est solution de I’équation y'(t) + %y(t) =0.

5. On admet que fR e dx = /7. En déduire une expression explicite de f.
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Exercice 15 Soit I un intervalle ouvert, a,b € Reet f : I x [a,b] — R une fonction continue admettant
une dérivée partielle % continue sur I X |a, b]. Soient g1, g2 : I — R deux fonctions C' sur I telles que
pour tout x € I, g1(z), g2(z) €la, b|. Alors

g2()
F:zel~ f(z,t)dt
g1(z)

est Cl et
/ o !
Fi(z) = g5(x) f (2, 92(x)) — 91(2) f (2, 91 (2)) +
Introduisons la fonction N
Gl 2) = [ fat)at
Y
définie pour tout y, z € [a, b] etz € I.Lenombre G(x, y, z) est bien défini comme intégrale de la fonction continue ¢ — f(x, t) sur le segment d’extrémités y et z. De plus,
F(z) = G(z, 91(2), g2(x)).

Pour montrer que F est C* sur T, il suffit donc de montrer que G est une fonction C'* sur I x]a, b[x]a, b[. Fixons tg € [a, b]. Alors par la relation de Chasles, pour tout z € I,
Y,z € [a,b],
G(z,y,2) = G(z,y,t0) + G(, to, 2)-

Par I’exercice 13, la fonction
z
(z,2) € I X [a,b] — / f(z,t)dt = G(z, tg, 2)
to

est continue en ses deux variables. Il en est de méme de (z, y) — G(z, y, to). On en déduit que la fonction G est continue.
Fixons z € [a, b]. La fonction (z, t) — f(x,t) est continue et admet une dérivée partielle continue sur I X [a, b]. Par intégration sur le segment d’extrémités tg et z, le
théoréme de dérivation sous le signe intégral implique que

z»—)/t:f(z,t)dt

est e dérivée
G de dérivé
z Of
z >—>/ —(x, t) dt.
tg Ox

De méme, pour y fixé, on montre que la fonction

T — /to f(z,t)dt
Y

est € dcrivee
C1 de dérivé
to Of
T — —(x, t) dt.
y Oz

Cela prouve que G admet une dérivée partielle par rapport &  qui est continue sur I X [a, b] X [a, b] et

9G @y, =) I OF a1y at
—(z,y,2) = —(z, .
oz Y y Ox

Par ailleurs, 2 z fixé, la fonction

z
z = / fz, t)dt
to
est une primitive de la fonction continue ¢ +— f(z, t). Elle est donc C'* sur |, b[ de dérivée
z— f(z,2).

De méme, la fonction
to
y — / f(z,t)dt
y
est C1 sur|a, b[ de dérivée
y = —f(z,9).

On en déduit que les dérivées partielles de G par rapport a y et z existent et sont continues. Récapitulons :
Bewa=[Zeva . Lev=—ten . Denn=reo
— &, Y,2) = -z, o Lo \&Y,z) = —J(Z,y o o \& Y, 2) = z,z).
ox Jy Ox oy oz
Par la régle de différnetiation des fonctions composées, on en déduit que F' est C' L et de dérivée
, oG oG , oG ,
Fi(z) = —(=,91(2), 92(2)) + — (z,91(2), 92()) g1 (=) + —— (=, 91(x), 92(2))g5(x)
ox oy Oz
g2(z) Of , ,
= — (=, t)dt — f(z, 91(2))g1 (2) + f(z, g2(2)) g5 (2),
g91(z) Oz

ce qu’il fallait démontrer.
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5.1.4 Différentielle totale exacte

On sait que toute fonction continue sur un intervalle de R admet une primitive sur ce méme intervalle. Est-ce que ce résultat admet une généralisation pour les fonctions de 2 variables ?
Plus précisément, on considere le probleéme suivant : soient f, g : R? — R deux fonctions de classe C'1. A quelles conditions sur f et g existe-t-il une fonction H de classe ct
sur R? telle que
OH OH

— ?
oz dy g

= )

Autrement dit, quand peut-on trouver une primitive de la fonction
2
(z,y) €ER™ = (f(=,9),9(z,y)) 7

Pour répondre a cette question, on procede par analyse et synthése. Autrement dit, on suppose que H existe, et on déploie toutes les conséquences possibles sur f et g en espérant mettre la
main sur des conditions suffisantes pour garantir 1’existence de H.

b
Etape d analyse Si H existe, alors ses dérivées partielles existent et sont C1 etdonc H est C2. Par le théoréme de Schwarz, ses dérivées partielles secondes commutent,
et donc
af  8%°H 8°H  d8g
oy - Oydx - Oz dy T oz

et on obtient donc une premiére condition nécessaire, qui porte sur f et g :
of dg
dy T oz’
Fixons (z, y) € R2. Introduisons la fonction
h:tw— H(tz,ty).

La fonction h est C'* par composition de fonctions Cletde plus
, OH OH
h'(t) = $7(t$, ty) + ya—(tw, ty) = xf(tz, ty) + yg(tz, ty).
T Y

En écrivant

1
h(t) — h(0) = /O h'(s) ds,

on obtient donc )
H(x,y) — H(0,0) = /O (zf(sz, sy) + yg(sz, sy)) ds,

ce qui constitue une expression explicite de la fonction H cherchée (a une constante additive pres).

Synthése Supposons que
of _9g
— = (5.2)
dy oz

et posons pour tout (z, y) € R2,
1
Hw,y) = [ (@, 59) + yg(sw, s9) ds.
Pour (x, y) fixé, la fonction s — z f(sx, sy) + yg(sx, sy) est continue sur R donc le nombre H (z, y) (obtenu comme I’intégrale d’une fonction continue sur un segment) est bien

défini.
Pour x fixé, la fonction p : (y, s) — = f(sz, sy) + yg(sx, sy) est continue sur R2, admet une dérivée partielle par rapporta g :

dp of dg
— (Y, s) = sz——(sz, sy) + sy_— (sz, sy) + g(sz, sy)
9y dy dy
qui est une fonction continue sur R2. Par intégration sur le segment [0, 1], le théoréme de dérivation sous le signe intégral implique que H admet une dérivée partielle par rapport a y qui

est continue par rapport a (z, y) et

Pew=[ Lwoa
— =z, y) = — Wy, s S
oy 0o 9y

1 af dg
/ (sz—(sz, sy) + sy — (sz, sy) + g(sz, sy)) ds.
Jo Ay Oy

En utilisant I’hypothese (5.2), il vient
OH 1 dg dg
— (=, y) = / (sz—(sz, sy) + sy— (s, sy) + g(sz, sy)) ds.
9y 0 ox Oy

Or
09 (s, s9) + 42 (s, 5) = — (g(s, 51))
z— (sz, s — (sz, sy) = — (g(sz, sy)).
o vty v) = 5. y

On en déduit
OH "l 9
@) = [ s (a(sw,sy) + a(sw, su)) ds.
Oy 0o Os

Par intégration par parties

%(I’ y) = [sg(szy Sy)]; - /01 g(sz, sy)ds + /01 g(sz, sy)ds = g(z,y).

On montre de méme que la dérivée partielle de H par rapport a x existe et vaut
OH
— (@, y) = f(z, ).
oz
Ainsi la fonction H a bien pour dérivées partielles f et g. Comme il s’agit de fonctions continues, H est C* surR2. On peut écrire

DH(z,y) = f(z,y)dz + g(z,y)dy , Y(z,y) € R,

ennotant dz : R2 — Rla projection sur la premiere coordonnée, et dy : R?2 - Rla projection sur la deuxieme coordonnée.
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5.1.5 Théoréeme de Fubini

Soient [a, b] et [c, d] deux segments de R. On considere une fonction f : [a, b] X [c,d] — K.

Théoreme 25 On suppose que f est continue sur [a,b] X [c,d]. Alors

[ ([ ) ae= [ ([ steae) e

Preuve : Par le théoréme de continuité sous le signe intégral, la fonction z +—> fcd f(z, t) dt est continue sur [a, b]. On peut donc considérer son intégrale sur [a, b] et le membre de
gauche de Iidentité a démontrer est donc bien définie. Il en est de méme du membre de droite.

Introduisons la fonction F'(z, y) = [¥ f(z,t) dt. Alors F est continue sur [a, b] X [c, d].

De plus, par le théoréme fondamental du calcul différentiel, F' admet une dérivée partielle par rapport z : %—5 (z,y) = f(x,y), quiest continue sur [a, b] X [c, d].

Par le théoréme de dérivation sous le signe intégral (cas ot le domaine d’intégration est un segment, on n’a donc pas besoin de vérifier I'hypothese de domination), on en déduit que
la fonction

b
G:yG[c,d]»—)/ F(z,y)dx
a

est bien définic et C'* sur [c, d], de dérivée

, b OF b
&' = [ a—y(m)dzz/ Fz,v) do.

On peut a présent conclure. D’une part, par définition de G,

o -a@=c@=[" [" @y ad.

D’autre part,

G(d) - G(e) = /cd &' (y) dy = /ud /abf(m,y) da dy.

/: /j flz,y)dydz = /C'd /: fz,y) dz dy.

Ainsi on a bien

5.2 Intégrales multiples

Dans cette section, on définit I’intégrale d’une fonction continue sur des domaines bornés de R2. On
se contentera ici d’une définition intuitive.

Soit D C R? un borné. On découpe R? en petits rectangles R;; de la forme Ja;, a;+1[x]bj, bj1] et
on ne retient que ceux qui intersectent D. On se donne pour chaque rectangle 12;; un point a I’intérieur
(xi,y;) et on forme les sommes :

Z Z f(@i,y5)(aip1 — ai)(bjr1 — bj).

Si quand on raffine le maillage, c’est-a-dire qu’on diminue les c6tés des petits rectangles, la somme
double ci-dessus tend vers une limite indépendante du découpage en petits rectangles et des points
(xi,y;), alors cette limite est par définition I’intégrale de f sur D. On la note

I

Il s’agit de I’analogue en dimension 2 de la construction de I’intégrale de Riemann en dimension 1. En
effet, pour définir I’intégrale d’une fonction continue ¢ sur un segment [a, b] C R, on découpe [a, b] en
petits segments |a;, a;+1[, on se donne un point x; dans ]a;, a;+1[ et on forme la somme

> (aip1 — ai)p(x),

7
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qui est une approximation d’autant meilleure de fab ¢ que les intervalles ]a;, a; 1| sont petits. Les rec-
tangles |a;, a;1+1[%]0, ¢(x;)[ sont remplacés en dimension 2 par les pavés

lai, aip1[x]bj, bjy1[x]0, f (s, y5)[-

De la méme maniere que 1’intégrale ff o(t) dt est égale a I’aire algébrique de la surface située entre
la courbe représentant ¢ et ’axe des absisses, I'intégrale | || p f est égal au volume compris entre la
surface représentant f au-dessus de D et le plan d’équation z = 0.

L’intégrale multiple vérifie les propriétés suivantes :

Proposition 41 Soient f, g deux fonctions continues sur un ouvert §) contenant la partie D bornée.

1. Pour tout A € R,
//()\f+g)dxdy:)\// fdacdy+// gdxdy.
D D D

2. Si D est une réunion finie d’arcs de courbes réguliers,

//D f(z,y)dxdy = 0.

3. 8i D = D1 U Dy UT avec I réunion finie d’arcs de courbes réguliers et D1 N Dy = (), alors

//Df(ﬂzy)da:dy:/[)l f(a:,y)dazdy+/D2 f(z,y) dz dy.

En pratique, pour justifier I’existence de 1’intégrale d’une fonction f sur un borné D, il suffira d’ar-
guer de la continuité de f sur un ouvert contenant D. De plus, il ne sera demandé de calculer une
intégrale multiple que sur des domaines tres particuliers. On en donne quelques exemples dans ce qui
suit.

Soient deux fonctions continues ¢, v : [a,b] — R telles que pour tout = € [a, b], ¢(z) < 1»(z). On
note D le sous-ensemble de R? défini par

D={(z,y) eR*:a <z <bp(x)<y<(x)}

Soit f : D — R une fonction continue. On a alors

= [ ([ o) a

Soit maintenant deux fonctions continues ¢, ¢ : [c,d] — R telles que pour tout y € [¢,d], ((y) < &(y).
On note

A={(r,y) eR*1a <y <b((y) <z <))
On a alors pour toute fonction continue g : A — R

//Ag a /ab (/;y(j)g(x,y) dx) dy.

Considérons le cas particulier ou D et A sont égaux, et donc égaux a un rectangle de la forme [a, b] x
[c,d], avec ¢ = ¢, =d, ( = aet& = b. Alors par le théoréme de Fubini

= [ ([ )
- /Cd/abf@c,y)dxdy
N
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Comme D = A, il est rassurant que les deux objets [ [, f et [, f coincident!

Une autre maniere de calculer des intégrales multiples est de se ramener par un changement de
variables a un domaine de la forme précédente. On a besoin pour cela du théoréme de changement de
variables.

Théoréme 26 (Théoréme de changement de variables) Soit ® : Q — D un C' difféomorphisme
entre deux bornés Q) et D de R?. Alors pour toute fonction continue f : D — R,

//Df://QfO‘I’(x)’JaC‘P(:E)]dx.

Le changement de variable le plus répandu est le passage en coordonnées polaires. On rappelle au
besoin que

By ¢ (r,0) €]0, +00[x] — 7, 7[> (rcosd,rsind) € R*\ {(z,0) : < 0}
est un C'* difféomorphisme, de jacobien égal a 7.

Exercice 16 Soit D le disque unité : D = {(x,y) € R? : 2* + y* < 1}. Calculer [[}, x dz dy.

Notons f(z,y) = w, qui constitue bien une fonction continue sur R2. Pour utiliser le passage en
coordonnées polaires, on se rameéne d’abord 4 un domaine d’intégration contenu dans ®,,(£2) ol
Q =]0, +00[x] — 7, 7[. Pour cela, on écrit

It =107

en notant A = {(z,0) : x < 0}. Alors en utilisant le théoréme de changement de variables,

// f:// £ 0 ®poi(r, 8)| Jac (-, 6)| dr df
D\A @ (D\A)

1 T

:/ / f(rcos@,rsin@)rdrdd
r=0 JO0=—7
1 T

:/ / rcos 8 drdo
r=0J0=—m
1 m

:/ rdr/ cos@db = 0.
r=0 O=—m

On aurait pu s’attendre a ce résultat en observant I’imparité de la fonction f par rapport a ’axe des
ordonnées. Autrement dit, pour tout (z,y) € D, f(—z,y) = —f(x,y). En appliquant le théoréme de
changement de variables avec le C! difféomorphisme ® : (z,y) — (—x,y) qui est de jacobien —1, on

obtient
[Li= 1], reeeie @i =— [ e way =[]
et finalement
flr

Pour calculer certaines intégrales pour des fonctions d’une seule variable, il est parfois commode de se
ramener a I’intégrale de fonctions de plusieurs variables.

Exercice 17 Calculer fR e du.
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En toute rigueur, on devrait commencer a calculer ’intégrale sur un segment de la forme [0, A] puis
passer a la limite quand A — +o0. Le calcul qui suit n’est donc pas parfaitement justifié (en particulier,
on calcule des intégrales multiples sur des domaines non bornés).

L’idée est de calculer d’abord le carré de I’intégrale dont on cherche la valeur :

2
(e ([ )
R R R
= // e eV dy dy = // eV 4y dy.
R2 R2

Par passage en coordonnées polaires (apres avoir enlevé la demi-droite {(x,0) : < 0}), il vient

2 2 too pm 2
(/ e ” da:) :/ / e " rdrdf
R r=0 O=—m
1

=27 |:2€T ] = .

On en déduit

/ e dy = Nz
R

5.3 Cas particuliers de la formule de Stokes

Dans cette section, on présente deux cas particuliers de la formule de Stokes, souvent utilisée en électromagnétisme. Il ne s’agit rien d’autre que d’une intégration par parties pour des
fonctions de plusieurs variables.
On commence par le cas ol le domaine de départ est un rectangle

D =1Ja,b] x[c,d] , —o0o<a<b<+oo,—00<c<d< +oo.

On considére aussi une fonction X : R2 — R2 de classe C'1. On rappelle que la divergence de X en un point (z, y) € R? est définie comme la trace de la jacobienne de X (la matrice
de DX (x, y) dans la base canonique), autrement dit :

X1 0Xo
(z,y) + (z,v)-
T oy

o
div X =

On a donc

- b ord X, X
[ avx@waeay= [7 [T L@ + 2w
D a Je Oz dy

rd b 89X b d 90Xy
=/ dy/ (z,y) dw+/ dw/ (z,y) dy
c a Oz a c Oy

rd b
= [T - xi@ ) dy+ [ (Xa(@,d) - Xa(w, ) do

On introduit la normale sortante v au domaine D, ¢’est-a-dire la fonction définie sur le bord de D (privé des sommets du rectangle) et a valeurs dans Rr?
v =(1,0)sur {b} X [c,d] , v =(0,1)sur[a,b] x {d}

v=(—1,0)sur {a} X [¢,d] , v = (0,—1)sur[a,b] X {c}.

Alors on peut reformuler I’égalité précédente

// div X (2, y) da dy :/ (X (b, ), (b, y)) dy + (X (2, d), v(z, d)) dz
D (b} x[c,d] [a,b] x {d}

*./{a}x[c,dﬁx(“’y)’”(“’y”dy*/[a,b]x{c}<x(z’c)’”(z’c)>‘“'

On réécrit souvent cette derniere quantité sous la forme :
// div X (z,y) de dy = / (X,v)do.
JJ D JoD

On considére maintenant un second domaine. Soit (a1, az) € RZet R > 0.Onnote D le disque (euclidien) de centre (ay, az) etderayon R > 0:
2
D = {(z,y) €R" : ||(z,y) — (a1,a2)|| < R}.

Soit X = (X1, X2) : R2 — R? une fonction de classe C'*.
Alors en utilisant le théoréme de changement de variables avec le C' 1 difféomorphisme :

P :(r,0) €]0, R[X] — 7, 7[> (a1 +rcosb,ag +rsinf) € D\ A
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oA = {(z,a2): a1 — R < x < ay},ilvient

// diVX(a;,y)dzdy:/ div X (z, y) de dy
D D\A
R ™
:/ / div X (aj 4+ rcos @, ag + rsin0)r drdo.
r=0 =—7

Posons
Y(r,0) = (Y1(r,0),Y2(r,0)) = (X1(a1 +rcos,rsin), Xo(ag + rcos b, rsinf)).

Alors
oY o0X o0X
—(r,0) = — (a1 + rcosb,as + rsinf)cosd + — (aj + rcosb,as + rsinf)sin b
or ox oy

)% X oX
—(r,0) = — (a1 + rcosf,az + rsinf)(—rsin@) + — (a1 + rcosb,az + rsinb)(r cos ).
o6 oz oy

On en déduit

X1 oYy sin 6 9Y7y
(a1 +rcosf,as + rsinf) = cos —— (r,0) — —(r, 0),
or o0
0Xo oY cos 0 OYo
(a1 +rcosB,ag + rsinf) = sin ——(r, ) + (r,0).
oy or r 00
Alors
) aX, 8Xo
(divX)(ay1 + rcos@,az + rsinf) = 5 (a1 +rcosb,az + rsinf) + 5 (a1 + rcosf,az + rsinb)
x y
oY sin 6 9Y; OYo cos 6 0Yy
= cos (r,0) — (r,0) 4+ sin 6 (r,0) + —(r,0)
or r 00 or o
(O 000, ur 0) + = (1, 0), ug (9))
= ar r,0), ur 90 T 0), ug
en notant u,.(6) = (cos 6, sin @) le vecteur normal et ug (0) = (— sin 6, cos €) le vecteur tangent. On obtient donc
R E oYy 1 9Y
// divX(x,y)dxdy:/ / ((—(r,@),uT(G))-&- 7<f(r,e>,u3(9)>>rdrda 63)
D r=0Jo=—x or r 00

On fait une intégration par parties pour chaque terme de la somme précédente : d’une part,

[HE w0 ur@nrar = [ 2 v 0),ur@)rar
0 ar " o Or e

R R
[(Y(r,e),um»r]o - [P e u@)ar
R
= R(Y(R, 0), ur(0)) —/O (Y (r,8), ur(6)) dr.
D’autre part, en remarquant que
2 v g @) = (2 g0 + v, 22 (o)
80< ,ug(0)) = 50 0 " 50 ,

on obtient

| G aeas = [vun]” = [T o), S ao.

1]

On calcule ;89 = —u,. En utilisant aussi la 27 périodicité de la fonction 6 +— (Y, ug), il vient

/" & (o) (9)>d@:/7r (Y (r,0), up(0)) dO
_x'ag TNl L '

En revenant a (5.3), on a donc établi
B R
//D div X (z, y) de dy = /_7T R(Y (R, 9),ur(0)>d9—/_”/0 (Y (r, 6), ur(0)) dr d6
R T -
+ [T oo aoar = [T R (R,0),ur0) ao.

On note cette derniére intégrale

/ (X,v)do
oD
ol v est la normale sortante a D et coincide ici avec wy-.

Plus généralement, la formule de Stokes s’écrit sur un domaine borné (régulier) D C R™ :

Théoréme 27 Soit X : R™ — R" une fonction C. Alors

//DdivX(z,y)d:rdy = /8D<X, v) do

o v est la normale sortante extérieure au domaine D.

On n’a défini jusqu’a présent la quantité f@D . .. uniquement dans le cas ot D est un carré ou un disque. Plus généralement, si on peut paramétrer & D avec une fonction ct (ou continue
et Ot par morceaux)
v : [a,b] — R?

telle que -y est injective, v ([a, b]) = OD et ~” ne s’annule pas (i.e. n’est jamais égale au vecteur nul), alors pour toute fonction continue g : 8D — R,
b ’
[ ado= [ g @) ar.
aD a

On peut vérifier facilement que cette quantité ne dépend pas de la paramétrisation v de 8 D.
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Chapitre 6

Probabilités discretes

6.1 Evénements aléatoires

6.1.1

Issues et événements

L’ensemble des issues possibles d’une expérience aléatoire est appelé 1’univers, et souvent noté ).
Les issues, c’est-a-dire les éléments de €2, seront souvent désignées par la lettre w.

Exemple 41 On peut modéliser

1.
2.

un lancer de dé en prenant Q = {1,2,...,6},

deux lancers successifs d’un méme dé par Q = {1,2,...,6}2. Une issue est donc un couple
(i,7) ou i désigne le résultat du premier lancer, et j le résultat du deuxiéeme lancer,

un lancer de deux dés, I’'un rouge, I’autre vert, avec } = {1,2,. .., 6}2. Une issue est un couple
de nombres, le premier indiquant le résultat du dé rouge, le second indiquant le résultat du dé
vert,

un lancer de deux dés identiques par Q) := {{i,j} : 1 < i,j < 6}. Les issues ne sont plus des
couples, mais des ensembles qui sont soit des singletons : {1},...,{6} (c’est le cas si les deux
dés indiquent le méme résultat), soit des ensembles a deux éléments : {i,j} avec i # j.

On lance un dé une infinité de fois. Une issue sera alors la suite des résultats obtenus, c’est-a-
dire une suite de nombres compris entre 1 et 6. L'univers est alors {1,... 6}

On lance une piéce de monnaie et on s’arréte des qu’on obtient un pile. Chaque issue correspon-
dra a un nombre de lancers supérieur ou égal a 1. Dans ce cas ['univers s’identifie a N* U {oo}
(on rajoute {0} pour I'issue ou on n’obtient jamais pile).

On note P(€2) I’ensemble des parties de 2. Les éléments de P(2) sont donc des parties de €.
On considere un sous-ensemble £ de P(£2) qu’on appelle I’ensemble des événements de 1’expérience
aléatoire. Un événement est donc une partie de €, autrement dit un ensemble d’issues de 1’expérience
aléatoire.

Exemple 42 1. Lors du lancer d’un dé, on pourra considérer I’événement le nombre obtenu est 1,

ou bien le nombre obtenu est pair.

2. Lors du lancer répété d’une piece de monnaie qu’on arréte dés qu’on obtient pile, on pourra

considérer I’événement on obtient pile avant le cinquieme lancer.

On choisira toujours 1’ensemble des événements £ de sorte que si A et B sont deux événements,
alors I’ensemble
e AUB={weQ:we Aouw € B} est un événement, appelé événement A ou B,
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e ANB={weQ:we Aetw € B} estun événement, appelé événement A et B,
e O\ A={weN:w¢g A}, noté encore A°, est un événement, appelé événement contraire de A.
On supposera aussi que I’ensemble vide, noté (), qui est la partie de 2 qui ne contient aucun élément,
est un événement. On I’appelle I événement impossible.
On peut considérer des suites d’événements : pour chaque entier n € N, on se donne un événement
Ap,. On note (A, )nen cette suite d’événements.

Définition 39 La réunion d’une suite d’événements (Ay,)nen est définie par
Unen4p = {w € Q: il existe n € N tel que w € A, }.

On dit qu’une suite d’événements est complete lorsque

1. les événements sont deux a deux disjoints :
Vn,m € N, A, NA, =0,

2. de réunion S :
UnENAn = Q.

On supposera toujours que la réunion d’une suite d’événements est encore un événement.
Enfin, on dit que deux événements A et B sont incompatibles si AN B = ().

Exemple 43 1. Dans le cas du dé, I’événement le nombre obtenu est divisible par 7 est impossible.
Les événements le nombre obtenu est pair ef le nombre obtenu est impair sont incompatibles.

2. Dans le cas du lancer de piéce, pour chaque n € N*, on peut définir I’événement A,, comme on
obtient pile avant le lancer n. Alors les événements A, ne sont pas deux a deux disjoints. Si on
considere I’événement B,, défini par on obtient pile au lancer n, alors les B,, sont deux a deux
disjoints.

3. Toujours dans le cas du lancer de piéce, on note Cy, I’événement on obtient pile apres le lancer
2"=1 _ 1 et avant le lancer 2", pour tout n € N*, et Cy I’événement on n’obtient jamais pile,
alors la suite d’événements (Cy,)neN est compléte.

6.1.2 Probabilités

Une mesure de probabilité vise a donner une idée quantitative de I’importance de chaque événement.
Elle traduit par un nombre la chance que I’événement a de se réaliser.

Définition 40 Une mesure de probabilité P sur ) est une application de I’ensemble des événements &
a valeurs dans [0, 1] telle que

1. P(2) =1, P(0) =0,
2. si A et B sont deux événements tels que A C B, alors P(A) < P(B),
3. si A et B sont deux événements tels que AN B = (), alors P(AU B) = P(A) + P(B),

4. si (Ap)nen est une suite d’événements deux a deux disjoints, alors
+o0
P(UnENAn) = ZP(An)
n=0

Le dernier axiome signifie que la série a termes positifs ), P(A;,) converge vers le nombre P(U,cnAy,).
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Remarque 14 En fait, on peut montrer que les axiomes 1 et 4 dans la définition 40 impliquent les
axiomes 2 et 3.

Proposition 42 Si P est une mesure de probabilité, et A, B C (),
1. P(A°) =1-P(A),
2. P(B)=P(A) —P(A\ B) si B C A,
3. P(LAUB) =P(A) + P(B) — P(AN B).

Preuve : En écrivant {2 = A U A€, on obtient
1=P(Q) =P(AUA°) =P(A) + P(A°)

d’ou la premiere relation. En écrivant A = B U (A \ B), on obtient la deuxieme égalité. Enfin, en
observant que AU B = AU (B \ (AN B)), la troisieme égalité découle de la deuxieme.
U

Exemple 44 1. Si Q) est un univers fini (comme pour le lancer de dé), on définit la mesure de
probabilité uniforme sur §) par

_ Al

vACO,  B(A) =g

Ici, |A| désigne le cardinal de A

2. Si Q ={0,1}, on définit la mesure de Bernoulli de paramétre p € [0, 1] par
P{1}) =p , PH{O})=1-p
3. SiQest{0,..., N}, la mesure binomiale est définie par :
Vk€{0,...,N},  P({k})=Cxp"(1-p)*.

Définition 41 Soient A et B deux événements. On suppose que P(B) > 0. La probabilité conditionnelle
de A sachant B est

P(A|B) = P(;l(;)B)

Lemme 3 Soit { A, } nen une suite d’événements disjoints deux a deux. Alors pour tout événement B C
O, la série ), P(A,, N B) converge et

+o0
Z P(An N B) = P((UHENAn) N B)
n=0

Preuve : Observer que
(UnenAn) N B = Upen(An N B)

(appartenir a I’ensemble de gauche signifie qu’on appartient 2 B et 2 I'un des A, , tandis qu’appartenir a I’ensemble de droite signifie qu’il existe . pour lequel on appartienta B eta A, :
il sagit donc du méme ensemble !). De plus, les A,, étant deux a deux disjoints, il en est de méme des A, N B :

(Ap,NB)N(Ap,NB)=A, NAL,NB=(A,NA,)NB=0NB=20.
On en déduit que la série 35, P(A, N B) converge et sa limite est P(U,, cy(Apn N B)). Finalement,
+oo
P((UnenAn) N B) = > P(A, N B).
n=0
O

Ce lemme a deux conséquences. La premiere est le fait que les probabilités conditionnelles sont des
mesures de probabilité :
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Proposition 43 On suppose que P(B) > 0. L’application P(-|B) : £ — R est une mesure de probabi-
lités sur ().

Preuve : Par définition de la probabilité conditionnelle,

PONB) _PO) _ P(B) — PQ@NB) P(B)

FOIB = "o TR B BB

De plus, si (A )y, e est une suite d’événements deux a deux disjoints,

P((UnenAn) N B)

P(U An|B) =
( neN n‘ ) ]P’(B)
D’apres le lemme,
o
P((UnenAn) N B) = ) B(An N B)
n=0

> P(A, B
B(UnenAn|B) = E"*“M(B) ne

P(A, N B)
o P(B)

8

= > P(Aq|B).
n=0

n

Conclusion : P(-|B) est bien une probabilité.

La deuxieme conséquence du lemme est la formule des probabilités totales.

Proposition 44 (Formule des probabilités totales) Si{A, }, est une suite compléte d’événements, alors
pour tout événement B C () :

P(B) = > P(B|A,)P(A,)
(avec la convention P(B|A,,) P(Ay,) = 0si P(A,) = 0).
Preuve : D’apres le lemme, ) P(B N A;) converge vers
P(BN(Upy4,)) =P(BNQ) =P(B).
On conclut en utilisant que P(B|A,,)P(A,) = P(BN A,).

On en déduit aussitot :

Remarque 15 (Formule de Bayes) Sous I’hypothése de la proposition précédente et si P(B) > 0,

P(AyNB P(B|A;)P(A
bty p) ~ FAINB) _ P(BIAVR(A)
P(B) 2n P(B[A)P(Ay)
Pour calculer des probabilités conditionnelles, on utilise souvent un arbre dont les branches portent
les probabilités conditionnelles tandis que les noeuds protent les probabilités d’événements :

Exemple 45 Le dépistage d’une maladie conduit a un taux de détection de 90 pour 100. Le taux de
faux positif est de 5 pour 100. Le taux de détection de 90 pour 100 signifie que si 100 individus malades
passent ce test, en moyenne 90 seront détectés comme malade et 10 ne le seront pas. Parallelement, le
taux de faux positif de 5 pour 100 signifie que si 100 individus sains passent ce test, en moyenne 5 seront
identifiés a tort comme malades. Sachant que la probabilité qu’un individu soit malade est environ de
1/650, calculer la probabilité qu’un individu soit sain sachant qu’il a été déclaré malade.

Modélisons : I’ensemble des issues est consituté par I’ensemble des individus. Notons A 1’événement :
I’individu est sain, et B ’événement : le test est positif. On traduit I’énoncé : P(B|A¢) = 0.9, P(B|A) =
0.05, P(A°) = ~L=. Par la formule de Bayes, on en déduit

650"
P(B[A)P(A)
P(A|B) =
(4]B) P(B|A)P(A) + P(B|A°)P(A°)
B 0.05 x (1 — &) _005x649 oo
S 0.05x (1—g5) +09x gl;  0.05x64940.9 77
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6.2 Variables aléatoires discretes

Dans toute cette section, on se donne un univers {) et un ensemble d’événements £ sur ). On se
donne de plus un ensemble X' C R de la forme

X ={xicl}

ou [ est soit N soit un ensemble fini. Dans cette écriture, on suppose implicitement que les x; sont
distincts (autrement dit, I’application ¢ € I — x; € X est injective).

Définition 42 Une variable aléatoire sur X est une fonction X : Q) — X telle que pour tout x € X,
I’ensemble

X 1'{z) ={weQ: X(w) =2}
est un événement.

Pour x € X, on notera souvent [X = x] I’ensemble X ~}({z}). Si A C X, [X € A] désignera
I'événement X 1(A) = {w € Q: X(w) € A}.

Définition 43 La loi d’une variable aléatoire est la fonction v € X — p(x) := P([X = z]).

Exemple 46 1. SiX ={0,1} et p € [0, 1], on dit que X suit une loi de Bernoulli lorsque p(1) = p
etp(0) =1—np.
2. SiX ={1,...,N}, ondit que X suit une loi uniforme si p(i) = % pour touti € {1,...,N}.

Remarque 16 Si A C €, on note 1 4 la fonction indicatrice de A définie par

lsize A,
1A(w)_{ 0sixz € A°.

L’indicatrice de I’événement A suit une loi de Bernoulli de paramétre P(A).

Proposition 45 Pour toute partie X' C X,

P(X € X']) = ) pla).

zeX’

> plx) =1.

zeX

En particulier,

Preuve : L’ensemble X'/ est de la forme {z; : j € J} ol J estune partie de I. Pour tout j € .J, notons A; I’événement [X = x;]. Alors les A; sont deux a deux disjoints et de
réunion [X € X]. On en déduit
’
S ple) = 3 B(A)) = P(Uje 4;) = B(IX € X)),
zeXx/ J€d

ce qui montre la premiére assertion. Dans le cas ot X’ = X, on obtient

> p@) =P(X € X)) =P(Q) =1,

TEX

ce qui prouve la seconde assertion.

Définition 44 La fonction de répartition associée a une variable aléatoire X : Q0 — X est la fonction
Fx : R — [0, 1] définie par
Fx(x) = P([X < z).
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Une issue w € [X < z] si et seulement si X (w) < z. De maniere équivalente, il existe & € I tel que
X(w) = xp et xp < x. Ainsi
[X < 2] = Upg<a[X = 24

Dans le membre de droite de I’égalité ci-dessus, on prend la réunion sur tous les indices k tels que
T < x. On en déduit :

Fx(2) = P(Upay<al X =a]) = > plan). (6.1)

kxp<z
Proposition 46 La fonction de répartition F'x est une fonction croissante. De plus,

lim Fx(z)=0 , lim Fx(z)=1.

T—r—00 r—r-+00

Preuve : La monotonie de F'x provient de la monotonie de la mesure PP par rapport a Iinclusion (cela correspond a 1’axiome 2 de la définition d’une probabilité). Alternativement, on peut
utiliser (6.1). Montrons maintenant la derniere propriété (la limite en — oo se démontre de maniére analogue). Comme F'x est croissante et bornée par 1, sa limite en +oo existe et est
< 1. Montrons que cette limite vaut 1. Soit € > 0. Alors il existe kg € N

> plep) 2 1--.

k<kq
Ici, on a utilisé que la série dans le membre de gauche converge vers 1, par la proposition 45. Alors d’apres la formule (6.1), en posant y = max{z : k < ko }.

Fly)= Y. plep)> Y plp)>1—-e.

kizg <y k<kq

Comme F'x est croissante, pourtoutz > y, Fix (z) > Fx (y) > 1—e.Celaprouvequelim, _, o Fx (%) = 1comme attendu.

6.3 Moments des variables aléatoires discretes réelles

La notion d’espérance est la traduction mathématique de 1’idée de moyenne des résultats obtenus en
répétant une méme expérience dans des conditions identiques et indépendantes.

6.3.1 Espérance

Soit X une variable aléaoire sur €2 a valeurs dans X = {z;,i € I} C R, ou [ est soit N, soit un
ensemble fini. Chaque z; est un nombre réel.

Définition 45 Si ) ., |2;|P(X = ;) < oo, on dit que X est intégrable et on définit I’espérance de X
par

E(X) =) aP(X =x]).

iel

Noter que si [ est fini, alors X est automatiquement intégrable.

Remarque 17 Soit A un événement. L'indicatrice de A prend exactement deux valeurs O et 1. On en
déduit
E(14) = LP([14 = 1]) = P(A).

Pour une variable aléatoire X, on peut donc exprimer son espérance par la formule suivante :

E(X) =) xP(X =]) = zE(ljx_y,).

i€l i€l
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6.3.2 Composition et linéarité

Proposition 47 [Théoreme de transfert] Soient X : Q) — X est une variable aléatoire et f : X — R
une fonction. Si Y ;. | f(x:)|[P([X = x;]) converge, alors f(X) est intégrable et :

E(f(X)) = f@)P(X = zi)).
icl

Preuve : On prouve ce résultat dans deux cas particuliers. On commence par faire I’hypothese supplémentaire que f est injective. Dans ce cas, f (X ) prend les valeurs distinctes f(z;), 7 €
I. On en déduit par définition de I’espérance

E(f(X)) = %f(wi)ﬂ"([f(x) = f(=)])-
Comme f estinjective, [f(X) = f(m;)] = [X = @] etdonc P([f(X) = f(z;)]) = P([X = x;]). On en déduit
E(fF(X) = 3 £(@)B(X = 2;]),
=
ce qui conclut la preuve dans ce cas la.

On ne suppose plus que f est injective, mais que X est fini. On a toujours f(X) = {f(z;) : ¢« € I} mais comme f n’est plus supposée injective, il se peut que les f(z;) ne
soit pas distincts. Introduisons alors K C I tel que { f(z ) : k € K} soit ’ensemble des valeurs distinctes prises par f. Alors par définition de I’espérance,

E(f(X) = Y f@)P(f(X) = f(@p))).

keK

Pour tout k € K, notons I, := {i € I : f(x;) = f(x)}. Alors

P([f(X) = f(@p)]) = B(User, [X = ;D) = > P(IX = z4]).
i€y,

En reportant dans 1’inégalité précédente, il vient

E(f(X) = Y flap) D P(X =2) = > D> flp)P(X =a])= > > f@)P(X = x3)).

keEK i€y, keK i€l kEK i€l
Pour obtenir la derni¢re égalité, on a utilisé que f (x;) = f (@) lorsque i € Ij. Comme I = Uy ¢ i I, et qu’il s"agit d’ensembles finis, on obtient finalement
E(f(X)) = > f@)P([X = a;])
iel

ce qui acheve la preuve.
O

En particulier, si X est une variable aléatoire intégrable, alors il en est de méme de AX pour tout
A € Retde plus
E(AX) = AE(X).

Un autre cas particulier implique 1’inégalité triangulaire :

Proposition 48 (Inégalité triangulaire) Soit X une variable aléatoire intégrable. Alors | X| est inté-
grable et
[E(X)] < E(1X]).

Preuve : En utilisant I’inégalité triangulaire pour les séries numériques et en appliquant la proposition
47a f =|-|, on obtient :

EX)| = Y @P(X =ai])| < > |alP(X = z]) = E(|1X)),

el i€l

ce qui acheve la preuve.
O

Proposition 49 Si X et Y sont deux variables aléatoires intégrables a valeurs dans X et ) respective-
ment, alors on peut définir ’espérance de X +Y et

E(X +Y) =E(X) +E(Y).
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On admettra cette proposition.
1l suit de la définition que si X est une variable aléatoire positive (i.e. ne prenant que des valeurs
positives) et intégrable, alors E(X) > 0. En utilisant la linéarité de 1’espérance, on obtient :

Proposition 50 (Monotonie) Soient X, Y deux variables aléatoires telles que pour tout w € €, X (w) <
Y(w). Si X etY sont intégrables, alors

E(X) < E(Y).

6.3.3 Variance

Définition 46 (Moments d’ordre m) Soit X une variable aléatoire. Si ), |x;|"P([X = x;]) converge,
on définit le moment d’ordre m de X par E(X™).

Une variable prenant un nombre fini de valeurs a tous ses moments finis.
Comme conséquence de la proposition 47, on obtient :

E(X™) = ap'p(r).

kel
La proposition suivante peut étre vue comme un cas particulier de I’'inégalité de Cauchy-Schwarz :
Proposition 51 Soit X une variable aléatoire de second moment fini. Alors X est intégrable et
2y11/2
E(X]) < [E(X]*)]"2.

Une variable de second moment fini est donc de premier moment fini. L’ écart-type permet de mesurer
la distance a la moyenne :

Définition 47 Soit X une variable aléatoire de second moment fini. Alors on appelle variance de X la
quantité
V(X) = E[(X - E(X))?] = E(X?) - (E(X))>.

La racine carrée de la variance s’appelle I’écart-type.

Pour justifier 1’égalité dans 1’énoncé précédent, observons que
E[(X — E(X))?] = E(X? + (E(X))? — 2E(X)X).

Lorsqu’on écrit dans la ligne ci-dessus (£(X))?, il s’agit ici de la fonction constante égale au nombre
(E(X))2. Alors par linéarité,

E[(X - E(X))?] = E(X?) + E((E(X))?) — 2E(E(X)X)
= E(X?) + (E(X))’E(1) — 2E(X)E(X) = E(X?) — (E(X))*.

Dans la ligne ci-dessus, on a utilisé le fait que 1’espérance de la fonction constante égale a 1 est, par
définition de I’espérance, E(1) =1 x P(Q2) = 1.

Remarque 18 La variance n’est pas linéaire : si A € R,

VX + p) = M2V(X).
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Preuve :
VX + p) = E((AX + p)?) — (EQAX + p))* = E(NX? + p° + 2AuX) — (AE(X) + p)?
= NE(X?) + p? + 2 pE(X) — A2(E(X))? — p? — 2 \uE(X)
= \?V(X).
O

Remarque 19 Si V(X) = 0, la variable X est constante en dehors d’un événement de probabilité
nulle.

Preuve : Par hypothese et en utilisant la proposition 47,0 = V(X) = Y. (; — E(X))?p(z;). Comme
il s’agit d’une série de nombres positifs, cela implique que pour tout i € I, x; = E(X) ou p(x;) = 0.
On en déduit

P(Uielzxi;éE(X)[X =xi]) = Z p(z;) = 0.
i€l #E(X)

De plus, X = E(X) sur Q\ Ujer.z,25(x)[X = 7i], ce qui conclut la preuve.

Exemple 47 Si X est une variable de Bernoulli de parametre p, alors
E(X)=1xp=p,  V(X)=E(X?) — (E(X))*=1"xp—p*=p(l—p).
Exemple 48 Si X suit une loi binomiale de parametre p et n > 1, alors
E(X) = np.
En effet,
Zkz pkl— Zk pkl— n—k,
On remarque ensuite

"o (n—1)! .
ka_kk;(n—k‘)! _n(k‘—l)!((n—l)—(k—l))! =nCF 1.

11 vient alors

E(X) :nZC::%pk(l k= npz 1 - L p)(n—l)—(k—l)
k=1

= npz Cﬁ_lpk(l _ p)(n—l)—k =np(p+ (1 — p))n—l — np.

Exercice 18 Calculer la variance d’une variable aléatoire qui suit une loi binomiale de paramétres n
et p.

Les deux inégalités suivantes sont trés souvent utilisées dans la théorie des probabilités.

Proposition 52 1. Inégalité de Markov Si X est une variable aléatoire intégrable a valeurs posi-
tives et a > 0, alors
E(X)

a

P(X > d]) <

89



2. Inégalité de Bienaymé-Tchebychev Si X est une variable aléatoire de second moment fini et
a > 0, alors

X
B(X -~ B(X)| 2 a) < V5.
Preuve : Pour tout w € (),
1> 1[X2a](w)7
ce qui implique
X(w) = X(w)l[x>q(w) = alx>q(w). (6.2)

La derniére inégalité résulte du fait que si X (w) < a, alors 1[x>4)(w) = 0. Comme (6.2) est vraie pour
tout w, on a donc X > al[ X>al- Alors par monotonie de I’espérance,

E(X) > E(@l[xza]) = CLE(l[XZQ]) = aP([X > a]),
ce qui prouve I’inégalité de Markov. En appliquant I’inégalité de Markov a (X — E(X))? et a2, il vient

E((X —E(X))?)
a? ’

B((X ~E(X))? > a?) <

Pour conclure, il suffit d’observer que [(X — E(X))? > a?] = [|X — E(X)| > a] et donc P((X —
E(X))? > a®) = P(|X — E(X)| > a).

Définition 48 Si X et Y sont deux variables aléatoires de second moment fini, la covariance de X et Y
est

Cov (X,Y) = E((X ~E(X))(Y — E(Y))) — E(XY) — E(X)E(Y).
Lorsque V(X) > 0 et V(Y') > 0, le coefficient de corrélation est donné par

Cov (X,Y)

Cor (X,Y) = OOV

Exercice 19 Montrer la propriété d’invariance d’échelle :

Va > 0,c>0,beR,deR, Cor (X,Y) = Cor (aX 4+ b,cY +d).

6.4 Indépendance

6.4.1 Indépendance d’événements

Définition 49 (Indépendance de deux événements) Deux événements A, B C ) sont dit indépen-
dants si P(AN B) = P(A)P(B).

Remarque 20 SiP(B) > 0, alors A et B sont indépendants ssi P(A|B) = P(A).
Exemple 49 Lorsqu’on lance deux dés simultanément, les deux résultats obtenus sont indépendants.

Mathématiquement, 'univers est Q2 = {1,...,6}? muni de la probabilité uniforme et pour tout A, B C
{1,...,6}, les événements A x {1,...,6} et {1,...,6} x B sont indépendants :

P((A x{1,...,6)) N {1,...,6} xB)):]P’(AxB):%(cardAxB)

- %(card A)(card B) = P(A x {1,...,6})P({1,...,6} x B).
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6.4.2 Indépendance de variables aléatoires

Définition 50 On dit que n variables aléatoires X1, ..., X, a valeurs dans X1, ..., X, sont indépen-
dantes si pour tout Ay C X1,...,An C Xy,

P([Xl € Al] n---N [Xn € An]) = ]P)([Xl S Al]) .. P([Xn € AnD
On en déduit facilement :

Remarque 21 Si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes, alors pour toutes fonctions f et
g de R dans R, les variables f(X) et g(Y') sont indépendantes.

Proposition 53 Les variables aléatoires discretes X1, ..., X, sont indépendantes si et seulement si
pour tout xy € Xy, ...,x, € X,

P([Xl = .’L‘l,XQ =T2,... ,Xn = xn]) = P([Xl = xl])P([XQ = xg]) .. P([Xn = xn])

Preuve (dans le cas out chaque X; est fini) : Siles X1, ..., X, sontindépendantes, alors pour tout 1 € X1, ..., Zn € Xpn,notons A; I'événement [X; = 2;],1 < j < n.
Alors

P([X1 =21, X2 =22,...,Xn =2p]) =P([X1 € A1]N -+ N [Xn € An])
=P([X1 € A1]) ... P([Xn € An])
=P([X1 =21]) .. . P([Xn = zn]).

ce qui montre I’implication directe.
Pour I'implication réciproque, soient A; C X1, ..., Ap C Xp.Pourchaque 1 < j < m,onnote z;; les éléments de A j, ol 4 parcourt I'ensemble fini d’indices 7. On a
donc
Aj ={zg; 9 €I},

Alors

[X1 € A]N- - N[Xn € Ap] = (Ujy ey [X1 =21 0N (Ui en, [X1 = T4, n])

On en déduit
P([X1 € A1]N---N[Xp € Ap]) = > P([X1 = @ij1,---» Xn =T, nl)
(i1,--yin) €I X xX1In

En utilisant I’hypothese de 1’énoncé, on obtient

P([X1 € A1] NN [Xn € Ap]) = > P([X1 =xip1]) - P([Xn = ziynl)
(i1,--in) €I XX In

= > P(Xi==i1))--- D, P([Xn =zi,n))

i1€11 in€ln
= P([X1 € A1]) ... P([Xn € An]),

ce qui montre que les variables aléatoires X1, . . . , Xy, sont indépendantes et acheve la preuve.

Exemple 50 Deux variables de Bernoulli B et By sont indépendantes si et seulement si les événements
[B1 = 1] et [By = 1] sont indépendants.

En effet, d’apres la proposition précédente, il suffit de montrer que pour tout €1, € {0,1}, on a
P([B1 = &1] N [By = &9]) = P([B1 = &1])P([B2 = €2]).
Considérons le cas €; = €2 = 1. Alors par hypothese,
P([B1 = e1] N [By = &2]) = P([B1 = 1] N [B2 = 1]) = P([B1 = 1])P([B2 = 1]).
Considérons a présent le cas €1 = 0,e9 = 1. Alors on écrit

[Bl = 81] N [BQ = 62]

[B1=0]N[B2=1]=(Q\ [B1 =1])N[B2 = 1]
QN [Be=1)\ ([B1=1]N[By =1]) = [B2 = 1]\ ([B1 = 1] N [B2 = 1]).
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Les autres cas se montrent de maniéere tout a fait similaire.

Exercice 20 Le lancer de deux dés est modélisé par U'univers Q = {1,...,6}% muni de la probabilité
uniforme, chaque lancer correspondant a une variable aléatoire : X; : (w1,w2) € Q — w;, i = 1,2.
Alors X1 et Xo sont indépendantes.

On admet la proposition suivante :

Proposition 54 Si X,..., Xy, Y1,...,Yy sont des variables indépendantes et | : RF — R est une
fonction continue, alors f(X1,..., X),Y1,..., Y, sont indépendantes.

6.4.3 Espérance et indépendance

Soient A, B C () deux événements indépendants. En termes de fonctions indicatrices, 1’indépen-
dance de A et B s’écrit

E(lang) =E(14)E(1p).
Comme 1405 = 141p, on peut aussi écrire
E(141p) = E(14)E(1p).

Autrement, I’espérance du produit est égale au produit des espérances. Ce phénomene est tout a fait
général sous I’hypothese d’indépendance convenable :

Proposition 55 Soient X et Y deux variables aléatoires a valeurs dans X et ) respectivement. Soient
f:X > Retg:Y — R deux fonctions telles que f(X) et g(Y') sont intégrables. Si X et Y sont
indépendantes, alors le produit f(X)g(Y') est intégrable et

E(f(X)g(Y)) = E(f(X))E(g(Y))

Preuve (dans le cas ott X et Y sont finis) : Notons X = {x; : 4 € I} etY = {y; : j € J}. Alorslafonctionw € Q + f(X(w))g(Y (w)) prend la valeur f(z;)g(y;) sur
I'ensemble [X = z;,Y = Yj ]. On en déduit en suivant les arguments de la preuve de la proposition 47 que

Ef(X)g(Y) = > fl=)e()P(X =z, Y = yj)).
(i,J)EIXJT
Comme X et Y sont indépendantes, il suit que
E(f(X)g(Y) = > f(@)g(y)P(X = 2)P([Y = y;])
(i,5)€IxXJ

=D F@)P(X = 24]) 3 g(y)B(Y = y;]) = E(f(X)E(f(Y))-

i€l JEJ

Comme cas particulier de la proposition précédente, on a

Corollaire 8 Si les variables X1, Xo sont indépendantes et intégrables, alors

E(X1X2) = E(X1)E(X3)
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Si on suppose de plus que X et X5 sont de second moment fini, alors
V(X1 + X2) = V(X1) + V(Xa).
En effet, en utilisant la proposition 8, on a
E((X1 + X2)*) = E((X1)?) + E((X2)*) + 2E(X1X2) = E((X1)?) + E((X2)?) + 2E(X1)E(X>).
Par ailleurs,
(E(X1 + X2))? = (E(X1) + E(X2))* = (E(X1))? + (E(X2))? + 2E(X1)E(X>).
On en déduit
V(X1 + Xo) = E((X1 + X2)?) — (E(X1 + X2))? = V(X1) + V(X),

comme attendu. Comme conséquence de la définition de la covariance, on a également :
Proposition 56 La covariance de deux variables indépendantes de second moment fini est nulle.

Remarque 22 Cette condition n’est pas suffisante.

6.5 Processus de Bernoulli

On considere dans cette section une suite X;,7? € N* de variables indépendantes suivant une loi de
Bernoulli de parametre p. L'indépendance signifie ici que, pour tout n > 1, les variables X;, 1 <1 < n,
sont indépendantes.

Pour toute issue w € (2, on note

T'(w) = min{i € N* : X;(w) = 1}.

Autrement dit, T' est la variable aléatoire qui donne 1’indice du premier 1. Si I’ensemble du membre de
droite est vide, alors on convient de poser T'(w) = oc. En fait, ce-dernier cas advient si pour tout i € N*,
Xi(w) = 0. Cet événement est de probabilité nulle : pour tout N € N*,

P(Nien+[X; = 0]) < P(Mi<i<n[X; = 0]) < I P([X; = 0)),
ou la derniere inégalité résulte de I’'indépendance des X;. Ainsi,
P(Nien[X; = 0]) <TIY, (1 - p) = (1 = p)V.
Comme ceci doit étre vrai pour tout N € N* et que limy_, 1 oo (1 — p) = 0, on en déduit
P(Nien+[Xi = 0]).

Conclusion : hors d’un ensemble de probabilité nulle, 7" prend ses valeurs dans N*.

Fixons n € N*. Alors une issue w € € vérifie T'(w) = n (le premier 1 apparait en numéro n) si
et seulement si X;(w) = 0 pour tout 1 < ¢ < m — 1 (les n — 1 premiers numéros ont donné 0) et
Xp(w) = 1. Ainsi,

[T = n] = [Xn = 1] N ﬁlgign—l[Xi = 0]

Par indépendance, il suit que
P([T = n]) = P([X, = IDIGLP([X; = 0]) = p(1 —p)" .

De méme,
[T > n] = M<i<n[Xi = 0]

et donc
B((T > n]) = (1 - p)"
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Définition 51 On dit qu’une variable aléatoire T : Q) — N* telle que P([T = n]) = p(1 — p)" ! suit
une loi géométrique de parametre p.

On note G(p) la loi géométrique de parametre p.
Proposition 57 Si T : Q) — N* suit une loi géométrique de parametre p, alors pour tout k, j € N*,
P(T > j+ KJ|[T > j]) = P([T > k}).
Preuve : On revient a la définition de la probabilité conditionnelle :

BT > j+ KT > j]) = B> RN > ) BT > j + k])

P([T > j]) P([T" > j])
_ (A =pytt
- (1 _p)j - (1 7p)k
=P([T > kJ),

comme attendu.

L’espérance d’une variable aléatoire suivant une loi géométrique est

E(T) =Y nP(T=n]) =Y np(l—p)" ' =pY n(l—p)" "

n>1 n>1 n>1

La série entiere ) |, ., z" converge sur ] — 1, 1[ vers ﬁ Elle est donc dérivable terme a terme sur cet

intervalle et on a 1
n—1 n—1
= Y = Y
(1 ZC) n>0 n>1

En appliquant cette égalité a z = 1 — p, on obtient
E(T)=p— =—-.
P> p
Exercice 21 Montrer que la variance d’une variable aléatoire T suivant une loi géométrique de para-
metre p est

1—
V(T) = —2.

p
On introduit a présent pour tout n > 1, la variable aléatoire :

Spn=X14+ -+ Xn.

Pour tout w € €2, 0 < Sy, (w) < n.Pour tout k € {0,...,n}, Sy,(w) = k si exactement k des variables
aléatoires X1, ..., X, prennent la valeur 1 en w :

[Sn=k = |J (NierlXi =1]) N (Nigr[X; = 0]).
I1c{1,2,....,n},
\I|=k
Dans le membre de droite, on prend I’union sur tous les sous-ensembles [ de {1,2,...,n} qui sont de

cardinal k. Ainsi, comme il s’agit d’une union disjointe et en utilisant I’indépendance des X ;,

P(Sp=k)= > IeP(X;=1D)LgP(X;=0)= >  pfa-p"*
I1c{1,2,...,n}, I1c{1,2,...,n},
|I|=k |I|=k
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Comme il y a C¥ fagons de choisir k éléments parmi n, c’est-a-dire C* sous-ensembles I possibles, on
en déduit
P([Sn = K]) = Cpp" (1 —p)" ™"

Ainsi, la loi de S,, est la loi binomiale de parametres n et p.

Proposition 58 La somme de deux variables binomiales indépendantes de parametres (k,p) et (¢,p)
respectivement est une variable binomiale de paramétres (k + ¢, p).

Preuve : Notons S : 2 — {0, ..., k} une variable binomiale de parametres (k,p)etT : Q@ — {0,..., ¢}
une variable binomiale de parametres (¢, p). Supposons que S et 7" soient indépendantes. Alors S + 7" :
Q —{0,...,k+ £} vérifie

Vie{0,....k+0}, [S+T=i=U_S=4n[T=i-j.

Comme les événements [S = j|] N [T" = i — j] sont disjoints pour deux valeurs distinctes de j,
P(S+T =) = ip([s =JIN[T =i-j)).
=0
Comme S et " sont indépendantes,
BS+T = i) = S B(S = (T = i — j]).

On utilise maintenant que S et 7" sont binomiales :

P([S+T =1]) = Z C]z;pj(l _ p)kfjcé—jpi—j(l _ )T = (1 — )R Z C,{;le‘j.
j=0 j=0

Pour calculer Z;:o C,Z Céij , on calcule de deux maniéres différentes la quantité (142)*(14z)%. D’une

part,
k+¢

(1+2)*A+2)f = (1 +2)" = ZCka

D’autre part,
k A )4
(1+2)*1 +2)f = ZC,ixJ ZC] x’
j=0 0
k¢
- Z Z Ao e’
3:0 j’:O
-3 Y al =3 Ay
=0  j4j'=i 1=0 j=0

Par identification des coefficients de ce polyndme, on obtient donc
i
J =i _
i =G,

7=0
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Finalement, ‘ ‘ ‘
P([S+T =1i]) = Cipgp' (1 — )+,

ce qui prouve le résulat attendu.
O

Remarque 23 Si les variables binomiales indépendantes S et T de parametres (k,p) et (£,p) sont
obtenues comme somme de variables de Bernoulli indépendantes de parametre p, alors S + T est une
somme de k + € variables de Bernoulli indépendantes de parametre p, et suit donc une loi binomiale de
parametres (k + £, p), ce qui corrobore le résultat précédent.

Définition 52 On dit qu’une variable aléatoire X : Q0 — N suit une loi de Poisson de parameétre A > 0,
notée P(\), si

k
VEeN, P(X=k) = e*A%.

Exercice 22 Une variable X suivant une loi de Poisson de parametre \ est intégrable et de second
moment fini. De plus,

E(X)=1)  V(X)=A

Dans la proposition suivante, on montre que sous certaines conditions, une suite de variables aléa-
toires suivant une loi binomiale converge en un certain sens vers une variable aléatoire suivant une loi
de Poisson.

Proposition 59 Soit (py,)n>1 une suite de réels strictement positifs telle que p,, ~ % lorsque n — +o0.
Soit (Xy,)n>1 une suite de lois binomiales de paramétres n et p,,. Alors

)\k
Vk € N, Cﬁpfb(l - pn)"_k — e_Aﬁ
Preuve : On fixe £ € N. On écrit
1 n! npp\ "k
k, k n—k _ * E(q _ "n
Cnpn<1 _pn) ok (n _ k)'nk (npn) <1 n > :

Par hypothése, lim,, _, ; oo (npn)¥ = A*. De plus,

(1 22n)" " clrbn-2t)
n
= 6(ﬂ+0(1))1n(1—%+0(%))

(0 (-2 +0( 1)

_ (A1)
Ainsi, Tim,, o (1 — 222)"* — ¢~ Enfin,
n! ~nn—-1)---(n—k+1) nn...n
(n —k)nk nk TR " e

On en déduit lim,,_, 4 0 W = 1. Finalement,

Ak
lim Cf{pfl(l — pn)"_k —e M

n—-+00 k! ’
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ce qu’il fallait démontrer.
O
La dernieére proposition peut recevoir 1’interprétation suivante. La somme S;, d’un grand nombre
de variables de Bernoulli indépendantes de petit parametre suit approximativement la loi de Poisson de
parametre E(.S,).
La proposition précédente fait partie de la grande famille des théorémes centraux limites, qui sont
I’un des objets principaux de la section suivante.

6.6 Statistiques

Soit X une variable aléatoire (discréte ou a densité). Soient X;,7 € N* des variables aléatoires
indépendantes de méme loi que X . On considere les variables aléatoires

1 S,
n n

E(X,) —E(X),  V(X,) = ~V(X),

n
6.6.1 Loi faible des grands nombres
Proposition 60 Soient X1, ..., X,, des variables aléatoires de méme loi de second moment fini. Alors
pour tout € > 0,
(X1)
P[| X, —E(X1)| >¢] < o

Preuve : on calcule V(X,, — E(X1)) puis on applique I’inégalité de Bienaymé-Tchebychev.

Remarque 24 (Intervalle de confiance) La probabilité que l'intervalle

contienne E(X) est supérieure ou égale a 1 — a.

Remarque 25 Application pratique : la variance est souvent inconnue mais on peut la majorer :
1. si|X| < M, alors V(X1) < M?,
2. si X est de Bernoulli, V(X1) < 1/4.
Application numérique : pour n = 1000, au seuil de confiance 90%(= 1 — a), lincertitude est de
V(Xy)

5%(= \/ =z ) pour une variable de Bernoulli.

6.6.2 Théoreéme de Moivre-Laplace

Nous admettrons le dernier résultat de ce chapitre :

Théoréme 28 (Théoréme de Moivre-Laplace) Soit (X,,),>1 une suite de variables aléatoires de Ber-
noulli indépendantes ' de méme paramétre 0 < p < 1. Alors pour tout a < b,

lim P<ag \/Z%(Xn—p) §b> :/ab\/%exp(_""?)dx.

1. Ce qui signifie que pour toutn > 1, Xy, ..., X, sont indépendantes.
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Comme la variable aléatoire

Sptw ZXk(W)
k=1

suit une loi binomiale de paramétre (n, p), on peut reformuler cet énoncé en termes de variables aléa-
toires suivant une loi binomiale. En effet, soit (Z,,),>1 une suite de variables aléatoires telles que
pour tout n > 1, Z,, suit une loi binomiale de paramétres (n,p) : pour tout & € N, si k > n, alors
P(Z, = k) = 0 tandis que si 0 < k < n, P(Z, = k) = C¥p*(1 — p)"~*. L’espérance de Z,, est np et
son écart-type est /np(1 — p). Alors pour tout « < 3, pour tout n. > 1,

En prenant o = ay/np(1 — p) + npet 8 = by/np(1 — p) + np, on a donc

IP’(a < Zn, —E(Zy) D
\%

Sp—n
<o) =las 2Tl <y),
(Zn) Vp(l=p)yvn
Le théoreme de Moivre-Laplace s’écrit donc

_ b 2
lim IP(a < M < b) = / Lexp (—x) dr.
n—+oo V(Zy,) a V2T 2

Le premier intérét de ce théoréme est de donner une estimation de P(a < Z,, < ) lorsque Z,, suit
une loi binomiale, qui serait impossible a calculer en pratique si on utilisait la formule

B
P(a < —(Zn — E(Zn) < B) = 3 CRpF(1 = p)*.

ag
n k=«

Pour mettre en évidence un autre intérét de ce théoréme, on peut imaginer un lancer de pi¢ce tombant
sur pile avec une probabilité p et tombant sur face avec une probabilité (1 — p). On cherche a donner
une bonne estimation de p. Soit 0 < € < 1. Comme la fonction

m o1
€ [0, + |—>/e T a
77[ OO[ 717\/%)(1)(2)11

est continue, strictement croissante (car 1’intégrande est > 0 en tout point), s’annule en O et tend vers 1
en 400, on en déduit a 1’aide du théoréeme des valeurs intermédiaires qu’il existe un unique 1 > 0 tel
que

)

1
——exp|(——)=1—¢.
/77 V 27'[' p ( 2 )
Alors avec une probabilité asymptotique de 1 — ¢, la moyenne empirique X, s’écarte du paramétre p de

. 1—
moins de 7]# < ﬁ,

ment, plus on est exigeant sur la probabilité (autrement dit, plus on réduit €), plus le parametre 1 grandit,
et donc plus on doit faire de lancers (i.e. plus on doit augmenter n) pour préserver une marge d’erreur
identique. On a ainsi un moyen d’obtenir une bonne approximation de p avec une grande probabilité.

ce qui sera une approximation d’autant meilleure que n est grand. Naturelle-
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Chapitre 7

Variables aléatoires a densité

Définition 53 Soit p : R — R™ une fonction continue a valeurs positives. La fonction X : Q — R est
une variables aléatoire de densité p si, pour tout intervalle |a, b] de R, I’ensemble

[X €€]a,b]] ={weN:a< X(w) <b}

est un événement et

b
P(X €la,b[) :/ p(x) dx.

Remarque 26

/Oop:P(Q)zl.

—0o0

Remarque 27 Si X est une variable a densité, alors P([X = z]|) = 0 pour tout x € R. Un événement
de probabilité nulle n’est pas forcément impossible.

Exemple 51 Soit X une variable aléatoire de densité f : R — R.

1. Lorsque f = ﬁl[a,b]: oi a < b sont deux réels, on dit que X suit une loi uniforme. Elle
intervient par exemple lorsqu’on tire au hasard un nombre entre a et b a ’aide d’un ordinateur.

2. Lorsque f : x € R Mg yoo[(7) exp(—Ax), o1t A est un réel > 0 fixé, on dit que X suit une
loi exponentielle de parameétre .

Définition 54 (Fonction de répartition) Soit X : Q — R une variable aléatoire. On appelle fonction

de répartition de X la fonction
Fx:teR—P(X <t).

Par exemple, si X suit une loi exponentielle de parametre A,
Ft)=1—e¢ sit>0 et F(t)=0 sinon.
Proposition 61 La fonction de répartition est croissante, tend vers O en —oo, et vers 1 en +o0.

Proposition 62 Si X : Q) — R est une variable aléatoire a densité f, alors

La fonction Fx est dérivable et Fy, = p.
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Inverse de la fonction de répartition et quantiles.

Exemples de calcul de fonctions de répartition et de densités de variables images f o X avec f
monotone.

Pour une variable aléatoire X continue de densité f, on dit qu’elle est intégrable si

/R\a:|f(x) dr < oo

et dans ce cas, on définit son espérance par

E(X) = /R:Uf(:c) dzx.

Moments :

| talota) da

Lindrité et monotonie de I’espérance.

Proposition 63 Soit X : () — R une variable aléatoire et ¢ : R — R une fonction continue. Si ¢ o X
est intégrable, alors

Be(X) = [ plalp@)de.
On définit comme avant la variance V(X) = E(X?) — (E(X))2.
V(aX +b) = a®*V(X).

Ecart-type o(X) = /V(X). La variable

est centrée réduite. Ella a pour densité
p*(x) = o(X)p(E(X) + o(X)2).

Lorsque X est de densité f, on a donc :

V(X):/Rfo(x)d:z:— </Rxf(x)>2.

Toutes les propriétés énoncées précédemment restent vraies : linéarité, inégalité triangulaire, monotonie,
inégalité de Cauchy-Schwarz, lien avec I’'indépendance, loi faible des grands nombres.

Exemple 52 Soit X une variable aldtoire de densité

1 rT—m
\/%O' exp(—( 202 ))

oum € R et o > 0 sont deux paramétres fixés. On dit que X suit une loi gaussienne de moyenne m et

de variance o.

firzeR—
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Dans le dernier chapitre, on démontrera que
1 (x —m)
exp(————-)dz = 1.
5 /R p(="5o2 )

Il est en revanche facile de vérifier que I’espérance de X vaut m (on reconnait une primitive a vue) et sa
variance vaut o2 (on utilise une intégration par parties).

Proposition 64 1. Inégalité de Markov Si X est une variable aléatoire a valeurs positives et
a > 0, alors

2. Inégalité de Bienaymé-Tchebychev Si X est une variable aléatoire de second moment fini et
a > 0, alors

7.1 Loi normale, loi exponentielle

Définition 55 Une variable aléatoire gaussienne (ou normale) centrée réduite est une variable X ad-

mettant la densité ) ,

_z_
2

x) = e
@) ==
E(X) =0,V(X) = 1. La variable Y = 0 X + m est alors une variable gaussienne de moyenne m
et de variance 2. Elle admet la densité

1 _@-m?

xT) = (&4 202
o)==

Loi exponentielle p(z) = e sur RT.

E(X) = <, V(X) = —.

1
=3
Pour tout z > 0,
P([X > z]) = e 2.
Les lois exponentielles satisfont la propriété
Vs, t > 0,P(X >t+s|X >t) =P(X > s).

Cette propriété caractérise les lois exponentielles. Les lois exponentielles s’interpreétent comme les lois
de durée de vie sans vieillissement. Ce sont des variantes continues des lois géométriques.

7.2 Indépendance de variables a densité
Définition 56 Les variables aléatoires a densité X1, . .., X, sont dites indépendantes si
P([Xy € h,...,X, € L)) =P([X1 € I])...P([X,, € I,,))

pour tous intervalles I, de R.

Proposition 65 Si X, X, sont indépendantes et admettent un moment d’ordre 2 fini,
E(XlXQ) :E<X1)E<X2) ,V(Xl —|—X2) :V(Xl) +V(X2>
Reste vrai pour n variables aléatoires indépendantes.

On définit comme pour les variables discretes la covariance et le coefficient de corrélation.
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Chapitre 8

Compléments

8.1 L’équation de la chaleur

Historiquement, les séries de Fourier ont été introduites pour résoudre 1’équation de la chaleur. On
considere le cas simple suivant : on connait a I’instant initial la température en chaque point d’une barre,
et aussi la température aux extrémités a tout instant. Est-on capable de connaitre la température de la
barre en tout point de celle-ci, et a tout instant ?

On assimile la barre a un segment [0, L] et on note u(z, t) la temprature a I'instant ¢ > 0 et au point
d’absisse = de la barre. L’équation de la chaleur est posée sur I’ouvert @ =]0, L[]0, +o0c[. On cherche
une fonction u sur [0, L] x [0, +o00] telle que

ou  0%u

E_@:O dansQ,

avec pour conditions aux limites
u(0,t) =u(L,t) =0 atoutinstant ¢t > 0,
et avec condition initiale
u(z,0) = h(x) en tout point de la barre = € [0, L].

On suppose ici que h est une fonction continue sur [0, L] et de plus, h(0) = 0 = h(L) (condition
nécessaire de compatibilité entre les conditions au bord et la condition initiale).

Voila beaucoup de conditions a vérifier pour une seule fonction ! Dans un premier temps, on va sim-
plifier le probléme en oubliant la condition initiale, et en cherchant des fonctions qui vérifient seulement
I’équation de la chaleur avec les conditions au bord.

On commence par chercher une solution par la méthode de séparation des variables : supposons
donc que u soit de la forme :

u(z,t) = f(x)g(t)
ol f et g sont des fonctions C? & déterminer. On injecte cette fonction u dans I’équation et on obtient :

g0 f(x) = f"(x)g(t).

Supposons de plus qu’on puisse obtenir une solution en exigeant de plus que ni f ni g ne s’annule (sur
10, L[ et |0, +o0] respectivement). Alors

@) g }
o) = g Y 0 LLVE €0+l
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Ceci n’est possible que si les deux membres sont constants, i.e. s’il existe A € R tel que
Va €0, L], f(x) = Af(@) . ¥t €0, +o0l,g/(H) = Aglt).

On résout ces équation en fonction du signe de \. La premiere équation est une équation différentielle
linéaire homogene du deuxieéme ordre a coefficients constants. Lorsque A > 0, sa solution générale est

de la forme
flx) = AeVAr | BeVe

pour certaines constantes A et B a déterminer. En exploitant les conditions au bord, on obtient :
A+B=0 , AeY 4 Be VA .

On en déduit A = B = 0 et donc u = 0.
De méme, si A = 0, la solution générale de 1’équation pour f est de la forme

f(x)=Ax+ B
et les conditions au bord conduisent de méme 8 A = B = 0. Enfin, si A < 0, on obtient
f(z) = Acos(vV—Xz) + Bsin(v—\z),
avec, a cause des conditions au bord,
A=0 , Bsin(vV-AL)=0.

Si on exclut la solution nulle (et donc B = 0), cela implique que v/—A\ est de la forme ¢7/L pour un
certain £ € N. La fonction g vérifie une équation linéaire homogene du premier ordre a coefficients

constants et on obtient ) s
4

g(t) = CeM = Ce™ izt

On a donc trouvé pour chaque valeur de £ € N une solution de la forme
_ 22 l
(z,t) — BCe™ 27 'sin %x

Conclusion partielle : pour tout ¢ € N, pour tout a; € R, la fonction

_2:2 A
ug(z,t) = age” L2 sin -

est solution de 1’équation de la chaleur, qui satisfait les conditions au bord. En revanche, aucune de ces
fonctions ne satisfait a priori la condition initiale.

Mais comme 1’équation est linéaire, une somme de solutions est encore une solution du probleme.
L’idée est alors de chercher une solution sous la forme

= 252 t 12
— T2 Yqin —
u(z,t) = Zage 7 sin .
=0
Supposons que cette série de fonctions soit convergente (cela dépend a priori de la suite ap qui reste a
déterminer). Alors u(z,t) est bien défini pour chaque = € [0, L] et pour chaque ¢t > 0. Cette fonction
vérifiera les conditions au bord. Il s’agit de comprendre comment choisir les coefficients a, pour que
cette fonction u vérifie la condition initiale u(x,0) = h(x), autrement dit



La question devient donc : peut-on trouver une suite (ag)scny qui permette d’écrire ainsi A comme la
somme d’une série. Cela fait penser a un développement en série de Fourier d’une fonction impaire...

Supposons dans un premier temps que L = 7 (on verra comment traiter le cas général ultérieu-
rement). On prolonge h par imparité en posant h(z) = —h(—x) pour tout z € [—m,0] (noter que
h(—m) = h(0) = h(m) = 0) puis par 27 périodicité : h(x 4 2km) = h(z) pour tout = € [—, 7] et tout
k € Z. On obtient donc une fonction qui est continue et 27 périodique sur R. Une telle fonction N’est
PAS en général égale a la limite de série de Fourier. En revanche, si on suppose de plus % de classe C!,
alors la fonction h est C! (elle est bien sir C' ! sur |0, 7[, on vérifie aussi en utilisant I’imparité et le fait
que h(0) = 0 que la dérivée de h est continue en 0 et 7 puis en tous les points de la forme km, k € 7).
Dans ce cas, on sait que la série de Fourier de h converge normalement vers ﬁ, autrement dit, la série
> ¢ |be(h)| converge et pour tout = € [0, 7] :

“+oo
h(z) =Y be(h)sin L.
=0

On pose alors pour tout £ € N :

ag = bg(h).

Soit x € [0, 7] et ¢t € [0, +00o[. On veut montrer que la série
+o0
2
Z age "t sin lx
=0

converge. Lorsque ¢ = 0, on reconnait la série de Fourier de h dont on sait qu’elle converge (et méme
absolument). Lorsque ¢ > 0, on peut écrire

|ag€7€2t sin fz| < |ag\e42t < lag].

4

. . . _p2 .
La série ), |a¢| converge. Par comparaison, la série ), age ™" " sin fz converge. On peut donc poser

pour tout = € [0, L] et pour tout ¢ > 0
+o0
2
u(z,t) = Za(ge_é bsin Lz,
=0

Cette fonction vérifie bien la condition initiale et la condition au bord. Il reste 2 montrer que c’est aussi
une solution de 1’équation. On fixe x €]0, 7[ et on montre que la fonction ¢ +— wu(z,t) est dérivable
sur |0, +00[. Pour cela, il suffit de montrer qu’elle est dérivable sur chaque intervalle de la forme e, A|
ou 0 < € < A. On va utiliser le théoreme de dérivation des séries de fonctions : lorsqu’une série de
fonctions dérivables converge simplement, et que la série des dérivées converge uniformément, alors la
somme est dérivable et égale a la somme des dérivées.

La série des uy(z,t) = age*ﬂt sin fx converge simplement et chaque terme wu, est une fonction
dérivable. Donc il suffit de montrer que la série ) _, % converge uniformément sur |¢, A[. On a

8”4 o 2 7@2t .

E(m,t) = ay(—¢")e " "sinlx.
Donc

sup 8W(ac,t)‘ < lag|?e "¢

tele, Al ot




Pour tout ¢ assez grand, |¢2e=**¢| < 1. Donc par comparaison, la série >~y laelt?e=*°¢ converge, donc
la série 3", & ¢ i (w,t) converge normalement sur e, A[ et donc uniformément sur cet intervalle. Comme
c’est vrai pour tout € > 0, on peut conclure que u admet une dérivée partielle par rapport a ¢ et

ou = 8u€
o (@:1) = > 5 (@1):

On montre de méme que v admet une dérivée partielle seconde par rapport a x et de plus

82
e Z £1G

On en déduit que

ou 0%u = Ouy 0%y
E(xvt) ox Q(x t) ZE(IE,t)—W(I',t)—O,

ce qui acheve le probleme lorsque L = .

Dans le cas général, on doit expliquer comment développer en série de Fourier une fonction pério-
dique qui n’est pas 27 périodique. Plus précisément, a partir d’une fonction & : [0, L] — R s’annulant
en 0 et 7, on peut la prolonger par imparité en posant h(x) = —h(—z) si x € [~L,0], puis par 2L
périodicité en posant h(x + 2kL) = h(x) pour tout x € [~L, L] et tout k € Z. On obtient ainsi une
fonction h qui est 2L perlodlque

On pose ensuite H(x) = h( x). Alors pour tout k € Z,

~ L ~ L ~ L
H(x + 2km) = h(=(x + 2k7)) = h(—=x + 2kL) = h(—=x) = H(x).
7r 7r m
Comme £ est C, on en déduit que H est également C'. On peut donc appliquer la théorie de Fourier a
H:

On en déduit

et il suffit alors de poser ay = by(H) dans la définition de u. La suite de la preuve est sans changement.

Remarque 28 On peut aussi montrer que la fonction u ainsi obtenue est continue sur [0, L] x [0, +-o00[
et C* sur |0, L[x]0, 4o00].
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