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En guise de motivation bassement scolaire, voici ce qu’affirme le rapport de jury 2005, et que répéte
celui de 2006, au sujet des lecons de géométrie.“Elles n'ont eu que peu de succés comme souvent : c'est
un tort. (...) Pour certains candidats, il serait plus profitable de travailler des lecons de géométrie, méme
a un niveau élémentaire, plutét que de choisir des sujets d’algébre générale gu’ils ne maitrisent pas.”

Avertissement : ce qui suit n’est nullement original. Je me suis inspiré de I'excellent 8&emé-
trie de Michéle Audin. J'ai également emprunté certains passages au 4éme tome de la série de livres
d’Arnaudies et Fraysse, et dMathématiques générales pour I'agrégatide Tauvel. Conseil : utilisez
votre bouquin de ler cycle/prépa préféré !

Dans tout ce cours, le corps de baselRdt tous lesR espaces vectoriels considérés sont de di-
mension finie. (En fait, le langage introduit et toutes les propriétés algébriques, lorsqu’on ne divise pas
par 2, restent vrais lorsqu’'on remplaRepar un corps commutatif quelconque, mais pas les propriétés
particulieres aR que sont : I'orientation, la convexité ou la topologie).



Chapitre 1

Geomeétrie affine

1.1 Espaces affines

Définition 1 Soit £ un R espace vectoriel. On dit qu’un ensemble non \Adest un espace affine sur
E s'il existe une action fidele et transitive du groupe additifiisur £.

En termes plus explicites, il existe une applicationx) € £ x £ — x +t € £ qui est une

— action Vt,t' € E,Vx € £,z + (t+t') = (x +t)+t' (le signe+ a deux significations différentes

ici : il désigne soit I'action de groupe, soit la loi additive pour le groupe additidletz+0 = x,

— transitive : il n'y a qu’une orbite, c’'est-a-diré/x, 2’ € £, il existet € E tel quer’ = = + t,

— fidéle : sit € E vérifiex + t = x pour toutz € £, alorst = 0.
En toute rigueur, c’est le triplet constitué de de F et de I'action précédente qu’on devrait appeler
espace affine. On dit qué est I'espace directeur d& Les éléments dé sont appelés lgsoints

La dimension de& est par définition la dimension d&. Si dim& = 1, on parle de droite affine. Si
dim€& = 2, on parle de plan affine.

Dans toute la suite, la lette@ désigne un espace affine de directioret de dimensiom.

Proposition 1 Pour toutx € &, I'application¢, : t € F+— x +t € £ est bijective.

Preuve : On fixer € £. L'application &, est surjective, par transitivité de I'action desur&. Soient
maintenanty, t, € E tels quer + t; = x + 2. Alors

z+ (1 —t)=(r+t)+(—t2) =(r+t2)+(—t2) =2+ (ta —t2) =+ 0=1x.

Il suffit donc de montrer que pour toute £,t € E, siz +t = x, alorst = 0. On utilise la fidélité de
l'action. Soity € £. Montrons quey + t = y ce qui permettra de conclure puisquest arbitraire. Par
transitivité, il existeu € F tel quey = z + u. Ona

y+t=(r+u)+t=xz+u+t)=z+t+u)=(@x+t)fu=c+u=y.

O
Ainsi, pour toutx, y € &, il existe un unique vecteure E telquex +¢t=y.Onlenotet =y — x
ou encore = zy.

Exercice 1 Montrer que
{r —y,z,yc &} =FE.

Preuve : LinclusionC est évidente. Réciproquement, doi E. |l existey € £. Soitx := y + ¢. Alors
t = x — y ce qui conclut la preuve.
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Pour toutz € £, la bijection précédente permet de transporte€sune structure d’espace vectoriel
en posant

Eo(t) + &alu) ==&t +u) , Ap(u) = &(Au).

La structure d’espace vectoriel ainsi obtenue&ust la structure d’origine. Le pointz de I'espace
affine £ est le vecteur nul de I'espace vectoriel d’origine

Exercice 2 1) Montrer la formule de Chasles : pour touty,z € £,0n a

— = =

Yyr = yz + za.

Généraliser a un nombre fini de points.
5 ' = 7 — 7 ; 10
2) Montrer la régle du parallélogramme : siy = «'y/, alors yy’ = xz2’. On dit alors queryy’x
est un parallélogramme.

Exemples d’espaces affines

Exemple 1 Tout espace vectoridl est canoniquement muni d’'une structure d’espace affine d’espace
directeurE, ou I'action est donnée par la loi de E. Plus généralement, sy € E, on peut définir sur
E la structure d’espace affine

(t,x) € EX Ew— a0+ x +t.

Exercice 3 1) Montrer que I'ensemble des solutions d’'un systéme d’équations linéaires a second
membre nul est un espace vectoriel. Si les seconds membres ne sont pas nuls et gu'il existe une
solution, c’est un espace affine.

2) Montrer que I'ensemble des solutions d'une équation différentielle linéaire homogéne est un
espace vectoriel. Sile second membre est non nul, c’est un espace affine (ce gu’on formule souvent
en disant que toute solution de I'équation est la somme d’une solution de I'’équation homogéne et
d’une solution particuliere).

Exemple 2 Si F' est un sous-espace vectoriel Heetx € &, alors 'ensembler + F := {z + ¢,t €
F'} C € est naturellement muni d’une structure d’espace affine de dire¢tion

Preuve : On considére I'applicatidn, z) € F' x (v + F) — z + u obtenue par restriction a partir de
I'action de groupe dé sur&. C’est une action du groupe additif desurz + F. Il n’y a qu’une orbite,
a savoirz + F. Ainsi I'action est transitive. Enfin, sie F vérifiex + u + t = x + u pour toutu € F,
alorst = 0, ce qui suffita montrer que I'action est fidele.

O

Définition 2 Un sous-ensemble non vide C £ est un sous-espace affine &'l existexr € £ et un
sous-espace vectoriél de F tel queF = x + F.

On définit de maniére évidente les notions de dimension et de direction de sous-espaces affines.

Exemple 3 Les sous-espaces affines d'un espace vectbrggnt lesu + F' ouu € E et F' est un sous-
espace vectoriel d&. Les sous-espaces vectoriels Besont donc les sous-espaces affines contenant
0.

Définition 3 Soit A C £ une partie non vide. On défind f f(A) comme l'intersection de tous les
sous-espaces affines contendnt



C’est un sous-espace affine, de directioert(b — a,b € A) pour touta € A. En effet, pour tout
a € A, I'ensemblea + Vect(b — a,b € A) est un sous-espace affine qui contidniet qui est contenu
dans tout sous-espace affine contentint

Définition 4 On dit que deux sous-espaces affifiest G de directionst et G sont paralléles st” C G
ouG C F.

On en déduit immédiatement que

— Deux droites paralléles a une méme troisieme sont paralléles entre elles.

— Etant donné un point et une droite affiné\, il existe une unique droitd’ paralléle aA passant
parz.

1.2 Applications affines
On fixe deux espaces affinést F de directionF et F.
Définition 5 On dit queT : £ — F est une application affine s'il exisfec L(F, F) telle que
T(y)—T(z) = f(y —x), Vr,y € &. (1.2)

CommeFE = {y — z,z,y € £}, I'application linéaire définie par (1.1) est nécessairement unique.
On l'appellepartie linéairedeT.

On noteraA(&, F) 'ensemble des applications affines 8elansF. LorsqueF = R, on parle de
fonction affine.

Exercice 4 Montrer qu’une applicatio” : £ — F est affine si et seulement si il exigtee L(E, F) et
x e &,y e Ftelsque
T(z)=y+ f(z—z), Vz€&.

Exercice 5 1) Montrer que la composée de deux applications affines est affine.
2) Montrer qu'une application affine est injective/surjective si et seulement si sa partie linéaire est
injective/surjective.
3) L'inverse d'une bijection affine est affine.

Preuve : 1) Soiep : £ — F, ety : F — G deux applications affines, de partie linéajret g. Alors
pour toutz,y € E,

Yo o(y) —Pod(z)=1v(oy)) —Y(d(x)) = g(d(y) — ¢())
=g9(fly—x)) =go fly—x)

doncy o ¢ est affine de partie linéairgo f.
2) Soit¢ : £ — F une application affine de partie linéaifeFixonsz € £. Alors il existey € F
tels que
p=y+f(—z)=¢ofola
oué,(t) =y +tet(_,(z) =z —x. Comme(_, : £ — E est bijective (sa réciproque n’est autre que
&) ainsi ques, : F' — F, le résultat en découle.
3) Avec les notations précédentes,

¢71 = (C—x)il © fil © (éy)il = éx o fil © C—y

est bien une application affine par composition (ou on ¥odt F' comme des espaces affines).
]



Proposition 2 1) L'image d’'un sous-espace affine par une application affine est un sous-espace
affine.
2) L'image réciproque d'un sous-espace affine par une application affine est soit vide soit un sous-
espace affine.
3) L'ensemble des points fixes d’une application affine est soit vide, soit un sous-espace affine.

Preuve : Soith : £ — F une application affine de partie linéaife
1) SoitV = = + V un sous-espace affine deAlors

Pz + V)=o) + f(V)

ce qui montre que (V) est un sous-espace affine fie
2) Soit W un sous-espace affine déet notonsi¥ sa direction. Supposons qge ' (W) soit non
vide, et soitr € ¢~ 1(W). Alors W = ¢(x) + W, et on vérifie que

o W) =+ fHW)

ce qui montre que ! (W) est un sous-espace affinede
3) SoitV I'ensemble des points fixes geque I'on suppose non vide. Saif € V. Alors,

reVeo(r)=ce o) —¢(xg) =2 —z0 < (f —Id)(x — 29) = 0.

Ainsi V =z + Ker (f — Id).
O

Proposition 3 L'ensemble des points fixes d'une application affine est un singleton si et seulefnent si
n'est pas valeur propre de sa partie linéaire.

Preuve : Introduisons I'application affine
_—
Yprxe€—ap(x) e k.

Alors i est une application affine de partie linéajre Id. L'ensemble des points fixes dﬂestw*(ﬁ).
Si 1 n'est pas valeur propreg, — Id est bijective, dona) aussi et donc il existe un unique point fixe.
Si 1 est valeur propre et 'ensemble des points fixes non vide, alors sa dirdctiof — Id) est de
dimension> 1.

O

Exemples d’applications affines

Exemple 4 Une applicationy : R™ — R" est affine si et seulement si il exigte R™ — R™ linéaire
etx € R" tels que
o(u) = f(u) +z, vweR™

Exemple 5 Les applications affines de partie linéaire nulle sont les constantes. Les applications affines
dont la partie linéaire est I'identité sont les translations. Les applications affines dont la partie linéaire
est une homothétie qui n’est ni nulle ni lI'identité, sont les homothéties affines.

Exemple 6 SoitV un sous-espace affine fale directionV” et différent de€. SoitWW un supplémentaire
deV dansE. Pour toutx € £, soit P(x) I'unique point commun & et & = + W (voir I'exercice 12).
L'application P est appelée la projection d&surV parallélement aWv.
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V est I'ensemble des points fixes @ De plus, en notang la projectionvectoriellede £ surV/
parallelement &V, on a pour tout: € V,

P=x+p(—x).
Cela montre qué” est bien une application affine Bto P = P.

Exemple 7 SoitX ¢ {0, 1}. L'application ¢(z) = P(z) + A(x — P(x)) est appelée affinité de bae
et de rapport\ parallelement aWW. SiA = —1, ¢ est la symétrie autour dg parallelement alW. Si de
plusV est un point, on parle de symétrie centrale.

Exercice 6 1) Montrer qu’une affinité est bien une application affine. Déterminer sa partie linéaire
ainsi que I'ensemble de ses points fixes.
2) Montrer qu'une symétrie est une involution y o ¢ = Id.
3) Réciproquement, montrer que toute involution affine différente de I'identité est une symétrie.
4) Montrer que I'affinité de base un point(dans ce cas, on dit aussi de cenirfget de rapport
A ¢ {0,1} est une homothétie. Réciproquement, montrer que toute homothétie affine est une
affinité, dont on déterminera la base et le rapport.

Exercice 7 SoientA, B deux points du plan eX, u € R\ {0,1}. Déterminer la composition de I'ho-
mothétie de centrd et de rapport\ avec 'homothétie de cent® et de rapporiu.

Définition 6 L'ensemble des bijections affines est le groupe affing deté GA(E).

Exercice 8 Montrer que I'ensemble des homothéties et translations est un sous-groGh&(de.

Preuve : Soib : GA(E) — GL(E) I'application qui & une bijection affine associe sa partie linéaire. C’
est un morphisme surjectif, de noyau le groupe des translations. L'ensemble des homothéties et trans-
lations est I'image réciproque pérdu sous-groupe des homothéties vectorielle&d¢F) (lui-méme
isomorphe aR*). En particulier, le groupe des homothéties-translations est distingué&-da(ss).
O
Une propriété affine est une propriété invariante par un élément du groupe affine. Par exemple, le
fait d’étre un sous-espace affine est une propriéte affine...

1.3 Barycentre

Selon le rapport du jury 2004, concernant la leBamycentre et convexitéLes candidats négligent
les barycentres (...) Un barycentre n’est pas forcément a coefficients positifs!!!”

Proposition 4 Si (A;)1<i<x est une famille de points deet (\;);<;<, une famille de réels telle que
> A # 0, il existe un unique point: tel que

Y NGA=T.

Preuve : Pour tou®,G € £,0n a
S NOA =" NGA + (3 X)0C

N - - . .
dot ), \iGA; = 0 sietseulement si

-
B > i MOA;
G=0+ 722 Y



ce qui démontre I'existence et I'unicité du poi#t
O

Définition 7 Le pointG est appelé le barycentre des pointsafffectés des coefficients. On appelle
{(A;, \;)} un systéme de points pondérés.

Remarque 1 SiG=0+)_ AiO—A;, alors G est le barycentre des poir{$0, 1 — > \;), (Ai, \i) }.

Exemple 8 Si tous les\; sont égaux, on parle d’'isobarycentre. En particulier,&iB, C sont trois
points def, le barycentre dd (A, 1/2), (B, 1/2)} est appelé le milieu du segméntB]. Le barycentre
de{(A4,1/3),(B,1/3), (C,1/3)} est appelé le centre de gravité du trianglé3C.

Le milieu d'un segment, le centre de gravité d’'un triangle sont des notions affines.

Proposition 5 SiG est le barycentre des poinf$A41, A1), ..., (Ax, A\x) } et H le barycentre des points

{(B1, 1), ..., (By, i) }, alors le barycentrds de{(G,>_ \;), (H, > )} (défini siy_ A\ + >~ pj #0)
est le barycentre de

{(A17 )\1)7 ceey (Aka Ak)v (B17 /'Ll)v ceey (Blnul)}‘
Preuve : Fixon® € &. |l suffit de vérifier que
> )\z‘O—A; + Zj MjTB;

K=0+
PRI

Ona _ .
(22 AM)OG + (32, 1) OH
DA+ Zj Hj

— —
i MOA; + 37, OB
DN+ Zj Hyj

K=0+

=0+

O

Proposition 6 1) Une partie non videF C £ est un sous-espace affine ssi le barycentre de tout
systeme de points pondérés@est dansF.
2) Une applicationy : £ — G entre deux espaces affines est une application affine ssi elle envoie le
barycentre de tout systeme de points pondé(ds, \;) } de& sur le barycentre dé(4(A;), Ai)}

Preuve : Les parties directes de 1) et 2) se vérifient facilement. Montrons la réciproque de 1). Fixons
O € F. SoitV I'ensemble des points qui s’écrivent sous la forme d’'une somme finie
—
D> XNOA;, A€ F, N €R.

Alors V' est un sous-espace vectoriel HeOn aF C O + V. Montrons queO + V C F, ce qui
—

achévera la preuve de 1). SOt \;OA; € V. Si)_ \; # 0, alors le barycentré& des points4; affectés

des coefficients; est dansF eton a

0+ 204 =0+ (Y A\)O0C

qui est le barycentre des point§O,1 — >_ \;), (G,>_ \;)}, et appartient donc aF. Si )_\; = 0,
on peut supposer par exemple que# 0. Alors par ce qui précede, le poifit := O + >, )\ZO—A;
appartient aF. Enfin,

O+Z/\i071¢:B+/\10—Af
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est le barycentre dg(A4, \1), (O, —\1), (B, 1)} et appartient donc & .
Montrons la réciproque de 2). Sgitune application qui stabilise les barycentres”. Montrons qu’elle
est affine. Fixon®) € £. Il suffit de montrer que I'application

— _—
f:OM € Ew— ¢(O)p(M)
estlinéaire. Soiemt/, N € £ et € R. llexiste A € £ telqueOA = A\OM +ON. Alors A est le bary-

centredg (M, \), (N, 1), (O, —X)}doncg(A) estle barycentre dgp(M), A), (¢(N), 1), (¢(O), —A)}.
Ainsi

—

Ap(A)P(M) + d(A)p(N) — Ap(A)$(0) = 0.
On en déduit

¢(0)p(4) = Ap(0)p(M) + $(0)p(N)
ce qui montre qug”(/\O—M + O—fV) = )\f(O—M) + f(O—fV).

Lemme 1 Soit(A4;);cr une famille de points d€. Les assertions suivantes sont équivalentes :
—_—
i) Il existej € I tel que la famille(A; A;);.; est libre.
—_—
ii) Pourtoutj € I, lafamille (4;4;);.; estlibre.

Preuve : Il suffit de montrei) = ii). Supposons qued;, A;);;, soit libre. Soitj € I. Considérons

une relation linéaire
NN
D NiAjA; =0

i#]
et montrons qu’elle est triviale, ce qui achévera la preuve du lemme. On a

— —_— e —
0= Z )\iAjoAz' + (Z )\i)AjAj0~
i#55J0 i#j
Par hypothése, on en déduit
i#j
d’ot 'on déduit);, = 0, ce qui conclut la preuve.
U

Définition 8 Une famille(A;) est dite affinement libre si elle vérifie 'une des conditions équivalentes
précédentes. C’est une base affine€dg de plusAff(A;) = €.

Remarque 2 SoientA;, ..., A; des points de&€. Alors Aff(A1, ..., A;) est 'ensemble des bary-
centresded;, ..., A;.

En effet, notonsF 'ensemble des barycentres dg, . . ., Ax. D’'une part, tout sous-espace affine conte-
nantAj,..., A, contient . Donc F C Aff(Ai,...,A). Dautre part, 'ensembleér est un sous-
espace affine puisque tout barycentre de pointg @st dansF. Donc Af f(Ay,..., Ax) C F.

On rappelle aussi qua f f(A4;) = £ est équivalent & pour tout £ = Vect#im. Le cardinal
d’'une base affine est difi+1.

Exemple 9 Les bases affines d’'une droite affine sont les paires de points distincts. Les bases affines
d’'un plan affine sont les triplets de points distincts tels qu’aucun n’appartienne a la droite passant par
les deux autres.



Proposition 7 La famille (A4, ..., A,+1) est une base affine desi et seulement si pour todt € &, il
existe un unique + 1 uplet(Aq, ..., A\11) tel qued " \; = 1 et M soit le barycentre dé¢(A;, \;)}.

Preuve :M est le barycentre dg(A;, \;) } avec) | \; = 1 si et seulement si

A M = Z)\iAlAi.
1>1

Si (A4, ..., An,4+1) est une base affine, alofd; A;);~1 est une base d&. On en déduit que le uplet
—_— —_
(A2, ..., Apy1) correspond aux coordonnées digM dans la bas€A;A;);>1 ethy =1 -3, A
Réciproquement, I'hypothése implique que la familig 4;);~1 estune base deA; M, M € £} =
E, ce qui prouveAff(A;) = €.
O

Définition 9 Soit(Ay, ..., A,+1) une base affine d&. On appelle suite de coordonnées barycentriques
d’'un pointM € & lasuite(Ay, ..., \p+1) telle qued " \; = 1 et M est le barycentre d€(A4;, \;)}.

1.4 Reperes affines

Définition 10 Un repere affine d€ est un élémerkR = (O; e, ...,e,) de& x E™, tel que(ey, ..., e,)
soit une base dé&. Le pointO est I'origine du repére.

Pour toutM € &, il existe un uniquer uplet(Aq, ..., A,) tel que
M=0+) \ei.
Les \; sont lescoordonnéesle M dans le reper®.

Exercice 9 SoientR = (O; ey, ...,e,) etR' = (0'; €}, ..., e],) deux repéres d€. Soitz € £ et X, X’

s Cn

les matrices colonne des coordonnéesdansR, R’. Ecrire la relation entreX et X'.

Preuve : SoitP la matrice de passage de la bésg a la basde)). SoitC' la matrice colonne des coor-
données d€&’ dansR. SiY est la matrice colonne des coordonnées dans le reper€0’; ey, ..., e,),
ona

Y = PX'.

. — = .
EcrivantOz = O’z + OO’, on obtient
X=Y+C=PX +C.

Exercice 10 Soit¢ : £ — F une application affine. So® = (O; ey, ..., e,) un repere de&€ et R’ =
(O'; f1, -+, [,) un repere def. Soit X la matrice colonne des coordonnées d'un pairt £ dansR et
Y celle deg(x) dansR’. ExprimerY” en fonction deX.

Preuve : SoitA la matrice de la partie linéairg de ¢ dans les base®;), (f}). Lidentité O'¢(x) =
_—

g(@) + O'¢(0) s'écrit
Y=AX+C

ou C est la matrice colonne des coordonnées(@®) dansR’.
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Représentation paramétrique Une représentation paramétrique affine d’'un sous-espace affase
une application (automatiquement bijective) de la forme

Aly ey A ERP — z + Ai€i
4

ouz € F et(e;) estune base dE, la direction deF.

Représentation cartésienne Soit R = (O;eq, ..., e,) un repere affine d’'un espace affifie Soit F
un sous-espace affine de que I'on écrit comme l'intersection des noyaux @e- p fonctions af-
fines linéairement indépendantes ..., ¢,,—,. On notey; leur partie linéaire eL; le vecteur ligne des
coordonnées de; dans la base duale de;). Soit A la matrice dont lai éme ligne est.;. Enfin,
soit B le vecteur colonne dont laéme ligne est;(0). Alors = € F si et seulement si pour tout
gi(x — O) 4+ ¢;(0)(= ¢;(x)) = 0, si et seulement si

AX +B=0,
ou X est le vecteur colonne des coordonnéeg dlansR. Cette équation correspond a un systéme
affine, qui est laeprésentation cartésienroe 7.
1.5 Exercices supplémentaires
Sous-espaces affines

Exercice 11 Une intersection non vide de sous-espaces affines est un sous-espace affine. Sa direction
est l'intersection des directions des sous-espaces affines.

Une condition suffisante pour que deux espaces affines soient d’intersection non vide est donnée par
Il

Exercice 12 SoientF, G deux sous-espaces affines de directibret G telles queF’ + G = E. Alors
FNng#0o.

Exercice 13 SoientF, G deux sous-espaces affines de directioet G.
i) SIiFNG #0,alors

dmAff(FUG) =dimF +dimG —dmFNG.
i) SiIFNG =10,alors
dmAff(FUG) =dimF +dimG —dimF NG + 1.

iii) A quelle conditionF U G est un sous-espace affine ?

Applications affines

Exercice 14 Si f : R™ — R" est une application linéaire, montrer que tous J&s! (y) poury € R”
sont des sous-espaces affines paralléles.

Exercice 15 Soientypy, ..., ¢ k fonctions affines suf de partie linéairefy, ..., fx. Soit

V={zef:¢i(x)=0,i=1,..,k}.
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1) Montrer que si n’est pas vide, alors c’est un espace affine de dimensiodigirg ( f1, ..., fx)-
(On pourra considérer 'application: € € — (¢1(x), ..., dx(x)) € RF)
2) Montrer que si la famillg f1, ..., fx) est libre alorsy n’est pas vide.

Exercice 16 Quelle est la conjuguéé o h o ¢~ de 'homothétie de centr® et de rapport\ par la
transformation affine ?

Exercice 17 1) SoitABC un triangle,I le milieu de[AB], J le milieu de[BC] et K le milieu de
[AC]. Montrer que I'orthocentre du trianglé.J K est le centre) du cercle circonscrit &4 BC.
2) SoitG le centre de gravité dd BC eth 'homothétie de centré&! et de rapport—1/2. Quelle est
l'image parh de A, B, C'? De la hauteur ded BC' passant patd? De I'orthocentreH du triangle
ABC? En déduire queﬁ —20J.
3) SoitAB la corde d’'un cercleC. Montrer que le lieu de I'orthocentre du triangléB M lorsque
M décritC est le cercleC’ symétrique orthogonal dé par rapport a(AB).

Exercice 18 Soientd, d’, d” 3 droites paralléles distincte®?;, D, 2 droites dont aucune n’est parallele
ad. Soientd; =D;Nd, A, =D;Nd, A7 =D;nd". Alorson a
ALAY Al AY

ALAL T AAL

Réciproquement, si un poift de D; vérifie I'égalité

A B A Al
AL AL AR AL

alors B = Af.
(Remarque : SH, B, C sont3 points alignés, et un vecteur directeur de la droite qu'ils définissent,
—_ RN
on peut écrireAB = \u et c’est ce nombra qu’on noteAB. Cette mesure algébrique dépend du choix
dew. En revanche, le rappotl B/ AC n’en dépend pas.)

Exercice 19 SoientA, B et C trois points d'une droiteD et A’, B’ et C’ trois points d'une droiteD’
distincte deD. Si(AB’) est parallele ¥ BA") et (BC’) est parallele §CB’), alors (AC") est paralléle
a(ca).

Barycentres

Exercice 20 Montrer que les diagonales d’'un parallélogramme se coupent en leur milieu.

Exercice 21 1) Montrer que les médianes d’un triangle sont concourantes.
2) Montrer que le centre de gravité d'un tétraedre est le milieu des segments joignant les milieux
des arétes opposées.

Exercice 22 SoitABC untriangle etw, 3, v trois réels différents dé. SoitL le barycentre déB, 1), (C, —«),
M celuide(C, 1), (A, —p3) etN celuide(A, 1), (B, —v). De méme, soil’ le barycentre d¢C, 1), (B, —«),
M’ celuide(A, 1), (C,—3) et N’ celuide(B, 1), (A, —).
1) Donner une condition nécessaire et suffisantesus, v pour que les pointd., M, N soient
alignés.
2) Montrer que sous cette méme condition, les paintd/’, N’ sont alignés. La droite passant par
les pointsL’, M’ et N’ est appelée l'isotomique de la droite passant paiV/, N, par rapport
au triangle ABC. alignés. La droite passant par ces milieux est la droite de NewA@ (' et la
droite isotomique.
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Exercice 23 1) Dans un plan affine réel, décrire I'intérieur d’'un triangkeBC' en termes de bary-
centres.
2) Soit¢ une bijection affine. Montrer que I'image parde l'intérieur de ABC' est l'intérieur du

triangle ¢p(A)p(B)o(C).

Exercice 24 Dans le plan affine, on considere un trianglé3C' et une droiteD qui coupe(BC') en P,
(CA) enQ et(AB) enR. On définit3 pointsI, J et K par

— — —_— — — —_— — — —
Al = AQ+ AR, BJ=BP+ BR, CK =CP + CQ.
Montrer que les point$, J et K sont alignés.

Exercice 25 Soit ABC un triangle équilatéral ef\/ un point de son plan. On not&', B, C’ les symé-
triques deM par rapport a(BC), (CA), (AB). Montrer que les droite$AA’), (BB') et (CC") sont
concourantes sauf i/ est sur le cercle passant par les points, B; etC; ou A; est le symétrique de
A par rapport &(BC'), By celui deB par rapport a(AC) et C celui deC par rapport a(AB).

Repéres

Exercice 26 R? étant muni d’un repére affin@), i, j, k), décrire par un systéme d’équations paramé-
triques le sous-espace affine engendré par les points;, 5;,7vi), 1 <i < 3.

Exercice 27 Soit€ un plan affine muni d’'un repérR := (O; ey, e2).
1) Montrer que I'équation cartésienne d’une droite est de la foitme- by + ¢ = 0, avec(a, b) #
(0,0). Donner I'équation cartésienne de la droite vectorielle qui dirige cette droite affine.
2) Deux droites d'équationz + by + ¢ = 0 eta’z 4+ b’y + ¢ = 0 sont paralléles si et seulement si

a b
ad v 0-
1 1 1
3) Trois points de coordonnéés, y), (z',y'), (z”,y") sont alignés sietseulementsi 2/ z” |=0.
/ /!
vy vy
4) Trois droites d’équatiom;z + by + ¢; = 0, 1 < ¢ < 3, sont concourantes ou paralléles si et
ayp a2 asg
seulement $iby by b3 |=0.
Cl C2 C3

5) On se donne deux équations cartésiennes de plan dans I'espaceReffinéP;) d'équation
a1 + b1y + c1z + dp = 0, et (Pq) d’équationasx + boy + coz + do = 0. Donne une CNS sur
les coefficients pour que ces deux plans soient paralléles ? s’intersectent selon une droite ? Soit
(P3) d’équationasx + bsy + csz + ds = 0. CNS pour que les trois plans soient paralléles ? qu'ils
s’intersectent selon une droite ? selon un point ?

Exercice 28 A quelles conditions les deux systemes d’équations

a1z +bhy + 1z =d; aix + by + iz =d}
a2z + bay + caz = do ahx + bhy + chz = dj

décrivent-ils des droites affines &&? des droites affines paralléles @&&?

Exercice 29 R3 étant muni d’un repére affine, décrire en coordonnées cartésiennes
1) une translation de vecteuy
2) une homothétie de centreet de rapporth.
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Exercice 30 Déterminer la nature de I'application affine

31 13
¢:(zy) = (Gr—gy+1l—ge+gy—1)

1.5.1 Solutions ou indications des exercices

Solution 2
1) D'une party + y2 = z. D’autre party + (yZ + 2%) = (y + y2) + 24 = 2 + 22 = z. Par
injectivité det — y + ¢, on obtientyz = 3z + zz.
2) Notons d’abord qugz: = —z7 car par la relation de Chaslag: + 7 = 77 = 0 . Ensuite,

T S 7
Yy =yr+rr +rYy = 20.

Solution 3

1) On peut écrire un systéme d’équations linéaires sous la fdtkhe- B ou A est une matrice dont
le nombre de lignes est le nombre d’équations et le nombre de colonnes est le nombre d’inconnues.
Si le vecteur colonné est nul, le systéme est homogéne, et I'ensemble des solutions est le noyau
Ker A de A qui est bien un espace vectoriel. Dans le cas général, s'il existe une saliion
alors I'ensemble des solutions €s§ + Ker A qui est bien un espace affine de directigar A.

2) Considérons I'équatioX’ = AX + B. LorsqueB = 0, I'équation est homogéne et I'ensemble
des solutions esft — exp(tA)Z, Z € M, 1(R)}. LorsqueB # 0, en notantX, une solution
particuliére de I'équation, 'ensemble des solutions s’derit> Xo(t) + exp(tA)Z,Z € M, 1(R)},
gui est bien un espace affine dont la direction est I'espace des solutions de I'équation homogene
associée.

Solution 4 Si T est une application affine, on nofesa partie linéaire. On fixe € £ et on note
y:=T(x).AlorsVz € £, T(z) —T(x) = f(z—x). Réciproquement, s'il existé € L(E, F),z € £ et
y € Ftelsquel’(z) = y+ f(z — ) pour toutz € £, alors pour tout;, zo € £, T(21) = y+ f(z1 — )

etT(z9) =y + f(22 — x),doncT (22) — T(21) = f(22 — 21) en utilisant la formule de Chasles.

Solution 6 Montrons 1). Pour tout, y € &,
¢(x) — d(y) = P(x) — P(y) + Az — P(z) —y + P(y)) = [(1 = AN)p + Mld](z — y).

Donc¢ est une application affine de partie linéaite- \)p + AId = Idy + Al dy . De plus,x = ¢(x)
si et seulement st = P(x) si et seulement st € V.

Montrons 2). Commddy — Idy, est une involution vectorielle, la partie linéaire de> ¢ est
l'identité. Donce o ¢ est une translation. Tout point deest un point fixe de, donc dep o ¢. La seule
translation ayant un point fixe est l'identité. Dopie ¢ est I'identité.

Montrons 3). Soitp une application affine telle qugo ¢ = Id. SoitV; 'ensemble de ses points
fixes. Siz € &, alors(z + ¢(z))/2 € V1. DoncV; est non vide et c’est un sous-espace affine. La
partie linéairef de ¢ est une involution linéaire. Comme le polynéme scindé a racines simﬁlesl
annulef, f est diagonalisable dans une base et a pour valeurs prbptési—1. En notantl” etV les
sous-espaces propres associés (lorsqu’ils sont non triviaux), on a donc

f=1Idy — Idy.

Soitz € V;. Alors
dy)=z+ fly—x), ye&.

On en déduit qu®, = = + V et queg est la symétrie autour dé, parallélement av.
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Montrons 4). Sip est I'affinité de base et de rapporf, alors

d(y) =z + Ay — )

et la partie linéaire de est bien une homothétie vectorielle de rappo#t {0, 1}, ce qui montre que
est une homothétie. Réciproquement, goitne homothétie. Il existe donc¢ {0,1} etx,y € £ tels
que

p(2)=y+ANz—1x), z€&.

On cherche un point fixe dg: 'unique solution des(z) = z estzg = = + (y — z)/(1 — X). Alors
d(2) = 20 + Az — 20)

apparait bien comme une affinité de cenyyet de rappori.

Solution 7 La partie linéaire de la composée est la composée des parties linéaires, a savoir la composée
des homothéties vectorielles de rappbrét 1. Si Ap # 1, il s'agit d'une homothétie différente de
I'identité. Donc la composée des homothéties affines est dans ce cas une homothétie affine. 1Si

la composée des homothéties affines est une translation, de vecteur non nulsaufsi

Solution 11  Soit (F;);c; une famille de sous-espaces affine€delle quen;c;F; # 0. NotonsF; la
direction deF;. Soitz € N;c; F;. Alors pour tout; € I, on af; = =z + F;. D'ou

NierFi = Nier(x + F;) = x4+ Nier F.

Solution 12 Soientr € F ety € G. Alorsx —y € E = F + G. Donc il existef € F, g € G tels que
r—y=f+g Alorsx— f=y+g€FNG.

Solution 13
i) Soitx € FNG. LadirectiondeAff(F + G) est

Vect(y—x:y € FUG) = Vect(F UQG)

car¥ —x = F etG —z = G. Ainsi, la direction deA f f(F + G) estF + G. On peut conclure.
i) Soientx € F,y € Gett = x —y. Alorst ¢ F + G (sinont s'écritt = tp + tg d'ou
x—tp=y—tg € FNG...). LadirectiondeAff(FUG) est

Vect(z—y:2€ FUQG) =Vect(GU (F —y)) = Vect(GU (F —x + t))

=Vect(GU (F+1t)) =Vect(GU (F+Rt)) =G+ F+Rt.

Commet ¢ F' + G,onadim (G + F +Rt) =1+ dim (G + F). D'ou le résultat.

i) On commence par écarter le cas #let G sont disjoints (car le milieu d’'un segment joignant
un point deF et un point d&5 ne peut appartenir alors’”auU G). On se restreint donc au cas su
et G sont sécants, en un point qu’on appéllieLa direction deF UG est{@?\? M e FUG},
c’est-a-direF' U G. On se raméne ainsi au méme exercice en remplacant sous-espaces affines par
sous-espaces vectoriels. On sait bien que la réunion de deux sous-espaces vectoriels est un sous-
espace vectoriel ssi I'un est contenu dans l'autre (si on a oublié, que dffe-desi f € F'\ G
etgec G\ F?)

Solution 14 La direction def ~!(y) estKer f.
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Solution 15 1) On considére I'application
D:x el (o1(),..., on(x)) € R¥
C’est une application affine (idt* est muni de sa structure affine naturelle), de partie linéaire

n:xeEw (fi(x),.. fu(z)) e R~

Alors V = ®~1(0) apparait bien comme un sous-espace affine. La directidhed#)” := Kern. On a
de plus rg) =rg(f1, ..., fr). Donc la dimension d& est donnée par la formule du rang.

2) Sila famille(f1, ..., fx) estlibre, alors le rang deest égal ak, c’est-a-diren est surjectif, donc
® est surjectif, don® € Im ®. Ainsi V # 0.

Solution 16 En regardant les parties linéaires, on voit qu'il s’agit d’'une homothétie de rapfotit

liser le fait que les homothéties vectorielles commutent avec toutes les applications linéaires). Il rest
a déterminer le centre. On remarque @y€) est un point fixe. C’est donc le centre de 'homothétie
cherchée.

Solution 17 1) Notons provisoirement I'orthocentre del J K et montrons qud. = O. Les droites
(IK) et(BC) sont paralleles (par exemple par le théoréme de Thalés) et les didkest (J L) sont
perpendiculaires (par définition d’'une hauteur). Donc les drdifds) et (BC') sont perpendiculaires.
Elles se coupent ed qui est le milieu dg§BC]. Donc la droite(JL) est la médiatrice déBC]. De
méme,(K L) et(IL) sont les médiatrices delC] et[AB] respectivement. Dont = O.

2) On sait que~ est” situé aux deux-tiers” des médianes. Dagd) = J, h(B) = K eth(C) = I.
L'image de la hauteur passant parest une droite, passant pafA) = .J et paralléle & cette hauteur,
et donc perpendiculaire @C'). C’est donc la droitd JO). On en déduitv(H) = O et doncGO =

— — — —_ —
(—1/2)GH.CommeGJ = (—1/2)GA, il vient facilementAH = 20J.

3) NotonsI le milieu de[AB], O le centre du cercle et pour tod € C, H I'orthocentre du
triangle ABM. Alors par la question précédenﬂﬁ —201. Le point H décrit le translaté dé par
la translation de vectel?:O_f, qui est aussi le symétrique orthogonal®par rapport §AB).

Solution 18 Soit 7 la projection affine suD, parallélement & et p la projection linéaire associée.
Alors m(A;) = A, etc... En introduisank tel queA4; A] = AA; A, ona

1 !
p(A1AT) = Ap(A1 A7),

. S _— ) , . L. . -
d'ou A2 A = NAy AL, ce qui permet de montrer le théoréme. Pour la réciproque o= A; A}.
DoncB = Af.

Solution 19 On considére d’abord le cas dJ et D’ ne sont pas paralléles. Sai leur point d'in-
tersection.Soienp ’'homothétie de centré® qui envoieA sur B et celle qui envoieB surC. Alors
¢(B") = A ety(C") = A'. Alors po(C') = A’ ety o p(A) = C. Commeg et ont le méme centre,
elles commutent. De plus, une homothétie envoie une droite sur une droite qui lui est paralléle. Donc
(AC") et(CA’) sont paralléles.

On considére ensuite le cas @ et D’ sont paralleles. On reconnait deux parallélogrammes :

N - ) —_ Py s .
ABA'B' et BCB'C'.D'ou AB = B'A’ et BC = C'B’. On en déduit

— —_— —
C'A'=C'B'+B'A =BC+ AB = AC.
Donc AC A'C" est un parallélogramme. DoiidC") et (A’C') sont paralléles.
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Solution 20 SoitI le milieu de[AB]. Alors TA + IC' = 0. On en déduit
— — — — — — — — —
IB+ID=IA+AB+IC+CD=IA+IC=0.

Donc! est le milieu d§C D].

Solution 21 1) Soit G I'isobarycentre ded, B et C. Par associativité, c’est aussi le barycentre de
{(A,1),(1,2)} ou[ estle milieu d§BC]. DoncG appartient & la droitéAl). De méme( appartient
aux deux autres médianes. Donc les médianes sont concourantes.

2) Le barycentre dé(A4, 1), (B, 1),(C,1), (D, 1)} est par associativité le barycentre{dé, 2), (J, 2)}
ou ] est le milieu d§AB] et J le milieu de[C' D]. On fait de méme avec les autres cotés.

Solution 22 Commencgons par la remarque générale suivante. Sdientl, et Az, 3 points formant
une famille affinement libre. Soient/;, M> et M3 repérés par leurs coordonnées barycentriques dans
le repere{ A, As, As} : (au, Bi,7vi), 1 < i < 3 (en particuliera; + 5; + v; = 1). Alors les pointsi/y,
M, et M5 sont alignés ssh/3 s’écrit comme le barycentre de; et Mo, i.e. s'il existe) € R tel que
. i —_ —_ . , . . P
(pour tout pointD) OM3 = N\OM; + (1 — A\)OMs,, ce qui s’écrit au niveau des coordonnées :

ag = Aag + (1 — Nag,

et de méme pous;, ;. Ainsi, si M;, M, et M3 sont alignés alors la famill§(«a;, 5, v:) }1<i<3 est liée.
Réciproquement, si la famill(«v;, 5;,v:) }1<i<3 est liée, quitte & permuter, il exiske i € R tels que

ag = Aaq + pao,

et de méme pous;, ;. Lorsqu’on somme ce3 égalités et qu'on se souvientde + 3; +v; = 1, on
obtientyy = 1 — A. En conclusion)M;, M, et M3 sont alignés ssi la famillé(a;, 8;, i) F1<i<s est liée
ou de maniere équivalente

a1 G2 a3y

fr B2 B3 | =0.

Y2 73

Lorsqu’on applique notre remarqgue a la situation particuliére de cet exercice, on trouve qu'une CNS
pour queL, M et N soient alignés est3y = 1. C'est aussi la condition pour qué, M’, et N’ soient
alignés (méme justification).

Solution 23 1) Montrons que l'intérieur del BC' est I'ensemble des barycentres{del, o), (B, ),
(C,7v)} lorsquel < «a, 3,~. Soit M dans l'intérieur deABC. Alors la droite(AM ) coupe le[BC| en
un point/ dans l'intérieur relatif d¢ BC]. Donc il existe0 < [, < 1 tel que! soit le barycentre de
{(B, ), (C,1— py)}. De plus,M est dans l'intérieur relatif dpA]. Il existe dond < « < 1 tel que
M soit le barycentre d€(A, o), (I,1 — «)}. FinalementM est le barycentre de

{(4,a), (B, fo(1 — ), (C, (1 = a)(1 = fo))}-

Réciproguement, sl est le barycentre d&(A, «), (B, ), (C,~)} lorsque0 < «, 3,7, notons! le
barycentre dé (B, 3), (C,~)}. Alors I est dans l'intérieur relatif dgBC]. Comme/ est le barycentre
de{(4,«),(I,8+~)}, M estdans l'intérieur deAI]. Donc M est dans l'intérieur del BC.

2) Commeg est affine bijectivep(A), ¢(B) et ¢(C) forment une famille affinement libre et sont
donc les sommets d’'un triangle (non plat). Le résultat est alors conséquence de 1) et du fait que les
applications affines préservent les barycentres.
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Solution 24 On introduit les coordonnées barycentriques des pdintg et R dans le repere donné
par les pointsd, B etC : il existe trois réelsy, (3, -y tels queP est le barycentre d&3, a), (C, 1 — «a),

Q est le barycentre de4, 3), (C, 1 — 3) et R est le barycentre de4, v), (B, 1 — +). Par la solution de
I'exercice 22, on sait que le déterminant suivant est nul :

0 5 v
A= o 0 1—7v
l-a 1-0 0

Un calcul facile donné\ = ay+ 3 — 3y —af. Ensuite,l estle barycentre ded, 5+~v—1), (B,1—7),
(C,1—0), J estle barycentre ded, ), (B,a—7) (C,1 —«) et K estle barycentre de4, ), (B, «),
(C,1—a — ). Il reste a voir que

0 B Y

A= a 0 1—v
l—-a 1-0 0

est nul. On a (en faisats — (L3 + L1 + Lo) puisLy — Lo — aLg etenfinL; — L1 — 3L3)
y=1 =50
AN=|1l-y-—a -y 0|=ay+B-py—aB=0.
1 1 1

Solution 25 Introduisons les coordonnées barycentriques?, ) du point)/ dans le repérel, B, C.
Onadona + G+« = 1 et on notera pour simplifier

M = aA+ BB +~C.

NotonsA; le symétrique ded par rapport ¥ BC). On aA; = B + C — A. Comme les applications
affines préservent les barycentres, il vidht= a A, + 3B + yC. Ainsi

A'=—-aA+B+a)B+(v+a)C=B+7-—1)A+(1—7)B+(1-p3)C.

Un point N = zA + yB + 2C (x + y + 2 = 1) appartient  AA’) ssi il existet € R tel que
N = tA+ (1 — t)A’. En remplagantd’ par son expression comme barycentreAleB, C' et en
identifiant, il vient queV appartient { AA’) ssi il existet € R tel que

{ y=>0-1)(1-7)
z=1-9)(1-7)

(ici, on a aussi utilisé le fait que = 1 — y — z). Ce systeme a une solution esi et seulement si
(I=PBy=(1-7)z

On en déduit que les droitésl A"), (BB’), (C'C’) son concourantes ssi le systeme

{ r+y+z=1

I=-By=>0-7z=01-a)z

a une solutior{z, y, z). Ce systeme est équivalent a
r+y+z=1
(l-az—(1-Py=0
l-—a)r—(1—7v)z=0

C’est un systéme qu’on notef&) a 3 équations et 3 inconnues.
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On exclutles casod’ = Aou B’ = BouC’ = C ce qui correspond a

(o, B,7) € {(—1,1,1),(1,-1,1),(1,1,—1)}.

Alors (S) ne peut pas avoir une infinité de solutions (sinon les trois droites seraient confondues, et donc
A, B et C seraient alignés, ce qui est absurde). Donc les trois droites sont concouraiifgsassne
unigue solution, i.e. ssi son déterminant est non nul

1 1 1
l-a -1 0 # 0.
l-«a 0 v—1

En développant par rapport a une colonne, on tombe sur la condition
I=—a)I=7)+1 =81 -7+ 1 —-a)l—7)#0.

Il reste & voir que I'ensemble des poidtt = aA + BB +vC, (o +  + v = 1) tels que(l — a)(1 —
Y+ (1—=0)(1—v)+(1—a)(1—7) = 0 estprécisément le cercle passantparB; etC;. On observe
d’abord qu'un pointM = zA; +yB; +2C (x+y+ 2z = 1) appartient a ce cercle sy +zz+yz = 0.
Pour le voir, il suffit d’écrire que

|OM]|[? = ||zOA; + yOB; + 20C1||?

(ou O est le centre du cercle), de développer le membre de droite puis d'utiliser le fait:gue +
2)? = 1. Dans 'égalitéM = zA; + yB; + 2Cy, on remplace alorsl;, B; et C; par leur expression
barycentrique en fonction dé, B et C' ce qui permet de déterminery et z en fonction dev, 3 et~.
L'égalitézy+xz+yz = 0 apparait alors équivalentd B« ) (1—v)+(1—8) (1—y)+(1—a)(1—v) = 0.

Solution 26 Le sous-espace engendré phr, A, As est I'ensemble des poinfe de coordonnées
(z,y, ) tels queM s’écrive comme barycentre des points, Az, et A; ce qui s'écrit en coordonnées :

{(Ma1 + Aaag + Azaz, M S + Aafa + X383, Aiy1 + Aay2 + Azy3) t A1+ Ae + A3 =1}
= {(A1a1 + Xeag + (1 — A1 — A2)as, A1 + A2

+(1 = A1 = X2)B3, 71+ Aove + (1= Ap — Xo)ys) = (A1, Ag) € R}

Attention : ceci n'est uneeprésentation paramétriqugue siA;, A, et A3 forment une famille
affinement libre (il y a le mobijection dans la définition de représentation paramétrique! ). Si par
exempleAs; € (A1 Aq), alors la droite( A; A») admet comme représentation paramétrique

{(Ao1 + (1= Nz, ABL+ (1 = N)B2, Ayt + (1 — A)y2) 1 A € R}

Solution 27
1) Soit(D) une droite du plan de direction la droite vectoridlleSoitt # 0 de coordonnéegy, 3)
un vecteur directeur d® et A € D de coordonnéegey, yo). Alors D est I'ensemble des points

M de coordonnéeér, y) tels queOM est colinéaire & Une équation paramétrique @& est
donc

{(zo + A, yo + AB), A € R)}.
On remarque que pour tolt, y), il existe A € R tel que(z,y) = (zo + A, yo + AJ) SSi

r—x0 =N, y—yo= A<= B(xr—w0) =aly —yo)-

On adonc I'équation cartésienfie —ay— Bxo+ayg = 0. L'équation deD est alors3z—ay = 0.
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2) Les droites affines sont paralléles ssi leurs directions sont confondues. Les équations des droites
vectorielles sontx + by = 0 eta’x + b’y = 0. Elles sont confondues ssi leurs vecteurs directeurs
de coordonnées-b, a) et (—V', a’) sont colinéaires, d’ou la condition sur le déterminant.

3) Les trois points (appelons-léd, M’ et M") sont alignés ssi les vecteutg M’ et MM” sont
colinéaires. Ces deux vecteurs ont pour coordoniées =,y — y) et (" — z,y" — y). Le
déterminant indiqué est égal au déterminant ol on a retranché aux deux derniéres colonnes la
premiére, qui vaut (en développant par rapport la premiére ligne)

-z 2" -z

Y-y ¥ -y
4) Les3 droites sont paralléles ssi
ar b
rg as by =1.
as bg
Elles sont concourantes ssi

C1 ap by
(6)) € ImA ou A= as b
c3 az b3

Lorsquerg A = 2, cela est équivalent@y B = 2 ou B est

a1 b1
az by c
az bz c3

Lorsquerg A = 1, cela est équivalent@y B = 1. En résumé, le8 droites sont concourantes ou
paralléles ssig B < 2 ssidet B = 0.
5) P, etP, sont parralléles ssi
al az
rg ¢ by by =1
GING)
et sécants si ce rang vauteEnfin, Py, Ps, et’P5 sont parralléles ssi
ay ag as
rg by by b3 =1.
cl1 C2 C3

Plus généralement, 'ensemble des points de coordorimégs:) qui sont dans l'intersection des
trois plans vérifient

aq bl C1 X _dl
AX = D avecA = as by o , X = Yy et D= —ds
as bg C3 z —d3

S'’il est non vide, I'espace des solutions est ddive Ker A = 3 — rg A. On a déja vu que les
trois plans sont paralleles ssj A = 1. Et les trois plans sont alors confondus BsiE Im A ce
qui s’écrit aussirg B = 1 avec

al bl C1 d1

B = ao bg C2 d2

as b3 C3 d3
Les3 plans s’intersectent selon une droiteisgid = 2 = rg B. lIs s'intersectent selon un point
ssirg A =3=rgB.
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Solution 28 Chacun des systémes décrit une droite affine pourvu que les deux plans définis par cha-
cune des deux équations s’intersectent, i.e.

ar ag
rg b1 by = 2.
C1 C9

et de méme pour le second systéme. Les deux droites obtenues sont alors paralléles (éventuellement
confondues) ssi en mettant légquations ensemble, on obtient un systeme de la fotiXie= D avec
dimKerA=1ie.rgA=2.

Solution 29 Notons(¢;,t,t3) les coordonnées dedans la base associée au repéere donné. lors la
translation de vecteurs’écrit en coordonnées :

(71,22, 23) = (21 + t1, 02 + Lo, 23 + 13).
Notons(aq, as, a3) les coordonnées dé dans le repere. Alors I’'homothétie de centret de rappor
s’écrit :
(x1,22,23) — (a1 + AM(x1 — a1),a2 + AM(x2 — a2), a3 + A(x3 — as)).

Solution 30  On commence par étudier la partie linéaire, qui a pour valeurs progespace propre :
la droitey = x ) et2 (espace propre : la droitg = —z). On détermine I'ensemble des points fixes :
c’est la droiter — y 4+ 2 = 0. Ainsi, il s’agit d’une affinité de base la droite— y + 2 = 0, parallélement

a la droitey = —z, et de rappor®.
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Chapitre 2

Notions de geometrie euclidienne

2.1 Premiéres définitions

Définition 11 Un espace affine euclidien est un espace affine dont I'espace vectoriel associé est muni
d’un produit scalaire (forme bilinéaire symétrique définie positive).

Dans toute la suite, on noteun espace affine euclidien de dimensior> 1 et E I'espace vectoriel
associé, muni d’un produit scalaire ndté ). Ce produit scalaire induit la norme euclidienne ndteg,
qui permet de définir une distance gupar

d(A,B) = ||AB|| A,B€€.

Exercice 31 Veérifier qu'il s’agit bien d’'une distance, et étudier le cas d’égalité dans I'inégalité trian-
gulaire.

Définition 12 Une application affine : £ — £ est une isométrie affine gipréserve les distances, i.e.
d(¢(A),$(B)) = d(A,B) A, B€E.

Remarque 3 En fait, on peut montrer (Exercice 43) quegsi £ — £ est une application qui préserve
les distances, alors elle est affine.

Groupe orthogonal On rappelle qu’une isométrie vectorielle est une application linéaire qui préserve
la norme (ou de maniere équivalente) le produit scalaire. OnMok® I'ensemble des isométries vec-
torielles, et/som (&) 'ensemble des isométries affines. L'inversefde O(E) est son adjoinf*.

Exercice 32 Montrer qu’une application affine est une isométrie affine si et seulement si sa partie li-
néaire est une isométrie vectorielle.

Les isométries vectorielles étant bijectives, il en est de méme des isométries affines. Odfime
est un groupelsom /(&) est un groupe.

On noteSO(FE) I'ensemble des éléments d& E) dont le déterminant vaut

Pourn > 1, on noteO(n) I'ensemble des matricesd’ordren telles queA” A = Id (ou de maniére
équivalented AT = Id). Cette condition dit exactement que les vecteurs colonnes(@e de maniére
équivalente ses vecteurs lignes) forment une base orthonorni&e de déterminant del € O(n) est
égal at1. On vérifie queD(n) est un groupe.

On rappelle qued(n) co&quot;incide avec I'ensemble des matrices représentant un élément de
O(F) dans une base orthonorméelleSe donner une base orthonorneée (ey, ..., e,) de E revient
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a se donner un isomorphisme @én) sur O(E) (qui & une matriced € O(n) associe I'application
linéaire dont la matrice dans la basestA ).
On noteSO(n) 'ensemble des éléments dkn) dont le déterminant est positif, c’est-a-dire vaut 1.

Orientation d'un espace vectoriel On rappelle la définition de I'orientation d€ : on définit une
relation d’équivalence sur I'ensemble des base& dm disant que deux base®t f sont équivalentes
si la matrice de passage de I'une a l'autre est de déterminant strictement positif.

Exercice 33 1) Reformuler cette relation d’équivalence en termes d’action de groupe.
2) Montrer gu'il existe exactement deux classes d’équivalence.

Preuve : 1) On fait agir 'ensemble des matrices de détermind@ngur I'ensemble des bases HeDeux
matrices sont équivalentes au sens précédent si et seulement si elles appartiennent a la méme orbite.

2) Soite = (ey,...,e,) Une base d& et f := (—ey,...,e,). Alors f est une base d& qui n’est
pas équivalente @ Sib est une base qui n'est pas équivalentealors on vérifie gu’elle est équivalente
a f (par composition des matrices de passage). Autrement dit, il y a deux orbites pour I'action de groupe
précédente.

O

Par définition,orienter E, c’est faire le choix d'une de ces deux classes d'équivalence. Alors une

base sera ditdirecteouindirecteselon gu’elle appartient a cette classe ou non.

Exercice 34 1) Montrer queSO(FE) un sous-groupe distingué d& E£).
2) SiFE est orienté, montrer qu8O(FE) est I'ensemble des isométries qui envoie une base ortho-
normée directe sur une base orthonormée directe.

Preuve : 1) Le déterminant est un morphisme de group@(de) vers{+1} de noyauSO(E). Donc
SO(E) est un sous-groupe distingué QéE).

2) Soiente une base orthonormée directeuet SO(E). Alors I'image paru dee est une base (car
u € GL(E)), orthonormée (car € O(FE)) directe (caxlet(u) > 0).

Soiente, f deux bases orthonormées directes. La matrice de pagsdge a f est donc de déter-
minant> 0. De plus, ses vecteurs colonnes sont les coordonnégsddas la base. Ils constituent
une base orthonormée, doRce SO(n). Alors I'application qui a pour matric® dans la base est un
élément de&SO(E) qui envoiee sur f.

O

Définition 13 On appelle déplacement une isométrie affine dont la partie linéaire apparti€o(&).
Une isométrie affine qui n’est pas un déplacement est un antidéplacement.

Forme réduite des isométries

Théoréme 1 Soit¢ : £ — £ une isométrie affine. Alors il existe un unique couple)) € E x I[som(E)
tel quey possede un point fixe et

(M) = (M) +t = (M +1).

Preuve : Procédons par analyse et synthese. Si un tel couplg existe, alors la partie linéaire
de est égale a la partie linéairede ¢ (car la partie linéaire d’'une composée est la composée des
parties linéaires, et que la partie linéaire d’'une translation est I'identité).esit un point fixe de>, on

_—

at = 0¢(0). De plus, la commutativité implique
O+ft)=vO+t)=9v(O)+t=0+t
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donc f(t) = t. Soit F := Ker(f — Id). Alors t € F. Soitn(M) := M¢o(M). Alors t € n(E).
L'ensemblen (&) est un sous-espace affine Bele direction := Im (f — Id) carn est une application
affine de partie linéair¢ — Id. Or G et F' sont supplémentaires orthogonaux dahd’apres le lemme
suivant.

Lemme 2 Sif € O(FE), alors Ker(f — Id) et Im(f — Id) sont supplémentaires orthogonaux.

Preuve : Pour tout endomorphismgon a Imu = (Keru*)*. Appliqué ici au = f — Id, on obtient
Im (f — Id) = (Ker (f* — Id))* = (Ker(f~! — Id))* = (Ker(f — Id))*

(on a utilisé successivement qié = f~! carf € O(E) puis quef~—!(z) = z si et seulement si
f(z) =2).
O

On poursuit la preuve du théoréme. Par I'exercice2l2aus-espaces affines dont les directions en-
gendrentE s'intersectent)y(£) N EF est non vide. De plus, la direction de 'intersection est I'intersection
des directions, c’est-a-dif@}. Ainsi, n(€) N F est un singleton, qui est nécessairenmebtou I'unicité
det puisdey = ¢ — ¢

Réciproquement, soltle point d’intersection dé” etn (&) ety := ¢ —t. On a

P(M +1) = (M) + f(t) = ¢(M) + 1

(cart € F) donc
WM +t) =(M) +t.

—_—

Montrons quep a un point fixe. Il existe) € £ tel quet = O¢p(0O). Alors

$(0) = $(0) ~t = 0.

D’ou 'existence du couplét, ).
(]

Remarque 4 F est la direction du sous-espace affine des points fixes. & F' = 0, alorst = 0 et
1 = ¢ ont un unique point fixe.

Générateurs deO(FE) et Isom(€)

Définition 14 1) Une symétrie orthogonale est une isométrie euclidienne involutive qui n’est pas
l'identité.
2) Une symétrie affine orthogonale est une isométrie affine qui a (au moins) un point fixe et dont la
partie linéaire est une symétrie orthogonale.

Soit f une symétrie orthogonale. |l existe un sous-espace vecforigli est le sous-espace propre
associé a la valeur proptesi 1 est valeur propre d¢ et {0} sinon) tel quef s’écrive

Idp — Idp. .

LorsqueF est un hyperplan, on parle de réflexion (euclidienne).

Soit¢ une symétrie affine orthogonaleEte sous-espace affine de ses points fixes. La partie linéaire
fde¢ sécritldp — Idp.,0u F := Ker(f — Id) est la direction de. On dit que¢ est la symétrie
orthogonale par rapport&. LorsqueF’ est de dimension — 1, on parle de réflexion (affine).

Théoreme 2 Toute isométrie euclidienne est le produit d'au plugeflexions (linéaires).
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Preuve : On procéde par récurrencesuin = 1, O(E) = {£Id} et le résultat est vrai (par conven-
tion, le produit de0 réflexion est 'identité). Supposons le résultat vrai jusqu'a 1 et montrons-le
pour un espace de dimensienSoit u une isométrie euclidienne. Saiy € E \ {0} et supposons que
u(xg) = xo. En particulieru stabilise la droitéRz( et donc aussi son orthogonal, qu’on néte

On applique I'hypothese de récurrence a= up : il existe des réflexions dé’ sy, ..., 5 avec
[<n-—1, et

U:§10...O§l.

On prolonges; en une réflexion dé’ de la maniére suivante. Considérons par exerapl®n as; =
Idp, — Idg, ou Fy est un hyperplan d€' et G'; son supplémentaire orthogonal ddn€On pose alors

81 = Idpl +IdRzo — IdGl-

Alors s1 est une réflexion autour d§ @ Rxg, co&quot ;incide aveé; sur F’ et vaut l'identité suiRz.
On procede ainsi pour tous I18s L'applications; o. . .os; co&quot ;incide avee surF' et vaut l'identité
surRxq. Ainsi sur F' et surRxy donc surE on a l'identité

U =810---05],

ce gu'il fallait démontrer.

Supposons maintenant quéry) # zo. Soit s la réflexion qui envoie:(xg) surx (i.e. la réflexion
par rapport a I'hyperplafiR (u(zo) — 20))*). Alors s o u(zg) = x( et on est ramené au cas précédent :
souS'écrits;o---5,1<n—1,dol

U=80810---08].

Théoreme 3 Toute isométrie affine est le produit d’au plus- 1 réflexions (affines).

Preuve : Soitp une isométrie affine. Supposons d’abord gua un point fixeO. Par le Théoréeme 2,

la partie linéairef de ¢ est un produit de réflexions linéaireg := s; o ... o s, aveck < n. Notons
—_—

0i(M) =0+ s;(OM). Alors o; est une réflexion affine et

p=010 00

(car I'égalité est vraie e® et les parties linéaires sont égales).

Supposons maintenant ggen’a pas de point fixe. Soil € £ eto une (en fait 1a) réflexion qui
envoiegp(A) sur A (pour construirer, soit F' 'orthogonal deR A¢(A) dansE et le milieu du segment
[Ap(A)]. Soit s la réflexion autour d&. Alors o(M) = I + s(m) convient). AinsiA est un point

fixe deo o ¢ et on est ramené au cas précédent.
O

2.2 Angle

Au sujet de la lecorpplications des nombres complexes a la géomdwieapport du jury 2008
s’exclame : “C’est le moment de mettre a plat la notion d’angle.” En 2007, pour la [Bgaupe des
nombres complexes de modujdl avait déja précisé :“Il ya trois réalisations de ce group@(2), U (1)
etR/Z. Chacune est reliée a un aspect géométrique, algébrique, arithmétique. C’est I'occasion de s'in-
terroger sur I'exponentielle complexe, ce qu’est le nomiia mesure des angles. Quelle place trouve
la suite exacte

2nZ —-R—-UQ1) ?
————

t—ett
Y-a-t'il une section continue ?” Et en 2005, “Il semble opportun de soigner la logique de présentation
(par exemple on peut définir 'exponentielle complexe puis les fonctions cosinus et sinus).”
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2.2.1 Un détour par les nombres complexes
On définit I'exponentielle complexe par la série entiére

“+o00
P

exp(z) = e* = o
n=0
dont le rayon de convergence est infini. La fonctidrest donc holomorphe si@ (et de dérivée elle-
méme). Par le théoreme de Fubini (avec la mesure de dénombrement), on vérifie que

(et donc I'exponentielle ne s’annule pas §)r Comme la conjugaison complexe est continue (pour la
topologie naturelle d€), on a

On en déduit pour tout réél

6| = il gt — i p—i0 _ =i _ 0 _
De plus, en notari/ (1) 'ensemble des nombres complexes de modukg e* € U(1), alors montrons
guez est un imaginaire pur : on a facilement

1= ’62‘ — %% = 62Re(z) _ (eReZ)Q.
On est alors ramené a I'étude de I'exponentielle réetfé = 1 ete® # 0 donc par le théoréme des
valeurs intermédiaires” > 0, doncz — ¢® est strictement croissante. Donc la seule vatetalle que

e® =1 estx = 0, ce qui permet de conclure.

Proposition 8 L'application f : § € R — ¢ € U(1) est un morphisme surjectif, non injectif, de noyau
277, oU 27 est le plus petit réel strictement posiiitel quee’® = 1.

Preuve : Par restriction, on sait gyfeest un morphism&™ et en particulier continu. Soient <

U1)\ {1} et

t 7
g'(u)
ot) = 1= t+ 12 h(t) = g(O)exp(— [ £ ).
0 9(u)
On vérifie quel —t +tz # 0sit € [0,1], z € U(1) \ {—1}. Alors h(0) = 1, h/(t) = 0. Donch(t) = 1
et en particulier
/
g () du.
g(u)
Comme|z| = 1, w estun imaginaire pur. Ainsf/ (1) \ {—1} est dans I'image dé. Il existe don®@ € R
tel quee’ = i. Alors e*? = i* = 1 = ¢0. Donc f n’est pas injective.

Le noyau def est un sous-groupe de (car f est un morphisme), fermé (cdrest continu), non
réduit a0 car f n'est pas injective, et distinct dR (car f n’est pas constante). Donc (structure des
sous-groupes deR, +)) il est de la forme=Z pour un certainr > 0.

On ae?™ = 1, donc(e'™)? = 1, donc (par définition de, '™ # 1) ¢'™ = —1. Donc f est surjective.

O

L’applicationf passe donc au quotient en un isomorphisfrae R/27Z surU. Pourz € C*, on
appellef~1(z/|z|) largument dez, et on le notedrg(z).

On posecos : 6 € R +— Re(e) etsin : § € R — Im(e?), qui sont des fonction§'> et 2r
périodigues. On a le fait suivant

1
z=g(1) = exp(w) avecw = /0
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Proposition 9 Soit(z,y) € U C R2. Alors il existe un uniqué € [0, 2| tel quecos § = z etsinf = y.

Preuve : Il existe un uniqué c [0, 27| tel quee” = x + iy.
O
A partir de ces définitions et premiéres propriétés, on peut établir le tableau de variations des fonc-
tionscos, sin sans difficulté.

2.2.2 Angle d’'une rotation euclidienne

Dans ce paragraphe, on donne la définitiomdrice de rotation d’anglé ou # € R et demesure
de I'angle de la rotation:, olu € SO(E).

Etude de SO(2) SoitA = (a;;) € O(2). Alors les vecteurs colonnes deforment une base ortho-
normée deR? :
ai1 + a3 =1, ajy+ a3 =1, anaa + agag = 0.

L'orthogonal dansk? de la droite vectorielle de directidia,1, as1) est de dimension. Donc il existe
exactement deux vecteurs unitaires orthogonalx g as; ), & savoir(as;, —a11) €t Son oppose.
Par ailleurs, il existd € [0, 27| tels que

a11 = cosf, ag; = sinf.

Donc A est de la forme

S(0) = < cosf sind ) ou R(0) = < cosf) —sind >

sinff —cos6 sinf cosf

Définition 15 On appelleR(0) la matrice de rotation d'anglé.

OnadetS(0) = —1 etdetR(6) = 1.

CommeS(0)? = Id, S(0) est une réflexion, dont on peut déterminer I'axe en calculant le sous-
espace propre associé a la valeur prdpre

La matriceR(#) appartient 80(2) et toutes les matrices d&0(2) sont de cette forme. De plus,
le nombrecos # est invariant par conjugaison par des élément9 @ (il suffit de calculer la trace, qui
est un invariant) tandis que la classefdeansR /27Z est invariante par conjugaison par des éléments
de SO(2). On peut le voir par exemple en notant que

RORO) =R(O+0), (2.1)

R(6)™! = R(—0) etdonc R(O)R(Hy)R(6)™" = R(6y).

En revanche, la classe dedansR/277Z N’ est PAS invariante par conjugaison par des éléments de
O(2). En effet,
S(¢)R(0)S(¢) = R(—0). (2.2)

La relation (2.1) montre qu€O(2) est commutatif.
Exercice 35 Expliciter un isomorphisme entt¢O(2) etU(1).

Preuve : L'applicatiod € R — R(#) € SO(2) estun morphisme (par (2.1)), surjectif et de nogaf,
d’ou un isomorphisme entiR/277Z et SO(2). Par ailleurs, la proposition 8 donne un isomorphisme de
R/27Z surU(1), ce qui permet de conclure.

U
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Etude de SO(E) On suppose que I'espace euclidierest de dimensiof.

Une rotation de& est par définition un élément d&)(E).

On fixe une base orthonormée d@e On obtient ainsi un isomorphisme de groupe eld(&) et
0O(2). La matrice deu € SO(FE) est de la formeR(#) pour un certaird € R. Le nombrecos§ ne
dépend pas de la base orthonormée choisie. En effet, la trace de la matrioe dépend pas du choix
de la base ou on écrit cette matrice.d0s 6 est la moitié de la trace et ne dépend donc pas non plus du
choix de la base. Ce n’est pas le casie a cause de (2.2).

Mais, si I'espace euclidier est orienté, la matrice de dans n'importe quelle base orthonormée
directeest la méme et égale a un cert@(¥) (comme on se restreint a des bases directes, les matrices
de passage sont seulement les élémentag)).

Définition 16 Dans un espace euclidien orienté, la mesure de I'angle de la rotatiest I'élément de
R/27Z dont tout représentart € R est tel queR(f) est la matrice représentant dans n'importe
guelle base orthonormée directe fie

2.2.3 Angles dans un plan euclidien

Dans ce paragraphe, on défifgtngle orienté de deux vecteurs non neld’angle orienté de deux
droites vectorielles

Lemme 3 Soientz, y deux vecteurs unitaires dgé. Il existe une unique rotation qui envaiesury.

Preuve : On compléteen une base orthonormée =) et on décomposegsur cette basey = ax+ba’.
On aa? +b% = 1. Alors I'unique rotation qui envoie sury est celle dont la matrice dans la badsexz’)

est( a b >
b a
O
On définit une relation d’équivalence sur les couples de vecteurs unitairés,paR (z’, ') si et
seulement s'il existe une rotatightelle quef(z) = 2/ et f(y) = v/'.

Définition 17 La classe d’équivalence de,y) est appelée I'angle orienté de, y). Plus générale-
ment, I'angle orienté de deux vecteurs non nuls est I'angle orienté des deux vecteurs unitaires associés.

De maniére équivalente, on peut définir 'angle orientéze) comme l'orbite du couple de vec-
teurs(z, y) sous I'action naturelle d8O(E). On définitl'angle platcomme la classe d'équivalence du
couple(—zx, x) pour toutz € E \ {0}.

Proposition 10 Soit.A I'ensemble des couples de vecteurs unitaire4 Bénsemble des angles orientés.
Soitd : A — SO(E) I'application qui & un couple de vecteurs unitaires associe la rotation envoyant
le premier sur le second vecteur.
1) L'application® passe au quotient en une bijectidn: A — SO(E). Cette bijection induit une
structure de groupe suA de sorte queb est un isomorphisme. L'image de I'angle plat gaest
—Id.
2) On alarelation de Chasleg, y) + (y,2) = (x, 2).
3) Sis estune réflexion, 'anglés(z), s(y)) est égal a 'angl€y, ).

Preuve : 1) est surjective. Donc il suffit de montrer que deux angles oriefites) et (2, y’) sont

égaux si et seulement si la rotatigryui envoiex sury est égale a la rotatiopqui envoiex’ sury’. Soit

r la rotation qui envoier surz’ etr’ celle qui envoiey sury’. Les anglegz, y) et (z/,y') sont égaux si
et seulement si = r'. On a

o f(z) =y =gor(x)
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doncr’ o f = gor = rog. Doncr = 7' si et seulement sf = g. Donc ® passe au quotient en une
bijection® qui permet de transporter la structure de group®@éE) vers.A. On pose ainsi

(z,y) + (2,y) == @1 (®(z,y) 0 ®(2',1/)).

On en déduit
—(z,y) = (y,2) = &1 (®(z,y) 7).

L'image par® de I'angle plat est-1d.

2) (,y) + (y,2) = 27 H(®(z,y) 0 B(y, 2)) = 7 H(®(, 2)) = (x, 2).

3) Soito la réflexion qui envoie: sury. Alors la rotationr := o o s envoies(x) sury ets(y) surx
donc(s(z), s(y)) = (v, 2).

U

Une demi-droite est un ensemble de vecteurs de la fitmeout € £\ {0}. SiR*t; etR"¢, sont
deux demi-droites, leur angle est par définition I'an@le t2). On vérifie que st} = Aity, t), = Aato
avec\i, s > 0, alors on a I'égalité des angles

th b
15117 1251

ce gqui montre que la définition est consistante.

t to
([l [t

(t1,t2) = ( )= ( ) = (t1,12)

Définition 18 Soit D la droite dirigée par le vecteur et D’ la droite dirigée par le vecteur/. On
définit I'angle orienté(D, D') de D et D’ comme la classe d'équivalence du coupleu’) sous la
relation d’équivalencéu,v’) ~ (v,v’) si et seulement si les anglés, v') et (v, v’) sont égaux ou les
angles(u, u’) et (—v,v") sont égaux.

Alternativement, on peut définir I'angle orienté de deux droifest D’ comme I'orbite du couple
(D, D’) sous l'action (naturelle) du groupgO(E)/{+1d}. Comme pour les angles orientés de vec-
teurs, on peut définir la somme de deux angles orientés de droites en montrant que I'ensemble des
angles orientés de droites est en bijection avec le groupe commatit') /{+Id} : si D, D’ sont
deux droites vectorielles, il existe exactement deux rotations qui envoieD sur D’.

Exercice 36 1) Soientu,u’, v, v’ quatre vecteurs unitaires. Alors I'égalité d’angles orientés de vec-
teurs2(u, u’) = 2(v,v’) est équivalente a

(u,u') = (v,v") ou (u,u’) = (—v,v").

2) En déduire que sb, D', A, A’ ont pour vecteur directeut, v, v, v, alors 2(u, u') = 2(v,v') si
et seulement si les angles orientés de drolde D) et (A, A’) sont égaux.

Preuve : 1) Soit la rotation telle que'(u) = u’ ets celle telle ques(v) = v'. Alors

2

2u,u') =2(v,0) = 1r* =5 < r=+s

— (u,u') = (v,0") ou (u,u') = (—v,v").

2) Il suffit de revenir & la définition de I'angle orienté de deux droites.
O
Dans la suite, étant données deux droifed)’, on identifiera I'angle2(D, D’) a un angle orienté
de vecteurs unitaires.
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2.2.4 Mesures d’angles

Si on suppose de pluE orienté, la mesure de I'angle d'une rotation est bien définie comme un
élément d&R /27Z.

Définition 19 Etant donnés deux vecteurs non nujg € E, la mesure de I'angle orientér, y) est la
mesure de I'angle de la rotation qui envaig||x|| sury/||y||.

Remarque 5 L'application qui a un angle orienté de vecteurs associe sa mesure est un isomorphisme
(qui dépend de I'orientation choisie).

Preuve : D’'une part§O(E) estisomorphe a I'ensemble des angles orientés de vecteurs (voir Proposition
10). D'autre part, apres choix d’'une base orthonormée dir§€2¢E) estisomorphe 0(2), lui-méme
isomorphe & /277 (voir I'exercice 35). Ainsi, 'ensemble des angles orientés est isomorfhy@aZ.
Ce isomorphisme donne la mesure le I'angle de la rotatienSO(E).
O

Retenir que pour définir la notion d’angle orienté, on n’a pas besoin d’oriéhtators que pour
définir lamesured’'un angle orienté, on a besoin d’orienfér

Pour mesurer I'angle orienté de deux droites, on prend la mesure de I'angle orienté de deux vecteurs
directeurs dan® /7 Z.

2.2.5 Angles non orientés ou géomeétriques
Ici, E est un espace euclidien qui n’est plus nécessairement orienté.
Définition 20 L'angle non orienté d’'un couple de deux vecteurs unitaires, de deux droites ou de deux

demi-droites est défini comme ['orbite du couple sous I'action naturell©de€). L’angle non orienté
de deux vecteurs non nuls est I'angle non orienté des vecteurs unitaires correspondants.

Heuristiquement, cela revient a confondre les angles origntég et (y,z). Par définition, les
isométries conservent les angles non orientés (comme les rotations préservaient les angles orientés).

Définition 21 La mesure de I'angle non orienté entre deux vecteurs nonanetg est

(z,y)

Tl < 7

arccos(

La mesure de I'angle non orienté entre deux droites dirigées par les veateyest

arCCOS(M) € [0,7/2].

|1yl

2.2.6 Angles dans le plan affine euclidien

Dans le cadre d'un espace affine euclidien de dimer&iam définit les notions d’angles de deux
demi-droites de méme sommet, d'angles de deux droites sécantes comme 'angle des demi-droites ou
droites vectorielles qui les dirigent.
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2.3 Isométries en dimensior2
Soit€ un espace affine euclidien de dimensiul’espace directeuk .

Définition 22 1 Une rotation affing de centreD est une isométrie affine qui fikeet dont la partie
linéaire r est une rotation vectorielle. Lorsque est orienté, on définit I'angle decomme étant
'angle der-.

2) Une symétrie glissée est le produit commutatif d’'une symétrie affine orthogeretlel’'une
translation parallele a I'axe de.

Proposition 11 L'ensemble des déplacements est constitué des rotations et des translations. L'ensemble
des antidéplacements est constitué des symétries glissées.

Preuve : On applique le théoréme & ail existe une unique isométri¢ ayant un point fixe et un unique
vecteurt tels que
o) =v()+t=9(-+1)
De plus,t € F := Ker(f — Id) ou f est la partie linéaire de et ).
Si ¢ est un déplacement, alofsest une rotation vectorielle. $i= Id, alors¢ est la translation de

vecteurt. Sinon,F' = 0 et¢ = v est une rotation.
Si ¢ est un antidéplacement,est une réflexion et

B() = s() +t =5 +1).

Quelques groupes d'isométrie Le probléme général est le suivant : étant donnée une péniein
espace affine euclidiefy, quelles sont les isométries qui préservdntp(A) = A?

Lemme 4 1) L'ensemble des isométriésqui préservent4d est un sous-groupe des isométries de
E.
2) SiAestbornée (i.esup{||MN||,M,N € A} < c0), alorsG ne contient pas de translation.
3) SiB C A est un sous-ensemble fini stable garalors l'isobarycentre des points d& est fixé
par tous les éléments de.
4) L'ensemble des points extrémaux est stable par tous les élémerts de

Preuve : On montre seulement le point 4. On rappelle4jge.A est un point extrémal dd si pour tout
B,C € A, pour toutd €]0, 1],

— — —
0 =0AB + (1 - 0)AC = A= B =C.

Autrement dit,A n'appartient pas a I'intérieur d’'un segment joighant deux pointgd de
Soit doncA un point extrémal ded et ¢ une isométrie qui préservé. On notef la partie linéaire

de ¢. Montrons quep(A) est extrémal : soienB,C € A etf €]0,1] tels queﬁ) = 0¢(A)B + (1 —
_
0)p(A)C. ll existe B',C" € Atels quep(B’) = B etp(C’) = C. Alors

0 = 06(A)6(B') + (1 - 0)6(A)o(C") = F(OAB + (1 - 0)AC))

J

—
doncdAB' + (1 —H)AC" = 0 (car f est une isométrie) ce qui impliqué = B’ = C’ puisqueA est
extrémal. Done)(A) = B = C, ce qui montre que(A) est extrémal.
O
Le lemme précédent est valable en toute dimension. On se restreint désormais a la dithéfrsion
identifiant le plan affine euclidien @, on considére I'enveloppe convey des points2 /N pour
N >2a=0,...,N —1.0n cherche le groupe des isométries préserant
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Exercice 37 Montrer que c’est aussi le groupe préservagnt™/N ¢ =0,.., N — 1}.

Preuve : Leg*™/N sont extrémaux donc une isométrie qui préséPwepréserve ausgie? /N o =
0,.., N —1}. Réciproquement, si une isométrie préserve une parie dibe préserve aussi I'enveloppe
convexe de cette partie de
O
NotonsG le groupe des isométries @y et D le sous-groupe des déplacemeridsgst donc consti-
tué de rotations affines). Alois et D préservent l'isobarycentre de* /N : ¢ = 0,...,N — 1} : O.
Pour toutp € D, p(1) est un point extrémal. On peut donc définir I'application

b:peD—acZ/NZ

définie parp(1) = e*7%/N. La seule rotation affine de centfe qui envoie le point d’affixel sur
le point d'affixe e27%/N est la rotation d’angl@ira/N (pour l'orientation habituelle d&?). Alors
p admet comme écriture complexe— ¢27™/N > d'ot I'on déduit que® est un morphisme, eb
est bijectif. DoncD est isomorphe &/NZ. En particulier,D est cyclique, engendré par la rotation
po: 2 eXm/N 5

Pour détermine€, on introduit la réflexions par rapport a I'axe des abscisses. En écriture com-
plexe, on aosg : z — Z. Alors og préservePy, i.e. oy € G. Donc Doy C G. De plus,Doj est en
bijection avecD donc de cardinaN.

Le déterminant définit un morphisme surjectif@esur{+1} (cardet op = —1) de noyauD. Donc
D est d'indice2 dansG et en particulier le cardinal d&@ est2N. Mais on a déja énumédV éléments
dansG. Ainsi, G = DU Doy, etG est le groupe engendré par la rotatigret la réflexionsg. Bien sQr,
D N Doy = {Id}. Donc tout élément dé& s'écrit de maniére uniqueir aveck € {0,...,N — 1},
T E {Id, 0'0}.

Ceci nous permet d’'affirmer que la fonction suivatte G — Z/NZ x Z/2Z est bien définie et
bijective :

ok (k‘,O)SiT:Id,
‘I"”OTGGH{ (k1) siT = oo,
On a aussi la relation
o0pso = py (2.3)

Ceci va nous permettre de montrer qtieest isomorphe au groupe diédral dont on commence par
rappeler la définition :

Définition 23 Pourn > 2, le groupe diédralDs,, est le produitZ/nZ x 7 /27 muni de la loi de groupe
(r,0).(2',d) = (x + ex2, a + )
avec
_J 1sia=0
€= —1sia=1.
Exercice 38 Vérifier qu'il s'agit bien d’'une loi de groupe.

Preuve :
— En utilisant que e, = €414/, ON Obtient que la loi est associative,
— le neutre est0, 0),
— linverse de(z, o) est(—z,a) sia =0 et(x, o) sia = 1.
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(]
On remarque qués,, est engendré par deux élémefits0) et (0, 1). De plus,(0, 1) est d’ordre 2.
Enfin, on a la relation

(0,1).(1,0).(0,1) = (~1,0). (2.4)
Etablissons a présent qagest isomorphe au groupe diédral d’or@®, en montrant qu& est un
morphisme. Pour cela, observons que pour kit € {0,..., N — 1}, 7,7 € {Id, o},

/ .
kK petkr sir = Id
PoTP T = k=K' _1 i
po T siT =0

La deuxiéme ligne résulte de (2.3). En utilisant (2.4), on a les formules correspondantds,gaes
remplaganp, par(1,0) etog par(0, 1). Ceci permet de conclure queest un morphisme.

Dans son rapport de 2005, le jury signale : “Un minimum est exigible sur les groupes diédraux
(description, présentation en terme de générateurs et relations).”

Exercice 39 Déterminer 'ensemble des sous-groupes finis de I'ensemble des isométries du plan affine
euclidien.

Remarque 6 Je n’ai pas écrit les mots “polygone régulier” parce que je n'avais pas envie de les définir.
Une définition un peu facile (et néanmoins recommandable a I'oral) consisterait a dire qu’un polygone
régulier est une partie du plan semblableRa; (c’est-a-dire qu’il existe une similitude entf@y et

cette partie). Une définition plus ambitieuse consisterait a dire que c'est un polygone (mais qu’est-ce
gu’un polygone ?) convexe dont les cotés (mais qu’est-ce qu’'un cbté ?) sont isométriques et les angles
au sommet (mais qu’est-ce qu’un angle au sommet ?) sont égaux...

Similitudes

Définition 24 Une applicationf d’'un espace vectoriel euclidien dans lui-méme est une similitude vec-
torielle s'il existek > 0, appelé rapport de la similitude, tel que

[|f @)[| = Kl]]].

Proposition 12 Soit f une similitude vectorielle de rappokt Alors il existe une unique isométrie vec-
torielle u telle quef = hy, o u, ou hy, est ’homothétie vectorielle de rappokrt

Preuve w := hy ;o f.
O
On parle de similitude directe ou indirecte selon que son déterminant est positif ou négatif.

Définition 25 Une similitude affine est une application affine dont la partie linéaire est une similitude
vectorielle.

Si ¢ est une similitude affine de rappatt alors pour tous pointd/, N d’'image M’, N’ on a
d(M',N") = kd(M, N). La réciproque est vraie (voir exercice 53).

Proposition 13 Une similitude affine qui n’est pas une isométrie a un unique point invariant, appelé
centre de la similitude.

Preuve : Comme la partie linéaire est une similitude vectorielle qui n’est pas une isométrie, elle n’a pas
1 comme valeur propre, donc la similitude affine a un unique point fixe.
]
Tout ce qui précéde est valable en toute dimension. Pour la suite de ce paragraphe, on se restreint a
la dimensiorR.
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Proposition 14 1) Toute similitude vectorielle directe est composée d’'une homothétie de rapport
positif et d’'une rotation vectorielle. Toute similitude vectorielle indirecte est composée d’'une ho-
mothétie de rapport positif et d'une réflexion.

2) Une similitude affine directe qui n'est pas une isométrie est la composée d’'une homothétie de
centreO et de rapportt et d’'une rotation de centr®.
3) Une similitude affine directe préserve les angles orientés.

Preuve : 1) est une conséquence de la Proposition 12. Pour 2), on sait par la Proposition 13 gu’il existe
un unique point invariant et on est ainsi ramené au cas vectoriel 1). 3) découle de 2).
O

Proposition 15 Etant donnés deux couples de poifts B) et (A’, B), il existe une unique similitude
directe qui envoied sur A’ et B sur B’

—
: ||A’B'|| . - : — .
Preuve : Soik := IITII . Alors 'unique similitude vectorielle envoyamtB sur A’ B’ esthy, ou, oUu
B
—_—

I/

, AB
est la rotation envoyant—— sur—
|ABI[ || A'B|
AsurA’ et B surB’. Mais ceci définit de maniére unique la similitude puisqu’elle envoie par ailléurs
surA’.

. D’ou I'unicité de la partie linéaire de la similitude envoyant

O

Proposition 16 Une application linéairef : E — FE qui conserve les angles orientés (resp. qui les
renverse) est une similitude directe (resp. indirecte).

Preuve : Fixons: # 0. On composg avec une similitude directe et on peut supposerfjug = z.
Commejf conserve les angles, on a I'égalité d’anglesy) = (z, f(y)) pour touty et donc il existe
A= A(y) > 0tel quef(y) = Ay. Il est classique qua ne dépend pas de f est donc une homothétie.
Si f renverse les angles, on commence par la composer avec une réflexion pour se ramener au cas
précédent.
U

2.4 Isométries en dimensior®

Soit¢ : £ — &€ une isométrie affine d’'un espace affine euclidfede dimensior8. On peut I'écrire
de maniére unique sous la formé-) +t = (- + t) out) est une isométrie affine possédant (au moins)
un point fixe, ett € E. On sait de plus que € F := Ker (f — Id) ou f est la partie linéaire de
et donc de. Commef € O(E), il existe une base orthonormée fleou la matrice def est (voir au
besoin I'exercice 44)
1 0 0
1) 0 cosf —sinf
0 sinf cosf
-1 0 0
2) 0 cosf —sinf
0 sinf cosf
On parle derotation dans le premier cas et dntirotation dans le second. Lorsque= 0, f = Id
en 1) tandis qu’en 2Y est une réflexion par rapport au plan engendré par les deux derniers vecteurs
de base. Lorsque # 0, on définit I'axe de la rotation ou de I'antirotation comme la droite engendrée
par le premier vecteur de base. Pour donner une mesure de I'angle de la rotation ou de I'antirotation,
on a besoin d'orienter le plan engendré par les deux derniers vecteurs de base. Cette orientation est
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définie de maniére unique par I'orientation de I'espace et I'orientation de I'axe. Par exemple, si la base
orthonormée dans laquelle la matrice a été écrite est directe et si I'orientation de I'axe est donnée par le
premier vecteur de la base, alors la mesure de I'angle des rotations ou antirotations ci-dessus est donnée
paré. Si on prend l'orientation opposée sur I'axe, I'angle est aussi changé en son opposeé.

Définition 26 1) Une rotation affine est une isométrie affine qui a un point fixe et dont la partie

linéaire est une rotation. Son axe est la droite affine passant par ledit point fixe et de direction
I'axe de la partie linéaire.

2) Un vissage est le produit commutatif d'une rotation affine et d’'une translation paralléle a I'axe
de cette rotation.

3) Une symétrie glissée est le produit commutatif d’'une réflexion affine et d'une translation paralléle
au plan de cette réflexion.

4) Une antirotation affine (ou isométrie négative a point fixe unique) est le produit commutatif d’'une
rotation affine et d’'une réflexion par rapport a un plan perpendiculaire a I'axe de la rotation affine.

Proposition 17 Dans 'espace affine euclidighde dimensior3,
1) Les déplacements sont les vissages (parmi lesquels les translations et les rotations).
2) Les antidéplacements sont les symétries glissées et les antirotations.

Preuve : Pour 2), on distingue deux cas. Si la partie linéairgpaur valeur propre (c’est la cas si et
seulement si dans I'écriture matricielle ci-desgus- 0), on reconnait les symétries glissées (parmi
lesquelles les réflexions). Si la partie linéaire n'a pgsour valeur propre, I'antidéplacemegita un
unigue point fixe dong = v et¢ est nécessairement une antirotation.

O

Groupes d'isométries de parties de I'espace On s’intéresse d’abord au groupe d’isométrie du tétra-
edre regulier.

Définition 27 Un tétraedre est I'enveloppe convexedpoints affinement indépendants. Un tétraédre
régulier est un tétraédre qui a sddtés isométriques.

Il existe des tétraedres réguliers : on se donne un triangle équilai&@l de cotél dans un plan
et sur la droite orthogonale a ce plan en I'isobarycentre des pdinis C, il y a deux points qui sont &
distancel de A, B etC. On appelleD I'un de ces pointsABC D est un tétraédre régulier.

Il est facile de voir que deux tétraédres réguliers sont semblables : avec une homothétie, on peut
supposer que les deux tétraedres ont des c6tés de méme longueur ; avec une translation, on se raméne
au cas ou ils ont un sommet commun ; avec une rotation autour de ce sommet commun, on se raméne
au cas ou ils ont un cété commun, puis aprés une rotation d’axe ce c6té commun, au cas ou ils ont deux
arétes communes, et donc une face commune. Il reste éventuellement a faire une réflexion par rapport
au plan contenant cette face pour faire co&quot ;incider ces deux tétraedres.

On fixe un tétraédre réguliet; As A3 A4. On noteO son centre. Sp est une isométrie qui préserve
A1 A A3 Ay, alors elle permute ses points extrématix A,, Az, A4 et son centre. Il existe donc une
permutations, € X4 telle quep(4;) = A, , ;). On verifie quep — o4 est un morphismé du groupe
des isométries; du tétraédre vers,. Montrons que ce morphisme est surjectif.

La transpositior{:, j) dans¥, est 'image par de la réflexiors; ; par rapport a I'hyperplan média-
teur de[A;, A;] ('ensemble des points équidistantsdlg A;, soit encore le plan orthogonal au segment
[4;, A;] en son milieu). Comme les transpositions engendranion en déduit que le morphisme est
surjectif.

D’autre part, il est injectif (car les sommets du tétraédre forment une base affine de I'espace). Donc le
groupe d'isométrie du tétraédre est isomorphg et engendré par les réflexions autour des hyperplans
médiateurs des couples de sommets).
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Déterminons le group® des déplacements du tétraédre régulier. Comms;leengendrenty,
tout élément deD s’écrit comme le produit d'un nombre pair dg;. Comme le groupe alterné,
est I'ensemble des produits d’'un nombre pair de transpositions, il en résult® querespond par
I'isomorphisme ci-dessus A,.
On peut faire la liste des déplacements :
a) l'identité,
b) 4 rotations d’angler/3 et d’axe passant par un sommet et le centre de la face opposée, et
rotations d’angle€r /3 de méme axe. Pour un axe donné, on obtient donc un sous-groupe a trois
éléments, qui correspond parau sous-groupe engendré par un cycle d’oddiey bien 8 cycles
d’ordre3 dansX.y.
¢) 3rotations d’angler (on parle aussi de retournement ou de demi-tour) par rapport a I'axe passant
par le milieu de2 arétes opposées. Chaque retournement engendre un sous-groupe 2’'ordre
L'ensemble constitué de I'identité et de ces trois élements d'ddrerrespond pa® a vy, le
sous-groupe engendré par les produits de deux transpositions a support disjoint.
Au sujet de la lecoisous-groupes distinguds rapport du jury 2007 précise “ll faut bien connaitre
le cas du group&,, notammenl/, — Ay — X4 et faire le lien avec le tétraédre.”

Pour trouver les antidéplacements, on sait qu’il ne peut s’agir que d’isométries ayant un point fixe,
donc des réflexions ou des antirotations. De plus, les antidéplacements corresponfienbp@éments
deX\ A4, & savoir le$ transpositions et le&4 cycles. Comm@ est un isomorphisme (et préserve donc
I'ordre des éléments), auktranspositions correspondent des réflexions ou des antirotations dangle
et aux6 cycles d’ordrel correspondent antirotations d’angler /2. Il est facile de repéres réflexions,
un peu moins de décelérantirotations. Les antidéplacements sont

a) les6 réflexions par rapport aux plans médiateurs @lesétes. Elles correspondent paaux 6
transpositions d&;.

b) les6 antirotations de centr®, d’angle r/2, d’axe les droites joignant les milieux des cotés
opposeés. Ces antirotations correspondentipanx cycles d’'ordre de 4.

Pour voir comment trouver ces antirotations, cherchons par I'exemple 'antirotation correspondant au
cycle(A;, Aq, A3, Ay), C'est-a-dire qui envoiel; sur A, etc... Alors le milieul de[A; As] est envoyé

sur le milieuJ de [A2A4] lui-méme envoyé suf. Donc la droite(1.J) est fixée par cette antirotation.

Il s’agit donc de son axe : I'antidéplacement correspondant au ¢yigled,, As, A4) est l'antirotation
d’axe(IJ) etd’angler/2.

Etudions a présent le groupe d’isométrie du cube. Définissons un cube comme l'image par une
homothétie de I'enveloppe convexe dggoints (appelés sommets dans la suite)

O + €1e1 + €ezea + e3e3, €, € {—1,+1}

ou (eq, e2, e3) est une base orthonormée de I'espace affine euclidlienD un point de€. On appelle
diagonale du cube une droite passant par le c&ntia cube et un sommet et on nake’ensemble des
4 diagonales. Sp est une isométrie qui préserve le cube, alors elle préserve I'ensemble des sommets
(puisque ce sont des points extrémaux) et l'isobarycentre de ces so@migtsparticulier,¢ envoie
une diagonale sur une diagonale et on peut faire agir le groupe des isorééthiesube sur\, ou de
maniéere équivalente définir un morphisdede G dansX, (le groupe de permutation des diagonales).
PosonsA := {F, Iy, F3, Fy} et pourg € G, on notecy € ¥y telle queg(F;) = F,(;). Soit D le
sous-groupe des déplacements dans

SoientF;, F; deux diagonales. Le plan qu’elles engendrent intersectent le cube selon exactement
deux arétes. Solf;; la droite passant par le milieu de ces deux arétes. La rotation d'anmierapport
al';; échangenf; et F; et laissent stables |@sautres diagonales. Comme les permutations engendrent
¥4, On voit qued|, est surjective.
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Montrons queKer® = {Id,—1d}. En effet, sip € Ker®, alors chaqueeD_/l (avecA un sommet
du cube) est un vecteur propre de la partie linégirde ¢. On en déduit quef est une involution
orthogonale (car 'ensemble d¢®A : A sommet du cubeest une famille génératrice &?). En
particulier, 'ensemble des valeurs propresfdest contenu dans-1, 1}. Supposons que1 et1 soient
valeurs propres dé Comme les diagonales sont contenues dans I'un ou I'autre des sous-espaces propres
associés, et que les sous-espaces propres sont orthogonaux, on en déduit qu'il existe des diagonales
orthogonales, ce qui est absurde. Dent est la seule valeur propre duest la seule valeur propre.
Autrement ditf € {£Id}. Réciproquement,d et —Id sont dang<er®.

Comme—Id n'est pas un déplacement, on en deduit @yg definit un isomorphisme db suryy.
Or D est un sous-groupe distingué @ed’indice 2 et donc le cardinal d& est48.

Enfin, le morphisme de groupe

(s,0) e {£ld} x D — sp € G

est clairement injectif, et donc surjectif (par cardinalité par exemple). Bbest isomorphe & /27 x
4.
Enumérond :
— I'identité qui correspond a l'identité dans,,
— pour chaque axe passant par les centres de faces opposées3 @buples de faces opposées),
on a un groupe d’ordré correspondant aux rotations autour de cet axe d’angle r, 37/2.
Ces groupes correspondent @aaux sous-groupes dé, engendrés par les cycles d’'ordte
les rotations d’angle /2 et 37 /2 (qui sont d’ordrel) correspondent a des cycles d’ordrandis
gue les rotations d’angle correspondent aux produits @dranspositions. On obtient ainsi 16s
cycles d’ordretl et les3 produits de2 transpositions.
— les rotations d’angle autour des droites passant par le milieu des arétes opposées sont2l’ordre
fixent deux diagonales et échangent les deux autres. Elles correspondérttanspositions de
4.
— pour chaque diagonale, la rotation d’axe cette diagonale et d’angfeengendre un sous-groupe
d’ordre3 qui correspond aux sous-groupes engendrés par un cycle d3ottye 8 cycles d’ordre
3 dansX,. Comme il y a4 diagonales e? rotations par diagonale (celle d’andle /3 et celle
d’angle4r/3), on a bien obtenu les huit cycles d’ordre

Remarque 7 Pour deviner ces rotations d’angler /3, il suffit d’'observer qu’ elles doivent corres-

pondre auxg trois cycles de-,. Ainsi, elles sont d’ordr&, et donc d’angle€r /3 ou 47/3. Comme un
3 cycle fixe un point, ces rotations doivent fixer une diagonale, qui est nécessairement leur axe.

2.5 Distance

Proposition 18 Soit £ un espace euclidien de dimensioetV un sous-espace vectoriel d& On note

(e1,...,ep) une base d&. Soitx € E. Alors la distance de a V' est donnée par
A, V)? = G(ey,... ,ep,a:)’
G(ei,...,ep)

ouG(fi,..., fr) désigne le déterminant (de Gram) de la matri¢é, f;))1<i j<k-

Preuve : Sic € V, z s’écritz = ) A\je; donc(z,ej) = > Ai(e;, e5) doncGley,. .., ep,x) = 0. On
peut donc supposer ¢ V. Soit ( f;)1<i<p Une base orthonormée dleet P la matrice de passage de la
base(f;) a la basde;). Soit A la matrice du produit scalaire dans la bésg et B sa matrice dans la
base(f;). Alors A = PT BP (formule de changement de base pour les formes quadratiques ).
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Enfin, B = Id (car(f;) estune base orthonormée). Dofie= P7 P eten particulieti(ey, . .., e,) =
det A = (det P)%. Noter queP est la matricé (e;, f;))i ;-
De méme, en introduisayff; tel que(fi, ..., fp+1) Soitune base orthonormeéedect (e1, ..., ep, x),
ona
Glei,. .. ep,x) = (det Q)?
ou @ est la matric€(e;, f;))1<i j<p+1 €N NOtaNk, 1 := x. Comme(e;, fp1) = 0 sii < p, la derniere

colonne de&? a au plus un terme non nul : le dernier, qui éstf,.1). En développant le déterminant
de par rapport a la derniére colonne, on obtient

det Q = (x, fys1) det (P).

D’ou le résultat en notant qu&z, V)? = (z, fp+1)2.
O
Soit £ un espace affine euclidien d’espace directBuet de dimensiom > 2 et soitV un sous-
espace affine de dimensiarn< p < n. On noted(M, V) la distance dé// aV. Soit (4;e1,...,ep) Un
repére affine d&. Alors on a

2 . — 2 . e — 2
d(M,V)* = inf ||[BM||* = inf ||BA+ AM||
Bey BeVy

—
G(ei,...,ep, AM)
G(et,...,ep)

. RV 2 RV R LY
= inf ||AM —t||* =d(AM,V)" =
teV

ou G désigne le déterminant de Gram.

2.6 Produit vectoriel et calcul d’'aires
Ici, E est un espace vectoriel euclidien orienté de dimenion

Définition 28 Le produit vectoriel de deux vecteuwrsv € E est
— u A v =0siuetv sont colinéaires.
— u A v est 'unique vecteur orthogonal@et v, de norme|ul|||v|||sina| o « est une mesure de
'angle (u,v) (o« dépend de I'orientation du plan engendré peetv mais pagsina|) et telle que
(u,v,u A v) soit une base directe.

Proposition 19 L’application (u,v) — u A v est bilinéaire.

Preuve : Fixons € E non nul et montrons que l'applicatiofy : v — u A v estlinéaire. Pour construire
u A v, on considére la projectiop(v) dew sur le planu', puis 'image dep(v) par la rotation d’angle
7/2 (Porientation deu™ se fait conformément a I'orientation de I'a®a parw). On obtient ainsi un
vecteurz = rop(v) qui est orthogonal a et ap(v) donc aussi & (carv est la somme d’'une composante
surRp(v) et d’'une composante siitu). De plus, la baséu, v, z) est directe. Pour obtenis = u A v,

il suffit donc de le chercher sous la forme avec\ > 0 et

Azl = [lull[Jv]l sin .

ou « est une mesure de I'angle, v). On a

u v u
[|2l] = [lp()]| = [[v = (v, w) =5 || = [[olll| 7= — cos ar = || = [[v]|| sin |
O ul? ]l [lull

doncA = ||ul]|. Ainsi f, = ||u]|r o p est bien linéaire comme composée d’applications linéaires.
(]
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Exercice 40 Dans une base orthonormée directe, donner les coordonnées du produit vectoriel de deux
vecteurs en fonction des coordonnées de chaque vecteur.

Preuve : Par bilinéarité, il suffit de calculer les produits vectoriels des vecteurs de la base. Pour cela, on
revient a la définition du produit vectoriel.
O

Soit P un plan affine euclidien orienté, sous-espace affine d’'un espace &ffinedimensiors. Il
existe un unique vecteur unitaireorthogonal &P tel qu’'une base directe dé complétée par (en
troisieme position disons) soit une base directé/de

SoientA, B, C trois points deP. Le produit vectorielAB A AC est orthogonal &, donc de la
forme \u. Soit H le projeté orthogonal d€' sur la droite( AB). On a

—_— — _— — —  — —_— —
ABNAC =ABANHC+ABANAH =ABANHC

donc|A| = AB - HC. On reconnait ce qu’on appelle au CM2 le double de I'aire du triangle de sommet
A, B,C.

Définition 29 On appelle aire orientée d’un trianglé BC' 'unique nombre réeld(ABC) tel que
1l— —
5AB NAC = A(ABC)u.

A(ABC) est positive si et seulement si la base3, AC) est directe.

Exercice 41 Soit ABC' un triangle non plat. Les coordonnées barycentriques d’'un pdintans le
repere affing A, B, C') sont proportionnelles aux aires orientées des triangieBC, MC A, M AB.

Preuve : On écrit

oMA + BMB +~MC =0

et on fait le produit vectoriel avetf A, M B et M C'. On obtient un systéme de trois équations a trois
inconnues que I'on peut réécrire sous la forme

(A(MBC), A(MCA), AMAB)) A (a, 8,7) = 0

ce qui prouve la colinéarité des deux vecteurs en jeu.

2.7 Cercles et spheres

Dans le programme de I'agrégation, je n'ai pas vu les metsleou sphére Je suppose que vous
pouvez donc oublier ce qu'est un cercle... En méme temps, dans le rapport du jury 2006, on lit “Il faut
savoir construire un cercle tangent a deux autres cercles ou caractériser les points de Fermat.”

2.8 Exercices supplémentaires

Exercice 42 On considére un trianglel BC. On notea, b, ¢, R les mesures des cotéx”, AC, AB
et du rayon du cercle circonscrit. On note (3, v les mesures des angles non orientés4ni, C
respectivement.

1) Montrer que
a b c

=2R.

sinaw  sinf8  sinvy
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2) Montrer que
b2 + % —a?

cosq =
@ 2bc

Exercice 43 Montrer que si une applicatiop : £ — & préserve les distances, alors elle est affine.

—_— —
(Suggestion : SH, B, C sont trois points de&, alors (¢p(A)p(B), p(A)p(C)) = (AB, AC). Pour le
voir, on peut utiliser I'exercice 42 2)).

Exercice 44 SoientF' un espace euclidien etc O(F’). Alors F' est somme directe orthogonale
F=VeWoP & - &F,

ouV, W etlesP; sont stables pat, ujyy = Idy, uy = —Idw et chaquel; est un plan sur lequel
est une rotation.

Au sujet des angles

Exercice 45 Dans le plan euclidien orienté, montrer que la bdsev) est directe ssi I'angléu, v) a
une mesure dans, 7[.

Exercice 46 On appelle bissectrice de deux demi-droitéy, D,) une demi-droiteA telle que I'angle
(D1, A) soit égal a I'angle(A, D2). Montrer que tout couple de demi-droites posséde exactement deux
bissectrices, qui sont opposées.

Exercice 47 1) Deux angles non orientés sont égaux si et seulement si leurs mesures sont €gales.
2) Montrer que la somme des mesures des angles non orientés d’un triangle est egilerirer
gue les angles non orientés a la base d’un triangle isocéle ont méme mesure.
3) Rappeler le théoréme des angles inscrits dans un cercle et le démontrer.
4) SiD est la tangente e au cercleC de centreD et si A est un point d€ distinct deB, on a

(OA,0B) = 2(AB, D)

5) Montrer que les angles de droit€’ A, C'B) et(D A, D B) sont égaux si et seulement si les quatre
points A, B, C et D sont cocycliques ou alignés.

Exercice 48 1) Montrer que dans un triangld BC, les bissectrices intérieures sont concourantes
en un point/ équidistants de8 c6tés du triangle et donc centre d’'un cercle tangent audtés
du triangle, le cercle inscrit.
2) Montrer que la bissectrice intérieure de I'angle dret les2 bissectrices extérieures des angles
en B etC sont concourantes en un poiAttquidistant de8 cbtés du triangle et donc centre d'un
cercle tangent aug cotés du triangle, le cercle exinscrit dans I'angle

Exercice 49 1) Soitf une forme quadratique stR?. On s'intéresse au cone isotrope ¢le
G:={zeR’: f(x) = 0}.
Montrer qu'il existe une basge;, eo} deRR? et A1, Ay € R tels que
G :={x=mx1e1 + 2202 : )\11‘% + )\Qx% = 0}.

2) Discuter la nature de I'ensemb{gen fonction du signe di&; \o. On montrera en particulier que
Si A1 Ay < 0, G est 'union de deux droites vectoriellés et D, dont on donnera I'équation.
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3) On se place désormais dans le case < 0. Quelles sont les bissectrices @@, Dy) ?

4) Donner la valeur de I'angle géométriqéeentre D, et Dy en fonction de\; + Ao et A1 A2 (On
pourra commencer par calculean 6 /2 puissin ).

5) Application : Soienff (z) = ax? + 2bxy + cy? avech? — ac > 0. L'ensemblef (z) = 0 définit
deux droitesD;, D). Calculer I'angle géométrique formé pdp;, D’ et donner une équation des
bissectrices dd,, D sous la formeg(x) = 0, avecg forme quadratique.

Exercice 50 SoientV et vV’ deux droites vectorielles de? et un entiern > 2. On cherche les droites
vectoriellesiV telles que
n(V,W) = (V,V')

ou (V, V') désigne la mesure de I'angle orienté Weet V' (c’est donc un élément d&/7Z).
1) Soita € R/7Z. Donner I'ensemble des < R/7Z tels quenf = a modr.
2) Conclure.

Exercice 51 SoientD, D’ et D” trois droites vectorielles d&3. Soientu, v’ etu” des vecteurs direc-
teurs unitaires choisis de telle sorte que

(u,u"y = cosa, (v, u) = cosb,

oua, b désignent les angles géométriquesidle D” d’'une part etD”, D d’autre part.
Soit H I'hyperplan vectorielD”+ et z, 2’ les projections orthogonales deet v’ sur H. On pose
/

. xr
enfiny = — ety =

x
|| |||

/ N . . . .
(u,u’) = cosacosb+ (v,v")sinasinb = cosacosb + cos asinasin b.

et désigne I'angle géométrique des vecteuetv’. Montrer que

En déduire que I'angle géométrique définit une distance sur 'ensemble des droites vectori@fes de

Isométries du plan

Exercice 52 Expliciter le Théoréme 3 dans le plan affifie écrire explicitement une translation, une
rotation, une symétrie glissée comme composée de réflexions. En déduire un moyen de déterminer le
centre de la composée de deux rotations affines.

Exercice 53 Montrer qu'une applicatiorp : £ — £ est une similitude affine s'il existe> 0 tels que
pour tous points\/, N d'imageM’, N’ on ait

d(M’',N') = kd(M, N).

Exercice 54 Montrer que si un polygone inscrit dans un cercle a tous ses angles égaux et a un nombre
impair de cbtés, tous ses cdtés ont méme longueur.

Utilisation des nombres complexes Un repere orthonormé d’un plan affine euclidien orienté permet
de l'identifier aC par I'isomorphisme d’espaces affines qui envoie un pointe £ de coordonnées
(z,y) surz := x + iy € C, appelé I'affixe de\/.

Exercice 55  a) SiR désigne la réflexion d’anglé et de centred, donner I'affixe d’un point\/’ =
R(M) en fonction de I'affixe dé/.
b) Donner de méme I'écriture en nombre complexe d'une réflexion, puis d’'une symétrie glissée.
¢) Poura € U(1), quelle est I'isométrie qui s’écrit — az +b?

Exercice 56 Montrer que les similitudes directes sont les applications de la forme az + . Le
rapport de la similitude ediz| et (la mesure de ) son angle est un argumeni.de
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Isométries dans I'espace

Exercice 57 Soientuy, us, v1 v2 des vecteurs unitaires dam®’® tels que||u; — us|| = |[vr — val|.
Montrer qu’il existe une rotatiorf telle quef(ui) = vy et f(uz) = vs.

Exercice 58 Pour gu’une translation et une rotation commutent, il faut et il suffit que le vecteur de la
translation dirige I'axe de la rotation.

Exercice 59 Etudier la composition de deux rotations affines dans I'espace affine euclidien de dimen-
sion3. On pourra montrer que $i; et ps désignent ces deux rotationset p1 o po, alors
1) Sip est une translation, alorg; = r;l, en notantry, ro les parties linéaires de, et p, respec-
tivement. En déduire qug et p, ont des axes paralléles.
2) Sip; et ps ont des axes coplanaires, alopsest une translation ou une rotation (décomposer
chaque réflexion par rapport a des plans bien choisis).
3) Siles axes dg; etps ne sont pas coplanaires, alogsest un vissage dont la translation est non
triviale (noter que sp est une rotation, alors elle a un point fixe et 'axe dep; et I'axe deps
sont contenus dans le plan médiateur du segemdgniz(O))).

Exercice 60 Soienty et deux rotations affines dans I'espace euclidien de dimerssiQuand 'angle
de o ¢ est-il la somme des angles dest g ?

Exercice 61 Quelle est la composée deéflexions de plans paralléles ?
Exercice 62 Décrire la composée deréflexions de plans orthogonaux deux a deux.

Exercice 63 DansRR? orienté, on note p la réflexion vectorielle de pla®.
1) Montrer que I'application linéaire-sp est un demi-tour (par rapport a quelle droite ?)
2) Que peut-on dire de la composée de deux demi-tours ? Quand la composée de deux demi-tours
est-elle un demi-tour ?
3) Montrer queSO(3) est engendré par les demi-tours et que tous les demi-tours sont conjugués
dansSO(3).

Exercice 64 On veut montrer que&O(3) est simple, i.e. ses seuls sous-groupes distingués sont les
sous-groupes triviau¥O(3) et {Id}. Soit doncN un sous-groupe distingué d&0(3). On suppose
N # {Id} eton veut montrer queO(3) = N.

1) Vérifier gu'il suffit de montrer qué&/ contient un demi-tour.

2) Montrer qu’on peut supposer qu€é contient une rotation d’anglé €]0, 7[. Soienta un vecteur
unitaire dirigeant I'axe def, = un vecteur unitaire orthogonalaety = f(z). Soitd = ||z — y||.
Montrer quevm € [0, d], il existez; unitaire tel que|| f(z1) — x1|| = m. On notexy = f(z1).

3) Fixonsm € [0,d]. Soienty;, y unitaires tels que|y; — y2|| = m. Montrer qu'’il existe une
rotationr telle quer(xz1) = y1, r(x2) = y2. En déduire qu'il existg € N tel queg(y1) = yo.

4) Soitn € N etp,, la rotation d’axea et d’angler/n, avecn assez grand pour quér — p, ()| <
d. Soientry = z, 1 = pp(x), ..., Ti+1 = pn(zi), ... Que vautr, ? Montrer qu'il existe une
rotationu; € N telle queu;(x;) = x;41. SOity = uy,_1 0...0u; o ug. Que vautv(z) ? Montrer
guev est un demi-tour et conclure.

Autour du tétraédre

Exercice 65 Montrer que dans un tétraedre réguli@rarétes opposées sont orthogonales et que leur
perpendiculaire commune passe par leur milieu.
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Exercice 66 Soit G un sous-groupe d'ordré du groupe alternéd,. Construire un tétraédre dont le
groupe des déplacements soit isomorple. &uel est son groupe d’'isométrie ?

Exercice 67 Par définition, un tétraédre régulier est un tétraédre dont les cbtés sont isométriques (au-
trement dit, c’est I'enveloppe convexe de quatre paihts..., A4 tels qu'il existea > 0 vérifiant : pour
touti # j, ||4;A]| = a).
Le jury a posé en 2008 la question suivante : est-ce qu’un tétraédre domtféees ont la méme
aire est nécessairement régulier ?
1) Dans un plan d&R?, on considére un trianglel BC isocéle enC tel queCA(= CB) > AB.
Montrer qu’il existe un poinD vérifiant

DA=DB=CA=CB et DC = AB.

2) Répondre au jury.
Dans I'exemple précédent, ldsfaces sont isométriques. On se propose de montrer que c’est un fait
général : si un tétraedre a sdsfaces de méme aire, alors sefaces sont isométriques.
1) Soientl, J les pieds sufAB) et (C'D) de la perpendiculaire commune(d B) et (C'D). Mon-
trer que

|AB A AC||2 = ||AB A TJ|J2 + ||AB A JC||%,
- . =2 —=  T3.9 - 722
|ABANAD||* = ||ABA1J||* + ||AB A JDJ|*.

2) Montrer que les faces du tétraédre sont isométriques (on pourra considérer le retournement
autour de la droite(1.])).

Problémes de distance

Exercice 68 SoientD;, Dy deux droites non coplanaires.
1) Montrer qu'il existe une unique droit& perpendiculaire aD; etDs.
2) SiM; et M, sont les deux points d’intersection deavecD; et Dy, montrer queM; M est la
distance entréD; et Ds.

Exercice 69 SoientA, B deux points distincts du plan gt> 0. Déterminer les trois ensembles

MA MA MA

Exercice 70 Soit ¥ : R?* — R une fonction affine et/ := ¥~1(0) le plan affine qu'elle définit.
Comment calculer la distance d’'un poidtde R3 a H ?

Exercice 71 DansR?, on considére une droite affire définie comme I'intersection de deux plans non
paralléles d’équation respective

ur+vy+wz+h=0,dr+0y+w'z+n =0.

On veut donner une expression explicite de la distance de I'origiada droite D.
1) SoitA un point deD et P le plan perpendiculaire & en A. Montrer que

|OA|]2 = d(0, D)2 + d(0, P)>.
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2) Montrer que les vecteuns et v’/ de coordonnéesgu, v, w) et (v/,v’,w") forment une base du
sous-espace vectoriel qui dirige. Montrer que

Gy, v/, A—O))

d(0,P)* = G(v, V)

ouG ey, ..., e, ) désigne le déterminant de Gram des vecteyrs.., ey, :
G(el, ceny €k) = det(<€i, €j>>.

— —
3) Montrer que(v, AO) = het(v', AO) = h'.
4) En déduire une expression dg0, D) en fonction de, v/, h eth’ (mais pas ded !).
5) Geénéraliser ce calcul a celui de la distance d’un point & une intersectigntdgerplans dans
R™, avecl < p < n, lorsque les formes affines associées a ces hyperplans ont des parties
linéaires linéairement indépendantes.

Problémes d’extremum

Exercice 72 DansR?, on se donne un plaR et deux pointsi et B dans un méme demi-espace délimité
par P. Trouver un pointM surP tel queAM + BM soit minimum.

Exercice 73 DansR?, on se donne deux plag etP, et deux pointsi et B. TrouverP; surP; et P
sur P, pour queAP; + P; P, + P, B soit minimal.

Exercice 74 Soit ABC' un triangle dont tous les angles au sommet sont aigus. On chétche BC],
Q € [AB] etR € [AC] pour que le périmetre du trianglBQ R soit minimal.
1) Montrer qu’une solution existe.
2) On fixeP € [BC|. DéterminerQ € [AB] et R € [AC] pour que le périmétre du trianglBQR
soit minimal. On pourra faire intervenir les symétriques P de P par rapport a[AC] et[AB].
3) Montrer que la mesure de I'angle géométrigged P” ne dépend pas dB. En déduire que la
distanceP’ P” est atteinte lorsqué’ est le pied de la hauteur issue de
4) Conclure.

Exercice 75 SoitT un triangle d'un plan affine euclidien. Etant donné un paldtintérieur a7, on
appellep, g, r les distances d@/ aux trois c6tés dg". Trouver M pour que le produit soit maximum.
(Indication : donner les coordonnées barycentriquesideen fonction des aires des petits triangles
MAB, MBC et M AC et se ramener a un probléme d’optimisation sous contrainte.)

2.9 Indications ou solutions des exercices

Solution 31 Le fait qued soit une distance découle des propriétés de la n¢irrje On étudie le cas
d’égalité dans I'inégalité triangulaire :

— — — —
I4B + BC|| = || AB|| + || BT
-2 =212 —_— — -2 =192 —_— =
& ||AB|* + |BCI[? + 2(AB, BC) = || AB|[* + ||BC|? + 21| 4B ||| BC|
_ — —_ —
& ||AB||||BC|| = (AB, BC)

—_— —

< AB, BC sont positivement colinéaires= B € [AC].
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Solution 32 Soit ¢ une application affine dont la partie linéaire noféest une isométrie vectorielle.
Alors pour toutA, B € &,

d($(A), $(B)) = [|§(A)¢(B)|| = ||f(AB)|| = || AB|| = d(A, B)

donc¢ est une isométrie affine.
Réciproquement, g est une isométrie affine de partie linéaftemontrons quef est une isométrie
vectorielle. Fixong) € £. Pour tout vecteut € F,

IF DI = d($(0), $(0 + 1)) = d(0,0 +t) = [|t]].

Solution 42
1) On peut calculer I'aired du triangle de trois maniéres différentes, par exemple avec le produit
vectoriel :

1 — — 1 — — 1 — —
A:§||AB/\AC||:§||BA/\BCH:§HCB/\CA||
ce qui implique
besina = casin f = absin~y. (2.5)

Par ailleurs, si on not® le centre du centre circonscrit &l'angle enO dans le triangle) BC,
alors par le théoréme des angles inscrits, @n=a2«. Soit I le milieu de[BC]. En considérant
le triangleO BT rectangle e, on obtient

. . a
sina = sin 5 = IR (2.6)

Les égalités (2.5) et (2.6) permettent de conclure.
) d

-3 A . N gz
2) On calcule(AB, A e trois manieres différentes. On a d’abord

—_— —
(AB, AC') = bccos a. (2.7)
Par la relation de Chasles,
—_— — — — —_— —

(AB,AC) = (AC + CB, AC) = b* + (CB, AC).

De méme,
—_— — —_— — — 9 —_—
(AB, AC) = (AB,AB + BC') = ¢“ + (AB, BC).

En sommant ces deux derniéres égalités, on obtient
2€AB, ACY = b* + % — >

et on peut conclure par (2.7).

Solution 43 On fixeO € &. Soit
f:te Er ¢(O)p(O +1).

On al|f(t)|| = ||t||- Montrons quef préserve le produit scalaire. Soiefit B, C' trois points de€. Soit
A" = ¢(A), B = ¢(B)etC' = ¢(C).OnaA’'B' = AB, A'C' = AC et B'C" = BC. Par I'exercice
42 2), le cosinus de I'angle géométriquieen A’ dans le triangled’ B’C’ est égal au cosinus de I'angle
—_— — _
a enA dans le triangleABC. Or (AB, AC) = d(A, B)d(A, C) cos « et de méme poufA’B’, A'C").
—_— — —_— . —_— — —_— —
Donc(AB, AC) = (A'B", A’C"),i.e.(f(AB), f(AC)) = (AB, AC).
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Ainsi f préserve le produit scalaire. Montrons que cela impliquefgest une isométriénéaire.

O+ 5) = Af(t) = f(s)]]?
= [[f (At + )P+ N2 LOI + £ ()P +20(f (1), £(s))
—2XMf(At+5), f(1)) — 2(f (At + 5), f(s))
= [IMt+ 8|2+ N2[[t]|? + ||s][® + 2M\(E, ) — 2A(ME + 5, 8) — 2(\E + 5, 8)
=0.

Ainsi f(Mt + s) = Af(t) + f(s), ce qui prouve qu¢ est linéaire. Alors) = ¢(0) + f(- — O) est bien
une application affine.

Solution 44 On procede par récurrence sur la dimensiafe F. L'assertion est vraie pout = 1. On

I'a vérifiee pourn = 2 lors de I'étude d&O(F) avecE de dimensior2. Pour passer de an + 1, il
suffit de trouver un sous-espace stable propre pouar alors on applique I'hypothése de récurrence a
ce sous-espace stable et a son orthogonal. Tout sous-espace propre convient, donc il suffit de considérer
le cas ou toutes les valeurs propresudsnt complexes. Soitune base dé’ et A le matrice de: dans

e. Il suffit de montrer qu’il existe un plan stable pdr Soit A € C une valeur propre dd associé au
vecteur propreX. Alors \ est aussi valeur propre associée au vecteur pripfear A est a coefficients
réels). Alors les vecteurs

X+ X X -X

2 TR

sont linéairement indépendants, et leurs coordonnées dans ladmgeéelles. Le sous-espace vectoriel
engendré suf par X et X est stable parl. Donc le sous-espace vectoriel engendréGuar Yy, Y,

est stable par. Donc le sous-espace vectoriel engendréspar Yy, Y, est stable pad (carYy, Ys et

A sont a coefficients réels).

Y1:

2 -

Solution 45 Soit (u, e2) une b.o.n. directe. Soit la mesure de I'angl€u, v). Par définition,v est
I'image dew par la rotation qui a pour matricg(¢) dans une bon directe. Domc= cos fu + sin fe,.
Donc la matrice de passage de la base:) a la basdu, v) est

1 cosé
Pi= < 0 sinf > '
Donc (u, v) est directe ssiet P > 0 ssif €]0, 7].

Solution 46 NotonsD; = R™t;, Dy = R™t,. Le probléme est équivalent a chercher les vecteurs
unitairest tels que(ti,t) = (t,t2) ou encore les rotations qui envoientsurt ett surts. Soitr la
rotation qui envoiet; surty. On cherche donc les rotatiomételles quer’? = r (et on posera alors

t = 1'(t1)). On fixe une baséey, e2). Il existed, ¢ € R/2x7Z tels quer = R(), " = R(¢).Ona

P2 =1 < R(2¢) = R(8) < 26=10[21] <> ¢>=%9 [7].

Donct = R(/2)t; out = R(m + 36)t; définissent les deux bissectrices(d# , D,). CommeR(r +
0/2) = —R(0/2), ces deux bissectrices sont effectivement opposées.

Solution 47
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1) Soient deux couples de vecteurs non riulg)) et(2’,y'). lls définissent des angles non orientés
égaux si et seulement si il existec O(F) tel que

/ /

X X Yy y
u(m—) = (o) = (2.8)
1 R 1 o /1) R |74
ce qui est équivalent &
(z,y) (@', y)
= _ (2.9)
Tyl [1="]1]yI]

En effet, I'implication (2.8)— (2.9) est claire. Pour voir que (2.9 (2.8), on procéde comme
suit : si(z,y) est une base de, soitu I'application linéaire telle que

/ /

T x y Y
u(—) = s U(m) = T
Hzll™ Myl [yl
Montrons que: € O(E). Soitz € E. Il existea, 5 € R tels quez = ax + [y. Alors en utilisant
(2.9), on vérifie qué|u(z)||> = ||z||?, ce qui montre que: € O(E). On procéde de méme si

(«',y') estune base dE. Il reste a étudier le cas ap= Az, y’ = N'z/, pour\, ' € R. De (2.9),
on déduit que\ et \’ ont méme signe. Soit une isométrie qui envoie/||z|| surz’/||2’||. Alors

/

Y Y
u(+—) = )
yll™ 1yl
Limplication (2.9) = (2.8) est donc montrée dans tous les cas. Pour conclure la preuve de 1), il
suffit de voir que (2.9) est équivalent a

/ /
arccos M = arccos M

[zl IESIA
c’est-a-dire I'égalité des mesures des angles géométriques.
2) Soit ABC un triangle dans le plan affine euclidien. Alors par la relation de Chasles, on a (pour
les angles orientés)

—_— =

(AC,AB) + (AB, BA) + (BA, BC) + (BC,CB) + (CB,CA) = (AC,CA).

Y

—_— —

Comme(AB, BA) et(B—(j, C_é) sont deux angles plats, leur somme est I'angle nul. Donc
—_— —— —_— —— —_— — —_— —
(AC,AB) + (BA,BC) + (CB,CA) = (AC,CA).

On se donne une orientation du plan telle q.a_é, E) soit directe et en utilisant 'isomorphisme
gui & un angle orienté associe sa mesure (voir Remargue 5), on obtient

01+ 0+ 63=m [27‘(‘]

. . —_— — . —_— — —_— —
oud; (respectivemertly, 63) estla mesure deAC, AB), (respectivemen(tBA, BC'), (CB, C'A)).
On utilise ensuite la remarque suivantef s [0, ] est (un représentant de) la mesure d’un angle
orienté(x, y) alorsf est aussi la mesure de I'angle géométrique correspondahi(si-, 0], on

2 L . —_— — . 2
prend—6 pour I'angle géométrique). Ici, la bagdC', AB) est directe, donc les bas@8 A, BC)
—_— —

et(CB,CA) le sontaussi, dong;, 65, 05 > 0. Commef; + 6, +03 = m, on en déduit qué , 02,
05 € [0, 7]. Donc ce sont aussi les mesures des angles géométriques correspondants.
Pour la deuxiéme partie de la question, séBC' un triangle isocele de sommet Soit I le
milieu de[BC] eto la symétrie orthogonale par rapport&rl). Alors

oc(A)=A,0(B)=C, o(C)=B.

On conclut avec la Proposition 10 3).
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3) SoitC un cercle de centr®. SoientA, B, C trois distincts de&. Alors
—_— — —_— —
(OA,0B) =2(CA,CB).
En effet,

— — —_— — —_— —

(CB, BC) = (CB,CO) + (CO,CA) + (AC, A0) + (A0, AB)
—_— — —_— —
+(BA, BO) + (BO, BO).

W irvay dlaa - . , . . PN
(onautilisé(CA, AC) + (AB, BA) = 0). En utilisant I'égalité des angles orientés a la base dans
les triangles isocéle@AB, OAC,OCB, on a

(A0, AB) = (BA, BO) , (CO,CA) = (AC, AO) , (CO,CB) = (BC, BO)

d’ou il vient
(CB, BC) = 2(CB,CO) + 2(CO,CA) + (A0, AB) + (BA, BO)
—_— — —_— — —_— —
— 2(CB,CA) + (A0, AB) + (BA, BO).

Comme dans le triangléO B,
(AO, AB) + (BA, BO) = (OA,0B) + (A0, OA),

on obtient

soit —_— — —_— — — — —_— —
(OA,0B) = 2(CA,CB) + (CB, BC) + (OA, AO) = 2(CA, CB).

4) Soitl € D un point distinct d&B. CommeD est perpendiculaire@_B)7 ona
2(BO, BI) = (BO, OB).
La relation de Chasles permet d’établir comme précédemment que
—_— = —_ — —_— —
(OA,0B) =2(BA, BO) + (BO,0B).

e e d —_— —
Ainsi, (OA,0OB) = 2(BA, BI) = 2(AB, D).
5) Si A, B,C, D sont alignés, alors les angles de drdied, CB) et (DA, DB) sont égaux. Si
A, B,C, D sont cocycliques sur un cercle de centxgalors

—_— — —_— — —_— ——
2(CA,CB) = (OA,0B) = 2(DA, DB)
donc on a I'égalité des angles de droit€ésd, CB) = (DA, DB).
Réciproquement, si, B, C sont 3 points non alignés et les angles de di(@itd, CB) et(D A, DB)
sont égaux, notons le cercle circonscrit d BC' etC’ celui aABD. SoientO le centre de& et
O’ celui deC’. (A, B, D ne sont pas alignés car sinon, par I'égalité d’angiesB, C' seraient
alignés).
SoientD la tangente & en B etD’ la tangente & en B.
—_— — _—
Ona(OA,0OB) =2(AB,D)et(0O’'A,0'B) = 2(AB,D’) et
—_— — —_— — —_— — —_ —

2(CA,CB) = (OA,0B) = 2(DA,DB) = (O'A,0'B)

donc2(AB,D) = 2(AB,D’), ce qui implique
(AB,D) = (AB,D)

d’ou D = D’. On en déduit qué&® = O’ (point d'intersection de la médiatrice & B] et de la
perpendiculaire @ en B). DoncC = C’, ce qui montre qué € C : les quatre pointsl, B, C, D
sont cocycliques.
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Solution 48
1) SoitI l'intersection de la bissectrice intérieure dret de la bissectrice intérieure éh Alors
e ] estdans I'enveloppe convexe des demi-drditeB) et [AC) etd(I, (AB)) = d(I, (AC)),
e ] estdans I'enveloppe convexe des demi-drdif#S) et[BA) etd(I, (BC)) = d(I, (BA)).
Donc est dans I'enveloppe convexe de B etC etd(I, (BC)) = d(I, (AC)). DoncI est sur
la bissectrice intérieure de I'angle én
2) Méme raisonnement sauf queappartient a d’autres enveloppes convexes...

Solution 49 Comme f est une forme quadratique, il existe une base orthonormée (pour le produit
scalaire usueleq, e} deR? orthogonale pouy : la matrice def dans cette base est diagonale, et on
note\; et )\, les éléments diagonaux.

1. SiAA\2 > 0 alorsG = {0}.

2. SiA1 =0, Ay # 0 alorsG = Re; tandis que sh; # 0, A2 = 0 alorsG = Res.

3. SiA1 = X\ = 0, alorsG = R?.

4. SidiA < 0, alorsG est la réunion des deux droites d’équati\g/mmxl = +/|A2|x2.

On suppose désormaig A2 < 0. Les deux droites d’équation, = + —f\—; sont symétriques par

rapport aux axeRe; et Rey. Donc leurs bissectrices sont les akas et Res. On atang =4 /‘A—*l.
Commesin 0 = 2u/(1 + u?) avecu = tan(6/2), il vient

. 2v =12 .9 —4A1 A2
S5 9 = —— 9 =
Sin )\2 — )\1 —> SIn ()\1 + )\2)2 — 4)\1)\2

donc

0 = arcsin | 2 AL
B Ao — (M +X2)? )

Noter quefl = w/2 ssiA; + A2 = 0. Noter également qui;, + A\, est la trace ek Ao le déterminant de
la matrice def dans la base canonique (on a pris une matrice de changement dethagenald.
Dans I'application, I'angle entr®, et D} est

. ac — b2
arcsin (2\/4(ac — b2) P c)2> .

Notonsu I'endomorphisme associé a la matrice flelans la base canonique. Les directions propres
associées # (les bissectrices dB; et D)) sont les droites dirigées par Ies, y) € R?\ {0} tels que

T ax+ by

0 =det((z,y), u(z,y)) = y br+cy

‘ = ba? + (c — a)zy — by’

Solution 50
1) Onad =a/n+ kn/n modmw,0 <k <n-—1.
2) On posex = (V, V') et il s’agit de trouver les droiteB’ telles quefl = (V, W) vérifie nd =
a mod . Par la question précédente, on obtient toutes ces diditeemme images de la droite
V par les rotations d’angle/n + kr/n, 0 < k <n — 1.
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Solution 51 Onau = z + cosbu” etu’ = 2’ + cosau”. Commel = ||u||? = ||z||? + cos? b, On &
||z|| = sinb. De méme||2’|| = sina. Ainsi 2 = sin bv etz’ = sinav’. Donc

. " / . / "
u =sinbv + cosbu” , u =sinav + cosau’.

D’ou I'égalité demandée, en tenant compte de faitgeév’ sont orthogonaux a”.
En notan® € [0, /2] I'angle géométrique entr® et D', on a

cos = cosacosb + cosasinasinb > cosacosb — sinasinb

(commea, b € [0,7/2], sinasinb > 0). D'ou cosf > cos(a + b) ce qui impliqued < a + b. L'angle
géomeétrique vérifie donc I'inégalité triangulaire. Les deux autres axiomes des distances étant vérifiés,
on en déduit que I'angle géométrique est bien une distance sur I'ensemble des droites vectofiélles de

Solution 52

1) Soitr la translation de vecteur Soit A; une droite orthogonale &et Ay := A; + t/2. On
noteca, la symétrie orthogonale par rapporty, i = 1,2. CommeA; et Ay sont paralleles,
les parties linéaires dea, etoa, sont égales, donc la partie linéairedg, o oa, est I'identité
(puisqu’une symétrie est une involution). Sdite A;. Alors le point A’ défini parA’ := oa, ©
oa, (A) vérifie AA = t. Ainsi T et oa, © oA, ONt Méme partie linéaire et co&quot ;incident en
un point. Doner = o, o oa,-

2) Soitr une rotation de centr@. Apres orientation dé”, on peut définir la mesure de son angle
0 € R/27Z. Soit A, une droite passant pér et A, I'image deA; par la rotation d’anglé/2.
On prétend que = oa, o oa, . En effet, ces deux applications sont égale®efi suffit donc de
montrer gu’elles ont méme partie linéaire. Seit, e2) une base orthonormée directe Hetelle
quee; dirige A;. Alors les matrices dea, etoa, sont dans cette base

1 0 cosf)  sinf
( 0 —1 ) et ( sinf —cosf ) (2.10)
Pour trouver la matrice den,, on peut faire intervenir la matrice de passage de la bases)
ala bon directéeq, €2) telle quee; est 'image des; par la rotation d’anglé/2 : €; dirige A, et

on trouve
_ ( cos(6/2) —sin(6/2) )
sin(6/2)  cos(0/2) )°

De (2.10), on déduit I'égalité des parties linéaires@toa, o oa,. DoNc
" =0A, OCO0A;.

3) Une symétrie glissée est le produit commutatif d'une symétrie et d'une translation. On peut donc
conclure grace a 1.
4) Soient maintenant deux rotatiopset p, de centreD, et O, respectivement. On écrit

P1L=0D; O0D, ;P2 =0A; COA,

etd’apres la preuve de 2), il est loisible de prenfige= D;. On obtientdongsop; = oa, 00 p,.

La partie linéaire dea, o op, est de déterminant 0, c’est donc une rotation vectorielle. 8i;

et D, sont sécantes en un poit alorsoa, o op, fixe O et py o p; est donc la rotation de
centreO (d’ou un moyen de construire le centre de la composée de deux rotatiods).eBiD

sont parallelesga, o op, est une translation de vecteur orthogonal a leur direction commune.
(La composée de deux rotations n'est donc pas toujours une rotation ; c’est une translation si et
seulement si les deux rotations sont d’angle opposeé).
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Solution 53 SoitO € £ eth 'homothétie de centr® et de rapport /k. Alors

d(h o ¢(M),ho¢(N)) = %d(cﬁ(M)a ¢(N)) = d(M, N).

Doncho ¢ est une isométrie affine (on utilise ici 'exercice 43). Dane- h~! o ho ¢ est une similitude.

Indication 54 SoientA;, ..., A, les sommets du polygone (on conviendra guye= Ay sij — k €
nZ) et O son centre. Soient; I'angle au sommet em; dans le triangled;_;A;A;,1, 3; 'angle
au sommet erd; dans le triangled;_1 4,0, et; l'angle enA; dans le triangleDA;A;,. Alors
o = B + 74, Bj = V-1 d’ou Bj = vj—1 = Bj—2. En déduire que

fr=...=bn=71=... ="
Conclure.
Solution 55
a) Notonsr la partie linéaire de?. C’est la rotation vectorielle d’angte On a
SN .
AM' = r(AM)

Les coordonnéeBX, Y') du vecteurr(A—J\f) veérifient
X =(x—aj)cosh — (y—az)sinh, Y = (z—ay)sinf + (y — az) cos b,

ou (x,y) sont les coordonnées dé et (a1, aq) celles deA. De maniére équivalent¥ + Y =
e’ (z — a), ou z est I'affixe deM eta celle deA. On en déduit

7 =a+e?(z—a).

b) La réflexion par rapport a I'axe des abscisdgss'écritog : z — Z. Soit Ay la droite passant par
O formant un anglé < [0, /2] avecAy. On introduit la rotatiorp qui envoieA, surAq. Alors
p~Logp est une réflexion qui stabilisé,. On en déduit que la réflexiary par rapport &\ est
p~Logp. Doncoy(z) = €*9z. Si maintenant on considére une réflexiopar rapport & un axe
passant par un poi®®’ d’affixe z et paralléle &\, alorsc = Tog7~! ol est la translation de
vecteurOO'. Ainsi, 0(2) = 29z + (2 — €**%5). On peut le réécrire(z) = az + b avec(a, b)
tels quela] = 1 etab+ b = 0.

Considérons maintenant le cas d’'une symétrie glissée. Elle est de ladarme= o o 6 ou o

est une réflexion par rapport & un axejaine translation paralléle a cet axe. Si on caractérise
I'axe avec son angleé par rapport a I'axe horizontal et passant par un pofnd’affixe z,, on sait
queo s'écrito(z) = %9z + (29 — e*%%;). Par ailleursy est de la formé(z) = z + re? avec

r € R.D'0U o o(2) = e*0Z + (20 — €2%) + ret?. On en déduit qu'une symétrie glissée (ol
la translation est non triviale) s’écrit toujours— o'z + b avec|a’| = 1 eta’t/ + b’ # 0.

c) L'applicationw qui s’écrit en nombres complexes— az + b est une application affine de partie
linéairez — az. Commela| = 1, il s'agit d'une isométrie. Dans la base, i), elle admet pour

matrice (en notant = %)
cos¢ sin¢
sing —cos¢ )’
qui est de déterminantl. Doncw est un antidéplacement, une réflexion ou une symétrie glissée.

Dans les deux cas, I'axe fait un angl¢2 avec I'axe horizontal. C’est une réflexion s8i = Id
ssiab +b = 0. Siab + b = 0, pour trouver I'axe de la rotation (on connait déja sa direction), il
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suffit de déterminer un point fixe, c’est-a-dire une solution de I'équation b = 2. En posant

Z = z —b/2 et en utilisanth/2 = —ab/2, on est ramené a I'équatiai = €'*Z qu'on sait
résoudre (on a une droite de solutions, comme attendu).

Siab + b # 0, w N'a pas de point fixe et est donc une antiréflexion. Dans ce cas, pour déterminer
le vecteur de la translation associée , on remarque qu’ en natdiaiffixe dudit vecteur, on a

221 = wow(z) pour toutz € C. On trouvez; = (b + ab)/2. Alors w(-) — z; est une réflexion

dont on peut trouver un point fixe comme précédemment. Les élémeantgadke de la réflexion

et vecteur de translation) sont donc entiérement déterminés.

Solution 56 Une homothétie de centréet de rappork € R ¢ {0, 1} a pour écriture — k(z—a)+a,
ol a est 'affixe du pointA.

Les similitudes directes qui ne sont pas des isométries sont des rotations de centre un certain point
A composées avec des homothéties de méme centre. Une similitude directe qui n’est pas une isométrie
admet donc pour écriture

2z a+ ke (z —a),

ol # est une mesure de I'angle de la rotation. C’est bien de la farme 3 aveca = ke et =
a(l — ke'). Sila similitude directe est une isométrie directe, c’est une translationz + 3 ou une
rotationz — ¢ (z — a) + a, auquel cas on pose = ¢ et 3 = a(1 — ).

Réciproguement, si’ = az + 3, on cherche un point fixe : 'équation = az + 3 admet pour

sia # 1. Alors, on peut écrire pour tout = az + 3

unique solutiorzg =
11—«

2 — 29 = |ale?(z — 2)

ol 6 est un argument de. On reconnait la composée de la rotatior- zy + (2 — z) de centre
2o et d’angled et de 'homothétiez — 2y + |a|(z — 29) de centrez et de rapportv. Enfin sia = 1,
z — z + [ est la translation du vecteud’affixe (.

Solution 57 |l existe une rotatiory; telle quef;(u;) = v;. On se ramene ainsi au cas = uj, ce
gu’'on suppose désormais. La rotatircherchée devient alors la rotation d’axe dirigé paret qui
envoieus SUrvs.

Solution 58 |l suffit d'observer que sp est une application affine de partie linéajretr une transla-
tion de vecteur, alors¢ o 7 o ¢! est une translation de vectefift).

Solution 59
1) Il suffit de considérer la partie linéaire dejui est la composée des parties linéairegdet ps.
2) Soit P un plan contenant les deux axAs et A, dep; et ps (P est défini de maniére unique si
les deux axes ne sont pas confondus). Notgnfa réflexion par rapport &. Il existe deux plans
P et P, tels que

p1L=0p 00p, p2 =0poO0p,.

Alors p = op, o op,. Si P, et P, sont paralleles, alors est une translation (éventuellement
lidentité si P, = P,). Si P, et P, sont sécants; est une rotation d’axe leur droite d’'intersection.

3) L'axe A, est contenu dans le plan médiateur{@@2(0)]. SiO = p(0), alorsO = p1(p2(0))
doncA; est dans le plan médiateur i@, p2(O)]. Ainsi les deux axes sont coplanaires.
On a ainsi montré qug est une translation ou une rotation si et seulement si les deux axes sont
coplanaires.
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Solution 60 On notef etg les parties linéaires dg ety respectivement. On suppose que l'anglde
go f esteégal ax + 3, aveca I'angle de f et 5 I'angle deg. Soit ), la rotation affine de méme angle
gue et de méme axe orienté qge On veut montrer qué; = 1. On noteg; la partie linéaire de;.
L'angle deyn o ¢ esta + 3.

Soit u un vecteur unitairey = f(u), w = g(v). Soitw; la projection orthogonale de sur le
sous-espace engendré pagtv. Soitk = g; o f(u). Ona

(w1, u) = (w,u) = cosy = cos(a+ ) = (k,u) ,

et de mémedw,,v) = (k,v) = cos 3. On peut de plus choisit pour queu et v soient linéairement
indépendants et done; = k. Comme||k|| = 1, on aw; = w. Donc f et g ont méme axe (avec la
méme orientation). Dong et ont des axes paralléles.

Réciproquement, g ety ont des axes paralléles avec méme orientatien-ets # 0, alorsy o ¢
est une rotation affine de partie linéaiye f, qui est une rotation vectorielle d’'angle+ 3. Lorsque
a+ =0, ¢ o estune translation.

Solution 61 Soientry, mo, 73 les réflexions par rapport aux plans paralléRes P, et P; de direction
le plan vectorielL. Soit (e1, e2) une base orthonormée deet e3 un vecteur orthonormal A. On note
fi la partie linéaire de”;, 1 < i < 3. Alors la matrice deg; dans la basée;, ez, e3) est

-1
1

C’est donc aussi la matrice dg o f> o f3. Doncm o 79 o w3 €St une symétrie glissée par rapport a un
plan P de directionL. Déterminons le vecteurde la translation associée a cette symétrie glissée. On a
t € L. Soit A une droite orthogonale B;. Alors 7r; o my o m3(A) = A = A + ¢. Donct est orthogonal

a L. Finalementt = 0. Ainsi, 71 o 3 o 73 est une réflexion par rapportra Pour détermineP, on peut
introduire surA un reperd O, ¢) tel queP; soit d’abscissd.;, P, d'abscissd. . et P; d’abscissé). Soit

M le point deA d’abscisse-L,. Alors 71 o 9 o w3(M ) est le point d’absciss&lL; — Lo. Donc P est

le plan orthogonal & d'abscissd.; — L.

Solution 62 On notery, r9 etrs les parties linéaires desréflexions. Il existe une base dans laquelle
les matrices deq, ry etrs sont respectivement

-1 1 1
-1
1 1 -1

La matrice de-; o 9 o r3 est donc—Id. Commel n’est pas valeur propre, la composéeddéflexions
par rapport a des plans orthogonaux deux a deux est une symétrie centrale, de centre l'intersextion des
plans.

Solution 63

a) |l suffit d’écrire la matrice dep dans une base adaptée a la décomposRiba P & P pour
observer que-sp est le demi-tour autour dé-.

b) Soientr;, ro deux demi-tours par rapport a des axes dirigésupar repsectivement. Alors
roory estun élément déO(3). En calculant; o7 (u1), on voit que I'axe de oy est dirigé par
u1 A ug etl'angle (relativement a I'orientation induite par I'axe orienté pan us) est2(uy, us).
La composée de deux demi-tours est donc un demi-tour ssi les axegte sont orthogonaux.
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c) Sip est la rotation d’axeD et d’angled, et f € SO(3), alors f o p o f~! est la rotation d’axe
f(D) (dont l'orientation est déduite de celle depar f) et d’angled. De plus, I'action naturelle
de SO(3) sur I'ensemble des droites vectorielles est transitive. On en déduit que tous les demi-
tours dont conjugués entre eux et en utilisant la question précédente que les demi-tours engendrent
SO(3).

Solution 64
1) Par I'exercice 63, les demi-tours sont conjugués entre eux. DaNccsintient un demi-tour, il
les contient tous. De plus, les demi-tours engendsént3). Donc N = SO(3).
2) Soitr € N\ {Id}. Alorsr our~! est une rotation d’angle, 7] (et si la valeurr est prise, on a
un demi-tour et on peut conlure). Pour, on le cherche sous la formg = Az + pa. Alors

1f(z1) — 21|l = [|[(Ay + pa) — Az + pa)|| = [M|ly — z|| = |Ald.

Il suffit donc de prendre = d/m sim # 0 et A = 0 sim = 0.

3) Lexistence de- est une conséquence de I'exercice 57. Notprs r o f o r—1. CommeN est
distingué,g € N. De plus,g(y1) = yo.

4) z, = —x. Comme||z;+1 — x;|| € [0,d], par la question précédente, il existe € N tel que
ui(x;) = xiy1. Onav(z) = x, = —x. Ainsi v est un demi-tour dany'.

Solution 65 SoientA, B, C, D les sommets d’un tétraédre régulier. Comie = AC, A estdans le
plan médiateur déBC|. De méme pouD. Donc la droite(AD) est contenue dans ce plan médiateur.
Donc(AD) est perpendiculaire @C).

Par ailleurs, soif le milieu de[BC] et.J le milieu de[AD]. Alors Al = ID, donc le triangleAI D
estisocéle erd. Or J est le milieu d§AD] donc la droite(1.J) est la médiane du triangle isocéld D.
On en déduit que les droité$.J) et (AD) sont perpendiculaires. Il en va de méme des drgitds et
(BC).

Solution 66 Soit ABC' un triangle équilatéral de centfeet D un point situé sur la perpendiculaire
au planABC passant paf) de sorte queABC D ne soit pas régulier. Le groupe des déplacements
contient l'identité et les rotations d’ax€)D) et d’angle2r /3, 47/3. Montrons que ce sont les seules.
On introduit le morphisme naturél de I'ensemble des isométries dd&3C' D versY.,.

Sir est une rotation qui préseryel, B, C, D},

1) sir préserve{ A, B, C}, elle préserve) et le plan contenamd, B, C' donc aussi son orthogonal
en(. L'axe der est dond2D). Alors r est une des rotations précédentes,

2) sir préservel A, B, D}, pour les mémes raisons, son axe est la droite orthogonale au plan conte-
nantA, B, D et passant par I'isobarycentre du triangl®D. Mais cet axe ne contient pascar
le tétraédre n’est par régulier. Cette situation ne peut donc avoir lieu.

3) le dernier cas a envisager est celuiropermute lest sommets et cette permutation n'a aucun
point fixe : il correspond donc pdF a un produit de transpositions a support disjoint ou d’'un
cycle d’ordre4, donc d’ordre2 ou d’ordre4, c’est-a-direr est une rotation d’angle oun /2. Sir
est un demi-tour; transforme par exemplé en B etC en D donc I'axe der passe par le milieu
de [AB] et de[C'D]. Mais la droite passant par le milieu 8ecdtés opposés ne passe pas par le
centre du tétraédre puisqu’il n’est pas régulier. Donc le centre du tétraédre ne serait pas stabilisé,
ce qui est impossible. Siest une rotation d’angle/2, alorsr? est un demi-tour et on vient de
voir qu'il n’en existait pas!

En conclusion, les seuls déplacements préservant ce tétraédre sont I'identité et les rotatiqiis daxe
et d’angle2r /3 et4x /3. Toujours grace au déterminant, on sait que le sous-groupe des déplacements
G est d'indice2 dans le groupe des isométrigsqui préservent le tétraédre. Ce-dernier contient donc
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6 éléments : outre le3 déplacements précédents, daflexions par rapport aux plans passant par une
aréte longue et le milieu de I'aréte courte opposée.SBhimne de ces réflexions. AlotH = GUoG est
isomorphe a un produit semi-direGtx Z/2Z, i.e. au groupe diédral d’ordie(car il existe une section

de la projection canoniquH — G/H, comme dans le cas des polygones réguliers, et les rotations ne
commutent pas aver).

Solution 67 On considere le cercle de centre le milieu[de3], contenu dans le plan médiateur de
[AB] et passant pat'. Tout point) de ce cercle vérifid/ A = M B = CA = CB.Le diamétre de ce
cercle es2/AC? — AB?/4 > AB. Donc (par exemple par le théoreme des valeurs intermédiaires), il
existe un pointD sur ce cercle tel que D = AB. Le tétraedred BC' D a des faces qui sont des triangles
isocéles isométriques (et donc de méme aire) mais qui ne sont pas équilatéraux.

Soit ABC'D un tétraédre qui a sesfaces de méme aire. Commig’ = Al + IJ + J_C>‘, ona

—_— — —_— — —_— —
ABNAC =ABANIJ+ ABAJC,

—_— — —_— — — — —_— —

car AB et Al sont colinéaires. De plusiB A I.J est orthogonal & B etl.J. Le vecteurAB A JC

est colinéaire 4.J. Donc AB A T.J et AB A JC sonc orthogonaux. On en déduit la premiére égalité

demandée par le théoréme de Pythagore. La deuxiéme égalité se démontre de maniére analogue.
Comme les faces ont méme aiﬂeﬁ A A_C)*H = HE A EH et donc par les égalités précédentes,

onaJC = JD. Ainsi J est le milieu d&C'D. De méme/ est le milieu deAB. Comme(/J) est aussi

perpendiculaire #84B) et (C'D), on en déduit que le retournement autour de la drQite) envoie A

sur B et C sur D, et donc envoie le triangld BC sur le triangleBAD. Donc les facesABC et BAD

sont isométriques. On peut reproduire cette preuve pour tout couple de faces du tétraédre. Finalement,

toutes ses faces sont isométriques.

Solution 68 Fixons{2; € Dy, Qs € Dy eteq, eo des vecteurs unitaires dirigeaht, D, respective-
ment. Alors
(t1,t2) — d(Q1 + tier, Q2 + taen)?

est une forme quadratique uniformément convexe (le vérifier!) donc elle admet un unique minimum en
(t1,t2), ce qui définit deux pointd/; = Q; + te;, 1 <i < 2.

Nécessairementl/, est la projection orthogonale de; sur D, (car My rend minimaled(-, M)
surDs). Donc la droite( M Ms) est perpendiculaire B,. De méme elle est perpendiculair®a.

Enfin, siA; € D;, Ay € D, sont tels que la droiteAB) est perpendiculaire B, et Dy, alors en
écrivantAB — AM;y + MM + M>B, on obtient

(AB,AB) = (M My, AB) < || MMy ||| AB||

-, .z Ny 7
par I'inégalité de Cauchy-Schwarz. D' B|| < || M M,||.
e . - e — , .. ., .z
Comme||M; Ms|| est minimum,||AB|| = ||M1M,||. Par cas d’égalité dans l'inégalité de Cauchy-
— e — — — .
Schwarz, on & B = M M,, donc aussidM, = BM,. Comme les droite®; et D, ne sont pas pa-
ralléles, c'est qued = M7 et B = M,. On aurait pu aussi utiliser I'unicité du minimum de la forme
guadratique uniformément convexe.

Solution 69 Si k = 1, alors& est la médiatrice d¢AB], £, le demi-plan contenanB et £_ le
demi-plan contenam.

On suppose maintenaht# 1. SoientG; le barycentre d¢(A, 1), (B, —k)} etGs le barycentre de
{(A,1),(B,k)}. Alors

M€ E < MA? — k¥2MB? =0 <= (Ma — kMB, MA + kMB) = 0
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—_ ——
— (MG1,MGs) = 0.

Introduisons un repére de centre le milieu[dgG»] et dont le premier axe est la droité/1G2). En
notanta I'abscisse d&7, I'égalité précédente se réécrit

Me &« 22 +y*=d%

Ainsi, £ est le cercle de diameétfé'; G;]. De méme¢,. est I'extérieur du disque ét est I'intérieur du
disque (pourquoi ?).

Solution 70 Notons¥(z,y, z) = ax + by + cz + d. Soit H le projeté orthogonal dd surH. Alors
—
le vecteurH A est colinéaire &a, b, ¢) : il existe A € R tel que

—
HA = Xa,b,c).
En écrivan0 = W(H), il vient
_ V()
a4 b4t
- . —_—
Ainsi ||[HA|| = [ (A)[/l|(a, b, c)|].
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Chapitre 3

Convexité

Soit € un espace affine de directidhet de dimensiom > 1.

3.1 Topologie et calcul difféerentiel dans un espace affine
Si E est muni d’'une norme, alogest naturellement muni de la distance
=
d(A, B) = ||AB||

qui fait de £ un espace métrique. On parlera d’espace affine métrique. C’est automatiquement le cas
si £ est un espace affine euclidien. Mais la notion de projection sur un convexe fermé apparait dans le
programme de I'agrégation sous le chapitre affine (d'ou ce cadre un peu plus général).

Exercice 76 1) Montrer quelU C F est ouvert si et seulement@i+ U C £ est ouvert pour tout
Oect.
2) Montrer qu’une application affine est continue.
3) Montrer qu’une bijection affine (respectivement une fonction affine non constante) est ouverte.
4) Deviner une définition de la différentiabilité d’'une fonction définie sur un ouvert d’un espace
affine (& valeurs dans un Banach).

3.2 Définition et propriétés élémentaires

Etant donnés deux points, B de&, le segmentAB] est 'ensemble des poinid tels qued M A +
—
(1-6)MB = 0 pour und € [0, 1].

Définition 30 Une partie deC est dite convexe si pour todt B € C, le segmentA B| est contenu dans
C.

On pourrait formuler une définition analogue dans un espace vectoriel.
L'ensemble vide, un point, un segment, un sous-espace affine sont des convexes. Une boule dans un
espace affine métrique est convexe.

Exercice 77 1) Une intersection de convexes est convexe.
2) L'image de tout convexe par une application affine est convexe.
3) L'image réciproque de tout convexe par une application affine est convexe.
4) Les parties convexes @esont les intervalles di.
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Preuve : 2) L'image par une application affine’'un segmentAB] est le segmerjt(A)¢(B)] (et méme
plus précisément, 'image du barycentre{dd, ) (B, 1—-0)} estle barycentre dg¢(A), ), (¢(B), 1—
0)}).

3) SoientA4, B € ¢~ 1(C). Commep([AB]) = [¢(A)p(B)] C C,ona[AB] C ¢~1(C).

4) Soit] C R convexe et := inf I, b := sup . Alors Vc €]a, b, il existeay,b; € I tels que
a; < ¢ < by. Donce € [ag,b1] C I (carl convexe). Ainsia,b[C I.Or I C [a,b]. DoncI est bien un
intervalle.

U

Définition 31 L'intersection de tous les convexes contenant la paftie £ est une partie convexe de
£ appelée I'enveloppe convexe e

Proposition 20 L'enveloppe convexe dg est 'ensemble des barycentres de pointsSdaffectés de
coefficients positifs.

Preuve : Appelons combinaison convexe de palis..., M} un barycentre dé/4, ..., M, affectés de
coefficients positifs. Soitd I'enveloppe convexe dé et B 'ensemble des combinaisons convexes de
points deS.

Lemme 5 B est convexe.

Preuve : Soient A le barycentre §eM;, ay), ..., (Mg, o)} et B le barycentre dé¢(Myy1, axi1), - - -,

(M, ap)} avec
k

l
M,‘ES,O&L’>O,ZO@:1, Zai:l'
=1 i=k+1

Soitd € [0, 1]. Alors le barycentre d¢(A4, 0), (B, (1 — 0))} est le barycentre de
{(M;, 3;)} , avecs; = Oa; si i < ketf; = (1 —6)a; Sinon

(associativité du barycentre). Donc le segnielB] est contenu dans, ce qui prouve le lemme.
O
On déduit de ce lemme qu&> A.

Lemme 6 SiC est un convexe, alo& contient toutes les combinaisons convexes de points de

Preuve : On montre par récurrence suue siA est combinaison convexe @eoints deC alorsA € C.
La proposition est évidente pokr= 1 et vraie pourk = 2 par définition. Supposons la vraie pour
et montrons-la pouk + 1. Soit A le barycentre dé(Mi, a1), ..., (Mg41, axt1)} aveca; > 0. Soit B
le barycentre d€ (M, a1), ..., (Mg, ax)}. Par hypothese de récurrendg,c C. Alors le point A est
barycentre dé (B, Zle a;), (Mg+1,ax41)}. Donc A € C car la propriété est vraie poér= 2. Donc
la propriété est vraie pour toktce qui montre le lemme.

O
On déduit de ce lemme que C A, ce qui achéve la preuve de la proposition.
O
3.3 Convexes et topologie
Exercice 78 Montrer que I'enveloppe convexe d'un fermé n’est pas nécessairement fermée.
Preuve : Considérer I'enveloppe convexe de I'enserShle {(0,0)} U {(z,y) € RZ : zy = 1}.
]

60



Théoréme 4 Théoréme de CarathéodoroitS une partie de€. Tout élément de I'enveloppe convexe
deS est combinaison convexe d'au plus- 1 points deS (oun = dim E). En patrticulier, I'enveloppe
convexe d’'un compact est compacte.

Preuve : Pour montrer la premiére assertion, il suffit de montrer gueest combinaison convexe dée
points deS aveck > n + 1, alors on peut écrird/ comme combinaison convexe de- 1 points deS.
Ainsi, fixonsO € £ et écrivons

k k
M=0+Y 004, k>n+1, €S, >0, a;=1.
1=1 i=1

Considérons I'application

(15 o i) € RY )€ E xR.

||M»
||M»

Cette application est non injective pour raison de dimension. Prepgns., i) # 0 dans son noyau.

Alors pour toutt > 0,
k

M=0+ Z(al + tui)O—A;.
=1

Ona encorezle(ai + tp;) = 1. Il suffit donc de trouver € R tel quea; + tu; > 0 pour touti et
a; + tp; = 0 pour au moins ur. On prend

t:= inf —Qy 3
i:,13<o( ai/pi) >0

Pour montrer la deuxiéme assertion, on considére I'application
—
o : (Ai)1§i§n+1 X (ai)lgign_H S Sn+1 X [O, 1]n+1 — O + ZO&ZOAZ €S

qui est surjective par ce qui précede, continue ear O est une application bilinéaire en dimension
finie, donc continue) sur un compact (comme produit de deux compacts). D’ou le résultat.
O

Proposition 21 1) SiC est convexe, aloré etC le sont aussi.
2) SoientA € CetD € C Alors [AD[C C.
3) LorsqueC # 0, on aC C etC C et cette deuxieme égalité reste vralé,’sk 0.

Preuve : Fixon® € £.
1) Pour tou® € [0, 1], I'application

O(M,N) — O+ 00M + (1 — 0)ON

est continue, don®(C x C) C ®(C x C). CommeC est convexe, on &(C x C) C C. On conclut en
notant que&C x C =C x C.

L'assertion concernant I'intérieur est une conséquence de 2).

2) Il exister > 0 tel que la boule ouvert& (A, r) soit contenue danS. Soit# €]0,1[ et M =

.
D+ 60DA. SoitD' € Cn B(D r) et

1-0
—
O:={D' +6D'A": A" € B(A,r)}.
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—_—
Alors O est ouvert (car I'applicatior’ — D’ + 6D’ A’ est ouverte comme toutes les bijections affines).
. - e 1 =0 - Y
Or M s’écrit D’ + 0D’ A" avecA’ défini parAA’ = TD’D et||DD’|| < rdou||AA|| <.

1-6
DoncM € O C CetdoncM € é ce qui montre quéAD[C 8
3)Ona toujourx{’ cC eté - % Pour les inclusions réciproques, on considére deux cas :
a) Supposoné # (). Soit alorsA € (OZ B B
Montrons que& > C.SoitB € C. Par2),onaB € [A,B[ C C. Ainsi C C C d'ots I'on déduit
ccc.
Montrons aﬂf}sent qLLgéc E SoitD € % Alors il exister > 0 tel queB(D,r) C C. Notons
G={A+0AM : M € B(D,r),0 € [0,1[}. Alors par 2)

GccC. (3.1)

De plus,G > B(D,r/2). En effet, siN € B(D,r/2), soientM et tels queN = A + §AM.
On a alors
DM = ——AD + DN
0 0
et donc L , L 1
N Y RN . P .
IDM|| < ——||AD|| + Z|IDN|| < ——[|AD|| + 7.

. 4
Ainsi, pourf assez proche de || DM|| < r.
b) Supposon€ = (. Alors

Lemme 7 Aff(C) est contenu dans un hyperplan.

Preuve du lemme : Sinon, Af€) = £. Donc il existeAy, ..., A, € C tel que(ApA;)i<i<n €st
une base dé&. Alors I'enveloppe convexe des points, ..., A,, est homéomorphe au simplexe
standard

S = {(t1,....,ty) : 0 < ti,zti <1}
i=1

par l'application(ty, ..., t,) — Ao + > ton—A; Or le simplexe standard est d'intérieur non vide

(il contient I'ouvert obtenu en remplacant dans la définitionSdkes inégalités larges par des
inégalités strictes). On en déduit gdeest d'intérieur non vide, ce qui contredit I'hypothése et
acheve la preuve du lemme.

Le lemme implique qué€ est contenu dans I'adhérence d’un hyperplan, donc dans cet hyperplan
lui-méme, qui est d'intérieur vide, donc

C=0=C

3.4 Projection sur un convexe fermé et séparation

3.4.1 Demi-espaces

Soit¢ : £ — R une fonction affine non constante, définissant I'hyperplan affine= ¢~1(0).
Comme¢ est continue (quelle que soit la topologie &e&léfinie par une norme dE), les ensembles
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o1 (RT) etp~!(R™) sont fermés dans, tandis que les ensembles! (R* ) et¢~!(R* ) sont ouverts
dans€. Ce sont les demi-espaces fermés (resp. ouverts) délimitds @& sont des convexes (comme
images réciproques de convexes).

Les demi-espaces ne dépendent pag @& sens ou siy est une autre fonction affine telle que
¥~1(0) =V, alors il existe) € R tel quey = \o.

Si E est muni d’'une structure euclidienne, alors on peut définir un hyperplan vedibnpelr la
donnée d’'un vecteur non nul € E par H := v. Alors pour tout pointA € £, on peut définir
I'hyperplan affine passant par de directionH par

Hi=A+H={Me&: (AM,v) =0}.

On aH := ¢ 1(0) ol ¢ est la fonction affine)(M) = (AM,v). Les deux demi-espaces fermés sont
alors donnés par
—
{M : (AM,v) > (resp < )0}

(et on obtient les demi-espaces ouverts en remplacant les inégalités larges par des inégalités strictes).

3.4.2 Projection sur un convexe fermé

Lemme 8 Soit.A une partie non vide fermée deet M € £. Alors il existeN € Atel qued(M,N) =
d(M,A)oud(M,A) = J\}an d(M,N").
'e

Preuve : SoitVy € A et
Ao :={Ae A:d(M,A) <d(M, Ny)}.

Alors d(M, A) = d(M, Ap) et Ay est fermé, borné donc compact. Autrement dit, on s’est ramené au
cas ouA est compact, ce que I'on suppose désormais. La fonctioa A — d(M, N) est continue
(elle est méma lipschitzienne, par I'inégalité triangulaire) donc atteint son minimum sur le coropact
en un pointN qui répond a I'énoncé.
O
Dans la suite de ce paragraphe, on supgoseuni d’une structure euclidienne.

Théoréme 5 Soit C un convexe non vide fermé. Alors pour tddt € &, il existe un unique point

—_—

p(M) € C tel qued(M,C) = ||[p(M)M||. On I'appelle la projection deV/ sur C. De plus, le point
p(M) est caractérisé par

VA eC, (p(M)M,p(M)A) <0, (3.2)
L'application M +— p(M) estl lipschitzienne.

Preuve : La projection existe par le lemme précédent. Montrons 'unicité de la projection. Spiévt €
C tels que

[INLM | = [|[N2 M| = d(M,C).

Considérons le milieu dgV; V2] que I'on noteN. Alors N € C carC est convexe et

e 1—> 1—> 2_1 9 9 —_
INBIP = || S N8 + SN2 = (1N 2 + | NaB? + 2(Ni i, NoBd)

1 —_—

= §(d(M,C)2 + (N1 M, NoM))

T2 T TR 2 o2 — —_— ——
|[NoN1||* = [|MNy — MNao||* = [|[N{M||* + ||[NoM||* — 2(M Ny, M N3)

= 2(d(M,C)? — (N1 M, NoM))
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d’'ou
— 1, —
INM||* + 1\|N2N1|!2 = d(M,C)’

(on vient juste de redémontrer la formule du parallélograritae-y) /2||? +||(z—v)/2||> = ||z||?/2+
—
lly||?/2). CommeN € C,on a||MN||?> > d(M,C)? et donc

1 —
d(M,C)* + Z|yN2N1H2 < d(M,C)?

ce qui impliqgueN; = N,. D’ou l'unicité.
Montrons (3.2). Soii\/ € £. Pour toutN € C,on a

s —_—
N =p(M) <= VN e€C,||[NM|| <|N'M||
/ N N i NN
<= VN e(C,Vt€[0,1],||[INM|| < |[NM —tNN'||
. —_—
car le pointNV; := N + tNN' estdangN N'] C C. Donc
/ NAF2 INTV 1012
N =pM) <= VN e€C,vtel0,1],||NM||* <||[NM —tNN'||
2 P N 7 NAF2
=t*||NN'||* = 2t(NM,NN'") + ||[NM||

— -, —
N =p(M) <= VN’ € C,Vt € [0,1],#*||NN'||> > 2t(NM,NN').

En divisant pat puis en faisant — 0%, on obtient le résultat.
Montrons enfin que est1 lipschitzienne. Soif\/, M’ € £. En sommant les deux inégalités

(p(M)M,p(M)p(M')) <0, (p(M")M’, p(M")p(M)) <0,

et en réarrangeant, il vient

—I> 2 !/ /
lp(M)p(M")||” < (MM, p(M)p(M"))
d’'ou le résultat en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz dans le membre de droite.
Pour toutA € C, p(A) = A (puisqued(A, p(A)) = 0 et gqu’on ne peut pas faire mieux!)
Définition 32 SoitC un convexe etl € C. On ditquer € E \ {0} est un vecteur normal & en A si
—_—
(v, AM) < 0 pour toutM € C.

On remarque que €I est un convexe non vide fermé &f ¢ C, alors grace a (3.2), le vecteur
_
(p(M)M) est un vecteur normal & enp(M). En particulierC est contenu dans le demi-espace fermé

{Ne&: (p(M)M,p(M)N) < 0}.

Proposition 22 SoitC un convexe non vide et € 9C. Alors il existe un vecteur non nul normal@en
A.
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Preuve : On notg(M) la projection d’'un pointV/ sur I'adhérence dé notéeC.

Soit (M,,) une suite dans \ C qui converge versl. (La suite(M,,) existe card ¢ C= C.) Soit

e
 p(My)M,
S 6 S Y Ly

|[p(M,) M|

C’est une suite de vecteurs unitaires. Apres extraction, on peut supposer queia saiteerge vers un
vecteur unitaire.. On prétend que est un vecteur normal & en A. FixonsB € C. |l suffit de montrer
que
—_—
(v, AB) <0.

Or, pour toutn en utilisant (3.2) aved/,,
_
<Vnap(Mn)B> <0.

Comme(M,,) converge versi, la suite(p(M,,)) converge verp(A) = A (carp estl lipschitzienne).
Comme le produit scalaire est une application bilinéaire continue, on a

(v, AB) < 0.

3.4.3 Théoréme de Hahn-Banach

Définition 33 SoientA et 5 des parties d&€. On dit qu’un hyperplari{ sépare (resp. sépare stricte-
ment).A et B si A est contenu dans 'un €t est contenu dans I'autre des deux demi-espaces fermés
(resp. ouverts) déterminés paf.

Définition 34 Soit.A une partie de€ etx dans la frontiére ded. Un hyperplan d’appui ded enx est
un hyperplan contenant et séparant4 et x.

Proposition 23 SiC est convexe, alors tout point de la frontiere@eppartient & au moins un hyper-
plan d’appui deA.

Preuve : On munif d’une structure euclidienne. Saitun vecteur normal & en un pointA de la
frontiére. Alors I'hyperplan

M= A+vt={M: (v, AM) = 0}.

. _—
convient car pour toud/ € C, (v, AM) < 0.
O

Théoréme 6 Si A et B sont des convexes non vides et disjoints, on peut les séparer. Si de plus ils sont
tous les deux ouverts, ou si I'un est compact et I'autre fermé, alors on peut les séparer strictement.

Preuve : On muni£ d’une structure euclidienne et on fixe € £. On se raméne au cas vectoriel en
posant
—_— —
X:={OA:Ac A}, Y :={OB: B¢c B}.

Alors X etY sont2 convexes non vides disjoints de la directibnde £ (ouvert, fermé ou compact
si le convexe affine correspondant I'est). On va montrer qu’il existe £ \ {0} eta € R tels que
V(z,y) € X x Y,

(r,z) < a<{(vy) (3.3)
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avec inégalité stricte si lesconvexes sont ouverts ou si I'un est fermé et I'autre compact.
Le résultat de séparation pour les convexes affines s'en déduit aussit@t A, B € B,

(v,0A) < a < (v,0B).

On poseH = {M : (v, OT\ZI) = «a}. Alors H sépareA et 3 (et la séparation est stricte lorsqdeet B
sont ouverts ou lorsqud est fermé ef3 est compact).
Montrons donc (3.3).
1) On commence par considérer le casoast un point{y}. Ainsiy ¢ X. On distingue deux cas :
a) Le pointy n'appartient pas a I'adhérence &e On notep ijeetion sur le convexe fermé

X.Onavz € X, (y — p(y),z — p(y)) < 0. En posant := p(y)y, on en déduit

(v, z) < (v,p(y)) = (v, y) + (v, p(y) — y) = (v, y) — [y — p(y)|?

etdans ce cas, on peut poset (v, p(y))+|y—p(y)|>/2 pour avoir (3.3), et de plus l'inégalité
est stricte.

b) Le pointy appartient a lI'adhérence d€ et donc nécessairement a la frontiereXdeOn
prendv un vecteur normal & eny. On a alorsvz € X, (v,x — y) < 0 et donc

(v,z) < (v,9).

On posex = (v, y) pour avoir (3.3).

2) Dans le cas général, on paSe:= X — Y := {x —y,x € X,y € Y}. C'est un convexe non
vide de E' qui ne contient pa8. Par le cas précédent, il existec E \ {0} etay € R tel que
V(z,y) € X xY,

<1/,x—y>§a0§<y,0>20 (34)

(avec inégalité stricte i ¢ C). On en déduit
(v,2) < ag+ (v,y) < (v,y) (3.5)

et donc
sup (v, x) < ag + inf (v, y) < inf (v, y). 3.6
xeg( ) < ag y€Y< Y) Jnf (v, ) (3.6)
On peut donc poser = o + infyey (v, y) pour avoir (3.3).
Montrons que la séparation est stricte lorsqu’on dispose des hypothéses topologiques supplémen-
taires. SiX est fermé el est compact, alor& — Y est fermé (comme on le vérifie facilement
par un critére séquentiel). Alos = C. Donc0 ¢ C et on a des inégalités strictes dans (3.4) :
ag < 0, ce qui implique

sup (v, z) < 20 4 inf (v,y) < inf (v, y).
z€X 2 yey yey

On peut posetx = /2 + inf,cy (v, y) pour avoir inégalité stricte dans (3.3).
Enfin, siX etY sont ouverts, alor§(v,z) : x € X} et{(v,y) : y € Y} sont des intervalles
ouverts (voir Exercice 76), ce qui implique que pour tout X, (v,z) < sup,cy (v, ') et de
méme pouly. On peut donc a nouveau conclure par (3.6).
O
On insiste sur le fait que les énoncés ne font intervenir aucune structure euclidienne. On utilise les
outils de la géométrie euclidienne uniquement dans les preuves.
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3.5 Points extrémaux et Théoreme de Krein-Milman

Définition 35 SoitC un convexe dé€. On dit queM € C est extrémal (dang) si pour toutA, B € C, si
M est combinaison convexe ¢4, 0), (B,1—6)} pour un certaird €0, 1], alorsM = AouM = B.

Exercice 79 Déterminer les points extrémaux d’'une boule, d’un triangle.

Théoreme 7 Tout convexe non vide compact est I'enveloppe convexe de ses points extrémaux.

Preuve : On procéde par récurrencesue dimE. Le résultat est vrai pout = 1. Supposons-le vrai
pourn et montrons le pout + 1. On commence par vérifier le

Lemme 9 Un convexe compact est I'enveloppe convexe de sa frontiére.

Preuve du lemme : La frontiére d’'un convexe comgaétant contenue dans ce convexe, I'enveloppe
convexe de la frontiére I'est également. Réciproquement,Adoit C. Soit A une droite passant par
M. Alors A N C est une partie convexe fermée bornéeddonc de la formeéAB] ou A, B sont deux
points deA. Nécessairement4 et B appartiennent & la frontiére de(sinon, ils seraient le centre de
boules contenues dadset I'intersection de& avecA contiendrait strictementd B]). Donc M est bien
combinaison convexe de points de la frontiérede

O

D’apres le lemme, il suffit de montrer que la frontiére est contenue dans I'enveloppe convexe des
points extrémaux. Soient dans la frontiere et{ un hyperplan d’appui d€ en x. Soit D le demi-
espace ouvert délimité pdt contenantC. Lensemble des points extrémaux @econtenus dang{
sont des points extrémaux den H. Et la réciproque est vraie : saitun point extrémal d€ N H et
montrons que c’est un point extrémal @eSoienty, z € C et0 < ¢t < 1 tels queu soit le barycentre
de{(y,t),(z,1 —=t)}. Onay,z ¢ D (sinonu € D) doncy,z € C N'H doncu = y OUu = z, Ce qui
montre queu est un point extrémal de.
Par hypothése de récurrenc( H étant un convexe de I'espace affirede dimensiom), I'enve-

loppe convexe des points extrémauxdde}H est égale £ NH. Doncz qui appartient & NH appartient
a I'enveloppe convexe des points extrémaux dg donc a I'enveloppe convexe des points extrémaux
deC contenus dans( (d'apres ce qu’on vient de montrer). Cette-derniere est contenue dans I'enveloppe
convexe des points extrémaux @eDonc z appartient a I'enveloppe convexe des points extrémaux de
C. Commez est un point quelconque de la frontiere@ecela conclut la preuve du théoréme.

O

Exercice 80 Peut-on remplacer compact par fermé dans I'énoncé du théoréme ?

Les théoréemes de Hahn-Banach et de Krein-Milman permettent de donner une définition rigoureuse
des polyhédres, de leurs faces et de leurs sommets...

3.6 Exercices supplémentaires

Exercice 81 SoitP € C[X]| de degré > 2. Montrer que toutes les racines & sont dans I'enveloppe
convexe des racines de

Projection sur un fermé

Exercice 82 1) SoitC une partie non vide d’'un espace affine euclidierSoitdc(+) la distance a
C. Montrer quedc(-) = dg(-).
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2) On suppose queé est convexe. On muréitd’une structure euclidienne. On note désormais
dc. SoientM, M’ € £.
a) Montrer qued(M’)? < |[p(M)M'||? olip désigne la projection suf. En déduire que

d(M')? < d(M)? + 2(MM', p(M)M) + O(|| MM'|2).

b) En écrivantp(M')M' = p(M")p(M) + p(M)M + MM', montrer que

A(M')2 > d(M)? + 2(MM', p(M)M) + O(|[MM||?).

(On pourra remarquer quép(M )M, p(M'")p(M)) > 0).
c) En déduire qué? est différentiable su€ et qued est différentiable su€ \ C, de gradient
p(M)M
— .
[lp(M) M|
3) On ne suppose plusconvexe mais on suppose gilest différentiable su€ \ C.

a) SoitM ¢ C. SoitN € C tel que||M N|| = d(M). Pourt € [0, 1], on poseM; = N + tN M.
Calculerd(M,) et en déduire que

d(M;) —d(M)
|| M M|
puis que
(Va(M), ) = -
||MN|

b) En utilisant le fait quel est1 lipschitzienne et le cas d’égalité dans l'inégalité de Cauchy-
Schwarz, montrer que
NM
||V M|

c) En déduire qu'il existe un unique point € C tel queH]\WVH =d(M).

4) On se propose de montrer ici queCsest une partie non vide fermée fdelle que la fonction
distance & est différentiable su€ \ C alorsC est convexe. Aprés choix d’un repére, on identifie
EaRrn.

a) On considére le champ de vecteifs = € R"\C — Vd(z) € R™. Montrer que|| X (z)|| = 1
pour toutz € R™ \ C et queX est continu.
b) D’aprés le théoréme de Cauchy-Peano, pour towt R™ \ C, il existe une trajectoirey, :
I, — R™ telle que
Vt € I, Y2 (t) = X(12(t)) » 12(0) =z, (3.7)

ou I, est un intervalle ouvert d& contenan®t). Montrer que||v, (t) — vz(s)|| < [t — s|.
c) Montrer que
L dn(t) =1
En déduire quel(vy,(t)) — d(y.(s)) =t — s pour touts, t € I,.

d) En utilisant b) et c), montrer quéy,(t) — vx(s)|| = |t — s| pour touts, ¢t € I,, que~y, décrit
un intervalle de droite, puis que, est I'unique solution de (3.7) (au sens otysiet 5, sont
deux trajectoires partant de définies sur,, et.J, respectivement, alorg, = 0, surl, N J;).
Montrer enfin qu’on peut supposéf =] — d(x), +oo|. Que vaulim,_, _ ;) vz (t) ?
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e) SoitH, I'hyperplan orthogonal a la droite contenant.([—d(x), +oo]) en~,(—d(z)). Soit
E, le demi-espace fermé de frontiée. ne contenant pas, (] — d(z), +o0|).
i) Montrer quevz ¢ C,C C E,. (On pourra observer que tous les points de la trajectoire de
~. ont la méme projectiop(z) surC).
ii) Montrer queC = N,¢¢E, et conclure.

Théoreme de séparation

Exercice 83 Soit f : R — R une fonction convexe.

1) Montrer que I'épigraphe d¢ {(z,t) € R x R : ¢t > f(x)} est un ensemble convexe fermé de
R™ x R.

2) Montrer que pour tout: € R™, pour toutt < f(x), il existe une fonction affing: y — (a,y)+0b
telle queg < f etg(x) = t (on pourra séparef (z,t)} de I'épigraphe def)

3) Montrer quef peut s’écrire comme le supremum d’une famille de fonctions affines.

4) Utiliser ce résultat pour montrer le Théoreme de Jenser{ XsiA4, 1) est un espace de probabi-
lité etu € L'(X,R™), alors pour toute fonction convexe: R” — R.

f< / U(t)du(t)> < [ sty uo),

Exercice 84 Soientf, f1, ..., fn» m + 1 formes linéaires sur IR espace vectorieK. On suppose que
Ve e X,

filz)=...= fm(z) =0= f(z) =0.

Montrer quef € Vect (fi,..., fm)-
(Indication : considére : x € X +— (fi(x),..., fm(x), f(z)) et observer quéo, ..., 0, 1) n'est
pas dans I'image dé").

Exercice 85 [Théoréme du minimax de Ky Fan] Sait une partie convexe compact daR¥’, et soit
V une partie convexe dari®™ (U etV non vides). On se donne une fonctipn U x V — R telle
queu — f(u,v) est convexe et continueet— f(u,v) est concave. Alors I'objet de I'exercice est de
montrer que
minsup f(u,v) = supmin f(u,v).
u v v u

ou+oo = +oo est admis.

1) Pourquoi peut-on écrirenin ? Dans le membre de droite, on pourra démontrer et utiliser le fait

que siu,, — u, alors

lim inf (sup f(un,v)) > sup f(u,v).
n—+oo = 4 v
On posex = le sup min, e3 = le min sup.
2) Prouver que-oco < a < (3. On peut donc supposer < +oo.

3) On supposera par la suite < ( afin d’obtenir une contradiction. Montrer alors que les en-
sembled/(v) :={u e U : f(u,v) < a} sonttels que

mvevU('I}) = @
4) En déduire I'existence dg, ..., v, € V tels que

Ni=1,..nU(vi) = 0.

)
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5) En déduire que le poirlty, «, ..., ) € R™ n'est pas dans 'ensemble
E:={xeR":2; = f(u,v;) +ri,r; > 0,ucU}.

Prouver queFE est fermé et convexe.
6) En déduire I'existence dec V tel que

a < min f(u,v)
uelU
ce qui donne une contradiction.
7) Application : SoitS un ensemble convexe fermé d&¥s et un ensemble convexe fermé borné
dansR” (les deux non vides). Alors

inf = inf .
e ) = o)

Points extrémaux

Exercice 86 Un tétraédre est défini comme I'enveloppe convexé peints non coplanaires. Montrer
gue cesl points sont les points extrémaux du tétraédre (on les appelle les sommets du tétraedre).

Exercice 87 1) SoitS,(R) 'espace vectoriel des matrices symétriques. Montrer que
(A,B) € Sp(R) x S,(R) — tr (AB)

est un produit scalaire.
2) SoitA € S, (R). Montrer qu'il existe une b.o.re;)1<i<y €t une famille de réelb\;)1<;<,, tels

que
A= Z )\ieieiT.
i=1

3) Montrer queA € S, (R) est de rangl ssi il exister € R” tel queA = zz’ (comme d’habitude,
on identifie des vecteurs " a des vecteurs colonnes).

4) On noteS;F (R) I'ensembles des matrices symétriques positives.(Boit= {M € S, (R) :
tr M = 1}.
a) Montrer que?; est un convexe compact 8g(R).
b) Montrer queQ; = co{zz” : ||z|| = 1}.
c) Montrer que les points extrémaux Q¢ sont les matricesz”, ||z|| = 1.

3.7 Solutions ou indications des exercices

Solution 76 1) Supposong/ C FE ouvert. SoitO € £. Alors VA € O + U, on aOA ¢ U donc il
exister > 0 tel queBH.H(O—A,r) C U.DoncBi(A,r) C O+ U.DoncO + U estun ouvert dé€.
Réciproguement, s'il exist® € £ tel queO + U est ouvert, alorsz € U, il exister > 0 tel que
B4(O +x,7) C O+ U.Donc By (x,r) C U. DoncU est ouvert.
2) Soit¢ une application affine ef sa partie linéaire. Comme difl < oo, f est continue. Alors
pour toutM, N € &, d(¢p(M),p(N)) = ||f(m)]|§ || fIld(N, M). Ainsi, ¢ est lipschitzienne et en
particulier continue.
3) On rappelle gu’'un isomorphisme linéaire (en dimension finie) est un homéomorphisme (pour
n'importe quelle norme sur I'espace) (car une application linéaire est continue et que I'inverse d’'une
application linéaire est linéaire, donc continue).
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Soit¢ : £ — F une bijection affine. On not¢ sa partie linéaire. C’est un isomorphisme, donc un
homéomorphisme. On fix@ € £. Sild est un ouvert d&, alors¢(U) = ¢»(O) + f(U — O) est un
ouvert. Donap est ouverte.

Soity : £ — R une fonction affine non constante. Alors (par le théoreme de la base incomplete
dansE* appliqué & la partie linéaire dg), il existe¢ : £ — R™ une bijection affine de la forme

(M) = (P(M), 2(M), ..., Yn(M)).

Alorsy = mo ¢ oun : R — R est la projection sur la premiére coordonnée. Commast ouverte, on
en déduit par composition que= 7 o ¢ est ouverte.

3)Onditquel : £ — F estdifférentiable ed/ s'il existe f € L(E, F') (automatiguement continue
car E' de dimension finie) telle que

O(N) = 0(M) + f(MN) + o|[MN|)).

Solution 80 Contrexemple [0, +oo] est un convexe fermé dedont le seul point extrémal e§b}.

. . Jos P'(X)
Solution 81 On factoriseP sous laforme?(X) = aH —a;)®.0n calcuIeP(—X Z

— Cbz)

et on évalue en une racimede P’ qui n’est pas une racme de:
o
0= S —
2 G
soit encore

0-y ) |ﬁ—a\2'

On en déduit (en prenant le conjugué) :

-SSR

Ainsi, g est un barycentre des affectés de coefficients positifs, donc appartient a I'enveloppe convexe
desa;.

Solution 83 1) CommeC C C, on ads < dc. Soit M € £ et montrons quéc (M) < d, ) Soit
€.

= 5
e > 0. llexiste N € C tel qued;(M) = d(M, N). Il existe N € C tel qued(N., N) < e. Don
de(M) < d(M,N,) < d(M,N) + d(N,N,) < dz(M) +e.

Comme ceci est vrai pour toafon en déduitlc (M) < dz(M).
_—
2) a) Commep(M) € C,d(M') < ||[p(M)M’||. On en déduit

d(M')? < |p(M) M2 = || M| + | [p(M)M]|[? + 2(MM (M) M)

< d(M)? +2(MM', p(M)M) + |[MM||?.
b) On a

d(M')? = |[p(M)M'||* = || MM + p(M)M + p(M")p(M)]?
= |lp(L)p(M) | + [[p(AD)M] P + [ M |? + 2(p(M)M , MAL)
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+2(p(M")p(M ), p(M)M) + 2(p(M")p(M ), MM").

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz et le fait guest1 lipschitzienne, on a

[(p(M")p(M), MM')| < || MM||%.

pe . . — = -
En utilisant les minorationgp(M')p(M)||? > 0 et {(p(M")p(M),p(M)M) > 0, on obtient

d(M"Y2 > ||p(M)M|? + 2(p(M)M, MM’y — || MM'|]%
¢) On adonc par a) et b)
d(M')2 — d(M)? — 2(p(M)M, MM’y = O(||MM'|2).

Doncd? est différentiable suf, de gradlentzp(M)M Doncd = v/d2 est différentiable suf \ C carC
est le lieu d’annulation dé, et de gradient

3) a) Montrons quel(M;) = d(M,, N). Il suffit de voir qued(M;) > d(M;, N). Sinon, il existe
N' € C tel qued(M;, N') < d(M;, N) d’'ol

d(M,N') < d(M, M) + d(My, N') < d(M, My) + d(My, N) = d(M, N).
Cette contradiction montre quiM,;) = d(My, N). Doncd(M;) = td(M). D’ou

d(M;) —d(M) _ (¢t —1)d(M)

poL) -ndan)

En faisant tendré vers1, on en déduit que
—
MN

Vd(M), —= ) =
el >||MN||

b) Par 'inégalité de Cauchy-SchwarizZVd(M), HMNH)’ < |Vd(M)|. Commed est1 lipschit-
zienne,|Vd(M)| < 1. On est donc dans le cas d’égalité dans I'inégalité de Cauchy-Schwarz. Ainsi,
—
vaon = XM
||V M|

c) S'il existe deux tels pointd/; et N», alors par b)

— —
NiM  NoM
d(M) — d(M)’

Vd(M) =

DoncN; = Ns...
4) a) La question 3) a montré que pour tautt C, il existe un unique élément(x) € C tel que

d(z) = Hp( )z||. De plus,Vd(z) = d(m)x' Donc || X (x)|| = 1. Pour montrer queX est continu, il

suffit de voir quep est continu. On utilise un critere séquentiel : goit,) une suite convergeant vers
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x ¢ C. Montrons que la suitép(z,,)) converge verg(z). D’abord, la suitgp(z,,)) est bornée. En effet,
fixonsy € C. Alors, pour toutn > 1,||x, — p(z,)|| < ||z — y||. DONC

p(n)ll < lzn = yll + [[znll < 2[[znll + [lyl]

Comme la suitéz;,,) converge, elle est bornée. Donc la s\jiér,,)) est bornée. Soit aloesune valeur
d’adhérence de la suit@(z,)). CommeC est fermé, on a € C. De plus, pour toutr > 1, d(x,) =
[|zn, — p(zy)|]. Ala limite, d(x) = ||z — z||, ce qui montre que = p(x). Doncp est continu, et par
suite, X est continu.

b) Par 4) a),|9.(t)|| = 1 donc par le théoréme des accroissements fipisgst une fonctionl
lipschitzienne.

c¢) Par la régle de composition des dérivées,

L dn(0) = (Vd(w(0), 3(0)

= (X(12(t), X (2())) = || X (= ())II* = 1.

; d(~z(t)), on en déduit

d(vz(t)) — d(vz(s)) =t — s.

Donc par intégration de la fonction contintie-

d) Par c),|t — s| = |d(7z(t)) — d(vz(s))|. Commed estl lipschitzienne|d(~.(t)) — d(yz(s))|

e () =72 (5)]]. Enfin, par b)| | (£) =z ($)I] < [t~ s]. Ainsi, |75 (£) —7a(s)[| = [t—s] | pourtouts
— va(a

|72 (0) = e ()]

)| <
,t €

I, etl'égalité a lieu dans b). Sait= [a, b] un intevalle contenu darfs. On pose: =

Alors

b b
/ Gia(t), €) dt = { / Sut) dt,e) = (ya(b) — yu(a), €)

b
:|’Y:c(b)—’yx(a)|:\b—a|:/ 1 dt.
On en déduit .
[ Gt ~ v o

Comme l'intégrande est 0 (par I'inégalité de Cauchy-Schwarz), on obtient dgg(t),e) = 1 pour
toutt € [a, b]. On estdonc dans le cas d’égalité dans I'inégalité de Cauchy-schwgts = e. Ainsi,y,
décrit un intervalle de droite suya, b] et commea et b sont arbitraires, on en déduit qye décrit un
intervalle de droite suf,. L'unicité en découle, puisque cette droite kestiroite passant par et dirigée
par X (0) (=4 (0)).

La fonctionf : ¢t — x + t X (x) co&quot ;incide aveey, surl, et est bien définie sR™. De plus,
commeX (z) = Vd(z) = m/d(:p) (oup(x) est 'unique point d& tel qued(z, p(x)) = d(x)), on
en déduitf (] —d(z), +oo[) C R*"\C et f(—d(z)) = p(z) € C. Donc on peut prendrg, =|—d(z), +o0[
etlim;__j(,) 72(t) = p(z).

e) i) Montrons que/x ¢ C,C C E,. Soitx ¢ C. Soity dans la trajectoire deg,. Alors par unicité
de la trajectoire passant gnon ay, = -,. Doncp(z) = p(y) (car c’est le point ou la trajectoire de,
qui est aussi celle dg,, rencontreC). Soity := m. On définit pourt > 0, y; := x + tv. Alors pour
toutt > 0, p(y.) = p(z) ce qui se réécriB(y, d(y;)) NC = 0. DoncC C (Up=0B(yt, d(y:)))¢ = Eq.

i) Soit x ¢ C. Alors x ¢ E,. On a donc I'égalitéC = N ¢cE,. Ainsi, C est une intersection de
demi-espaces, et donc convexe.

73



Solution 83 1) Soient(x, t), («/,t") dans I'épigraphe d¢ etf € [0, 1]. Par définition de I'épigraphe,
onat > f(xz) ett’ > f(z'). Par convexité d¢, on af(6z + (1 — 0)z') < 0f(x) + (1 — ) f(2'). D'ou

F0z+ (1 —0)) <0t +(1—0Y,

ce qui se réécritdx + (1 — 6)2’,0t + (1 — 0)t') = 0(x,t) + (1 — 0)(2/,t') est dans I'épigraphe dé
Celui-ci est donc convexe. De plus, il est fermé comme on peut le voir en utilisant un critére séquentiel
et le fait qu’une fonction convexe s est localement lipschitzienne sRF.

2) Soit (z,t) tel quet < f(z). Donc le convexe compadt(z,t)} est disjoint du convexe fermé
qu’est I'épigraphe d¢f. Par le théoréme de séparation, il existe R"*1\ {0} eta € R tel que pour
tout (y, s) verifiants > f(y), on a

(v, (y,8)) < a < (v, (z,1)).
Notonsr = (a,c) € R” x R. D’ou
(a,y) +cs < a < (a,x) + ct. (3.8)

On fixey € R™. Comme la double inégalité précédente doit étre vraie pourstoutf(y), on obtient
(en faisants — +o00) que nécessairemeat< 0. Supposons par I'absurde que= 0. Alors on a pour
touty € R", (a,y) < a < (a,z), ce qui améne & une contradiction si on preng \a et qu’on fait
A — +4oo (noter quen # 0 carv # 0). Donce < 0. Quitte a diviser (3.8) parc, on peut supposer que
c=—1,dou

<aay> - f(y) < <CL,I’> —t, Vy € R"
soit encorey(y) < f(y) en posany(y) = (a,y — x) + t qui est bien une fonction affine telle que

g(x) =t.
3) Notonsg, ) la fonction définie precédemment puis

h:= sup Gat-
{(@)t<f (=)}

Montrons queh = f. Commeg, ; < f pour toutz, ¢, on ah < f. Soitz € R". Sih(x) < f(x), alors
il existet €]h(x), f(x)] et on peut définig, .. On ag, .(x) =t > h(z) ce qui contredit la définition de
h.Donch(z) = f(x). Finalement,f = h s’écrit bien comme le supremum d’une famille de fonctions
affines.

4) Commencons par observer que I'inégalité de Jensen est une égalité Ifregtiane fonction
affine (par linéarité de l'intégrale et le fait qug¢ X') = 1). Ensuite, comme on peut écrife= sup; f;
ou lesf; sont affines, on a pour tout f; < f, d’'ou

([ u0aun) = [ s < [ o

(par monotonie de I'intégrale). Le résultat s’en déduit en prenantgdedans le membre de gauche.

Solution 84 Limage deF est un sous-espace vectoriel B&+! et donc en particulier un convexe
fermé. On peut le séparer du convexe comdd0t...,0,1)} : il existe (ai,...,am+1) € R™T! et
a € R tels que

m

Z a; fi(x) + amy1f(x) < @ < a1 Vo € X. (3.9)
=1
Ceci montre que I'image dE est un sous-espace vectorielRienajoré et donc réduit £} : ainsi,

> aifi(x) + amy1 f(z) =0,
=1
ce qui implique (par (3.9)) que,,.1 > 0. Donc f est bien une combinaison linéaire dés
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Solution 85 1) On commence par montrer queusi — u, alors
limJirnf(sup f(up,v)) > sup f(u,v).

Soita < sup, f(u,v). Il existev € V tel quef(u,v) > a. Commef(-,v) est continue, il existe, tel
que pour toutr > ng, f(un,v) > a. Dol sup, f(u,,v) > a. On en déduit

lim inf (sup f(un,v)) > a.

—+o00

Comme ceci est vrai pour tout< sup,, f(u,v), on a bien
lim inf (sup f(un,v)) > sup f(u,v).
n—+oo = 4 v

On utilise ce résultat pour montrer que I'inf def,, sup, f(u,v) est atteint. Soi{u,) une suite
minimisante, c’est-a-dire telle quap,, f(u,,v) — inf, sup, f(u,v). CommeU est compact, quitte
a extraire une sous-suite (ce gqu’'on ne note pas), on peut supposgr,gumnverge vers un élément
ug € U. D’apres le résultat montré précédemmeéity inf,,_. | sup,, f(un,v) > sup, f(ug,v). Or
liminf,, 4 o sup, f(un,v) = inf, sup,, f(u,v). On en déduit

inf sup f(u,v) > sup f(up,v) > inf sup f(u,v)

et donc
sup f(ug,v) = inf sup f(u,v),
v u oy

ce qui montre bien que l'inf est atteint.

Enfin, dans le membre de droite, pour tout: — f(u, v) est une fonction continue sur le compact
U, et atteint donc son minimum.

2) On a pour toutyy € U,v € V, —oo < min, f(u,v) < f(ug,v). On prend le sup sur. Il vient
—00 < sup, min, f(u,v) < sup, f(ug,v). On prend le min suty € U. Il vient

—00 < supmin f(u,v) < minsup f(ug,v),
v u uo v

ce qui est le résultat attendu.

3) Supposons par I'absurde qu'il exisig € N,U(v). Alors pour toutv € V, on af(up,v) < a.
Doncsup,, f(ug,v) < a. Doncmin, sup,, f(u,v) < sup, f(ug,v) < «, c'est-a-dire < «, ce qui
contredit notre hypothése. DongU (v) = 0.

4) LesU (v) sont des fermés du compd¢tils sont donc compact. On sait que de toute intersection
vide de compact, on peut extraire une intersection finie vide de ces compacts : ikgxiste v,, tels
quen?_,U(v;) = 0.

5) D’aprés 4), on a pour tout € U, il existei € {1,...,n} tel queu ¢ U(v;), C'est-a-dire
f(u,v;) > o. CommeE = {z|3u € U : Vi,z; > f(u,v;)}, on voit que(e, ..., a) ¢ E. On vérifie
queFE est fermé par un critére séquentiel en utilisant la continuitg(ele; ) pour tout: et la compacité
deU. La convexité deF résulte de la convexité d& -, v;) pour tout;.

6) On sépare le convexe ferniedu convexe compacty, ..., «) : il existe (ay,...,a,) €ta € R

tels que
aZai <a< Zaixi Vz e E.
A
En utilisant la définition dé7, on a donc : pour tout € U, pour toutr; > 0,

ozZai <a< Zaif(u,vi)—i-z:airi.
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En faisant tendre successivement chague- +oco, on voit que nécessairement, orua> 0 pour
touti = 1,...,n. Ensuite, si}_a; = 0, c’est donc que chaque = 0 : cela contredit les inégalités
strictes. Dond _ a; > 0 et quitte a diviser chaque membre de I'inégalité pas;, on peut supposer que
> a; = 1. En utilisant la concavité dé(u, -), on a>_ a; f(u,v;) < f(u, > a;v;). Finalement, on a (en
prenant tous les; = 0)

a<a< f(u,Zaivi).

Comme ceci est vrai pour tout on a (en notant := > a;v;)
a < a < min f(u,v).
u

Ceci contredit la définition de.
7) On applique ce qui précedda= >,V = S, f(u,v) = —(u,v).

Solution 86 SoientA, B, C, D 4 points non coplanaires. Un point extrémal de I'enveloppe convexe
co(A, B,C, D) appartient nécessairement4aB, C, D (par définition de I'extrémalité). Soft I'en-
semble des points extrémaux. On adéhc {A, B,C, D}. Or par le théoréme de Krein-Milman,

co(A, B,C, D) =co(S).

Comme cdq A, B,C) p co(A, B,C, D) (et non inclusions analogues obtenues par permutation circu-
laire des pointsA, B, C, D), on obtientS = {A, B, C, D}.

Solution 87 1) L'application est bilinéaire symétrique. Pour voir gu’elle est définie positive, on peut
écrireA = PDP~! avecD diagonale P orthogonale. On en déduit A> = tr D? = >~ A\?, en notant
\; les valeurs propres dé, ce qui montre queér A2 > 0 avec égalité ssil = 0.

2) Soit(e;) une b.o.n de vecteurs propres pauassociés aux valeurs propres). On a donc pour
toutx € R”,

Ax = Z Ni{x,e;)e; = Z )\ieieiTx. (3.10)

3) S'il existex € R™ tel queA = z2”, alors les vecteurs colonnes desont tous proportionnels
ax, donc A est de rand. Réciproquement, sil est une matrice diagonalisable de rdnglors elle a
une seule valeur propre non nulle, qui est de multiplititén particulier, si elles est symétrique, dans
I'écriture (3.10), tous les; sont nuls sauf et on a biend = Xee” = (vVxe)(vXe)T.

4) a) Lensemble); est l'intersection du céne convexe ferr§g (R) et de I'espace affing M/ :
tr M = 1}. C’est donc un convexe fermé. De plus, la norme euclidienn&/de 2, (pour le produit
scalaire de 1)) est'tr M2. Ortr M? = " A\? ot on a noté\; les valeurs propres d&/. Comme elles
sont positives et que leur somme vaubn en déduit\; € [0, 1], doncA? < ); et finalement

DA =1 (3.11)

Donc(; est aussi borné. C’est bien un convexe compact.
b) SiM € Q4, alors on peut écrire comme en (3.10)= >_ \;e;el avec de plus\; € [0, 1] d’aprés
4) a). DoncM apparait bien comme une combinaison convexe de matrices de ladgrieu lese;
sont unitaires.
c) Par b), tous les points extrémaux sont de la form€ avec||z|| = 1. Réciproquement, $jz|| =
1, montrons querz’ est extrémal dan€;. Soita €]0, 1] tel quexz? = oM + (1 — a)N, ou M et
N appartiennent &,. En notant|| - || la norme euclidienne associée au produit scalaire défini en 1),
on vérifie quel|z2|| = 1. En utilisant (3.11), on §M|| < 1 et||N|| < 1. En utilisant 'inégalité
triangulaire dans:z” = oM + (1 — )N, on voit qu'en fait||[M|| = 1 et||N|| = 1, ce qui implique
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toujours par (3.11) qua?(M) = X;(M) pour touti, et doncA;(M) € {0,1}. On en déduit qu'une
seule valeur propre (avec multiplicit¢ vaut1 et que toutes les autres sont nulles. Aihtiest de rang
1 et donc de la formey”, avec||y|| = 1 (car||M|| = 1). De méme\ est de rang et de la formezzT
avec||z|| = 1. Onayy’z = (y,z)y etzz"x = (2, 2)2. Alors

= (z,2)r =zl =ayyTe + (1 —a)zzTe = aly, )y + (1 — a)(z, )z
Comme||z|| = ||y|| = ||z|]| = 1, on en déduit que = y = z d'ot 2z’ = M = N. (On aurait pu

aussi utiliser que dartsut espace euclidien, les points extrémaux de la boule unité sont les points de la
sphére unité et appliquer ce résulta&l,dR) avec le produit scalaire de la question 1).

e
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Chapitre 4

Coniques et guadriques

Dans toute le suité désigne un espace affine de directioret de dimensiom € {2, 3}.

4.1 Définitions

Définition 36 Une applicationf : £ — £ est un polyndme de degées’il existe un pointO € £, une
forme quadratique non nulle: £ — R, une forme linéairelp : £ — R et une constantey tels que

F(M) = q(OM) + Lo(OM) + co.

Exercice 88 1) Montrer que sif est un polyndme de deggéalors pour tout2 € &, il existe une
forme quadratique non nulle une forme linéaird.q, et une constante, tels que

F(M) = ¢(QM) + Lo (QM) + co. (4.1)

Montrer queg ne dépend pas de.
2) Calculer la différentielle dg en un pointM, deé&.

Preuve : L N - o
1) Onaf(M) = q(OQ+QM)+ Lo(002+ QM)+ co. En notantB la forme bilinéaire symétrique
associée g, on a

— — — — —_— —
g0+ QM) = q(OQ) + q(2M) + 2B(0OQ2, QM)
et
— — — —
Lo(OQ+ QM) = Lo(0) + Lo(QM).

On peut donc poser
Lo(t) = Lo(t) + 2B(OS, 1) , co = co + (09) + Lo(OD).
2) Onapourtoul € £,t € E,
F(M+t) = g(OM+1)+Lo(OM~+t)+co = g(OM)+q(t)+2B(OM , t)+Lo(OM)+ Lo (t)+co
= f(M) + 2B(OM,t) + Lo(t) + q(t).

Il existe une base orthonormée, .. ., ¢,) dans laquelle la matrice deest diagonale : il existe
A1, ..., A tels que pour tout = Z?Zl tie;,ona

q(t) = Xn: it}
=1
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Donclq(t)| < C||t||? (avecC := max(|\1], ..., |\n|)). On en déduit qu¢ est différentiable en
M de différentielledf (M)(t) = 2B(OM,t) + Lo(t).
(]

Remarque 8 Si (O, e, ..., e,,) est un repére d€, en notant(x, ..., z,,) les coordonnées d&/, f(M)
est de la forme

f(M) = Z i TiTj + szxz + co

aveca;; = q(ei, Ej) eth;, = Lo(ei).

Définition 37 On appelle quadrique affine la classe d'équivalence d’'un polynédme du second degré
f & — Rsous larelation

f g 3n £ 0tel quef = Ag.

Une quadrique plane est appelée conique. L'ensemble des poigtvé@efiant I'équationf (M) = 0
est I'image de la quadrique.

Définition 38 On dit qu’un pointQ) tel queLy = 0 dans (4.1) est un centre pour la quadrique. Quand
il y a un centre unique, on dit que la quadrique est une quadrique a centre.

Exercice 89 1) Soitf(M) = q(O—M) + LO(O—M) + co un polynéme de degr& Montrer ques
est un centre de la quadrique associée si et seulem@ﬂ(sﬁ)—d, )4+ Lo = 0, en notantB la
forme bilinéaire symétrique associésy.

2) Commenttrouver les centres d’une quadriqugast donné en coordonnéef(M) = > a;jx;xj+
Z bix; +co?

Preuve :
1) Celarésulte du calcul fait dans I'exercice 88.
2) D’aprés I'exercice 88, cela revient a calculer les pomtsle coordonnéegey, . . ., x,) tels que
df (M) = 0. Autrement dit, on résout le systee _, a;,x; + b, =0, V1 < k < n.

Définition 39 On dit qu'une forme quadratique: £ — R est non dégénérée si pour taut F,

(Vy € E,B(z,y) =0) = 2 =0,
ou B est la forme polaire dg (B(z,y) = %[q(:z: +y) —q(x) — q(y))).

Remarque 9 De maniere équivalente, € £ — B(z,-) € E* estinjective (et donc bijective puisqu’on
est en dimension finie).

Exercice 90 On note® : « € E — B(z,-) € E*. Soit(e;) une base dé& et (e!) la base duale. Quelle
est la matrice deb dans ces bases ?

Preuve : On a pour tout< i < n et pour tout: € E,
n n
Bl(e;,z) = ijB(ei,ej) = ZB(ei,ej)e;(x).

j=1 j=1

Donc B(ei,-) = > i_, B(ei,ej)e}. Donc la matrice deb dans ces bases est la matrice/#i¢qui est
aussi la matrice de) dans la basée;).
U
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Exercice 91 Pour qu'une quadrique affine soit une quadrique a centre, il faut et il suffit que la partie
guadratiqueg d’'un des polyndmes qui la définissent soit non dégénérée.

Preuve : En effet, d'aprés I'exercice 90, ces deux conditions sont équivalentes au fait que la matrice de
¢ dans une base soit inversible.
O

Définition 40 La quadrique de I'espace affiiedéfinie par le polyném¢g(M ) = q(O—]\>/./)+L(O—J\>/[)+c
est dite propre si la forme quadratique définie gtix R par

Q(u,2) = q(u) + L(u)z + 2

est non dégénérée. Cette forme quadratique est dite homogénéigée de

Exercice 92 Montrer que cette définition est consistante Qgj(u, z) = q(u) +Lo(u)z +coz?* est non

dégénérée, alors pour totit € £, Qq(u, z) = q(u) + La(u)z + cqz? est non dégénérée. On pourra
—

remarquer que&)q(u, z) = Qo(u + z0€Q, z).

Preuve : D’'apres l'indication, on @q = Qo o f ou f(u,z) = (u + zm,z) est inversible. Fixons
une base, et notond, B, C les matrices d€)p, Qq et f dans cette base respectivement. On a alors
B = C'AC. Ainsi, B est inversible si et seulement gi est inversible. Autrement dit)o est non
dégénérée si et seulementki est non dégénérée.

U

Exercice 93 Les coniques suivantes, données dans un repére affine d’'un espac¢ affirddmension
2 sont-elles a centre ? Sont-elles propres ?

I) f(xvy) =Y,

i) f(z,y) =a?,

i) f(z,y) =22 +y> -1,

iv) f(z,y) =2?—y.

4.2 Classification et propriétés des coniques affines

Pour classer les coniques affines, il est plus simple d’introduire d’abord une structure euclidienne
sur&, de faire une classification euclidienne, puis d’en déduire une classification affine.

On munit donc€ d’une structure euclidienne. En particuli€rdevient un espace métrique pour la
distance induite par le produit scalaire.

Théoreme 8 Une conique propre a centre (d'image non vide) admet pour équation dans un repére
orthonormé d’origine le centre

2 2
- soﬁE + i 1 (la conique est alors une ellipse),
_z? y2 .
- sonﬁ i 1 (la conique est alors une hyperbole),

pour deux nombres strictement positifetb, aveca > b dans le cas de I'ellipse.

Remarque 10 Il s’agit d'un résultat de classification au sens ou le théoréme donne les orbites de I'ac-
tion du groupe des isométries affines du plan sur I'ensemble des coniques propres a centre d'image non
vide.
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L'action du groupe des isométries sur I'ensemble des coniques est définie de la maniére suivante :
soient¢ une isométrie affine du plan €tune conique (i.e. une classe d’équivalences de polyndmes
du second degré). Sojt un représentant dé. Alors I'action de¢ surC, notée¢(C), est la classe de
f o ¢! (dont on vérifie que c’est encore un polyndme du second degré; de plfis,sig, alors
foo~t ~ gop!, donc I'action est bien définie et il est facile de voir que c’est bien une action!). Noter
que I'image pag de I'image de la coniqué est I'image de la conique(C).

Montrons a présent la remarque. FixdRs= (O; ey, e2) un repére orthonormé de référence. Pour

2 2
touta > b > 0, notons&, , I'ellipse d’équationgg—2 + Z—2 =1 dans’R et pour touta,b > 0, H,
a
2 2
I'hyperbole d’équationjj—2 — Z—Q = 1 dansR. Soit maintenant une conique. Le théoréme dit qu'il
a
2 2

existe un repére orthonorm@’ = (0’, ¢, €}) tel que I'équation d& dansR’ es;tgc—2 + Z—2 =1 ou
a
2 2
‘% — ‘Z—z = 1 pour certains:, b > 0 avec de plus. > b dans le cas de I'ellipse. Saitl'isométrie qui
a
envoieR surR’. Alors C = ¢(&,) ouC = ¢(H,,) Selon le cas (s’en assurer!). Donc I'action des
isométries sur 'ensemble des coniques propres a centre a bien comme orbites :
1) Ya > b > 0, l'orbite de&, s,

2) Va,b > 0, l'orbite de’H, .

Preuve du théoréme SoitC une conique propre a centre. Sgitin polynéme du second degré dans la
classe d€ et O le centre d&. On a donc

F(M) = q(OM) +c.

Soit (e1, €2) une base orthonormée deet A la matrice del) dans cette base. Comme toute matrice
symétrique est orthogonalement semblable & une matrice diagonale, il existe une matrice ortiégonale
telle queP~! AP soit une matrice diagonalB. Soit (e1, e2) le base de¥ telle queP soit la matrice de
passage dé& 1, e2) a(eq, e2). Le fait queP soit orthogonale a deux conséquences :

1) la basge, e2) est orthonormée,

2) P~1 = P! etdoncD est la matrice de dans la basée, e).

Pour résumer, il existe une base orthonorrxdees) de E ou la matrice dey est diagonale. Soit
R = (0, ey, e2). Alors dans les coordonnées e f s’écrit :

f(z,y) = az® + By* +c.

Commeyq est non dégénérée (& un centre uniquedy et 3 sont tous les deux non nuls. Commest
propre, la forme quadratique homogénéigégui s'écrit en coordonnéed(z, v, z) = ax? + fy? +c2?,
est non dégénérée, dona’est pas nul. On peut donc écrire I'équation de la conique sous la forme
«
ap B
C

T
C

Si les deux coefficients sont strictement négatifs, la conique est vide. S'ils sont strictement positifs, on a
bien I'équation d'une ellipse. S'ils sont de signes opposés, c’est une hyperbole.
U

Théoréme 9 Si C est une conique propre d’image non vide qui n’a pas de centre, il existe un repére
orthonormé dans lequel I'équation de la coniquesgst= 2pz pour un nombre réel strictement positif

p.
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Preuve : Soitf un polyndme du second degré représentast ¢ la forme quadratique associéefa
Commegq est dégénérée, il existe une base orthonormée dans laquesitede la formey(z,y) = ay?
aveca # 0. L'équation de la conigue dans un repére associé a cette base, est de la forme

ay? + azx + By +~ = 0.
En posantX = z,Y =y + % (c’est-a-dire en translatant I'origine du repére précédent), I'équation
devient
aY?+aX+c¢=0
3 , .
avecc =y — 12 Comme la conique est propre, # 0. Avec un nouveau changement d’origine et
éventuellement un changement d’orientation de I'axexddégquation devient

y? = bz avech > 0.

Les équations
2 2 2 2

%-ﬁ-%:l, %—'Z—Qzl,yQ:?px
sont ditegéduites Les nombres positif8a, 2b etp sont respectivements leges(coniques a centre) et
le paramétre(parabole). L'origine du repére dans lequel est écrite I'équation réduite d’'une parabole est
le sommetle cette parabole.
Pour les coniques a centre, I'origine du repére est un centre de symétrie (i.e. la symétrie centrale de
centre I'origine stabilise la conique ) et les axes sont des axes de symétrie (i.e. la réflexion par rapport a
ces axes stabilise la conique).

Quanda = b, une ellipse est unercle une hyperbole est ditequilatére

Exercice 94 Soit€ un plan affine euclidien.

1) Soit€ une ellipse. Montrer qu'il existe un repére orthonormé dans lequel I'image de I'ellipse est
une courbe paramétrée d’equation— (a cost,bsint). En déduire qu’une ellipse est connexe,
compacte.

2) SoitH une hyperbole. Montrer qu'il existe un repere orthonormé dans lequel I'image de I'hy-
perbole est une courbe paramétrée d’équatien (+acht, bsht). En déduire qu'une hyperbole
posséde deux composantes connexes non bornées.

3) Donner une paramétrisation d'une parabole. En déduire qu’'une parabole est connexe, non bor-
née.

On en déduit donc que les coniques propres compactes sont les ellipses, non compactes et connexes sont
les paraboles et non compactes, non connexes sont les hyperboles.

Exercice 95 Dans le plan euclidien, décrire les ensembles définis dans un repére orthonorme par
2zy+y2+ A (z+y) = 0, 22 +xy+y? = 1, zy+A(z+y)+1 = 0,9% = \o? =2z, 22+ a2y —2y+dr+1 =
0. Le cas échéant, on donnera les axes, sommets, paramétres.

On passe maintenant a la classification affine des coniques propres. On se place donc dans un espace
affine & qui a priori n'est pas muni d’'une structure euclidienne.

Théoréme 10 SoitC une conique propre d’'image non vide d'un plan affine. Il existe un repere affine
dans lequel une équation dea une (et une seule) des formes :

22 +y? = 1 (ellipse) 2* — y* = 1 (hyperbole) 3> = z (parabole)
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En particulier, siC etC’ sont deux coniques propres d’'image non vide, pour qu'il existe une trans-
formation affine envoyard sur(’, il faut et il suffit queC etC’ aient le méme type (c’est-a-dire soient
toutes les deux une ellipse, ou une hyperbole, ou une parabole). Autrement dit, si on fait agir le groupe
des bijections affines sur 'ensemble des coniques propres d’image non vide, on dbtieités : celle
des ellipses, celle des hyperboles et celle des paraboles. Pour le justifier, on reprend le paragraphe qui
suit la remarque 10 en remplagant le risamétriepar les motdijection affine

Preuve du théoreme 10 : Pour montrer I'existence du repere affine, on introduit une structure eu-
clidienne quelconque sur (en décrétant par exemple qu'une base donnég et orthonormée). On
applique alors les théorémes 8 et 9 pour obtenir un ref@®re;, e) dans lequel I'équation de la co-
nique es{x/a)? £ (y/b)? = 1 (coniques a centre) ayf = 2px (paraboles). Dans le cas des coniques a
centre, on pose| = ae; etel, = bey. L'équation dans le reper@®, ¢}, ¢,) estz? + 32 = 1. Dans le cas
des paraboles, on posg = e ete] = e;/2p. L'équation devieny? = z.

Il reste a justifier le fait qu’une conique ne peut pas avoir I'une des trois équations dans un repére
et une autre des trois équations dans un autre repere. On peut le voir par exemple en se souvenant que
les ellipses sont les seules coniques propres compactes, les paraboles sont les seules coniques propres
connexes non compactes et les hyperboles les seules coniques propres non connexes. Comme les pro-
priétés de connexité et compacité sont préservées par les bijections affines, une conique a le méme type
dans tous les repéres.

O

Ce théoréme n’a pas seulement une importance théorique. Ainsi pour montrer des prafimétes

d’'une ellipse, on peut se ramener par une bijection affine a un cercle, ou la propriété devient évidente.

Exercice 96 Montrer que la droite qui joint le centre d’'une ellipse au milieu d’une coldd/’ passe
par le point commun aux tangentes a I'ellipse/dnet M.

Dans l'exercice précédent intervient la notion de tangente. Pour la définir rigoureusement, on va
faire intervenir (un peu) de géomeétrie différentielle.

Les coniques propres admettent une équation implicite, c’est-a-dire de la forme) = 0, ou I
est une fonctior'">°, et une équation paramétrée, c’est-a-dire de la farme(x(t), y(t)).

Un point régulier d’une courbe implicite donnée g&ir, y) = 0 est un point de coordonnéey, yo)
tel queV F(xq,y0) # 0. La tangente est alors bien définie et admet pour équation

(%, y) — (z0,y0), VF(z0,90)) = 0.

Le vecteurV F'(xg, yo) est un vecteur normal a la tangente.
Un point régulier d’une courbe paramétrée donnée par(z(t),y(t)) est un point de coordonnée
(z(to), y(to)) tel que(z(to),y(to)) # (0,0). La tangente est alors bien définie et admet pour équation

z(to, yo) + R(&(to), y(to))-

Le vecteur((to), y(to)) est un vecteur tangent a la droite.
Lorsqu’on peut écrire une courbe sous forme parameétrée et implicite, les définitions co&quot ;incident
(il suffit pour le voir de dériver la fonction constartte- F'(z(t),y(t))).

Exercice 97 Donner une expression explicite de la tangente & une conique propre, sous forme carté-
sienne, puis sous forme paramétrée. Montrer qu’une droite est tangente a une ellipse si et seulement
si elle coupe cette ellipse en un unique point (on pourra se ramener au cas du cercle). Cette propriété
reste-t-elle vraie pour les paraboles ?
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4.3 Definitions métriques des coniques

4.3.1 Définition par foyers et directrices

Dans cette sectio, désigne un espace affine euclidien.

Proposition 24 1) Pour toute conique propre d’'image non vide qui n’est pas un cercle, il existe un
point F' appelé foyer, une droit® ne contenant pas, appelée directrice et un nombre strictement
positif e appelé excentricité tels que la conique soit 'ensemble des péintels queF M =
ed(M, D).

2) Inversement, étant donnés un palitune droiteD ne contenant pag’ et un nombre: > 0,
'ensemble des pointd/ du plan tels que"M = ed(M, D) est une conique propre, une ellipse
sie < 1, une parabole sk = 1 et une hyperbole i > 1.

Preuve : 2) Soif’ un point etD une droite ne passant pas @arOn choisit un repére orthonormé tel
queD soit parallele a I'axe deget F’ soit sur I'axe des:.. On note(c, 0) les coordonnées dé etx = h
I'équation deD. Un point M de coordonnée&e, y) vérifie FM = ed(M, D) si et seulement si

(x — c)2 +y? = 62(x — h)z, 4.2)

qui est bien I'équation d’'une conique. Pour déterminer sa nature, on distingue deux cas :
a) Sie = 1, on choisit I'origineO du repére telle qué = —c. L'équation devient)? = 4cz, la
conique est une parabole de somfett de parameétrg|c|.
b) Sie # 1, on choaisit I'origineO du repére telle qué = ¢/e%. L'équation devient

2 2

T y
(c/e)? T T=ed)(c/e)?

On a une ellipse si < 1 et une hyperbole & > 1.
1) Inversement, soif une ellipse. Dans un repére orthonormé bien choisi, elle admet I'’équation
réduite

~1. (4.3)

2 2
€z Yy
¥+b7:1 aveca > b > 0.
, b2 . . .
Il suffitde posee = {/1 — =, ¢ = ae eth = c/e* pour réécrire cette équation sous la forme (4.3) puis

27
a
(4.2), et donc obtenir que I'ellipse est bien 'ensemble des padihtels queF' M = ed(M, D) ou F est

le point de coordonnég:, 0) et D la droite d’équation: = h.
, e o b2
Maintenant, st est une hyperbole, la seule différence avec ce qui précede est qu'onpoged + —.
a

Enfin, dans le cas de la parabole, dans un repére orthonormé bien choisi, elle admet I'équation réduite
y2 = 2px.

On posec = p/2 eth = —c. On reconnait alors 'ensemble des poinfstels queF M? = d(M, D)?
ou F est le point d'abscisseet D la droite d’équatior: = h.
O
Dans la deuxieme partie de la preuve pour I'ellipse et I'hyperbole, on aurait aussi pu posee|
et obtenir le méme ensemble. Autrement dit, une ellipse ou une hyperbole ont deux foyers et deux
directrices associées. Les deux foyers et les deux directrices sont symétriques par rapport au centre.
Le calcul précédent montre que pour une ellipse, le foyer (de coordofmégsavec par exemple
¢ > 0) et le centre de symétrie (de coordonné@9))) sont du méme cété de la directrice (d’équation
r = h avech = c/e?) et que l'ellipse est contenue dans le demi-plan de frontiére la directrice et
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qui contient son centre ( autrement dit,di(x, y) est dans I'ellipse, alors < h). On en déduit (en
considérant l'autre paire foyer/directrice) qu’ une ellipse est contenue dans la bande délimitée par les
deux directrices.

Concernant les hyperboles, un calcul analogue montrerait que le centre et un foyer sont de part et
d’autre de la directrice correspondante. Les deux branches de I'hyperbole (ses composantes connexes)
sont situées hors de la bande délimitée par les deux directrices.

Exercice 98 Soit F' un foyer de I'ellipseC et soit D la directrice correspondante. 3i/ est un point de
C, soit P le point d’intersection de la perpendiculaire(@/ F') en F' et de la droiteD. Alors la droite
(PM) est tangente & en M. (On rappelle que pour une ellipse, une droite est tangente si et seulement
si elle a un unique point d’intersection avec I'ellipse).

Méme question lorsqueest une parabole.

4.3.2 Définition bifocale

Proposition 25 1) Une ellipse de foyerB et F’ est 'ensemble des pointg tels queM F+MF’ =
2a pour un certaing > §FF’.
2) Une hyperbole de foyers et F’ est 'ensemble des poinid tels quelM F' — M F’| = 2a pour
un certaina < %FF’.

Preuve : 1) SC est une ellipse de foyers et F’ et siD et D’ sont les directrices correspondantes, on a
MF + MF' = e(d(M,D) +d(M, D)) = ed(D, D')
car I'ellipse est située entre les deux directrices. On pose=d(D, D’)/2 et on a donc
CclC :={M:MF+ MF' = 2a}

avec2a > FF’.

Montrons l'inclusion réciproque. On choisit un repéere d’origine le milielrde et d’axe desr la
droite F'F’ de sorte que les poinfs et F’ ont pour coordonnédg, 0) et (—c, 0) pour un certair: > 0.
Si (x,y) sont les coordonnées d’'un poikt, alors

MF? + MF? =2(z> +y* + %) ,MF? — MF"? = 4cx.
Alors MF + MF' = 2a > 0 implique M F' — M F = 2cxz/a. On résout ce systeme :
MF =a—cz/a et MF' =a+cz/a

et donc
(a —cx/a)* + (a+ cx/a)? = 2(z* + y° + &2),

éguation qu’on peut réécrire :

Oou encore :

a2 a2 — 2
C’est I'équation d’une ellipse (car > c) et plus précisément (voir calcul de la proposition 24) I'ellipse
dellipticité e = c/a, de foyers d’absciss¢:c et de directrices d’équations= +h avech = c/e? =
a/e. On reconnait donc I'ellips€. Ainsi, C = C'.
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2) Pour une hyperbole, les branches n'étant pas contenues dans la bande délimitée par les deux
directrices mais étant de part et d’autre, on a

\MF — MF'| = ed(M, D) — ed(M,D')| = ed(D, D).

La suite du calcul est identique.

4.4 Quadriques et résultant

Exercice 99 Soit A un anneau factoriel eP, ) deux polyndmes dd[X| de degré respectifn etn
strictement positifs. On notB A @ le pgcd deP et Q.
1) Montrer queP A @ est un polyndme non constant si et seulement si il existe deux polybdmes
etV telsque ded/ < n,degV < metUP +VQ =0.
2) On désigne pai[X], le A module libre des polyndmes de degré inférieur ou égél 8oit f
I'application A linéaire suivante :

Fi(UV) € AX]po1 x A[X]mo1 — UP+VQ € AX]min_1

On appelle résultant d& et @, et I'on note rég P, Q) le déterminant de I'applicatiorf calculé
dans les bases

(X™1,0),...,(1,0), (0, X™ 1), ..., (0,1)) et (X™F=1 1)
NotonsP = p,, X™ + ... + pp et@ = ¢, X" + ... + qo. Montrer que

Pm  Pm-—1 Po
Pm  Pm-—1 Do
. Pm DPm—1 Do
rées(P,Q)) =
( Q) dn  4n-1 q0
An gn—1 qo
Gn gn—1 .- qo

Lesn premiéres lignes sont construites a partir des coefficient®,desm derniéres a partir de
ceux dep). Les entrées non spécifiées sont nulles.

3) Montrer queP A @ est un polyndme non constant si et seulement if89) = 0 (on pourra
considérer le corps des fractions deet I’applicationf‘ : K[ X]p-1 XK [X]m-1 — K[X]mtn-1
construite sur le modele d@.

Le résultant peut étre utilisé pour ramener un systénieétpiations polynomiales envariables a
des équations ehvariable :

Exercice 100 Calculer le résultant rés (P, Q) des polynéme® = X2 — XY + Y2 - letQ =
2X2%2 + Y2 —Y — 2 par rapport & la variableY (autrement dit, on considér® et Q comme des
polyndmes a coefficients dards= R[X]). En déduire comment trouver les points d’intersection des
ellipses d’équatior? = 0 et@ = 0.

On peut aussi utiliser le résultant pour passer d’'une paramétrisation d’une courbe a son équation
implicite :

Exercice 101 Donner I'équation implicite de la courbe paramétrée(t) = t2 + 1, y(t) =t +t. On
pourra considérer les polyndmes — T2 — 1 etY — T2 — T et éliminerT.
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4.5 Solutions des exercices

Solution 93
i) Conique a centre de centf@, 0) qui n'est pas propre (c’est la réunion de deux droites).
ii) Conique qui n'est ni a centre ni propre (c’est un point).
iif) Conique propre a centre, de centfe 0) (c’est un cercle).
iv) Conigue propre qui n'est pas a centre (c'est une parabole).

Solution 94
1) Il existe un repére orthonormé dans lequel I'équation de I'ellipsst de la forme
2 2
x
T+l o
a b

En posantX = x/a etY =y /b, on adoncX? + Y2 = 1. Il existe donc un unique € R/(277Z)
tel queX = cost etY = sint. Donc I'ellipse est contenue dans la courbe paramétrée <
R/(27Z) — (acost,bsint). L'autre inclusion est évidente. Ainsi 'image de I'ellipse est 'image
par la fonction continug du segmento, 2r]. On en déduit qu’elle est connexe et compacte.

2) On montre de méme qu'il existe un repére orthonormé dans lequel I'hypé&rbatimet pour
paramétrisatiort — (Facht,bsht). On en déduit qu'elle est composée de deux composantes
connexes, paramétrées respectivement par(acht,bsht) ett — (—acht,bsht) qui sont non
bornées.

3) SoitP une parabole. Il existe un repére orthonormé dans lequel elle admet pour égdation
2px, ce qui donne une paramétrisation: ¢ — (¢2/2p,t). DoncP est connexe comme image de
R par la fonction continueg. Elle est non bornée carest non bornée.

Solution 95

— Coniquer?+y? —2xy+\(z+y) = 0 dans un repére orthonorn@, e, e3). La partie quadratique
q(z,y) = 2> +1y? — 2zy = (x — y)? est dégénérée, donc la conique n’est pas a centre. La forme
quadratique augmentég(x, y, z) = q(z,y) + A\z(x + y) est dégénérée si et seulemenk sk 0.

Si A = 0, c’est la droite d'équationy = z. Si A # 0, c’est une parabole. Dans les nouvelles
coordonnées’ = (z + y)/v2,y = (z — y)V/2, la conique a pour équatigf> = —\v/2/22".
Ces nouvelles coorodonnées correspondent au nouveau repere orth@@oeme),) avece; =

(e1 +e2)/V2, ey = (e1 — e2)/+/2. Il s'agit donc de la parabole d’'axé, de paramétré\|v/2/4,
tourné dans le méme sens qyessi\ < 0.

— Coniquez? + y? + zy — 1 = 0 dans un repére orthonorni®, e1, e3). La partie quadratique
q(z,y) = 2% + y? + xy est non dégénérée, donc la conique est a centre. Le centre est obtenu
en calculant les coordonnéésy, yo) du pointO’ telles quedf(zo,yo) = 0, avec f(z,y) =
22 4+ 3% 4+ zy — 1. On trouve(zg, y0) = (0,0) (ce qu’on aurait pu remarquer immédiatement
puisqu’il n’y a pas de partie linéaire). La forme quadratique augmenteey, 2) = q(x,y) — 22
est non dégénérée, donc la conique est propre. Dans lddasg), la matrice dey est

1127 11 1][1/2 011 [1 -1

/2 1 | |11 0 32|21 1 |
Dans le nouveau repéf®, ¢/, ¢5), avec les nouvelles coordonnégs= (z — y)/v2 ety =
(z +y)/\/2, on obtient I'équation

1 /2 3 12
— —y“—1=0.
2;1? + 2y

On reconnait I'ellipse centrée én de demi-grand axe/2 dirigé selone}, et de demi-petit axe
dirigé selore,,.
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— Pour la conique d’équationy + A\(z + y) + 1 = 0, dans un repere orthonorné®, e, es),
la forme quadratiqueg(x,y) = xy est non dégénérée, donc la conique est a centre, de centre
O' = (=), —)). Dans le repéré0’, e, e5), 'équation de la conique devienty’ = A2 — 1, (avec
o =x+)Ny =y+N)iea?—y"? =20\ -1),avecr” = (' +y)/V2ety’ = (' —y')/V2.
On poser) = (e1 +e2)/v2 etely = (e1 — e2)/v/2. Si A = +£1, la conique est la réunion de deux
droites d’équationy” = +z” dans le nouveau repe(@’, ¢}, e}). Si A ¢ {—1,1}, la conique est
une hyperbole équilatére d’axe's ), de centre)’ ('axe contenant les foyers étaeitsi |\ > 1
etel, si|A] < 1).

— Pour la conique d’équatiohz? — y? — 2z = 0, dans un repére orthonorni@, e1, e), la forme
quadratiquey(z, y) = A\z? —y? est dégénérée si et seulement si 0. Lorsque\ = 0, I'équation
esty? = —2z. Il S’agit de la parabole de sommig, 0), orientée par-e;, de paramétré. Lorsque
A # 0, la conique est é centre, de cenfPde= (1/X,0) et dans le repér@)’, e, e2), elle a pour
équation\?z"? — \y'? = 1 aveca’ = = — 1/)\, 9y = 5. Si A > 0, c’est une hyperbole. Si < 0,
c’est une ellipse.

— Enfin, la conique d’équatior?® + zy — 2y + Az + 1 = 0, dans un repére orthonorné, e, es),
est a centre, de cent® = (2, —\ — 4). Dans le repéré0’, ej, e2), son équation devient? +
2’y +2X+5=0.0npose; = (1,v2 —1), ¢, = (1,—v/2 — 1). Dans le reperé0’, ¢}, e}),
I'équation devient

1+\/§x//2 + 1 - \/iy//Z — 9\ —5.
2 2
On reconnait une hyperbole de cenife d’axese) etes.

Solution 96 Commencons par observer que la tangence d’'une droite a une courbe est une propriété
affine, c’est-a-dire qu’elle est préservée par les bijections affines. En effet, donnons-nous par exemple
une courbeC! C donnée par une équatidn(M) = 0 et soit¢ : £ — £ une bijection affine. Limage

deC par ¢ est la courb&’ = ¢(C) d’équationF o ¢~ 1(N) = 0. Si M € C, considérons la droit®
tangente & en M ce qui suppose qUBF (M) # 0.OnaD = {M' : DF(M)(M' — M) = 0} donc

en notantV = ¢(M), il vient

¢(D) = {N": DE(M)(¢™"(N') = ¢~ (N)) =0} = {N": D(F 0o ¢"")(N)(N' — N) = 0}.

Donc¢(D) est la tangente @ enN.

On peut alors résoudre I'exercice : par une application affine qui transforme I'ellipse en un cercle, les
tangentes sont envoyées sur des tangentes et les cordes sur des cordes. Autrement dit, on peut supposer
sans perte de généralité que I'ellipse est un cercle, auquel cas la droite passant par le milieu de MM’ est

la médiatrice dé\/ M’. C’est donc un axe de symétrie pour la figure, ce qui permet de conclure.

Solution 97 Pour montrer qu’une droite est tangente a une ellipse si et seulement si elle intersecte
cette ellipse en un unique point, il suffit & encore de se ramener au cas ducd@ipiationF (z, y) =

2?2 + 9% — 1 = 0. La tangente efizg, y0) aC a pour équatiorDF(xzg,y0)(z — o,y — yo) = 0, i.e.

xo(x — o) + yo(y — yo) = 0. Autrement dit, c’est la droite orthogonale au rayon passantapay) :

(z0,y0) est la projection du centr@, 0) sur la droite. Le seul point commun entre cette droite et le
cercle est don¢zg, yo).

Cette propriété n’est plus vraie pour les paraboles. Par exemple, I'axe de symétrie d’une parabole coupe
la parabole en un unique point (son sommet) et pourtant n’est pas tangente a la parabole (elle est méme
orthogonale a la tangente au sommet).
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