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En guise de motivation bassement scolaire, voici ce qu’affirme le rapport de jury 2005, et que répète
celui de 2006, au sujet des leçons de géométrie.“Elles n’ont eu que peu de succès comme souvent : c’est
un tort. (...) Pour certains candidats, il serait plus profitable de travailler des leçons de géométrie, même
à un niveau élémentaire, plutôt que de choisir des sujets d’algèbre générale qu’ils ne maîtrisent pas.”

Avertissement : ce qui suit n’est nullement original. Je me suis inspiré de l’excellent livre :Géomé-
trie de Michèle Audin. J’ai également emprunté certains passages au 4ème tome de la série de livres
d’Arnaudiès et Fraysse, et auMathématiques générales pour l’agrégationde Tauvel. Conseil : utilisez
votre bouquin de 1er cycle/prépa préféré !

Dans tout ce cours, le corps de base estR et tous lesR espaces vectoriels considérés sont de di-
mension finie. (En fait, le langage introduit et toutes les propriétés algébriques, lorsqu’on ne divise pas
par 2, restent vrais lorsqu’on remplaceR par un corps commutatif quelconque, mais pas les propriétés
particulières àR que sont : l’orientation, la convexité ou la topologie).
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Chapitre 1

Géométrie affine

1.1 Espaces affines

Définition 1 SoitE un R espace vectoriel. On dit qu’un ensemble non videE est un espace affine sur
E s’il existe une action fidèle et transitive du groupe additif deE surE .

En termes plus explicites, il existe une application(t, x) ∈ E × E 7→ x+ t ∈ E qui est une
– action :∀t, t′ ∈ E, ∀x ∈ E , x+(t+ t′) = (x+ t)+ t′ (le signe+ a deux significations différentes

ici : il désigne soit l’action de groupe, soit la loi additive pour le groupe additif deE) etx+0 = x,
– transitive : il n’y a qu’une orbite, c’est-à-dire :∀x, x′ ∈ E , il existet ∈ E tel quex′ = x+ t,
– fidèle : sit ∈ E vérifiex+ t = x pour toutx ∈ E , alorst = 0.

En toute rigueur, c’est le triplet constitué deE , deE et de l’action précédente qu’on devrait appeler
espace affine. On dit queE est l’espace directeur deE . Les éléments deE sont appelés lespoints.

La dimension deE est par définition la dimension deE. Si dimE = 1, on parle de droite affine. Si
dimE = 2, on parle de plan affine.

Dans toute la suite, la lettreE désigne un espace affine de directionE et de dimensionn.

Proposition 1 Pour toutx ∈ E , l’application ξx : t ∈ E 7→ x+ t ∈ E est bijective.

Preuve : On fixex ∈ E . L’application ξx est surjective, par transitivité de l’action deE surE . Soient
maintenantt1, t2 ∈ E tels quex+ t1 = x+ t2. Alors

x+ (t1 − t2) = (x+ t1) + (−t2) = (x+ t2) + (−t2) = x+ (t2 − t2) = x+ 0 = x.

Il suffit donc de montrer que pour toutx ∈ E , t ∈ E, si x + t = x, alorst = 0. On utilise la fidélité de
l’action. Soity ∈ E . Montrons quey + t = y ce qui permettra de conclure puisquey est arbitraire. Par
transitivité, il existeu ∈ E tel quey = x+ u. On a

y + t = (x+ u) + t = x+ (u+ t) = x+ (t+ u) = (x+ t) + u = x+ u = y.

�
Ainsi, pour toutx, y ∈ E , il existe un unique vecteurt ∈ E tel quex+ t = y. On le notet = y − x

ou encoret = −→xy.

Exercice 1 Montrer que
{x− y, x, y ∈ E} = E.

Preuve : L’inclusion⊂ est évidente. Réciproquement, soitt ∈ E. Il existey ∈ E . Soitx := y+ t. Alors
t = x− y ce qui conclut la preuve.

�
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Pour toutx ∈ E , la bijection précédente permet de transporter surE une structure d’espace vectoriel
en posant

ξx(t) + ξx(u) := ξx(t+ u) , λξx(u) := ξx(λu).

La structure d’espace vectoriel ainsi obtenue surE est la structure d’originex. Le pointx de l’espace
affineE est le vecteur nul de l’espace vectoriel d’originex.

Exercice 2 1) Montrer la formule de Chasles : pour toutx, y, z ∈ E , on a

−→yx = −→yz +−→zx.

Généraliser à un nombre fini de points.

2) Montrer la règle du parallélogramme : si−→xy =
−−→
x′y′, alors

−→
yy′ =

−→
xx′. On dit alors quexyy′x′

est un parallélogramme.

Exemples d’espaces affines

Exemple 1 Tout espace vectorielE est canoniquement muni d’une structure d’espace affine d’espace
directeurE, où l’action est donnée par la loi+ deE. Plus généralement, six0 ∈ E, on peut définir sur
E la structure d’espace affine

(t, x) ∈ E × E 7→ x0 + x+ t.

Exercice 3 1) Montrer que l’ensemble des solutions d’un système d’équations linéaires à second
membre nul est un espace vectoriel. Si les seconds membres ne sont pas nuls et qu’il existe une
solution, c’est un espace affine.

2) Montrer que l’ensemble des solutions d’une équation différentielle linéaire homogène est un
espace vectoriel. Si le second membre est non nul, c’est un espace affine (ce qu’on formule souvent
en disant que toute solution de l’équation est la somme d’une solution de l’équation homogène et
d’une solution particulière).

Exemple 2 SiF est un sous-espace vectoriel deE, et x ∈ E , alors l’ensemblex + F := {x + t, t ∈
F} ⊂ E est naturellement muni d’une structure d’espace affine de directionF.

Preuve : On considère l’application(u, z) ∈ F × (x + F ) 7→ z + u obtenue par restriction à partir de
l’action de groupe deE surE . C’est une action du groupe additif deF surx+F. Il n’y a qu’une orbite,
à savoirx+ F. Ainsi l’action est transitive. Enfin, sit ∈ F vérifiex+ u+ t = x+ u pour toutu ∈ F,
alorst = 0, ce qui suffit à montrer que l’action est fidèle.

�

Définition 2 Un sous-ensemble non videF ⊂ E est un sous-espace affine deE s’il existex ∈ E et un
sous-espace vectorielF deE tel queF = x+ F.

On définit de manière évidente les notions de dimension et de direction de sous-espaces affines.

Exemple 3 Les sous-espaces affines d’un espace vectorielE sont lesu+F oùu ∈ E etF est un sous-
espace vectoriel deE. Les sous-espaces vectoriels deE sont donc les sous-espaces affines contenant
0.

Définition 3 SoitA ⊂ E une partie non vide. On définitAff(A) comme l’intersection de tous les
sous-espaces affines contenantA.
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C’est un sous-espace affine, de directionV ect(b − a, b ∈ A) pour touta ∈ A. En effet, pour tout
a ∈ A, l’ensemblea + V ect(b − a, b ∈ A) est un sous-espace affine qui contientA, et qui est contenu
dans tout sous-espace affine contenantA.

Définition 4 On dit que deux sous-espaces affinesF etG de directionsF etG sont parallèles siF ⊂ G
ouG ⊂ F.

On en déduit immédiatement que
– Deux droites parallèles à une même troisième sont parallèles entre elles.
– Etant donné un pointx et une droite affine∆, il existe une unique droite∆′ parallèle à∆ passant

parx.

1.2 Applications affines

On fixe deux espaces affinesE etF de directionE etF.

Définition 5 On dit queT : E → F est une application affine s’il existef ∈ L(E,F ) telle que

T (y)− T (x) = f(y − x), ∀x, y ∈ E . (1.1)

CommeE = {y − x, x, y ∈ E}, l’application linéaire définie par (1.1) est nécessairement unique.
On l’appellepartie linéairedeT.

On noteraA(E ,F) l’ensemble des applications affines deE dansF . LorsqueF = R, on parle de
fonction affine.

Exercice 4 Montrer qu’une applicationT : E → F est affine si et seulement si il existef ∈ L(E,F ) et
x ∈ E , y ∈ F tels que

T (z) = y + f(z − x), ∀z ∈ E .

Exercice 5 1) Montrer que la composée de deux applications affines est affine.
2) Montrer qu’une application affine est injective/surjective si et seulement si sa partie linéaire est

injective/surjective.
3) L’inverse d’une bijection affine est affine.

Preuve : 1) Soientφ : E → F , etψ : F → G deux applications affines, de partie linéairef et g. Alors
pour toutx, y ∈ E,

ψ ◦ φ(y)− ψ ◦ φ(x) = ψ(φ(y))− ψ(φ(x)) = g(φ(y)− φ(x))

= g(f(y − x)) = g ◦ f(y − x)

doncψ ◦ φ est affine de partie linéaireg ◦ f.
2) Soitφ : E → F une application affine de partie linéairef. Fixonsx ∈ E . Alors il existey ∈ F

tels que
φ = y + f(· − x) = ξy ◦ f ◦ ζ−x

où ξy(t) = y + t et ζ−x(z) = z − x. Commeζ−x : E → E est bijective (sa réciproque n’est autre que
ξx) ainsi queξy : F → F , le résultat en découle.

3) Avec les notations précédentes,

φ−1 = (ζ−x)−1 ◦ f−1 ◦ (ξy)−1 = ξx ◦ f−1 ◦ ζ−y

est bien une application affine par composition (où on voitE etF comme des espaces affines).
�
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Proposition 2 1) L’image d’un sous-espace affine par une application affine est un sous-espace
affine.

2) L’image réciproque d’un sous-espace affine par une application affine est soit vide soit un sous-
espace affine.

3) L’ensemble des points fixes d’une application affine est soit vide, soit un sous-espace affine.

Preuve : Soitφ : E → F une application affine de partie linéairef.
1) SoitV = x+ V un sous-espace affine deE . Alors

φ(x+ V ) = φ(x) + f(V )

ce qui montre queφ(V) est un sous-espace affine deF .
2) SoitW un sous-espace affine deF et notonsW sa direction. Supposons queφ−1(W) soit non

vide, et soitx ∈ φ−1(W). AlorsW = φ(x) +W, et on vérifie que

φ−1(W) = x+ f−1(W )

ce qui montre queφ−1(W) est un sous-espace affine deE .
3) SoitV l’ensemble des points fixes deφ que l’on suppose non vide. Soitx0 ∈ V. Alors,

x ∈ V ⇔ φ(x) = x⇔ φ(x)− φ(x0) = x− x0 ⇔ (f − Id)(x− x0) = 0.

Ainsi V = x0 + Ker(f − Id).
�

Proposition 3 L’ensemble des points fixes d’une application affine est un singleton si et seulement si1
n’est pas valeur propre de sa partie linéaire.

Preuve : Introduisons l’application affine

ψ : x ∈ E 7→
−−−→
xφ(x) ∈ E.

Alorsψ est une application affine de partie linéairef−Id. L’ensemble des points fixes deφ estψ−1(
−→
0 ).

Si 1 n’est pas valeur propre,f − Id est bijective, doncψ aussi et donc il existe un unique point fixe.
Si 1 est valeur propre et l’ensemble des points fixes non vide, alors sa directionKer (f − Id) est de
dimension≥ 1.

�

Exemples d’applications affines

Exemple 4 Une applicationφ : Rm → Rn est affine si et seulement si il existef : Rm → Rn linéaire
etx ∈ Rn tels que

φ(u) = f(u) + x, u ∈ Rm.

Exemple 5 Les applications affines de partie linéaire nulle sont les constantes. Les applications affines
dont la partie linéaire est l’identité sont les translations. Les applications affines dont la partie linéaire
est une homothétie qui n’est ni nulle ni l’identité, sont les homothéties affines.

Exemple 6 SoitV un sous-espace affine deE de directionV et différent deE . SoitW un supplémentaire
deV dansE. Pour toutx ∈ E , soitP (x) l’unique point commun àV et à x+W (voir l’exercice 12).
L’applicationP est appelée la projection deE surV parallèlement àW.
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V est l’ensemble des points fixes deP. De plus, en notantp la projectionvectorielledeE surV
parallèlement àW, on a pour toutx ∈ V,

P = x+ p(· − x).

Cela montre queP est bien une application affine etP ◦ P = P.

Exemple 7 Soitλ /∈ {0, 1}. L’applicationφ(x) = P (x) + λ(x− P (x)) est appelée affinité de baseV
et de rapportλ parallèlement àW. Siλ = −1, φ est la symétrie autour deV parallèlement àW. Si de
plusV est un point, on parle de symétrie centrale.

Exercice 6 1) Montrer qu’une affinité est bien une application affine. Déterminer sa partie linéaire
ainsi que l’ensemble de ses points fixes.

2) Montrer qu’une symétrieφ est une involution :φ ◦ φ = Id.
3) Réciproquement, montrer que toute involution affine différente de l’identité est une symétrie.
4) Montrer que l’affinité de base un pointx (dans ce cas, on dit aussi de centrex) et de rapport
λ 6∈ {0, 1} est une homothétie. Réciproquement, montrer que toute homothétie affine est une
affinité, dont on déterminera la base et le rapport.

Exercice 7 SoientA, B deux points du plan etλ, µ ∈ R \ {0, 1}. Déterminer la composition de l’ho-
mothétie de centreA et de rapportλ avec l’homothétie de centreB et de rapportµ.

Définition 6 L’ensemble des bijections affines est le groupe affine deE , notéGA(E).

Exercice 8 Montrer que l’ensemble des homothéties et translations est un sous-groupe deGA(E).

Preuve : SoitΘ : GA(E) → GL(E) l’application qui à une bijection affine associe sa partie linéaire. C’
est un morphisme surjectif, de noyau le groupe des translations. L’ensemble des homothéties et trans-
lations est l’image réciproque parΘ du sous-groupe des homothéties vectorielles deGL(E) (lui-même
isomorphe àR∗). En particulier, le groupe des homothéties-translations est distingué dansGA(E).

�
Une propriété affine est une propriété invariante par un élément du groupe affine. Par exemple, le

fait d’être un sous-espace affine est une propriété affine...

1.3 Barycentre

Selon le rapport du jury 2004, concernant la leçonBarycentre et convexité, “Les candidats négligent
les barycentres (...) Un barycentre n’est pas forcément à coefficients positifs ! ! !”

Proposition 4 Si (Ai)1≤i≤k est une famille de points deE et (λi)1≤i≤k une famille de réels telle que∑
λi 6= 0, il existe un unique pointG tel que∑

i

λi
−−→
GAi =

−→
0 .

Preuve : Pour tousO,G ∈ E , on a∑
i

λi
−−→
OAi =

∑
i

λi
−−→
GAi + (

∑
i

λi)
−−→
OG

d’où
∑

i λi
−−→
GAi =

−→
0 si et seulement si

G = O +
∑

i λi
−−→
OAi∑

i λi
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ce qui démontre l’existence et l’unicité du pointG.
�

Définition 7 Le pointG est appelé le barycentre des pointsAi afffectés des coefficientsλi. On appelle
{(Ai, λi)} un système de points pondérés.

Remarque 1 SiG = O +
∑
λi
−−→
OAi, alorsG est le barycentre des points{(O, 1−

∑
λi), (Ai, λi)}.

Exemple 8 Si tous lesλi sont égaux, on parle d’isobarycentre. En particulier, siA,B,C sont trois
points deE , le barycentre de{(A, 1/2), (B, 1/2)} est appelé le milieu du segment[AB]. Le barycentre
de{(A, 1/3), (B, 1/3), (C, 1/3)} est appelé le centre de gravité du triangleABC.

Le milieu d’un segment, le centre de gravité d’un triangle sont des notions affines.

Proposition 5 SiG est le barycentre des points{(A1, λ1), ..., (Ak, λk)} etH le barycentre des points
{(B1, µ1), ..., (Bl, µl)}, alors le barycentreK de{(G,

∑
λi), (H,

∑
µj)} (défini si

∑
λi +

∑
µj 6= 0)

est le barycentre de
{(A1, λ1), ..., (Ak, λk), (B1, µ1), ..., (Bl, µl)}.

Preuve : FixonsO ∈ E . Il suffit de vérifier que

K = O +

∑
i λi
−−→
OAi +

∑
j µj

−−→
OBj∑

i λi +
∑

j µj
.

On a

K = O +
(
∑

i λi)
−−→
OG+ (

∑
j µj)

−−→
OH∑

i λi +
∑

j µj

= O +

∑
i λi
−−→
OAi +

∑
j µj

−−→
OBj∑

i λi +
∑

j µj
.

�

Proposition 6 1) Une partie non videF ⊂ E est un sous-espace affine ssi le barycentre de tout
système de points pondérés deF est dansF .

2) Une applicationφ : E → G entre deux espaces affines est une application affine ssi elle envoie le
barycentre de tout système de points pondérés{(Ai, λi)} deE sur le barycentre de{(φ(Ai), λi)}.

Preuve : Les parties directes de 1) et 2) se vérifient facilement. Montrons la réciproque de 1). Fixons
O ∈ F . SoitV l’ensemble des points qui s’écrivent sous la forme d’une somme finie∑

λi
−−→
OAi , Ai ∈ F , λi ∈ R.

Alors V est un sous-espace vectoriel deE. On aF ⊂ O + V. Montrons queO + V ⊂ F , ce qui
achèvera la preuve de 1). Soit

∑
λi
−−→
OAi ∈ V. Si

∑
λi 6= 0, alors le barycentreG des pointsAi affectés

des coefficientsλi est dansF et on a

O +
∑

λi
−−→
OAi = O + (

∑
λi)
−−→
OG

qui est le barycentre des points{(O, 1 −
∑
λi), (G,

∑
λi)}, et appartient donc àF . Si

∑
λi = 0,

on peut supposer par exemple queλ1 6= 0. Alors par ce qui précède, le pointB := O +
∑

i>1 λi
−−→
OAi

appartient àF . Enfin,
O +

∑
λi
−−→
OAi = B + λ1

−−→
OA1
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est le barycentre de{(A, λ1), (O,−λ1), (B, 1)} et appartient donc àF .
Montrons la réciproque de 2). Soitφ une application qui stabilise les barycentres”. Montrons qu’elle

est affine. FixonsO ∈ E . Il suffit de montrer que l’application

f :
−−→
OM ∈ E 7→

−−−−−−−→
φ(O)φ(M)

est linéaire. SoientM,N ∈ E etλ ∈ R. Il existeA ∈ E tel que
−→
OA = λ

−−→
OM+

−−→
ON. AlorsA est le bary-

centre de{(M,λ), (N, 1), (O,−λ)} doncφ(A) est le barycentre de{(φ(M), λ), (φ(N), 1), (φ(O),−λ)}.
Ainsi

λ
−−−−−−−→
φ(A)φ(M) +

−−−−−−−→
φ(A)φ(N)− λ

−−−−−−→
φ(A)φ(O) =

−→
0 .

On en déduit −−−−−−→
φ(O)φ(A) = λ

−−−−−−−→
φ(O)φ(M) +

−−−−−−−→
φ(O)φ(N)

ce qui montre quef(λ
−−→
OM +

−−→
ON) = λf(

−−→
OM) + f(

−−→
ON).

�

Lemme 1 Soit(Ai)i∈I une famille de points deE . Les assertions suivantes sont équivalentes :

i) Il existej ∈ I tel que la famille(
−−−→
AjAi)i6=j est libre.

ii) Pour tout j ∈ I, la famille (
−−−→
AjAi)i6=j est libre.

Preuve : Il suffit de montreri) ⇒ ii). Supposons que(
−−−→
Aj0Ai)i6=j0 soit libre. Soitj ∈ I. Considérons

une relation linéaire ∑
i6=j

λi
−−−→
AjAi =

−→
0

et montrons qu’elle est triviale, ce qui achèvera la preuve du lemme. On a

−→
0 =

∑
i6=j,j0

λi
−−−→
Aj0Ai + (

∑
i6=j

λi)
−−−→
AjAj0 .

Par hypothèse, on en déduit
∀i /∈ {j, j0}, λi = 0 ,

∑
i6=j

λi = 0

d’où l’on déduitλj0 = 0, ce qui conclut la preuve.
�

Définition 8 Une famille(Ai) est dite affinement libre si elle vérifie l’une des conditions équivalentes
précédentes. C’est une base affine deE si de plusAff(Ai) = E .

Remarque 2 SoientA1, . . . , Ak des points deE . Alors Aff(A1, . . . , Ak) est l’ensemble des bary-
centres deA1, . . . , Ak.

En effet, notonsF l’ensemble des barycentres deA1, . . . , Ak. D’une part, tout sous-espace affine conte-
nantA1, . . . , Ak contientF . DoncF ⊂ Aff(A1, . . . , Ak). D’autre part, l’ensembleF est un sous-
espace affine puisque tout barycentre de points deF est dansF . DoncAff(A1, . . . , Ak) ⊂ F .

On rappelle aussi queAff(Ai) = E est équivalent à pour touti, E = V ectj 6=i
−−−→
AiAj . Le cardinal

d’une base affine est dimE+1.

Exemple 9 Les bases affines d’une droite affine sont les paires de points distincts. Les bases affines
d’un plan affine sont les triplets de points distincts tels qu’aucun n’appartienne à la droite passant par
les deux autres.
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Proposition 7 La famille(A1, ..., An+1) est une base affine deE si et seulement si pour toutM ∈ E , il
existe un uniquen+ 1 uplet(λ1, ..., λn+1) tel que

∑
λi = 1 etM soit le barycentre de{(Ai, λi)}.

Preuve :M est le barycentre de{(Ai, λi)} avec
∑
λi = 1 si et seulement si

−−−→
A1M =

∑
i>1

λi
−−−→
A1Ai.

Si (A1, ..., An+1) est une base affine, alors(
−−−→
A1Ai)i>1 est une base deE. On en déduit que len uplet

(λ2, ..., λn+1) correspond aux coordonnées de
−−−→
A1M dans la base(

−−−→
A1Ai)i>1 etλ1 = 1−

∑
i>1 λi.

Réciproquement, l’hypothèse implique que la famille(
−−−→
A1Ai)i>1 est une base de{

−−−→
A1M,M ∈ E} =

E, ce qui prouveAff(Ai) = E .
�

Définition 9 Soit(A1, ..., An+1) une base affine deE . On appelle suite de coordonnées barycentriques
d’un pointM ∈ E la suite(λ1, ..., λn+1) telle que

∑
λi = 1 etM est le barycentre de{(Ai, λi)}.

1.4 Repères affines

Définition 10 Un repère affine deE est un élémentR = (O; e1, ..., en) deE × En, tel que(e1, ..., en)
soit une base deE. Le pointO est l’origine du repère.

Pour toutM ∈ E , il existe un uniquen uplet(λ1, ..., λn) tel que

M = O +
∑

λiei.

Lesλi sont lescoordonnéesdeM dans le repèreR.

Exercice 9 SoientR = (O; e1, ..., en) etR′ = (O′; e′1, ..., e
′
n) deux repères deE . Soitx ∈ E etX,X ′

les matrices colonne des coordonnées dex dansR,R′. Ecrire la relation entreX etX ′.

Preuve : SoitP la matrice de passage de la base(ei) à la base(e′i). SoitC la matrice colonne des coor-
données deO′ dansR. Si Y est la matrice colonne des coordonnées dex dans le repère(O′; e1, ..., en),
on a

Y = PX ′.

Ecrivant
−→
Ox =

−−→
O′x+

−−→
OO′, on obtient

X = Y + C = PX ′ + C.

Exercice 10 Soitφ : E → F une application affine. SoitR = (O; e1, ..., en) un repère deE etR′ =
(O′; f ′1, ..., f

′
p) un repère deF . SoitX la matrice colonne des coordonnées d’un pointx ∈ E dansR et

Y celle deφ(x) dansR′. ExprimerY en fonction deX.

Preuve : SoitA la matrice de la partie linéaireg deφ dans les bases(ei), (f ′j). L’identité
−−−−→
O′φ(x) =

g(
−→
Ox) +

−−−−→
O′φ(O) s’écrit

Y = AX + C

oùC est la matrice colonne des coordonnées deφ(O) dansR′.
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Représentation paramétrique Une représentation paramétrique affine d’un sous-espace affineF est
une application (automatiquement bijective) de la forme

(λ1, ..., λp) ∈ Rp 7→ x+
∑

λiei

oùx ∈ F et (ei) est une base deF, la direction deF .

Représentation cartésienne SoitR = (O; e1, ..., en) un repère affine d’un espace affineE . SoitF
un sous-espace affine deE , que l’on écrit comme l’intersection des noyaux den − p fonctions af-
fines linéairement indépendantesφ1, ..., φn−p. On notegi leur partie linéaire etLi le vecteur ligne des
coordonnées degi dans la base duale de(ei). Soit A la matrice dont lai ème ligne estLi. Enfin,
soitB le vecteur colonne dont lai ème ligne estφi(O). Alors x ∈ F si et seulement si pour touti,
gi(x−O) + φi(O)(= φi(x)) = 0, si et seulement si

AX +B = 0,

oùX est le vecteur colonne des coordonnées dex dansR. Cette équation correspond à un système
affine, qui est lareprésentation cartésiennedeF .

1.5 Exercices supplémentaires

Sous-espaces affines

Exercice 11 Une intersection non vide de sous-espaces affines est un sous-espace affine. Sa direction
est l’intersection des directions des sous-espaces affines.

Une condition suffisante pour que deux espaces affines soient d’intersection non vide est donnée par
l’

Exercice 12 SoientF ,G deux sous-espaces affines de directionsF etG telles queF + G = E. Alors
F ∩ G 6= ∅.

Exercice 13 SoientF ,G deux sous-espaces affines de directionF etG.
i) SiF ∩ G 6= ∅, alors

dimAff(F ∪ G) = dimF + dimG− dimF ∩G.

ii) Si F ∩ G = ∅, alors

dimAff(F ∪ G) = dimF + dimG− dimF ∩G+ 1.

iii) A quelle conditionF ∪ G est un sous-espace affine ?

Applications affines

Exercice 14 Si f : Rm → Rn est une application linéaire, montrer que tous lesf−1(y) pour y ∈ Rn

sont des sous-espaces affines parallèles.

Exercice 15 Soientφ1, ..., φk k fonctions affines surE de partie linéairef1, ..., fk. Soit

V = {x ∈ E : φi(x) = 0, i = 1, ..., k}.

11



1) Montrer que siV n’est pas vide, alors c’est un espace affine de dimension dimE− rg (f1, ..., fk).
(On pourra considérer l’applicationx ∈ E 7→ (φ1(x), ..., φk(x)) ∈ Rk.)

2) Montrer que si la famille(f1, ..., fk) est libre alorsV n’est pas vide.

Exercice 16 Quelle est la conjuguéeφ ◦ h ◦ φ−1 de l’homothétie de centreO et de rapportλ par la
transformation affineφ?

Exercice 17 1) SoitABC un triangle,I le milieu de[AB], J le milieu de[BC] etK le milieu de
[AC]. Montrer que l’orthocentre du triangleIJK est le centreO du cercle circonscrit àABC.

2) SoitG le centre de gravité deABC eth l’homothétie de centreG et de rapport−1/2.Quelle est
l’image parh deA,B,C? De la hauteur deABC passant parA? De l’orthocentreH du triangle
ABC? En déduire que

−−→
AH = 2

−→
OJ.

3) SoitAB la corde d’un cercleC. Montrer que le lieu de l’orthocentre du triangleABM lorsque
M décritC est le cercleC′ symétrique orthogonal deC par rapport à(AB).

Exercice 18 Soientd, d′, d′′ 3 droites parallèles distinctes,D1,D2 2 droites dont aucune n’est parallèle
à d. SoientAi = Di ∩ d, A′i = Di ∩ d′, A′′i = Di ∩ d′′. Alors on a

A1A′′1
A1A′1

=
A2A′′2
A2A′2

.

Réciproquement, si un pointB deD1 vérifie l’égalité

A1B

A1A′1
=
A2A′′2
A2A′2

,

alorsB = A′′1.
(Remarque : SiA, B, C sont3 points alignés, etu un vecteur directeur de la droite qu’ils définissent,

on peut écrire
−−→
AB = λu et c’est ce nombreλ qu’on noteAB. Cette mesure algébrique dépend du choix

deu. En revanche, le rapportAB/AC n’en dépend pas.)

Exercice 19 SoientA, B etC trois points d’une droiteD etA′, B′ etC ′ trois points d’une droiteD′

distincte deD. Si(AB′) est parallèle à(BA′) et(BC ′) est parallèle à(CB′), alors(AC ′) est parallèle
à (CA′).

Barycentres

Exercice 20 Montrer que les diagonales d’un parallélogramme se coupent en leur milieu.

Exercice 21 1) Montrer que les médianes d’un triangle sont concourantes.
2) Montrer que le centre de gravité d’un tétraèdre est le milieu des segments joignant les milieux

des arêtes opposées.

Exercice 22 SoitABC un triangle etα, β, γ trois réels différents de1.SoitL le barycentre de(B, 1), (C,−α),
M celui de(C, 1), (A,−β) etN celui de(A, 1), (B,−γ).De même, soitL′ le barycentre de(C, 1), (B,−α),
M ′ celui de(A, 1), (C,−β) etN ′ celui de(B, 1), (A,−γ).

1) Donner une condition nécessaire et suffisante surα, β, γ pour que les pointsL,M,N soient
alignés.

2) Montrer que sous cette même condition, les pointsL′,M ′, N ′ sont alignés. La droite passant par
les pointsL′,M ′ etN ′ est appelée l’isotomique de la droite passant parL,M,N, par rapport
au triangleABC. alignés. La droite passant par ces milieux est la droite de Newton.ABC et la
droite isotomique.
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Exercice 23 1) Dans un plan affine réel, décrire l’intérieur d’un triangleABC en termes de bary-
centres.

2) Soitφ une bijection affine. Montrer que l’image parφ de l’intérieur deABC est l’intérieur du
triangleφ(A)φ(B)φ(C).

Exercice 24 Dans le plan affine, on considère un triangleABC et une droiteD qui coupe(BC) enP,
(CA) enQ et (AB) enR. On définit3 pointsI, J etK par

−→
AI =

−→
AQ+

−→
AR ,

−→
BJ =

−−→
BP +

−−→
BR ,

−−→
CK =

−−→
CP +

−−→
CQ.

Montrer que les pointsI, J etK sont alignés.

Exercice 25 SoitABC un triangle équilatéral etM un point de son plan. On noteA′, B′, C ′ les symé-
triques deM par rapport à(BC), (CA), (AB). Montrer que les droites(AA′), (BB′) et (CC ′) sont
concourantes sauf siM est sur le cercle passant par les pointsA1, B1 etC1 oùA1 est le symétrique de
A par rapport à(BC), B1 celui deB par rapport à(AC) etC1 celui deC par rapport à(AB).

Repères

Exercice 26 R3 étant muni d’un repère affine(O, i, j, k), décrire par un système d’équations paramé-
triques le sous-espace affine engendré par les pointsAi(αi, βi, γi), 1 ≤ i ≤ 3.

Exercice 27 SoitE un plan affine muni d’un repèreR := (O; e1, e2).
1) Montrer que l’équation cartésienne d’une droite est de la formeax+ by + c = 0, avec(a, b) 6=

(0, 0). Donner l’équation cartésienne de la droite vectorielle qui dirige cette droite affine.
2) Deux droites d’équationax+ by + c = 0 eta′x+ b′y + c′ = 0 sont parallèles si et seulement si

a b
a′ b′

= 0.

3) Trois points de coordonnées(x, y), (x′, y′), (x′′, y′′) sont alignés si et seulement si
1 1 1
x x′ x′′

y y′ y′′
= 0.

4) Trois droites d’équationaix + biy + ci = 0, 1 ≤ i ≤ 3, sont concourantes ou parallèles si et

seulement si
a1 a2 a3

b1 b2 b3
c1 c2 c3

= 0.

5) On se donne deux équations cartésiennes de plan dans l’espace affineR3 : (P1) d’équation
a1x + b1y + c1z + d1 = 0, et (P2) d’équationa2x + b2y + c2z + d2 = 0. Donne une CNS sur
les coefficients pour que ces deux plans soient parallèles ? s’intersectent selon une droite ? Soit
(P3) d’équationa3x+ b3y+ c3z+d3 = 0. CNS pour que les trois plans soient parallèles ? qu’ils
s’intersectent selon une droite ? selon un point ?

Exercice 28 A quelles conditions les deux systèmes d’équations{
a1x+ b1y + c1z = d1

a2x+ b2y + c2z = d2

{
a′1x+ b′1y + c′1z = d′1
a′2x+ b′2y + c′2z = d′2

décrivent-ils des droites affines deR3? des droites affines parallèles deR3?

Exercice 29 R3 étant muni d’un repère affine, décrire en coordonnées cartésiennes
1) une translation de vecteurt,
2) une homothétie de centreA et de rapportλ.
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Exercice 30 Déterminer la nature de l’application affine

φ : (x, y) 7→ (
3
2
x− 1

2
y + 1,−1

2
x+

3
2
y − 1).

1.5.1 Solutions ou indications des exercices

Solution 2
1) D’une part,y + −→yx = x. D’autre part,y + (−→yz + −→zx) = (y + −→yz) + −→zx = z + −→zx = x. Par

injectivité det 7→ y + t, on obtient−→yx = −→yz +−→zx.
2) Notons d’abord que−→yx = −−→xy car par la relation de Chasles,−→yx+−→xy = −→yy =

−→
0 . Ensuite,

−→
yy′ = −→yx+

−→
xx′ +

−−→
x′y′ =

−→
xx′.

Solution 3
1) On peut écrire un système d’équations linéaires sous la formeAX = B oùA est une matrice dont

le nombre de lignes est le nombre d’équations et le nombre de colonnes est le nombre d’inconnues.
Si le vecteur colonneB est nul, le système est homogène, et l’ensemble des solutions est le noyau
KerA deA qui est bien un espace vectoriel. Dans le cas général, s’il existe une solutionX0,
alors l’ensemble des solutions estX0 +KerA qui est bien un espace affine de directionKerA.

2) Considérons l’équationX ′ = AX +B. LorsqueB = 0, l’équation est homogène et l’ensemble
des solutions est{t 7→ exp(tA)Z,Z ∈Mn,1(R)}. LorsqueB 6= 0, en notantX0 une solution
particulière de l’équation, l’ensemble des solutions s’écrit{t 7→ X0(t) + exp(tA)Z,Z ∈Mn,1(R)},
qui est bien un espace affine dont la direction est l’espace des solutions de l’équation homogène
associée.

Solution 4 Si T est une application affine, on notef sa partie linéaire. On fixex ∈ E et on note
y := T (x). Alors ∀z ∈ E , T (z)−T (x) = f(z−x). Réciproquement, s’il existef ∈ L(E,F ), x ∈ E et
y ∈ F tels queT (z) = y+ f(z−x) pour toutz ∈ E , alors pour toutz1, z2 ∈ E , T (z1) = y+ f(z1−x)
etT (z2) = y + f(z2 − x), doncT (z2)− T (z1) = f(z2 − z1) en utilisant la formule de Chasles.

Solution 6 Montrons 1). Pour toutx, y ∈ E ,

φ(x)− φ(y) = P (x)− P (y) + λ(x− P (x)− y + P (y)) = [(1− λ)p+ λId](x− y).

Doncφ est une application affine de partie linéaire(1− λ)p+ λId = IdV + λIdW . De plus,x = φ(x)
si et seulement six = P (x) si et seulement six ∈ V.

Montrons 2). CommeIdV − IdW est une involution vectorielle, la partie linéaire deφ ◦ φ est
l’identité. Doncφ ◦ φ est une translation. Tout point deV est un point fixe deφ, donc deφ ◦ φ. La seule
translation ayant un point fixe est l’identité. Doncφ ◦ φ est l’identité.

Montrons 3). Soitφ une application affine telle queφ ◦ φ = Id. Soit V1 l’ensemble de ses points
fixes. Six ∈ E , alors (x + φ(x))/2 ∈ V1. Donc V1 est non vide et c’est un sous-espace affine. La
partie linéairef deφ est une involution linéaire. Comme le polynôme scindé à racines simplesX

2 − 1
annulef, f est diagonalisable dans une base et a pour valeurs propres1 et/ou−1. En notantV etW les
sous-espaces propres associés (lorsqu’ils sont non triviaux), on a donc

f = IdV − IdW .

Soitx ∈ V1. Alors
φ(y) = x+ f(y − x), y ∈ E .

On en déduit queV1 = x+ V et queφ est la symétrie autour deV1 parallèlement àW.
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Montrons 4). Siφ est l’affinité de basex et de rapportλ, alors

φ(y) = x+ λ(y − x)

et la partie linéaire deφ est bien une homothétie vectorielle de rapportλ /∈ {0, 1}, ce qui montre queφ
est une homothétie. Réciproquement, soitφ une homothétie. Il existe doncλ /∈ {0, 1} et x, y ∈ E tels
que

φ(z) = y + λ(z − x), z ∈ E .

On cherche un point fixe deφ : l’unique solution deφ(z) = z estz0 = x+ (y − x)/(1− λ). Alors

φ(z) = z0 + λ(z − z0)

apparaît bien comme une affinité de centrez0 et de rapportλ.

Solution 7 La partie linéaire de la composée est la composée des parties linéaires, à savoir la composée
des homothéties vectorielles de rapportλ et µ. Si λµ 6= 1, il s’agit d’une homothétie différente de
l’identité. Donc la composée des homothéties affines est dans ce cas une homothétie affine. Siλµ = 1,
la composée des homothéties affines est une translation, de vecteur non nul sauf siA = B.

Solution 11 Soit (Fi)i∈I une famille de sous-espaces affines deE telle que∩i∈IFi 6= ∅. NotonsFi la
direction deFi. Soitx ∈ ∩i∈IFi. Alors pour touti ∈ I, on aFi = x+ Fi. D’où

∩i∈IFi = ∩i∈I(x+ Fi) = x+ ∩i∈IFi.

Solution 12 Soientx ∈ F ety ∈ G. Alors x− y ∈ E = F +G. Donc il existef ∈ F, g ∈ G tels que
x− y = f + g. Alors x− f = y + g ∈ F ∩ G.

Solution 13
i) Soit x ∈ F ∩ G. La direction deAff(F + G) est

V ect(y − x : y ∈ F ∪ G) = V ect(F ∪G)

carF − x = F etG − x = G. Ainsi, la direction deAff(F + G) estF +G. On peut conclure.
ii) Soient x ∈ F , y ∈ G et t = x − y. Alors t /∈ F + G (sinon t s’écrit t = tF + tG d’où
x− tF = y − tG ∈ F ∩ G...). La direction deAff(F ∪ G) est

V ect(z − y : z ∈ F ∪ G) = V ect(G ∪ (F − y)) = V ect(G ∪ (F − x+ t))

= V ect(G ∪ (F + t)) = V ect(G ∪ (F + Rt)) = G+ F + Rt.

Commet /∈ F +G, on adim (G+ F + Rt) = 1 + dim (G+ F ). D’où le résultat.
iii) On commence par écarter le cas oùF et G sont disjoints (car le milieu d’un segment joignant

un point deF et un point deG ne peut appartenir alors àF ∪G). On se restreint donc au cas oùF
etG sont sécants, en un point qu’on appelleO. La direction deF ∪G est{

−−→
OM : M ∈ F ∪ G},

c’est-à-direF ∪G. On se ramène ainsi au même exercice en remplaçant sous-espaces affines par
sous-espaces vectoriels. On sait bien que la réunion de deux sous-espaces vectoriels est un sous-
espace vectoriel ssi l’un est contenu dans l’autre (si on a oublié, que dire def + g si f ∈ F \ G
etg ∈ G \ F ?)

Solution 14 La direction def−1(y) estKer f.
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Solution 15 1) On considère l’application

Φ : x ∈ E 7→ (φ1(x), ..., φk(x)) ∈ Rk

C’est une application affine (iciRk est muni de sa structure affine naturelle), de partie linéaire

η : x ∈ E 7→ (f1(x), ..., fk(x)) ∈ Rk.

Alors V = Φ−1(0) apparaît bien comme un sous-espace affine. La direction deV estV := Kerη. On a
de plus rgη = rg(f1, ..., fk). Donc la dimension deV est donnée par la formule du rang.

2) Si la famille(f1, ..., fk) est libre, alors le rang deη est égal àk, c’est-à-direη est surjectif, donc
Φ est surjectif, donc0 ∈ Im Φ. Ainsi V 6= ∅.

Solution 16 En regardant les parties linéaires, on voit qu’il s’agit d’une homothétie de rapportλ (uti-
liser le fait que les homothéties vectorielles commutent avec toutes les applications linéaires). Il rest
à déterminer le centre. On remarque queφ(O) est un point fixe. C’est donc le centre de l’homothétie
cherchée.

Solution 17 1) Notons provisoirementL l’orthocentre deIJK et montrons queL = O. Les droites
(IK) et (BC) sont parallèles (par exemple par le théorème de Thalès) et les droites(IK) et (JL) sont
perpendiculaires (par définition d’une hauteur). Donc les droites(JL) et (BC) sont perpendiculaires.
Elles se coupent enJ qui est le milieu de[BC]. Donc la droite(JL) est la médiatrice de[BC]. De
même,(KL) et (IL) sont les médiatrices de[AC] et [AB] respectivement. DoncL = O.

2) On sait queG est“ situé aux deux-tiers” des médianes. Donch(A) = J, h(B) = K eth(C) = I.
L’image de la hauteur passant parA est une droite, passant parh(A) = J et parallèle à cette hauteur,
et donc perpendiculaire à(BC). C’est donc la droite(JO). On en déduith(H) = O et donc

−−→
GO =

(−1/2)
−−→
GH. Comme

−→
GJ = (−1/2)

−→
GA, il vient facilement

−−→
AH = 2

−→
OJ.

3) NotonsI le milieu de [AB], O le centre du cercle et pour toutM ∈ C, H l’orthocentre du
triangleABM. Alors par la question précédente,

−−→
MH = 2

−→
OI. Le pointH décrit le translaté deC par

la translation de vecteur2
−→
OI, qui est aussi le symétrique orthogonal deC par rapport à(AB).

Solution 18 Soit π la projection affine surD2 parallèlement àd et p la projection linéaire associée.

Alors π(A1) = A′1, etc... En introduisantλ tel que
−−−→
A1A

′′
1 = λ

−−−→
A1A

′
1, on a

p(
−−−→
A1A

′′
1) = λp(

−−−→
A1A

′
1),

d’où
−−−→
A2A

′′
2 = λ

−−−→
A2A

′
2, ce qui permet de montrer le théorème. Pour la réciproque : on aA1B = A1A′′1.

DoncB = A′′1.

Solution 19 On considère d’abord le cas oùD etD′ ne sont pas parallèles. SoitO leur point d’in-
tersection.Soientφ l’homothétie de centreO qui envoieA surB etψ celle qui envoieB surC. Alors
φ(B′) = A′ etψ(C ′) = A′. Alorsφ ◦ψ(C ′) = A′ etψ ◦φ(A) = C. Commeφ etψ ont le même centre,
elles commutent. De plus, une homothétie envoie une droite sur une droite qui lui est parallèle. Donc
(AC ′) et (CA′) sont parallèles.

On considère ensuite le cas oùD et D′ sont parallèles. On reconnaît deux parallélogrammes :

ABA′B′ etBCB′C ′. D’où
−−→
AB =

−−→
B′A′ et

−−→
BC =

−−→
C ′B′. On en déduit

−−→
C ′A′ =

−−→
C ′B′ +

−−→
B′A′ =

−−→
BC +

−−→
AB =

−→
AC.

DoncACA′C ′ est un parallélogramme. Donc(AC ′) et (A′C) sont parallèles.
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Solution 20 Soit I le milieu de[AB]. Alors
−→
IA+

−→
IC =

−→
0 . On en déduit

−→
IB +

−→
ID =

−→
IA+

−−→
AB +

−→
IC +

−−→
CD =

−→
IA+

−→
IC =

−→
0 .

DoncI est le milieu de[CD].

Solution 21 1) SoitG l’isobarycentre deA, B et C. Par associativité, c’est aussi le barycentre de
{(A, 1), (I, 2)} où I est le milieu de[BC]. DoncG appartient à la droite(AI). De même,G appartient
aux deux autres médianes. Donc les médianes sont concourantes.

2) Le barycentre de{(A, 1), (B, 1), (C, 1), (D, 1)} est par associativité le barycentre de{(I, 2), (J, 2)}
où I est le milieu de[AB] etJ le milieu de[CD]. On fait de même avec les autres côtés.

Solution 22 Commençons par la remarque générale suivante. SoientA1, A2 etA3, 3 points formant
une famille affinement libre. SoientM1, M2 etM3 repérés par leurs coordonnées barycentriques dans
le repère{A1, A2, A3} : (αi, βi, γi), 1 ≤ i ≤ 3 (en particulier,αi + βi + γi = 1). Alors les pointsM1,
M2 etM3 sont alignés ssiM3 s’écrit comme le barycentre deM1 etM2, i.e. s’il existeλ ∈ R tel que
(pour tout pointO)

−−−→
OM3 = λ

−−−→
OM1 + (1− λ)

−−−→
OM2, ce qui s’écrit au niveau des coordonnées :

α3 = λα1 + (1− λ)α2,

et de même pourβi, γi. Ainsi, siM1, M2 etM3 sont alignés alors la famille{(αi, βi, γi)}1≤i≤3 est liée.
Réciproquement, si la famille{(αi, βi, γi)}1≤i≤3 est liée, quitte à permuter, il existeλ, µ ∈ R tels que

α3 = λα1 + µα2,

et de même pourβi, γi. Lorsqu’on somme ces3 égalités et qu’on se souvient deαi + βi + γi = 1, on
obtientµ = 1− λ. En conclusion,M1, M2 etM3 sont alignés ssi la famille{(αi, βi, γi)}1≤i≤3 est liée
ou de manière équivalente ∣∣∣∣∣∣

α1 α2 α3

β1 β2 β3

γ1 γ2 γ3

∣∣∣∣∣∣ = 0.

Lorsqu’on applique notre remarque à la situation particulière de cet exercice, on trouve qu’une CNS
pour queL, M etN soient alignés estαβγ = 1. C’est aussi la condition pour queL′, M ′, etN ′ soient
alignés (même justification).

Solution 23 1) Montrons que l’intérieur deABC est l’ensemble des barycentres de{(A,α), (B, β),
(C, γ)} lorsque0 < α, β, γ. SoitM dans l’intérieur deABC. Alors la droite(AM) coupe le[BC] en
un pointI dans l’intérieur relatif de[BC]. Donc il existe0 < β0 < 1 tel queI soit le barycentre de
{(B, β0), (C, 1− β0)}. De plus,M est dans l’intérieur relatif de[AI]. Il existe donc0 < α < 1 tel que
M soit le barycentre de{(A,α), (I, 1− α)}. Finalement,M est le barycentre de

{(A,α), (B, β0(1− α)), (C, (1− α)(1− β0))}.

Réciproquement, siM est le barycentre de{(A,α), (B, β), (C, γ)} lorsque0 < α, β, γ, notonsI le
barycentre de{(B, β), (C, γ)}. Alors I est dans l’intérieur relatif de[BC]. CommeM est le barycentre
de{(A,α), (I, β + γ)}, M est dans l’intérieur de[AI]. DoncM est dans l’intérieur deABC.

2) Commeφ est affine bijective,φ(A), φ(B) et φ(C) forment une famille affinement libre et sont
donc les sommets d’un triangle (non plat). Le résultat est alors conséquence de 1) et du fait que les
applications affines préservent les barycentres.

17



Solution 24 On introduit les coordonnées barycentriques des pointsP, Q etR dans le repère donné
par les pointsA, B etC : il existe trois réelsα, β, γ tels queP est le barycentre de(B,α), (C, 1− α),
Q est le barycentre de(A, β), (C, 1− β) etR est le barycentre de(A, γ), (B, 1− γ). Par la solution de
l’exercice 22, on sait que le déterminant suivant est nul :

∆ :=

∣∣∣∣∣∣
0 β γ
α 0 1− γ

1− α 1− β 0

∣∣∣∣∣∣ .
Un calcul facile donne∆ = αγ+β−βγ−αβ. Ensuite,I est le barycentre de(A, β+γ−1), (B, 1−γ),
(C, 1−β), J est le barycentre de(A, γ), (B,α−γ) (C, 1−α) etK est le barycentre de(A, β), (B,α),
(C, 1− α− β). Il reste à voir que

∆′ :=

∣∣∣∣∣∣
0 β γ
α 0 1− γ

1− α 1− β 0

∣∣∣∣∣∣
est nul. On a (en faisantL3 → (L3 + L1 + L2) puisL2 → L2 − αL3 et enfinL1 → L1 − βL3)

∆′ =

∣∣∣∣∣∣
γ − 1 γ − β 0

1− γ − α −γ 0
1 1 1

∣∣∣∣∣∣ = αγ + β − βγ − αβ = 0.

Solution 25 Introduisons les coordonnées barycentriques(α, β, γ) du pointM dans le repèreA,B,C.
On a doncα+ β + γ = 1 et on notera pour simplifier

M = αA+ βB + γC.

NotonsA1 le symétrique deA par rapport à(BC). On aA1 = B + C − A. Comme les applications
affines préservent les barycentres, il vientA′ = αA1 + βB + γC. Ainsi

A′ = −αA+ (β + α)B + (γ + α)C = (β + γ − 1)A+ (1− γ)B + (1− β)C.

Un pointN = xA + yB + zC (x + y + z = 1) appartient à(AA′) ssi il existet ∈ R tel que
N = tA + (1 − t)A′. En remplaçantA′ par son expression comme barycentre deA, B, C et en
identifiant, il vient queN appartient à(AA′) ssi il existet ∈ R tel que{

y = (1− t)(1− γ)
z = (1− t)(1− β)

(ici, on a aussi utilisé le fait quex = 1 − y − z). Ce système a une solution ent si et seulement si
(1− β)y = (1− γ)z.

On en déduit que les droites(AA′), (BB′), (CC ′) son concourantes ssi le système{
x+ y + z = 1
(1− β)y = (1− γ)z = (1− α)x

a une solution(x, y, z). Ce système est équivalent à
x+ y + z = 1
(1− α)x− (1− β)y = 0
(1− α)x− (1− γ)z = 0

C’est un système qu’on notera(S) à 3 équations et 3 inconnues.
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On exclut les cas oùA′ = A ouB′ = B ouC ′ = C ce qui correspond à

(α, β, γ) ∈ {(−1, 1, 1), (1,−1, 1), (1, 1,−1)}.

Alors (S) ne peut pas avoir une infinité de solutions (sinon les trois droites seraient confondues, et donc
A, B etC seraient alignés, ce qui est absurde). Donc les trois droites sont concourantes ssi(S) a une
unique solution, i.e. ssi son déterminant est non nul∣∣∣∣∣∣

1 1 1
1− α β − 1 0
1− α 0 γ − 1

∣∣∣∣∣∣ 6= 0.

En développant par rapport à une colonne, on tombe sur la condition

(1− α)(1− γ) + (1− β)(1− γ) + (1− α)(1− γ) 6= 0.

Il reste à voir que l’ensemble des pointsM = αA+ βB + γC, (α + β + γ = 1) tels que(1− α)(1−
γ)+(1−β)(1−γ)+(1−α)(1−γ) = 0 est précisément le cercle passant parA1, B1 etC1.On observe
d’abord qu’un pointM = xA1 +yB1 +zC1 (x+y+z = 1) appartient à ce cercle ssixy+xz+yz = 0.
Pour le voir, il suffit d’écrire que

||
−−→
OM ||2 = ||x

−−→
OA1 + y

−−→
OB1 + z

−−→
OC1||2

(oùO est le centre du cercle), de développer le membre de droite puis d’utiliser le fait que(x + y +
z)2 = 1. Dans l’égalitéM = xA1 + yB1 + zC1, on remplace alorsA1, B1 etC1 par leur expression
barycentrique en fonction deA, B etC ce qui permet de déterminerx, y et z en fonction deα, β et γ.
L’égalitéxy+xz+yz = 0 apparaît alors équivalente à(1−α)(1−γ)+(1−β)(1−γ)+(1−α)(1−γ) = 0.

Solution 26 Le sous-espace engendré parA1, A2, A3 est l’ensemble des pointsM de coordonnées
(x, y, z) tels queM s’écrive comme barycentre des pointsA1, A2, etA3 ce qui s’écrit en coordonnées :

{(λ1α1 + λ2α2 + λ3α3, λ1β1 + λ2β2 + λ3β3, λ1γ1 + λ2γ2 + λ3γ3) : λ1 + λ2 + λ3 = 1}

= {(λ1α1 + λ2α2 + (1− λ1 − λ2)α3, λ1β1 + λ2β2

+(1− λ1 − λ2)β3, λ1γ1 + λ2γ2 + (1− λ1 − λ2)γ3) : (λ1, λ2) ∈ R2}.

Attention : ceci n’est unereprésentation paramétriqueque siA1, A2 et A3 forment une famille
affinement libre (il y a le motbijection dans la définition de représentation paramétrique ! ). Si par
exempleA3 ∈ (A1A2), alors la droite(A1A2) admet comme représentation paramétrique

{(λα1 + (1− λ)α2, λβ1 + (1− λ)β2, λγ1 + (1− λ)γ2) : λ ∈ R}.

Solution 27
1) Soit(D) une droite du plan de direction la droite vectorielleD. Soit t 6= 0 de coordonnées(α, β)

un vecteur directeur deD etA ∈ D de coordonnées(x0, y0). AlorsD est l’ensemble des points
M de coordonnées(x, y) tels que

−−→
OM est colinéaire àt. Une équation paramétrique deD est

donc
{(x0 + λα, y0 + λβ), λ ∈ R)}.

On remarque que pour tout(x, y), il existeλ ∈ R tel que(x, y) = (x0 + λα, y0 + λβ) ssi

x− x0 = λα , y − y0 = λβ ⇐⇒ β(x− x0) = α(y − y0).

On a donc l’équation cartésienneβx−αy−βx0+αy0 = 0. L’équation deD est alorsβx−αy = 0.
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2) Les droites affines sont parallèles ssi leurs directions sont confondues. Les équations des droites
vectorielles sontax+ by = 0 eta′x+ b′y = 0. Elles sont confondues ssi leurs vecteurs directeurs
de coordonnées(−b, a) et (−b′, a′) sont colinéaires, d’où la condition sur le déterminant.

3) Les trois points (appelons-lesM, M ′ etM ′′) sont alignés ssi les vecteurs
−−−→
MM ′ et

−−−→
MM ′′ sont

colinéaires. Ces deux vecteurs ont pour coordonnées(x′ − x, y′ − y) et (x′′ − x, y′′ − y). Le
déterminant indiqué est égal au déterminant où on a retranché aux deux dernières colonnes la
première, qui vaut (en développant par rapport la première ligne)∣∣∣∣ x′ − x x′′ − x

y′ − y y′′ − y

∣∣∣∣ .
4) Les3 droites sont parallèles ssi

rg


a1 b1
a2 b2
a3 b3

 = 1.

Elles sont concourantes ssi
c1
c2
c3

 ∈ ImA où A =


a1 b1
a2 b2
a3 b3

 .

Lorsquerg A = 2, cela est équivalent àrg B = 2 oùB est
a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

 .

Lorsquerg A = 1, cela est équivalent àrg B = 1. En résumé, les3 droites sont concourantes ou
parallèles ssirg B ≤ 2 ssidetB = 0.

5) P1 etP2 sont parrallèles ssi

rg


a1 a2

b1 b2
c1 c2

 = 1

et sécants si ce rang vaut2. Enfin,P1, P2, etP3 sont parrallèles ssi

rg


a1 a2 a3

b1 b2 b3
c1 c2 c3

 = 1.

Plus généralement, l’ensemble des points de coordonnées(x, y, z) qui sont dans l’intersection des
trois plans vérifient

AX = D avecA =


a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

 , X =


x
y
z

 et D =


−d1

−d2

−d3

 .

S’il est non vide, l’espace des solutions est doncdimKer A = 3 − rg A. On a déjà vu que les
trois plans sont parallèles ssirg A = 1. Et les trois plans sont alors confondus ssiD ∈ ImA ce
qui s’écrit aussirg B = 1 avec

B =


a1 b1 c1 d1

a2 b2 c2 d2

a3 b3 c3 d3

 .

Les3 plans s’intersectent selon une droite ssirg A = 2 = rg B. Ils s’intersectent selon un point
ssirg A = 3 = rg B.
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Solution 28 Chacun des systèmes décrit une droite affine pourvu que les deux plans définis par cha-
cune des deux équations s’intersectent, i.e.

rg


a1 a2

b1 b2
c1 c2

 = 2.

et de même pour le second système. Les deux droites obtenues sont alors parallèles (éventuellement
confondues) ssi en mettant les4 équations ensemble, on obtient un système de la formeAX = D avec
dimKer A = 1 i.e. rg A = 2.

Solution 29 Notons(t1, t2, t3) les coordonnées det dans la base associée au repère donné. lors la
translation de vecteurt s’écrit en coordonnées :

(x1, x2, x3) 7→ (x1 + t1, x2 + t2, x3 + t3).

Notons(a1, a2, a3) les coordonnées deA dans le repère. Alors l’homothétie de centreA et de rapportλ
s’écrit :

(x1, x2, x3) 7→ (a1 + λ(x1 − a1), a2 + λ(x2 − a2), a3 + λ(x3 − a3)).

Solution 30 On commence par étudier la partie linéaire, qui a pour valeurs propres1 (espace propre :
la droitey = x ) et 2 (espace propre : la droitey = −x). On détermine l’ensemble des points fixes :
c’est la droitex− y+2 = 0. Ainsi, il s’agit d’une affinité de base la droitex− y+2 = 0, parallèlement
à la droitey = −x, et de rapport2.
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Chapitre 2

Notions de géométrie euclidienne

2.1 Premières définitions

Définition 11 Un espace affine euclidien est un espace affine dont l’espace vectoriel associé est muni
d’un produit scalaire (forme bilinéaire symétrique définie positive).

Dans toute la suite, on noteE un espace affine euclidien de dimensionn ≥ 1 etE l’espace vectoriel
associé, muni d’un produit scalaire noté〈·, ·〉. Ce produit scalaire induit la norme euclidienne notée|| · ||,
qui permet de définir une distance surE par

d(A,B) = ||
−−→
AB|| A,B ∈ E .

Exercice 31 Vérifier qu’il s’agit bien d’une distance, et étudier le cas d’égalité dans l’inégalité trian-
gulaire.

Définition 12 Une application affineφ : E → E est une isométrie affine siφ préserve les distances, i.e.

d(φ(A), φ(B)) = d(A,B) A,B ∈ E .

Remarque 3 En fait, on peut montrer (Exercice 43) que siφ : E → E est une application qui préserve
les distances, alors elle est affine.

Groupe orthogonal On rappelle qu’une isométrie vectorielle est une application linéaire qui préserve
la norme (ou de manière équivalente) le produit scalaire. On noteO(E) l’ensemble des isométries vec-
torielles, etIsom(E) l’ensemble des isométries affines. L’inverse def ∈ O(E) est son adjointf∗.

Exercice 32 Montrer qu’une application affine est une isométrie affine si et seulement si sa partie li-
néaire est une isométrie vectorielle.

Les isométries vectorielles étant bijectives, il en est de même des isométries affines. CommeO(E)
est un groupe,Isom(E) est un groupe.

On noteSO(E) l’ensemble des éléments deO(E) dont le déterminant vaut1.
Pourn ≥ 1, on noteO(n) l’ensemble des matricesA d’ordren telles queATA = Id (ou de manière

équivalenteAAT = Id). Cette condition dit exactement que les vecteurs colonnes deA (ou de manière
équivalente ses vecteurs lignes) forment une base orthonormée deRn. Le déterminant deA ∈ O(n) est
égal à±1. On vérifie queO(n) est un groupe.

On rappelle queO(n) co&quot ;incide avec l’ensemble des matrices représentant un élément de
O(E) dans une base orthonormée deE. Se donner une base orthonorméee = (e1, . . . , en) deE revient
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à se donner un isomorphisme deO(n) surO(E) (qui à une matriceA ∈ O(n) associe l’application
linéaire dont la matrice dans la basee estA ).

On noteSO(n) l’ensemble des éléments deO(n) dont le déterminant est positif, c’est-à-dire vaut 1.

Orientation d’un espace vectoriel On rappelle la définition de l’orientation deE : on définit une
relation d’équivalence sur l’ensemble des bases deE en disant que deux basese et f sont équivalentes
si la matrice de passage de l’une à l’autre est de déterminant strictement positif.

Exercice 33 1) Reformuler cette relation d’équivalence en termes d’action de groupe.
2) Montrer qu’il existe exactement deux classes d’équivalence.

Preuve : 1) On fait agir l’ensemble des matrices de déterminant> 0 sur l’ensemble des bases deE.Deux
matrices sont équivalentes au sens précédent si et seulement si elles appartiennent à la même orbite.

2) Soite = (e1, . . . , en) une base deE et f := (−e1, . . . , en). Alors f est une base deE qui n’est
pas équivalente àe. Si b est une base qui n’est pas équivalente àe, alors on vérifie qu’elle est équivalente
àf (par composition des matrices de passage). Autrement dit, il y a deux orbites pour l’action de groupe
précédente.

�
Par définition,orienterE, c’est faire le choix d’une de ces deux classes d’équivalence. Alors une

base sera ditedirecteou indirecteselon qu’elle appartient à cette classe ou non.

Exercice 34 1) Montrer queSO(E) un sous-groupe distingué deO(E).
2) SiE est orienté, montrer queSO(E) est l’ensemble des isométries qui envoie une base ortho-

normée directe sur une base orthonormée directe.

Preuve : 1) Le déterminant est un morphisme de groupe deO(E) vers{±1} de noyauSO(E). Donc
SO(E) est un sous-groupe distingué deO(E).

2) Soiente une base orthonormée directe etu ∈ SO(E). Alors l’image paru dee est une base (car
u ∈ GL(E)), orthonormée (caru ∈ O(E)) directe (cardet(u) > 0).

Soiente, f deux bases orthonormées directes. La matrice de passageP dee à f est donc de déter-
minant> 0. De plus, ses vecteurs colonnes sont les coordonnées def dans la basee. Ils constituent
une base orthonormée, doncP ∈ SO(n). Alors l’application qui a pour matriceP dans la basee est un
élément deSO(E) qui envoiee surf.

�

Définition 13 On appelle déplacement une isométrie affine dont la partie linéaire appartient àSO(E).
Une isométrie affine qui n’est pas un déplacement est un antidéplacement.

Forme réduite des isométries

Théorème 1 Soitφ : E → E une isométrie affine. Alors il existe un unique couple(t, ψ) ∈ E×Isom(E)
tel queψ possède un point fixe et

φ(M) = ψ(M) + t = ψ(M + t).

Preuve : Procédons par analyse et synthèse. Si un tel couple(t, ψ) existe, alors la partie linéaire
deψ est égale à la partie linéairef de φ (car la partie linéaire d’une composée est la composée des
parties linéaires, et que la partie linéaire d’une translation est l’identité). SiO est un point fixe deψ, on

a t =
−−−−→
Oφ(O). De plus, la commutativité implique

O + f(t) = ψ(O + t) = ψ(O) + t = O + t
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donc f(t) = t. Soit F := Ker(f − Id). Alors t ∈ F. Soit η(M) :=
−−−−−→
Mφ(M). Alors t ∈ η(E).

L’ensembleη(E) est un sous-espace affine deE de directionG := Im (f − Id) carη est une application
affine de partie linéairef − Id. OrG etF sont supplémentaires orthogonaux dansE d’après le lemme
suivant.

Lemme 2 Sif ∈ O(E), alors Ker(f − Id) et Im(f − Id) sont supplémentaires orthogonaux.

Preuve : Pour tout endomorphismeu, on a Imu = (Keru∗)⊥. Appliqué ici àu = f − Id, on obtient

Im (f − Id) = (Ker(f∗ − Id))⊥ = (Ker(f−1 − Id))⊥ = (Ker(f − Id))⊥

(on a utilisé successivement quef∗ = f−1 car f ∈ O(E) puis quef−1(x) = x si et seulement si
f(x) = x).

�
On poursuit la preuve du théorème. Par l’exercice 12 (2 sous-espaces affines dont les directions en-

gendrentE s’intersectent),η(E)∩F est non vide. De plus, la direction de l’intersection est l’intersection
des directions, c’est-à-dire{0}. Ainsi, η(E)∩F est un singleton, qui est nécessairementt.D’où l’unicité
det puis deψ = φ− t

Réciproquement, soitt le point d’intersection deF etη(E) etψ := φ− t. On a

φ(M + t) = φ(M) + f(t) = φ(M) + t

(cart ∈ F ) donc
ψ(M + t) = ψ(M) + t.

Montrons queψ a un point fixe. Il existeO ∈ E tel quet =
−−−−→
Oφ(O). Alors

ψ(O) = φ(O)− t = O.

D’où l’existence du couple(t, ψ).
�

Remarque 4 F est la direction du sous-espace affine des points fixes deψ. SiF = 0, alors t = 0 et
ψ = φ ont un unique point fixe.

Générateurs deO(E) et Isom(E)

Définition 14 1) Une symétrie orthogonale est une isométrie euclidienne involutive qui n’est pas
l’identité.

2) Une symétrie affine orthogonale est une isométrie affine qui a (au moins) un point fixe et dont la
partie linéaire est une symétrie orthogonale.

Soit f une symétrie orthogonale. Il existe un sous-espace vectorielF (qui est le sous-espace propre
associé à la valeur propre1 si 1 est valeur propre def et{0} sinon) tel quef s’écrive

IdF − IdF⊥ .

LorsqueF est un hyperplan, on parle de réflexion (euclidienne).
Soitφ une symétrie affine orthogonale etF le sous-espace affine de ses points fixes. La partie linéaire

f deφ s’écrit IdF − IdF⊥ , oùF := Ker(f − Id) est la direction deF . On dit queφ est la symétrie
orthogonale par rapport àF . LorsqueF est de dimensionn− 1, on parle de réflexion (affine).

Théorème 2 Toute isométrie euclidienne est le produit d’au plusn réflexions (linéaires).
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Preuve : On procède par récurrence surn. Si n = 1, O(E) = {±Id} et le résultat est vrai (par conven-
tion, le produit de0 réflexion est l’identité). Supposons le résultat vrai jusqu’àn − 1 et montrons-le
pour un espace de dimensionn. Soitu une isométrie euclidienne. Soitx0 ∈ E \ {0} et supposons que
u(x0) = x0. En particulier,u stabilise la droiteRx0 et donc aussi son orthogonal, qu’on noteF.

On applique l’hypothèse de récurrence àv := u|F : il existe des réflexions deF s̃1, . . . , s̃l avec
l ≤ n− 1, et

v = s̃1 ◦ . . . ◦ s̃l.

On prolongẽsi en une réflexion deE de la manière suivante. Considérons par exemples̃1. On as̃1 =
IdF1 − IdG1 oùF1 est un hyperplan deF etG1 son supplémentaire orthogonal dansF. On pose alors

s1 := IdF1 + IdRx0 − IdG1 .

Alors s1 est une réflexion autour deF1⊕Rx0, co&quot ;incide avec̃s1 surF et vaut l’identité surRx0.
On procède ainsi pour tous less̃i. L’applications1◦. . .◦sl co&quot ;incide avecu surF et vaut l’identité
surRx0. Ainsi surF et surRx0 donc surE on a l’identité

u = s1 ◦ · · · ◦ sl,

ce qu’il fallait démontrer.
Supposons maintenant queu(x0) 6= x0. Soit s la réflexion qui envoieu(x0) surx0 (i.e. la réflexion

par rapport à l’hyperplan(R(u(x0)− x0))⊥). Alors s ◦ u(x0) = x0 et on est ramené au cas précédent :
s ◦ u s’écrits1 ◦ · · · sl, l ≤ n− 1, d’où

u = s ◦ s1 ◦ · · · ◦ sl.

�

Théorème 3 Toute isométrie affine est le produit d’au plusn+ 1 réflexions (affines).

Preuve : Soitφ une isométrie affine. Supposons d’abord queφ a un point fixeO. Par le Théorème 2,
la partie linéairef deφ est un produit de réflexions linéaires :f = s1 ◦ . . . ◦ sk aveck ≤ n. Notons
σi(M) = O + si(

−−→
OM). Alors σi est une réflexion affine et

φ = σ1 ◦ · · · ◦ σk

(car l’égalité est vraie enO et les parties linéaires sont égales).
Supposons maintenant queφ n’a pas de point fixe. SoitA ∈ E et σ une (en fait la) réflexion qui

envoieφ(A) surA (pour construireσ, soitF l’orthogonal deR
−−−−→
Aφ(A) dansE etI le milieu du segment

[Aφ(A)]. Soit s la réflexion autour deF. Alors σ(M) := I + s(
−−→
IM) convient). AinsiA est un point

fixe deσ ◦ φ et on est ramené au cas précédent.
�

2.2 Angle

Au sujet de la leçonApplications des nombres complexes à la géométrie, le rapport du jury 2008
s’exclame : “C’est le moment de mettre à plat la notion d’angle.” En 2007, pour la leçonGroupe des
nombres complexes de module1, il avait déjà précisé :“Il ya trois réalisations de ce groupe,SO(2), U(1)
et R/Z. Chacune est reliée à un aspect géométrique, algébrique, arithmétique. C’est l’occasion de s’in-
terroger sur l’exponentielle complexe, ce qu’est le nombreπ, la mesure des angles. Quelle place trouve
la suite exacte

2πZ ↪→ R → U(1)︸ ︷︷ ︸
t7→eit

?

Y-a-t’il une section continue ?” Et en 2005, “Il semble opportun de soigner la logique de présentation
(par exemple on peut définir l’exponentielle complexe puis les fonctions cosinus et sinus).”
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2.2.1 Un détour par les nombres complexes

On définit l’exponentielle complexe par la série entière

exp(z) = ez =
+∞∑
n=0

zn

n!
,

dont le rayon de convergence est infini. La fonctionez est donc holomorphe surC (et de dérivée elle-
même). Par le théorème de Fubini (avec la mesure de dénombrement), on vérifie que

ez+z′ = ezez
′

(et donc l’exponentielle ne s’annule pas surC). Comme la conjugaison complexe est continue (pour la
topologie naturelle deC), on a

ez = ez̄.

On en déduit pour tout réelθ,

|eiθ| = eiθeiθ = eiθe−iθ = eiθ−iθ = e0 = 1.

De plus, en notantU(1) l’ensemble des nombres complexes de module1, si ez ∈ U(1), alors montrons
quez est un imaginaire pur : on a facilement

1 = |ez| = ezez̄ = e2Re(z) = (eRez)2.

On est alors ramené à l’étude de l’exponentielle réelle :e0 = 1 et ex 6= 0 donc par le théorème des
valeurs intermédiairesex > 0, doncx 7→ ex est strictement croissante. Donc la seule valeurx telle que
ex = 1 estx = 0, ce qui permet de conclure.

Proposition 8 L’applicationf : θ ∈ R 7→ eiθ ∈ U(1) est un morphisme surjectif, non injectif, de noyau
2πZ, où2π est le plus petit réel strictement positifa tel queeia = 1.

Preuve : Par restriction, on sait quef est un morphismeC∞ et en particulier continu. Soientz ∈
U(1) \ {−1} et

g(t) := 1− t+ tz , h(t) = g(t) exp(−
∫ t

0

g′(u)
g(u)

du).

On vérifie que1− t+ tz 6= 0 si t ∈ [0, 1], z ∈ U(1) \ {−1}. Alors h(0) = 1, h′(t) = 0. Donch(t) = 1
et en particulier

z = g(1) = exp(w) avec w =
∫ 1

0

g′(u)
g(u)

du.

Comme|z| = 1, w est un imaginaire pur. Ainsi,U(1)\{−1} est dans l’image def. Il existe doncθ ∈ R
tel queeiθ = i. Alors e4iθ = i4 = 1 = ei0. Doncf n’est pas injective.

Le noyau def est un sous-groupe deR (car f est un morphisme), fermé (carf est continu), non
réduit à0 car f n’est pas injective, et distinct deR (car f n’est pas constante). Donc (structure des
sous-groupes de(R,+)) il est de la forme2πZ pour un certainπ > 0.

On ae2iπ = 1, donc(eiπ)2 = 1, donc (par définition deπ, eiπ 6= 1) eiπ = −1.Doncf est surjective.
�

L’applicationf passe donc au quotient en un isomorphismef̂ deR/2πZ surU. Pourz ∈ C∗, on
appellef̂−1(z/|z|) l’argument dez, et on le noteArg(z).

On posecos : θ ∈ R 7→ Re(eiθ) et sin : θ ∈ R 7→ Im(eiθ), qui sont des fonctionsC∞ et 2π
périodiques. On a le fait suivant
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Proposition 9 Soit(x, y) ∈ U ⊂ R2. Alors il existe un uniqueθ ∈ [0, 2π[ tel quecos θ = x etsin θ = y.

Preuve : Il existe un uniqueθ ∈ [0, 2π[ tel queeiθ = x+ iy.
�

A partir de ces définitions et premières propriétés, on peut établir le tableau de variations des fonc-
tionscos, sin sans difficulté.

2.2.2 Angle d’une rotation euclidienne

Dans ce paragraphe, on donne la définition dematrice de rotation d’angleθ où θ ∈ R et demesure
de l’angle de la rotationu, oùu ∈ SO(E).

Etude deSO(2) SoitA = (aij) ∈ O(2). Alors les vecteurs colonnes deA forment une base ortho-
normée deR2 :

a2
11 + a2

21 = 1 , a2
12 + a2

22 = 1 , a11a12 + a21a22 = 0.

L’orthogonal dansR2 de la droite vectorielle de direction(a11, a21) est de dimension1. Donc il existe
exactement deux vecteurs unitaires orthogonaux à(a11, a21), à savoir(a21,−a11) et son opposé.

Par ailleurs, il existeθ ∈ [0, 2π[ tels que

a11 = cos θ , a21 = sin θ.

DoncA est de la forme

S(θ) =
(

cos θ sin θ
sin θ − cos θ

)
ouR(θ) =

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
.

Définition 15 On appelleR(θ) la matrice de rotation d’angleθ.

On a detS(θ) = −1 et detR(θ) = 1.
CommeS(θ)2 = Id, S(θ) est une réflexion, dont on peut déterminer l’axe en calculant le sous-

espace propre associé à la valeur propre1.
La matriceR(θ) appartient àSO(2) et toutes les matrices deSO(2) sont de cette forme. De plus,

le nombrecos θ est invariant par conjugaison par des éléments deO(2) (il suffit de calculer la trace, qui
est un invariant) tandis que la classe deθ dansR/2πZ est invariante par conjugaison par des éléments
deSO(2). On peut le voir par exemple en notant que

R(θ)R(θ′) = R(θ + θ′) , (2.1)

R(θ)−1 = R(−θ) et doncR(θ)R(θ0)R(θ)−1 = R(θ0).

En revanche, la classe deθ dansR/2πZ N’ est PAS invariante par conjugaison par des éléments de
O(2). En effet,

S(φ)R(θ)S(φ) = R(−θ). (2.2)

La relation (2.1) montre queSO(2) est commutatif.

Exercice 35 Expliciter un isomorphisme entreSO(2) etU(1).

Preuve : L’applicationθ ∈ R 7→ R(θ) ∈ SO(2) est un morphisme (par (2.1)), surjectif et de noyau2πZ,
d’où un isomorphisme entreR/2πZ etSO(2). Par ailleurs, la proposition 8 donne un isomorphisme de
R/2πZ surU(1), ce qui permet de conclure.

�
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Etude de SO(E) On suppose que l’espace euclidienE est de dimension2.
Une rotation deE est par définition un élément deSO(E).
On fixe une base orthonormée deE. On obtient ainsi un isomorphisme de groupe entreO(E) et

O(2). La matrice deu ∈ SO(E) est de la formeR(θ) pour un certainθ ∈ R. Le nombrecos θ ne
dépend pas de la base orthonormée choisie. En effet, la trace de la matrice deu ne dépend pas du choix
de la base où on écrit cette matrice. Orcos θ est la moitié de la trace et ne dépend donc pas non plus du
choix de la base. Ce n’est pas le cas desin θ à cause de (2.2).

Mais, si l’espace euclidienE est orienté, la matrice deu dans n’importe quelle base orthonormée
directeest la même et égale à un certainR(θ) (comme on se restreint à des bases directes, les matrices
de passage sont seulement les éléments deSO(2)).

Définition 16 Dans un espace euclidien orienté, la mesure de l’angle de la rotationu est l’élément de
R/2πZ dont tout représentantθ ∈ R est tel queR(θ) est la matrice représentantu dans n’importe
quelle base orthonormée directe deE.

2.2.3 Angles dans un plan euclidien

Dans ce paragraphe, on définitl’angle orienté de deux vecteurs non nulset l’angle orienté de deux
droites vectorielles.

Lemme 3 Soientx, y deux vecteurs unitaires deE. Il existe une unique rotation qui envoiex sury.

Preuve : On complètex en une base orthonormée(x, x′) et on décomposey sur cette base :y = ax+bx′.
On aa2 + b2 = 1. Alors l’unique rotation qui envoiex sury est celle dont la matrice dans la base(x, x′)

est

(
a −b
b a

)
�

On définit une relation d’équivalence sur les couples de vecteurs unitaires par(x, y)R(x′, y′) si et
seulement s’il existe une rotationf telle quef(x) = x′ etf(y) = y′.

Définition 17 La classe d’équivalence de(x, y) est appelée l’angle orienté de(x, y). Plus générale-
ment, l’angle orienté de deux vecteurs non nuls est l’angle orienté des deux vecteurs unitaires associés.

De manière équivalente, on peut définir l’angle orienté de(x, y) comme l’orbite du couple de vec-
teurs(x, y) sous l’action naturelle deSO(E). On définitl’angle plat comme la classe d’équivalence du
couple(−x, x) pour toutx ∈ E \ {0}.

Proposition 10 SoitÂ l’ensemble des couples de vecteurs unitaires etA l’ensemble des angles orientés.
Soit Φ̂ : Â → SO(E) l’application qui à un couple de vecteurs unitaires associe la rotation envoyant
le premier sur le second vecteur.

1) L’applicationΦ̂ passe au quotient en une bijectionΦ : A → SO(E). Cette bijection induit une
structure de groupe surA de sorte queΦ est un isomorphisme. L’image de l’angle plat parΦ est
−Id.

2) On a la relation de Chasles(x, y) + (y, z) = (x, z).
3) Sis est une réflexion, l’angle(s(x), s(y)) est égal à l’angle(y, x).

Preuve : 1)Φ̂ est surjective. Donc il suffit de montrer que deux angles orientés(x, y) et (x′, y′) sont
égaux si et seulement si la rotationf qui envoiex sury est égale à la rotationg qui envoiex′ sury′. Soit
r la rotation qui envoiex surx′ et r′ celle qui envoiey sury′. Les angles(x, y) et (x′, y′) sont égaux si
et seulement sir = r′. On a

r′ ◦ f(x) = y′ = g ◦ r(x)
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doncr′ ◦ f = g ◦ r = r ◦ g. Doncr = r′ si et seulement sif = g. Donc Φ̂ passe au quotient en une
bijectionΦ qui permet de transporter la structure de groupe deSO(E) versA. On pose ainsi

(x, y) + (x′, y′) := Φ−1(Φ(x, y) ◦ Φ(x′, y′)).

On en déduit
−(x, y) = (y, x) = Φ−1(Φ(x, y)−1).

L’image parΦ de l’angle plat est−Id.
2) (x, y) + (y, z) = Φ−1(Φ(x, y) ◦ Φ(y, z)) = Φ−1(Φ(x, z)) = (x, z).
3) Soitσ la réflexion qui envoiex sury. Alors la rotationr := σ ◦ s envoies(x) sury et s(y) surx

donc(s(x), s(y)) = (y, x).
�

Une demi-droite est un ensemble de vecteurs de la formeR+t, où t ∈ E \{0}. Si R+t1 etR+t2 sont
deux demi-droites, leur angle est par définition l’angle(t1, t2). On vérifie que sit′1 = λ1t1, t

′
2 = λ2t2

avecλ1, λ2 > 0, alors on a l’égalité des angles

(t′1, t
′
2) = (

t′1
||t′1||

,
t′2
||t′2||

) = (
t1
||t1||

,
t2
||t2||

) = (t1, t2)

ce qui montre que la définition est consistante.

Définition 18 SoitD la droite dirigée par le vecteuru et D′ la droite dirigée par le vecteuru′. On
définit l’angle orienté(D,D′) deD et D′ comme la classe d’équivalence du couple(u, u′) sous la
relation d’équivalence(u, u′) ∼ (v, v′) si et seulement si les angles(u, u′) et (v, v′) sont égaux ou les
angles(u, u′) et (−v, v′) sont égaux.

Alternativement, on peut définir l’angle orienté de deux droitesD etD′ comme l’orbite du couple
(D,D′) sous l’action (naturelle) du groupeSO(E)/{±Id}. Comme pour les angles orientés de vec-
teurs, on peut définir la somme de deux angles orientés de droites en montrant que l’ensemble des
angles orientés de droites est en bijection avec le groupe commutatifSO(E)/{±Id} : si D,D′ sont
deux droites vectorielles, il existe exactement deux rotationsr,−r qui envoieD surD′.

Exercice 36 1) Soientu, u′, v, v′ quatre vecteurs unitaires. Alors l’égalité d’angles orientés de vec-
teurs2(u, u′) = 2(v, v′) est équivalente à

(u, u′) = (v, v′) ou (u, u′) = (−v, v′).

2) En déduire que siD,D′,∆,∆′ ont pour vecteur directeuru, u′, v, v′, alors2(u, u′) = 2(v, v′) si
et seulement si les angles orientés de droite(D,D′) et (∆,∆′) sont égaux.

Preuve : 1) Soitr la rotation telle quer(u) = u′ ets celle telle ques(v) = v′. Alors

2(u, u′) = 2(v, v′) ⇐⇒ r2 = ss ⇐⇒ r = ±s

⇐⇒ (u, u′) = (v, v′) ou (u, u′) = (−v, v′).

2) Il suffit de revenir à la définition de l’angle orienté de deux droites.
�

Dans la suite, étant données deux droitesD,D′, on identifiera l’angle2(D,D′) à un angle orienté
de vecteurs unitaires.
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2.2.4 Mesures d’angles

Si on suppose de plusE orienté, la mesure de l’angle d’une rotation est bien définie comme un
élément deR/2πZ.

Définition 19 Etant donnés deux vecteurs non nulsx, y ∈ E, la mesure de l’angle orienté(x, y) est la
mesure de l’angle de la rotation qui envoiex/||x|| sury/||y||.

Remarque 5 L’application qui à un angle orienté de vecteurs associe sa mesure est un isomorphisme
(qui dépend de l’orientation choisie).

Preuve : D’une part,SO(E) est isomorphe à l’ensemble des angles orientés de vecteurs (voir Proposition
10). D’autre part, après choix d’une base orthonormée directe,SO(E) est isomorphe àSO(2), lui-même
isomorphe àR/2πZ (voir l’exercice 35). Ainsi, l’ensemble des angles orientés est isomorphe àR/2πZ.
Ce isomorphisme donne la mesure le l’angle de la rotationu ∈ SO(E).

�
Retenir que pour définir la notion d’angle orienté, on n’a pas besoin d’orienterE, alors que pour

définir lamesured’un angle orienté, on a besoin d’orienterE.
Pour mesurer l’angle orienté de deux droites, on prend la mesure de l’angle orienté de deux vecteurs

directeurs dansR/πZ.

2.2.5 Angles non orientés ou géométriques

Ici, E est un espace euclidien qui n’est plus nécessairement orienté.

Définition 20 L’angle non orienté d’un couple de deux vecteurs unitaires, de deux droites ou de deux
demi-droites est défini comme l’orbite du couple sous l’action naturelle deO(E). L’angle non orienté
de deux vecteurs non nuls est l’angle non orienté des vecteurs unitaires correspondants.

Heuristiquement, cela revient à confondre les angles orientés(x, y) et (y, x). Par définition, les
isométries conservent les angles non orientés (comme les rotations préservaient les angles orientés).

Définition 21 La mesure de l’angle non orienté entre deux vecteurs non nulsx ety est

arccos(
〈x, y〉
||x||||y||

) ∈ [0, π].

La mesure de l’angle non orienté entre deux droites dirigées par les vecteursx, y est

arccos(
|〈x, y〉|
||x||||y||

) ∈ [0, π/2].

2.2.6 Angles dans le plan affine euclidien

Dans le cadre d’un espace affine euclidien de dimension2, on définit les notions d’angles de deux
demi-droites de même sommet, d’angles de deux droites sécantes comme l’angle des demi-droites ou
droites vectorielles qui les dirigent.
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2.3 Isométries en dimension2

SoitE un espace affine euclidien de dimension2, d’espace directeurE.

Définition 22 1 Une rotation affineρ de centreO est une isométrie affine qui fixeO et dont la partie
linéaire r est une rotation vectorielle. LorsqueE est orienté, on définit l’angle deρ comme étant
l’angle der.

2) Une symétrie glissée est le produit commutatif d’une symétrie affine orthogonaleσ et d’une
translation parallèle à l’axe deσ.

Proposition 11 L’ensemble des déplacements est constitué des rotations et des translations. L’ensemble
des antidéplacements est constitué des symétries glissées.

Preuve : On applique le théorème 1 àφ : il existe une unique isométrieψ ayant un point fixe et un unique
vecteurt tels que

φ(·) = ψ(·) + t = ψ(·+ t).

De plus,t ∈ F := Ker(f − Id) oùf est la partie linéaire deφ etψ.
Si φ est un déplacement, alorsf est une rotation vectorielle. Sif = Id, alorsφ est la translation de

vecteurt. Sinon,F = 0 etφ = ψ est une rotation.
Si φ est un antidéplacement,f est une réflexion et

φ(·) = s(·) + t = s(·+ t).

Quelques groupes d’isométrie Le problème général est le suivant : étant donnée une partieA d’un
espace affine euclidienE , quelles sont les isométries qui préserventA : φ(A) = A ?

Lemme 4 1) L’ensemble des isométriesG qui préserventA est un sous-groupe des isométries de
E .

2) SiA est bornée (i.e.sup{||
−−→
MN ||,M,N ∈ A} <∞), alorsG ne contient pas de translation.

3) SiB ⊂ A est un sous-ensemble fini stable parG, alors l’isobarycentre des points deB est fixé
par tous les éléments deG.

4) L’ensemble des points extrémaux est stable par tous les éléments deG.

Preuve : On montre seulement le point 4. On rappelle queA ∈ A est un point extrémal deA si pour tout
B,C ∈ A, pour toutθ ∈]0, 1[,

−→
0 = θ

−−→
AB + (1− θ)

−→
AC =⇒ A = B = C.

Autrement dit,A n’appartient pas à l’intérieur d’un segment joignant deux points deA.
Soit doncA un point extrémal deA etφ une isométrie qui préserveA. On notef la partie linéaire

deφ. Montrons queφ(A) est extrémal : soientB,C ∈ A et θ ∈]0, 1[ tels que
−→
0 = θ

−−−−→
φ(A)B + (1 −

θ)
−−−−→
φ(A)C. Il existeB′, C ′ ∈ A tels queφ(B′) = B etφ(C ′) = C. Alors

−→
0 = θ

−−−−−−−→
φ(A)φ(B′) + (1− θ)

−−−−−−−→
φ(A)φ(C ′) = f(θ

−−→
AB′ + (1− θ)

−−→
AC ′)

doncθ
−−→
AB′ + (1 − θ)

−−→
AC ′ =

−→
0 (carf est une isométrie) ce qui impliqueA = B′ = C ′ puisqueA est

extrémal. Doncφ(A) = B = C, ce qui montre queφ(A) est extrémal.
�

Le lemme précédent est valable en toute dimension. On se restreint désormais à la dimension2. En
identifiant le plan affine euclidien àC, on considère l’enveloppe convexePN des pointse2iπa/N pour
N ≥ 2, a = 0, . . . , N − 1. On cherche le groupe des isométries préservantPN .
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Exercice 37 Montrer que c’est aussi le groupe préservant{e2iπa/N , a = 0, .., N − 1}.

Preuve : Lese2iπa/N sont extrémaux donc une isométrie qui préservePN préserve aussi{e2iπa/N , a =
0, .., N − 1}. Réciproquement, si une isométrie préserve une partie deE , elle préserve aussi l’enveloppe
convexe de cette partie deE .

�
NotonsG le groupe des isométries dePN etD le sous-groupe des déplacements (D est donc consti-

tué de rotations affines). AlorsG etD préservent l’isobarycentre de{e2iπa/N : a = 0, . . . , N − 1} : O.
Pour toutρ ∈ D, ρ(1) est un point extrémal. On peut donc définir l’application

Φ : ρ ∈ D 7→ a ∈ Z/NZ

définie parρ(1) = e2iπa/N . La seule rotation affine de centreO qui envoie le point d’affixe1 sur
le point d’affixe e2iπa/N est la rotation d’angle2iπa/N (pour l’orientation habituelle deR2). Alors
ρ admet comme écriture complexez 7→ e2iπa/Nz, d’où l’on déduit queΦ est un morphisme, etΦ
est bijectif. DoncD est isomorphe àZ/NZ. En particulier,D est cyclique, engendré par la rotation
ρ0 : z 7→ e2iπ/Nz.

Pour déterminerG, on introduit la réflexionsσ0 par rapport à l’axe des abscisses. En écriture com-
plexe, on aσ0 : z 7→ z. Alors σ0 préservePN , i.e. σ0 ∈ G. DoncDσ0 ⊂ G. De plus,Dσ0 est en
bijection avecD donc de cardinalN.

Le déterminant définit un morphisme surjectif deG sur{±1} (cardetσ0 = −1) de noyauD. Donc
D est d’indice2 dansG et en particulier le cardinal deG est2N. Mais on a déjà énuméré2N éléments
dansG. Ainsi,G = D ∪Dσ0, etG est le groupe engendré par la rotationρ0 et la réflexionσ0. Bien sûr,
D ∩ Dσ0 = {Id}. Donc tout élément deG s’écrit de manière uniqueρk

0τ aveck ∈ {0, . . . , N − 1},
τ ∈ {Id, σ0}.

Ceci nous permet d’affirmer que la fonction suivanteΨ : G → Z/NZ × Z/2Z est bien définie et
bijective :

Ψ : ρk
0τ ∈ G 7→

{
(k, 0) si τ = Id,
(k, 1) si τ = σ0.

On a aussi la relation

σ0ρ0σ0 = ρ−1
0 . (2.3)

Ceci va nous permettre de montrer queG est isomorphe au groupe diédral dont on commence par
rappeler la définition :

Définition 23 Pourn ≥ 2, le groupe diédralD2n est le produitZ/nZ×Z/2Z muni de la loi de groupe

(x, α).(x′, α′) = (x+ εαx
′, α+ α′)

avec

εα =
{

1 si α = 0
−1 si α = 1.

Exercice 38 Vérifier qu’il s’agit bien d’une loi de groupe.

Preuve :
– En utilisant queεαεα′ = εα+α′ , on obtient que la loi est associative,
– le neutre est(0, 0),
– l’inverse de(x, α) est(−x, α) si α = 0 et (x, α) si α = 1.
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�
On remarque queD2n est engendré par deux éléments(1, 0) et (0, 1). De plus,(0, 1) est d’ordre 2.

Enfin, on a la relation
(0, 1).(1, 0).(0, 1) = (−1, 0). (2.4)

Etablissons à présent queG est isomorphe au groupe diédral d’ordre2N, en montrant queΨ est un
morphisme. Pour cela, observons que pour toutk, k′ ∈ {0, . . . , N − 1}, τ, τ ′ ∈ {Id, σ},

ρk
0τρ

k′τ ′ =

{
ρk+k′

0 τ ′ si τ = Id

ρk−k′

0 τ ′ si τ = σ0

La deuxième ligne résulte de (2.3). En utilisant (2.4), on a les formules correspondantes dansD2N , en
remplaçantρ0 par(1, 0) etσ0 par(0, 1). Ceci permet de conclure queΨ est un morphisme.

Dans son rapport de 2005, le jury signale : “Un minimum est exigible sur les groupes diédraux
(description, présentation en terme de générateurs et relations).”

Exercice 39 Déterminer l’ensemble des sous-groupes finis de l’ensemble des isométries du plan affine
euclidien.

Remarque 6 Je n’ai pas écrit les mots “polygone régulier” parce que je n’avais pas envie de les définir.
Une définition un peu facile (et néanmoins recommandable à l’oral) consisterait à dire qu’un polygone
régulier est une partie du plan semblable àPN (c’est-à-dire qu’il existe une similitude entrePN et
cette partie). Une définition plus ambitieuse consisterait à dire que c’est un polygone (mais qu’est-ce
qu’un polygone ?) convexe dont les côtés (mais qu’est-ce qu’un côté ?) sont isométriques et les angles
au sommet (mais qu’est-ce qu’un angle au sommet ?) sont égaux...

Similitudes

Définition 24 Une applicationf d’un espace vectoriel euclidien dans lui-même est une similitude vec-
torielle s’il existek > 0, appelé rapport de la similitude, tel que

||f(x)|| = k||x||.

Proposition 12 Soitf une similitude vectorielle de rapportk. Alors il existe une unique isométrie vec-
torielle u telle quef = hk ◦ u, oùhk est l’homothétie vectorielle de rapportk.

Preuve :u := h1/k ◦ f.
�

On parle de similitude directe ou indirecte selon que son déterminant est positif ou négatif.

Définition 25 Une similitude affine est une application affine dont la partie linéaire est une similitude
vectorielle.

Si φ est une similitude affine de rapportk, alors pour tous pointsM,N d’imageM ′, N ′ on a
d(M ′, N ′) = kd(M,N). La réciproque est vraie (voir exercice 53).

Proposition 13 Une similitude affine qui n’est pas une isométrie a un unique point invariant, appelé
centre de la similitude.

Preuve : Comme la partie linéaire est une similitude vectorielle qui n’est pas une isométrie, elle n’a pas
1 comme valeur propre, donc la similitude affine a un unique point fixe.

�
Tout ce qui précède est valable en toute dimension. Pour la suite de ce paragraphe, on se restreint à

la dimension2.
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Proposition 14 1) Toute similitude vectorielle directe est composée d’une homothétie de rapport
positif et d’une rotation vectorielle. Toute similitude vectorielle indirecte est composée d’une ho-
mothétie de rapport positif et d’une réflexion.

2) Une similitude affine directe qui n’est pas une isométrie est la composée d’une homothétie de
centreO et de rapportk et d’une rotation de centreO.

3) Une similitude affine directe préserve les angles orientés.

Preuve : 1) est une conséquence de la Proposition 12. Pour 2), on sait par la Proposition 13 qu’il existe
un unique point invariant et on est ainsi ramené au cas vectoriel 1). 3) découle de 2).

�

Proposition 15 Etant donnés deux couples de points(A,B) et (A′, B′), il existe une unique similitude
directe qui envoieA surA′ etB surB′

Preuve : Soitk :=
||
−−→
A′B′||
||
−−→
AB||

. Alors l’unique similitude vectorielle envoyant
−−→
AB sur

−−→
A′B′ esthk ◦u, oùu

est la rotation envoyant
−−→
AB

||
−−→
AB||

sur

−−→
A′B′

||
−−→
A′B′||

.D’où l’unicité de la partie linéaire de la similitude envoyant

A surA′ etB surB′. Mais ceci définit de manière unique la similitude puisqu’elle envoie par ailleursA
surA′.

�

Proposition 16 Une application linéairef : E → E qui conserve les angles orientés (resp. qui les
renverse) est une similitude directe (resp. indirecte).

Preuve : Fixonsx 6= 0.On composef avec une similitude directe et on peut supposer quef(x) = x.
Commef conserve les angles, on a l’égalité d’angles(x, y) = (x, f(y)) pour touty et donc il existe
λ = λ(y) > 0 tel quef(y) = λy. Il est classique queλ ne dépend pas dey. f est donc une homothétie.

Si f renverse les angles, on commence par la composer avec une réflexion pour se ramener au cas
précédent.

�

2.4 Isométries en dimension3

Soitφ : E → E une isométrie affine d’un espace affine euclidienE de dimension3. On peut l’écrire
de manière unique sous la formeψ(·) + t = ψ(·+ t) oùψ est une isométrie affine possédant (au moins)
un point fixe, ett ∈ E. On sait de plus quet ∈ F := Ker (f − Id) où f est la partie linéaire deφ
et donc deψ. Commef ∈ O(E), il existe une base orthonormée deE où la matrice def est (voir au
besoin l’exercice 44)

1)

 1 0 0
0 cos θ − sin θ
0 sin θ cos θ

.
2)

 −1 0 0
0 cos θ − sin θ
0 sin θ cos θ

.
On parle derotation dans le premier cas et d’antirotation dans le second. Lorsqueθ = 0, f = Id
en 1) tandis qu’en 2)f est une réflexion par rapport au plan engendré par les deux derniers vecteurs
de base. Lorsqueθ 6= 0, on définit l’axe de la rotation ou de l’antirotation comme la droite engendrée
par le premier vecteur de base. Pour donner une mesure de l’angle de la rotation ou de l’antirotation,
on a besoin d’orienter le plan engendré par les deux derniers vecteurs de base. Cette orientation est
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définie de manière unique par l’orientation de l’espace et l’orientation de l’axe. Par exemple, si la base
orthonormée dans laquelle la matrice a été écrite est directe et si l’orientation de l’axe est donnée par le
premier vecteur de la base, alors la mesure de l’angle des rotations ou antirotations ci-dessus est donnée
parθ. Si on prend l’orientation opposée sur l’axe, l’angle est aussi changé en son opposé.

Définition 26 1) Une rotation affine est une isométrie affine qui a un point fixe et dont la partie
linéaire est une rotation. Son axe est la droite affine passant par ledit point fixe et de direction
l’axe de la partie linéaire.

2) Un vissage est le produit commutatif d’une rotation affine et d’une translation parallèle à l’axe
de cette rotation.

3) Une symétrie glissée est le produit commutatif d’une réflexion affine et d’une translation parallèle
au plan de cette réflexion.

4) Une antirotation affine (ou isométrie négative à point fixe unique) est le produit commutatif d’une
rotation affine et d’une réflexion par rapport à un plan perpendiculaire à l’axe de la rotation affine.

Proposition 17 Dans l’espace affine euclidienE de dimension3,
1) Les déplacements sont les vissages (parmi lesquels les translations et les rotations).
2) Les antidéplacements sont les symétries glissées et les antirotations.

Preuve : Pour 2), on distingue deux cas. Si la partie linéaire a1 pour valeur propre (c’est la cas si et
seulement si dans l’écriture matricielle ci-dessusθ = 0), on reconnaît les symétries glissées (parmi
lesquelles les réflexions). Si la partie linéaire n’a pas1 pour valeur propre, l’antidéplacementφ a un
unique point fixe doncφ = ψ etφ est nécessairement une antirotation.

�

Groupes d’isométries de parties de l’espace On s’intéresse d’abord au groupe d’isométrie du tétra-
èdre régulier.

Définition 27 Un tétraèdre est l’enveloppe convexe de4 points affinement indépendants. Un tétraèdre
régulier est un tétraèdre qui a ses4 côtés isométriques.

Il existe des tétraèdres réguliers : on se donne un triangle équilatéralABC de côté1 dans un plan
et sur la droite orthogonale à ce plan en l’isobarycentre des pointsA,B,C, il y a deux points qui sont à
distance1 deA,B etC. On appelleD l’un de ces points.ABCD est un tétraèdre régulier.

Il est facile de voir que deux tétraèdres réguliers sont semblables : avec une homothétie, on peut
supposer que les deux tétraèdres ont des côtés de même longueur ; avec une translation, on se ramène
au cas où ils ont un sommet commun ; avec une rotation autour de ce sommet commun, on se ramène
au cas où ils ont un côté commun, puis après une rotation d’axe ce côté commun, au cas où ils ont deux
arêtes communes, et donc une face commune. Il reste éventuellement à faire une réflexion par rapport
au plan contenant cette face pour faire co&quot ;ıncider ces deux tétraèdres.

On fixe un tétraèdre régulierA1A2A3A4. On noteO son centre. Siφ est une isométrie qui préserve
A1A2A3A4, alors elle permute ses points extrémauxA1, A2, A3, A4 et son centre. Il existe donc une
permutationσφ ∈ Σ4 telle queφ(Ai) = Aσφ(i). On vérifie queφ 7→ σφ est un morphismeΦ du groupe
des isométriesG du tétraèdre versΣ4. Montrons que ce morphisme est surjectif.

La transposition(i, j) dansΣ4 est l’image parΦ de la réflexionsi,j par rapport à l’hyperplan média-
teur de[Ai, Aj ] (l’ensemble des points équidistants deAi, Aj , soit encore le plan orthogonal au segment
[Ai, Aj ] en son milieu). Comme les transpositions engendrentΣ4, on en déduit que le morphisme est
surjectif.

D’autre part, il est injectif (car les sommets du tétraèdre forment une base affine de l’espace). Donc le
groupe d’isométrie du tétraèdre est isomorphe àΣ4 (et engendré par les réflexions autour des hyperplans
médiateurs des couples de sommets).

36



Déterminons le groupeD des déplacements du tétraèdre régulier. Comme lessi,j engendrentG,
tout élément deD s’écrit comme le produit d’un nombre pair desi,j . Comme le groupe alternéA4

est l’ensemble des produits d’un nombre pair de transpositions, il en résulte queD correspond par
l’isomorphisme ci-dessus àA4.

On peut faire la liste des déplacements :
a) l’identité,
b) 4 rotations d’angleπ/3 et d’axe passant par un sommet et le centre de la face opposée, et4

rotations d’angle2π/3 de même axe. Pour un axe donné, on obtient donc un sous-groupe à trois
éléments, qui correspond parΦ au sous-groupe engendré par un cycle d’ordre3. Il y bien8 cycles
d’ordre3 dansΣ4.

c) 3 rotations d’angleπ (on parle aussi de retournement ou de demi-tour) par rapport à l’axe passant
par le milieu de2 arêtes opposées. Chaque retournement engendre un sous-groupe d’ordre2.
L’ensemble constitué de l’identité et de ces trois élements d’ordre2 correspond parΦ à V4, le
sous-groupe engendré par les produits de deux transpositions à support disjoint.

Au sujet de la leçonSous-groupes distingués, le rapport du jury 2007 précise “Il faut bien connaître
le cas du groupeΣ4, notammentV4 ↪→ A4 ↪→ Σ4 et faire le lien avec le tétraèdre.”

Pour trouver les antidéplacements, on sait qu’il ne peut s’agir que d’isométries ayant un point fixe,
donc des réflexions ou des antirotations. De plus, les antidéplacements correspondent parΦ aux éléments
deΣ\A4, à savoir les6 transpositions et les6 4 cycles. CommeΦ est un isomorphisme (et préserve donc
l’ordre des éléments), aux6 transpositions correspondent des réflexions ou des antirotations d’angleπ
et aux6 cycles d’ordre4 correspondent6 antirotations d’angleπ/2. Il est facile de repérer6 réflexions,
un peu moins de déceler6 antirotations. Les antidéplacements sont

a) les6 réflexions par rapport aux plans médiateurs des6 arêtes. Elles correspondent parΦ aux6
transpositions deΣ4.

b) les 6 antirotations de centreO, d’angleπ/2, d’axe les droites joignant les milieux des côtés
opposés. Ces antirotations correspondent parΦ aux cycles d’ordre4 deΣ4.

Pour voir comment trouver ces antirotations, cherchons par l’exemple l’antirotation correspondant au
cycle(A1, A2, A3, A4), c’est-à-dire qui envoieA1 surA2, etc... Alors le milieuI de [A1A3] est envoyé
sur le milieuJ de [A2A4] lui-même envoyé surI. Donc la droite(IJ) est fixée par cette antirotation.
Il s’agit donc de son axe : l’antidéplacement correspondant au cycle(A1, A2, A3, A4) est l’antirotation
d’axe(IJ) et d’angleπ/2.

Etudions à présent le groupe d’isométrie du cube. Définissons un cube comme l’image par une
homothétie de l’enveloppe convexe des8 points (appelés sommets dans la suite)

O + ε1e1 + ε2e2 + ε3e3 , εi ∈ {−1,+1}

où (e1, e2, e3) est une base orthonormée de l’espace affine euclidienE etO un point deE . On appelle
diagonale du cube une droite passant par le centreO du cube et un sommet et on note∆ l’ensemble des
4 diagonales. Siφ est une isométrie qui préserve le cube, alors elle préserve l’ensemble des sommets
(puisque ce sont des points extrémaux) et l’isobarycentre de ces sommetsO. En particulier,φ envoie
une diagonale sur une diagonale et on peut faire agir le groupe des isométriesG du cube sur∆, ou de
manière équivalente définir un morphismeΦ deG dansΣ4 (le groupe de permutation des diagonales).
Posons∆ := {F1, F2, F3, F4} et pourφ ∈ G, on noteσφ ∈ Σ4 telle queφ(Fi) = Fσ(i). SoitD le
sous-groupe des déplacements dansG.

SoientFi, Fj deux diagonales. Le plan qu’elles engendrent intersectent le cube selon exactement
deux arêtes. SoitΓij la droite passant par le milieu de ces deux arêtes. La rotation d’angleπ par rapport
àΓij échangentFi etFj et laissent stables les2 autres diagonales. Comme les permutations engendrent
Σ4, on voit queΦ|D est surjective.
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Montrons queKerΦ = {Id,−Id}. En effet, siφ ∈ KerΦ, alors chaque
−→
OA (avecA un sommet

du cube) est un vecteur propre de la partie linéairef de φ. On en déduit quef est une involution
orthogonale (car l’ensemble des{

−→
OA : A sommet du cube} est une famille génératrice deR3). En

particulier, l’ensemble des valeurs propres def est contenu dans{−1, 1}. Supposons que−1 et1 soient
valeurs propres def.Comme les diagonales sont contenues dans l’un ou l’autre des sous-espaces propres
associés, et que les sous-espaces propres sont orthogonaux, on en déduit qu’il existe des diagonales
orthogonales, ce qui est absurde. Donc−1 est la seule valeur propre ou1 est la seule valeur propre.
Autrement ditf ∈ {±Id}. Réciproquement,Id et−Id sont dansKerΦ.

Comme−Id n’est pas un déplacement, on en déduit queΦ|D définit un isomorphisme deD surΣ4.
OrD est un sous-groupe distingué deG d’indice2 et donc le cardinal deG est48.

Enfin, le morphisme de groupe

(s, φ) ∈ {±Id} ×D 7→ sφ ∈ G

est clairement injectif, et donc surjectif (par cardinalité par exemple). DoncG est isomorphe àZ/2Z×
Σ4.

EnuméronsD :
– l’identité qui correspond à l’identité dansΣ4,
– pour chaque axe passant par les centres de faces opposées, (il y a3 couples de faces opposées),

on a un groupe d’ordre4 correspondant aux rotations autour de cet axe d’angleπ/2, π, 3π/2.
Ces groupes correspondent parΦ aux sous-groupes deΣ4 engendrés par les cycles d’ordre4 :
les rotations d’angleπ/2 et3π/2 (qui sont d’ordre4) correspondent à des cycles d’ordre4 tandis
que les rotations d’angleπ correspondent aux produits de2 transpositions. On obtient ainsi les6
cycles d’ordre4 et les3 produits de2 transpositions.

– les rotations d’angleπ autour des droites passant par le milieu des arêtes opposées sont d’ordre2,
fixent deux diagonales et échangent les deux autres. Elles correspondent aux6 transpositions de
Σ4.

– pour chaque diagonale, la rotation d’axe cette diagonale et d’angle2π/3 engendre un sous-groupe
d’ordre3 qui correspond aux sous-groupes engendrés par un cycle d’ordre3. Il y a 8 cycles d’ordre
3 dansΣ4. Comme il y a4 diagonales et2 rotations par diagonale (celle d’angle2π/3 et celle
d’angle4π/3), on a bien obtenu les huit cycles d’ordre3.

Remarque 7 Pour deviner ces rotations d’angle2π/3, il suffit d’observer qu’ elles doivent corres-
pondre aux8 trois cycles deΣ4. Ainsi, elles sont d’ordre3, et donc d’angle2π/3 ou 4π/3. Comme un
3 cycle fixe un point, ces rotations doivent fixer une diagonale, qui est nécessairement leur axe.

2.5 Distance

Proposition 18 SoitE un espace euclidien de dimensionn etV un sous-espace vectoriel deE.On note
(e1, . . . , ep) une base deV. Soitx ∈ E. Alors la distance dex à V est donnée par

d(x, V )2 =
G(e1, . . . , ep, x)
G(e1, . . . , ep)

,

oùG(f1, . . . , fk) désigne le déterminant (de Gram) de la matrice(〈fi, fj〉)1≤i,j≤k.

Preuve : Six ∈ V, x s’écrit x =
∑
λiei donc〈x, ej〉 =

∑
λi〈ei, ej〉 doncG(e1, . . . , ep, x) = 0. On

peut donc supposerx /∈ V. Soit (fi)1≤i≤p une base orthonormée deV etP la matrice de passage de la
base(fi) à la base(ei). SoitA la matrice du produit scalaire dans la base(ei) etB sa matrice dans la
base(fi). AlorsA = P TBP (formule de changement de base pour les formes quadratiques !).
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Enfin,B = Id (car(fi) est une base orthonormée). DoncA = P TP et en particulierG(e1, . . . , ep) =
detA = (det P )2. Noter queP est la matrice(〈ei, fj〉)i,j .

De même, en introduisantfp+1 tel que(f1, . . . , fp+1) soit une base orthonormée deV ect (e1, . . . , ep, x),
on a

G(e1, . . . , ep, x) = (detQ)2

oùQ est la matrice(〈ei, fj〉)1≤i,j≤p+1 en notantep+1 := x. Comme〈ei, fp+1〉 = 0 si i ≤ p, la dernière
colonne deQ a au plus un terme non nul : le dernier, qui est〈x, fp+1〉. En développant le déterminant
deQ par rapport à la dernière colonne, on obtient

detQ = 〈x, fp+1〉 det (P ).

D’où le résultat en notant qued(x, V )2 = 〈x, fp+1〉2.
�

Soit E un espace affine euclidien d’espace directeurE et de dimensionn ≥ 2 et soitV un sous-
espace affine de dimension1 ≤ p ≤ n. On noted(M,V) la distance deM àV. Soit (A; e1, . . . , ep) un
repère affine deV. Alors on a

d(M,V)2 = inf
B∈V

||
−−→
BM ||2 = inf

B∈V
||
−−→
BA+

−−→
AM ||2

= inf
t∈V

||
−−→
AM − t||2 = d(

−−→
AM,V )2 =

G(e1, . . . , ep,
−−→
AM)

G(e1, . . . , ep)

oùG désigne le déterminant de Gram.

2.6 Produit vectoriel et calcul d’aires

Ici, E est un espace vectoriel euclidien orienté de dimension3.

Définition 28 Le produit vectoriel de deux vecteursu, v ∈ E est
– u ∧ v = 0 si u etv sont colinéaires.
– u ∧ v est l’unique vecteur orthogonal àu et v, de norme||u||||v|||sinα| oùα est une mesure de

l’angle (u, v) (α dépend de l’orientation du plan engendré paru etv mais pas|sinα|) et telle que
(u, v, u ∧ v) soit une base directe.

Proposition 19 L’application (u, v) 7→ u ∧ v est bilinéaire.

Preuve : Fixonsu ∈ E non nul et montrons que l’applicationfu : v 7→ u∧v est linéaire. Pour construire
u ∧ v, on considère la projectionp(v) dev sur le planu⊥, puis l’image dep(v) par la rotation d’angle
π/2 (l’orientation deu⊥ se fait conformément à l’orientation de l’axeRu paru). On obtient ainsi un
vecteurz = r◦p(v) qui est orthogonal àu et àp(v) donc aussi àv (carv est la somme d’une composante
surRp(v) et d’une composante surRu). De plus, la base(u, v, z) est directe. Pour obtenirw = u ∧ v,
il suffit donc de le chercher sous la formeλz avecλ > 0 et

λ||z|| = ||u||||v||| sinα|.

oùα est une mesure de l’angle(u, v). On a

||z|| = ||p(v)|| = ||v − 〈v, u〉 u

||u||2
|| = ||v|||| v

||v||
− cosα

u

||u||
|| = ||v||| sinα|

doncλ = ||u||. Ainsi fu = ||u||r ◦ p est bien linéaire comme composée d’applications linéaires.
�

39



Exercice 40 Dans une base orthonormée directe, donner les coordonnées du produit vectoriel de deux
vecteurs en fonction des coordonnées de chaque vecteur.

Preuve : Par bilinéarité, il suffit de calculer les produits vectoriels des vecteurs de la base. Pour cela, on
revient à la définition du produit vectoriel.

�
SoitP un plan affine euclidien orienté, sous-espace affine d’un espace affineE de dimension3. Il

existe un unique vecteur unitaireu orthogonal àP tel qu’une base directe deP complétée paru (en
troisième position disons) soit une base directe deE.

SoientA,B,C trois points deP. Le produit vectoriel
−−→
AB ∧

−→
AC est orthogonal àP, donc de la

formeλu. SoitH le projeté orthogonal deC sur la droite(AB). On a

−−→
AB ∧

−→
AC =

−−→
AB ∧

−−→
HC +

−−→
AB ∧

−−→
AH =

−−→
AB ∧

−−→
HC

donc|λ| = AB ·HC. On reconnaît ce qu’on appelle au CM2 le double de l’aire du triangle de sommet
A,B,C.

Définition 29 On appelle aire orientée d’un triangleABC l’unique nombre réelA(ABC) tel que

1
2
−−→
AB ∧

−→
AC = A(ABC)u.

A(ABC) est positive si et seulement si la base(
−−→
AB,

−→
AC) est directe.

Exercice 41 SoitABC un triangle non plat. Les coordonnées barycentriques d’un pointM dans le
repère affine(A,B,C) sont proportionnelles aux aires orientées des trianglesMBC,MCA,MAB.

Preuve : On écrit
α
−−→
MA+ β

−−→
MB + γ

−−→
MC = 0

et on fait le produit vectoriel avec
−−→
MA,

−−→
MB et

−−→
MC. On obtient un système de trois équations à trois

inconnues que l’on peut réécrire sous la forme

(A(MBC),A(MCA),A(MAB)) ∧ (α, β, γ) = 0

ce qui prouve la colinéarité des deux vecteurs en jeu.
�

2.7 Cercles et sphères

Dans le programme de l’agrégation, je n’ai pas vu les motscercleou sphère. Je suppose que vous
pouvez donc oublier ce qu’est un cercle... En même temps, dans le rapport du jury 2006, on lit “Il faut
savoir construire un cercle tangent à deux autres cercles ou caractériser les points de Fermat.”

2.8 Exercices supplémentaires

Exercice 42 On considère un triangleABC. On notea, b, c, R les mesures des côtésBC, AC, AB
et du rayon du cercle circonscrit. On noteα, β, γ les mesures des angles non orientés enA, B, C
respectivement.

1) Montrer que
a

sinα
=

b

sinβ
=

c

sin γ
= 2R.
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2) Montrer que

cosα =
b2 + c2 − a2

2bc
.

Exercice 43 Montrer que si une applicationφ : E → E préserve les distances, alors elle est affine.

(Suggestion : SiA, B, C sont trois points deE , alors 〈
−−−−−−→
φ(A)φ(B),

−−−−−−→
φ(A)φ(C)〉 = 〈

−−→
AB,

−→
AC〉. Pour le

voir, on peut utiliser l’exercice 42 2)).

Exercice 44 SoientF un espace euclidien etu ∈ O(F ). AlorsF est somme directe orthogonale

F = V ⊕W ⊕ P1 ⊕ · · · ⊕ Pk,

oùV,W et lesPi sont stables paru, u|V = IdV , u|W = −IdW et chaquePi est un plan sur lequelu
est une rotation.

Au sujet des angles

Exercice 45 Dans le plan euclidien orienté, montrer que la base(u, v) est directe ssi l’angle(u, v) a
une mesure dans]0, π[.

Exercice 46 On appelle bissectrice de deux demi-droites(D1, D2) une demi-droite∆ telle que l’angle
(D1,∆) soit égal à l’angle(∆, D2). Montrer que tout couple de demi-droites possède exactement deux
bissectrices, qui sont opposées.

Exercice 47 1) Deux angles non orientés sont égaux si et seulement si leurs mesures sont égales.
2) Montrer que la somme des mesures des angles non orientés d’un triangle est égale àπ. Montrer

que les angles non orientés à la base d’un triangle isocèle ont même mesure.
3) Rappeler le théorème des angles inscrits dans un cercle et le démontrer.
4) SiD est la tangente enB au cercleC de centreO et siA est un point deC distinct deB, on a

(
−→
OA,

−−→
OB) = 2(AB,D)

5) Montrer que les angles de droite(CA,CB) et(DA,DB) sont égaux si et seulement si les quatre
pointsA,B,C etD sont cocycliques ou alignés.

Exercice 48 1) Montrer que dans un triangleABC, les bissectrices intérieures sont concourantes
en un pointI équidistants des3 côtés du triangle et donc centre d’un cercle tangent aux3 côtés
du triangle, le cercle inscrit.

2) Montrer que la bissectrice intérieure de l’angle enA et les2 bissectrices extérieures des angles
enB etC sont concourantes en un pointJ équidistant des3 côtés du triangle et donc centre d’un
cercle tangent aux3 côtés du triangle, le cercle exinscrit dans l’angleA.

Exercice 49 1) Soitf une forme quadratique surR2. On s’intéresse au cône isotrope def :

G := {x ∈ R2 : f(x) = 0}.

Montrer qu’il existe une base{e1, e2} deR2 etλ1, λ2 ∈ R tels que

G := {x = x1e1 + x2e2 : λ1x
2
1 + λ2x

2
2 = 0}.

2) Discuter la nature de l’ensembleG en fonction du signe deλ1λ2.On montrera en particulier que
si λ1λ2 < 0, G est l’union de deux droites vectoriellesD1 etD2 dont on donnera l’équation.

41



3) On se place désormais dans le casλ1λ2 < 0. Quelles sont les bissectrices de(D1, D2) ?
4) Donner la valeur de l’angle géométriqueθ entreD1 etD2 en fonction deλ1 + λ2 et λ1λ2 (on

pourra commencer par calculertan θ/2 puissin θ).
5) Application : Soientf(x) = ax2 + 2bxy + cy2 avecb2 − ac ≥ 0. L’ensemblef(x) = 0 définit

deux droitesD1, D
′
1. Calculer l’angle géométrique formé parD1, D

′
1 et donner une équation des

bissectrices deD1, D
′
1 sous la formeg(x) = 0, avecg forme quadratique.

Exercice 50 SoientV etV ′ deux droites vectorielles deR2 et un entiern ≥ 2. On cherche les droites
vectoriellesW telles que

n(V,W ) = (V, V ′)

où (V, V ′) désigne la mesure de l’angle orienté deV etV ′ (c’est donc un élément deR/πZ).
1) Soitα ∈ R/πZ. Donner l’ensemble desθ ∈ R/πZ tels quenθ = α modπ.
2) Conclure.

Exercice 51 SoientD,D′ etD′′ trois droites vectorielles deR3. Soientu, u′ et u′′ des vecteurs direc-
teurs unitaires choisis de telle sorte que

〈u′, u′′〉 = cos a , 〈u′′, u〉 = cos b,

oùa, b désignent les angles géométriques deD′, D′′ d’une part etD′′, D d’autre part.
SoitH l’hyperplan vectorielD′′⊥ et x, x′ les projections orthogonales deu et u′ surH. On pose

enfinv =
x

||x||
etv′ =

x′

||x′||
etα désigne l’angle géométrique des vecteursv etv′. Montrer que

〈u, u′〉 = cos a cos b+ 〈v, v′〉 sin a sin b = cos a cos b+ cosα sin a sin b.

En déduire que l’angle géométrique définit une distance sur l’ensemble des droites vectorielles deR3.

Isométries du plan

Exercice 52 Expliciter le Théorème 3 dans le plan affineE : écrire explicitement une translation, une
rotation, une symétrie glissée comme composée de réflexions. En déduire un moyen de déterminer le
centre de la composée de deux rotations affines.

Exercice 53 Montrer qu’une applicationφ : E → E est une similitude affine s’il existek > 0 tels que
pour tous pointsM,N d’imageM ′, N ′ on ait

d(M ′, N ′) = kd(M,N).

Exercice 54 Montrer que si un polygone inscrit dans un cercle a tous ses angles égaux et a un nombre
impair de côtés, tous ses côtés ont même longueur.

Utilisation des nombres complexes Un repère orthonormé d’un plan affine euclidien orienté permet
de l’identifier àC par l’isomorphisme d’espaces affines qui envoie un pointM ∈ E de coordonnées
(x, y) surz := x+ iy ∈ C, appelé l’affixe deM.

Exercice 55 a) SiR désigne la réflexion d’angleθ et de centreA, donner l’affixe d’un pointM ′ =
R(M) en fonction de l’affixe deM.

b) Donner de même l’écriture en nombre complexe d’une réflexion, puis d’une symétrie glissée.
c) Poura ∈ U(1), quelle est l’isométrie qui s’écritz 7→ az + b ?

Exercice 56 Montrer que les similitudes directes sont les applications de la formez 7→ αz + β. Le
rapport de la similitude est|a| et (la mesure de ) son angle est un argument dea.
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Isométries dans l’espace

Exercice 57 Soientu1, u2, v1 v2 des vecteurs unitaires dansR3 tels que||u1 − u2|| = ||v1 − v2||.
Montrer qu’il existe une rotationf telle quef(u1) = v1 etf(u2) = v2.

Exercice 58 Pour qu’une translation et une rotation commutent, il faut et il suffit que le vecteur de la
translation dirige l’axe de la rotation.

Exercice 59 Etudier la composition de deux rotations affines dans l’espace affine euclidien de dimen-
sion3. On pourra montrer que siρ1 etρ2 désignent ces deux rotations etρ = ρ1 ◦ ρ2, alors

1) Siρ est une translation, alorsr1 = r−1
2 , en notantr1, r2 les parties linéaires deρ1 etρ2 respec-

tivement. En déduire queρ1 etρ2 ont des axes parallèles.
2) Si ρ1 et ρ2 ont des axes coplanaires, alorsρ est une translation ou une rotation (décomposer

chaque réflexion par rapport à des plans bien choisis).
3) Si les axes deρ1 etρ2 ne sont pas coplanaires, alorsρ est un vissage dont la translation est non

triviale (noter que siρ est une rotation, alors elle a un point fixeO et l’axe deρ1 et l’axe deρ2

sont contenus dans le plan médiateur du segement[O, ρ2(O)]).

Exercice 60 Soientφ etψ deux rotations affines dans l’espace euclidien de dimension3.Quand l’angle
deψ ◦ φ est-il la somme des angles def etg ?

Exercice 61 Quelle est la composée de3 réflexions de plans parallèles ?

Exercice 62 Décrire la composée de3 réflexions de plans orthogonaux deux à deux.

Exercice 63 DansR3 orienté, on notesP la réflexion vectorielle de planP.
1) Montrer que l’application linéaire−sP est un demi-tour (par rapport à quelle droite ?)
2) Que peut-on dire de la composée de deux demi-tours ? Quand la composée de deux demi-tours

est-elle un demi-tour ?
3) Montrer queSO(3) est engendré par les demi-tours et que tous les demi-tours sont conjugués

dansSO(3).

Exercice 64 On veut montrer queSO(3) est simple, i.e. ses seuls sous-groupes distingués sont les
sous-groupes triviauxSO(3) et {Id}. Soit doncN un sous-groupe distingué deSO(3). On suppose
N 6= {Id} et on veut montrer queSO(3) = N.

1) Vérifier qu’il suffit de montrer queN contient un demi-tour.
2) Montrer qu’on peut supposer queN contient une rotation d’angleθ ∈]0, π[. Soienta un vecteur

unitaire dirigeant l’axe def, x un vecteur unitaire orthogonal àa ety = f(x). Soitd = ||x−y||.
Montrer que∀m ∈ [0, d], il existex1 unitaire tel que||f(x1)− x1|| = m. On notex2 = f(x1).

3) Fixonsm ∈ [0, d]. Soienty1, y2 unitaires tels que||y1 − y2|| = m. Montrer qu’il existe une
rotation r telle quer(x1) = y1, r(x2) = y2. En déduire qu’il existeg ∈ N tel queg(y1) = y2.

4) Soitn ∈ N etρn la rotation d’axea et d’angleπ/n, avecn assez grand pour que||x−ρn(x)|| ≤
d. Soientx0 = x, x1 = ρn(x), . . . , xi+1 = ρn(xi), . . . Que vautxn ? Montrer qu’il existe une
rotationui ∈ N telle queui(xi) = xi+1. Soitν = un−1 ◦ . . . ◦ u1 ◦ u0. Que vautν(x) ? Montrer
queν est un demi-tour et conclure.

Autour du tétraèdre

Exercice 65 Montrer que dans un tétraèdre régulier,2 arêtes opposées sont orthogonales et que leur
perpendiculaire commune passe par leur milieu.
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Exercice 66 SoitG un sous-groupe d’ordre3 du groupe alternéA4. Construire un tétraèdre dont le
groupe des déplacements soit isomorphe àG. Quel est son groupe d’isométrie ?

Exercice 67 Par définition, un tétraèdre régulier est un tétraèdre dont les côtés sont isométriques (au-
trement dit, c’est l’enveloppe convexe de quatre pointsA1, ..., A4 tels qu’il existea > 0 vérifiant : pour
tout i 6= j, ||

−−−→
AiAj || = a).

Le jury a posé en 2008 la question suivante : est-ce qu’un tétraèdre dont les4 faces ont la même
aire est nécessairement régulier ?

1) Dans un plan deR3, on considère un triangleABC isocèle enC tel queCA(= CB) > AB.
Montrer qu’il existe un pointD vérifiant

DA = DB = CA = CB et DC = AB.

2) Répondre au jury.
Dans l’exemple précédent, les4 faces sont isométriques. On se propose de montrer que c’est un fait
général : si un tétraèdre a ses4 faces de même aire, alors ses4 faces sont isométriques.

1) SoientI, J les pieds sur(AB) et (CD) de la perpendiculaire commune à(AB) et (CD). Mon-
trer que

||
−−→
AB ∧

−→
AC||2 = ||

−−→
AB ∧

−→
IJ ||2 + ||

−−→
AB ∧

−→
JC||2,

||
−−→
AB ∧

−−→
AD||2 = ||

−−→
AB ∧

−→
IJ ||2 + ||

−−→
AB ∧

−→
JD||2.

2) Montrer que les faces du tétraèdre sont isométriques (on pourra considérer le retournement
autour de la droite(IJ)).

Problèmes de distance

Exercice 68 SoientD1, D2 deux droites non coplanaires.
1) Montrer qu’il existe une unique droite∆ perpendiculaire àD1 etD2.
2) SiM1 etM2 sont les deux points d’intersection de∆ avecD1 etD2, montrer queM1M2 est la

distance entreD1 etD2.

Exercice 69 SoientA, B deux points distincts du plan etk > 0. Déterminer les trois ensembles

E :=
{
M :

MA

MB
= k

}
, E+ :=

{
M :

MA

MB
> k

}
, E− :=

{
M :

MA

MB
< k

}

Exercice 70 Soit Ψ : R3 → R une fonction affine etH := Ψ−1(0) le plan affine qu’elle définit.
Comment calculer la distance d’un pointA deR3 àH ?

Exercice 71 DansR3, on considère une droite affineD définie comme l’intersection de deux plans non
parallèles d’équation respective

ux+ vy + wz + h = 0 , u′x+ v′y + w′z + h′ = 0.

On veut donner une expression explicite de la distance de l’origineO à la droiteD.
1) SoitA un point deD etP le plan perpendiculaire àD enA. Montrer que

||
−→
OA||2 = d(O,D)2 + d(O,P)2.
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2) Montrer que les vecteursν et ν ′ de coordonnées(u, v, w) et (u′, v′, w′) forment une base du
sous-espace vectoriel qui dirigeP. Montrer que

d(O,P)2 =
G(ν, ν ′,

−→
AO)

G(ν, ν ′)

oùG(e1, ..., ek) désigne le déterminant de Gram des vecteurse1, ..., ek :

G(e1, ..., ek) = det(〈ei, ej〉).

3) Montrer que〈ν,
−→
AO〉 = h et 〈ν ′,

−→
AO〉 = h′.

4) En déduire une expression ded(O,D) en fonction deν, ν ′, h eth′ (mais pas deA !).
5) Généraliser ce calcul à celui de la distance d’un point à une intersection dep hyperplans dans

Rn, avec1 ≤ p ≤ n, lorsque les formes affines associées à ces hyperplans ont des parties
linéaires linéairement indépendantes.

Problèmes d’extremum

Exercice 72 DansR3, on se donne un planP et deux pointsA etB dans un même demi-espace délimité
parP. Trouver un pointM surP tel queAM +BM soit minimum.

Exercice 73 DansR3, on se donne deux plansP1 etP2 et deux pointsA etB. TrouverP1 surP1 etP2

surP2 pour queAP1 + P1P2 + P2B soit minimal.

Exercice 74 SoitABC un triangle dont tous les angles au sommet sont aigus. On chercheP ∈ [BC],
Q ∈ [AB] etR ∈ [AC] pour que le périmètre du trianglePQR soit minimal.

1) Montrer qu’une solution existe.
2) On fixeP ∈ [BC]. DéterminerQ ∈ [AB] etR ∈ [AC] pour que le périmètre du trianglePQR

soit minimal. On pourra faire intervenir les symétriquesP ′, P ′′ deP par rapport à[AC] et [AB].
3) Montrer que la mesure de l’angle géométriqueP ′AP ′′ ne dépend pas deP. En déduire que la

distanceP ′P ′′ est atteinte lorsqueP est le pied de la hauteur issue deA.
4) Conclure.

Exercice 75 SoitT un triangle d’un plan affine euclidien. Etant donné un pointM intérieur àT, on
appellep, q, r les distances deM aux trois côtés deT. TrouverM pour que le produit soit maximum.
(Indication : donner les coordonnées barycentriques deM en fonction des aires des petits triangles
MAB, MBC etMAC et se ramener à un problème d’optimisation sous contrainte.)

2.9 Indications ou solutions des exercices

Solution 31 Le fait qued soit une distance découle des propriétés de la norme|| · ||. On étudie le cas
d’égalité dans l’inégalité triangulaire :

||
−−→
AB +

−−→
BC|| = ||

−−→
AB||+ ||

−−→
BC||

⇔ ||
−−→
AB||2 + ||

−−→
BC||2 + 2〈

−−→
AB,

−−→
BC〉 = ||

−−→
AB||2 + ||

−−→
BC||2 + 2||

−−→
AB||||

−−→
BC||

⇔ ||
−−→
AB||||

−−→
BC|| = 〈

−−→
AB,

−−→
BC〉

⇔
−−→
AB,

−−→
BC sont positivement colinéaires⇔ B ∈ [AC].
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Solution 32 Soitφ une application affine dont la partie linéaire notéef est une isométrie vectorielle.
Alors pour toutA,B ∈ E ,

d(φ(A), φ(B)) = ||
−−−−−−→
φ(A)φ(B)|| = ||f(

−−→
AB)|| = ||

−−→
AB|| = d(A,B)

doncφ est une isométrie affine.
Réciproquement, siφ est une isométrie affine de partie linéairef, montrons quef est une isométrie

vectorielle. FixonsO ∈ E . Pour tout vecteurt ∈ E,

||f(t)|| = d(φ(O), φ(O + t)) = d(O,O + t) = ||t||.

Solution 42
1) On peut calculer l’aireA du triangle de trois manières différentes, par exemple avec le produit

vectoriel :

A =
1
2
||
−−→
AB ∧

−→
AC|| = 1

2
||
−−→
BA ∧

−−→
BC|| = 1

2
||
−−→
CB ∧

−→
CA||

ce qui implique
bc sinα = ca sinβ = ab sin γ. (2.5)

Par ailleurs, si on noteO le centre du centre circonscrit etδ l’angle enO dans le triangleOBC,
alors par le théorème des angles inscrits, on aδ = 2α. Soit I le milieu de[BC]. En considérant
le triangleOBI rectangle enI, on obtient

sinα = sin
δ

2
=

a

2R
. (2.6)

Les égalités (2.5) et (2.6) permettent de conclure.
2) On calcule〈

−−→
AB,

−→
AC〉 de trois manières différentes. On a d’abord

〈
−−→
AB,

−→
AC〉 = bc cosα. (2.7)

Par la relation de Chasles,

〈
−−→
AB,

−→
AC〉 = 〈

−→
AC +

−−→
CB,

−→
AC〉 = b2 + 〈

−−→
CB,

−→
AC〉.

De même,
〈
−−→
AB,

−→
AC〉 = 〈

−−→
AB,

−−→
AB +

−−→
BC〉 = c2 + 〈

−−→
AB,

−−→
BC〉.

En sommant ces deux dernières égalités, on obtient

2〈
−−→
AB,

−→
AC〉 = b2 + c2 − a2

et on peut conclure par (2.7).

Solution 43 On fixeO ∈ E . Soit

f : t ∈ E 7→
−−−−−−−−−→
φ(O)φ(O + t).

On a||f(t)|| = ||t||. Montrons quef préserve le produit scalaire. SoientA, B, C trois points deE . Soit
A′ = φ(A), B′ = φ(B) etC ′ = φ(C). On aA′B′ = AB, A′C ′ = AC etB′C ′ = BC. Par l’exercice
42 2), le cosinus de l’angle géométriqueα′ enA′ dans le triangleA′B′C ′ est égal au cosinus de l’angle

α enA dans le triangleABC. Or 〈
−−→
AB,

−→
AC〉 = d(A,B)d(A,C) cosα et de même pour〈

−−→
A′B′,

−−→
A′C ′〉.

Donc〈
−−→
AB,

−→
AC〉 = 〈

−−→
A′B′,

−−→
A′C ′〉, i.e. 〈f(

−−→
AB), f(

−→
AC)〉 = 〈

−−→
AB,

−→
AC〉.
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Ainsi f préserve le produit scalaire. Montrons que cela implique quef est une isométrielinéaire.

||f(λt+ s)− λf(t)− f(s)||2

= ||f(λt+ s)||2 + λ2||f(t)||2 + ||f(s)||2 + 2λ〈f(t), f(s)〉
− 2λ〈f(λt+ s), f(t)〉 − 2〈f(λt+ s), f(s)〉

= ||λt+ s||2 + λ2||t||2 + ||s||2 + 2λ〈t, s〉 − 2λ〈λt+ s, t〉 − 2〈λt+ s, s〉
= 0.

Ainsi f(λt+ s) = λf(t) + f(s), ce qui prouve quef est linéaire. Alorsφ = φ(O) + f(· −O) est bien
une application affine.

Solution 44 On procède par récurrence sur la dimensionn deF. L’assertion est vraie pourn = 1. On
l’a vérifiée pourn = 2 lors de l’étude deSO(E) avecE de dimension2. Pour passer den àn + 1, il
suffit de trouver un sous-espace stable propre pouru, car alors on applique l’hypothèse de récurrence à
ce sous-espace stable et à son orthogonal. Tout sous-espace propre convient, donc il suffit de considérer
le cas où toutes les valeurs propres deu sont complexes. Soite une base deF etA le matrice deu dans
e. Il suffit de montrer qu’il existe un plan stable parA. Soit λ ∈ C une valeur propre deA associé au
vecteur propreX. Alors λ̄ est aussi valeur propre associée au vecteur propreX̄ (carA est à coefficients
réels). Alors les vecteurs

Y1 :=
X + X̄

2
, Y2 :=

X − X̄

2i

sont linéairement indépendants, et leurs coordonnées dans la basee sont réelles. Le sous-espace vectoriel
engendré surC parX et X̄ est stable parA. Donc le sous-espace vectoriel engendré surC parY1, Y2

est stable parA. Donc le sous-espace vectoriel engendré surR parY1, Y2 est stable parA (carY1, Y2 et
A sont à coefficients réels).

Solution 45 Soit (u, e2) une b.o.n. directe. Soitθ la mesure de l’angle(u, v). Par définition,v est
l’image deu par la rotation qui a pour matriceR(θ) dans une bon directe. Doncv = cos θu + sin θe2.
Donc la matrice de passage de la base(u, e2) à la base(u, v) est

P :=
(

1 cos θ
0 sin θ

)
.

Donc(u, v) est directe ssidet P > 0 ssiθ ∈]0, π[.

Solution 46 NotonsD1 = R+t1, D2 = R+t2. Le problème est équivalent à chercher les vecteurs
unitairest tels que(t1, t) = (t, t2) ou encore les rotations qui envoientt1 sur t et t sur t2. Soit r la
rotation qui envoiet1 sur t2. On cherche donc les rotationsr′ telles quer′2 = r (et on posera alors
t = r′(t1)). On fixe une base(e1, e2). Il existeθ, φ ∈ R/2πZ tels quer = R(θ), r′ = R(φ). On a

r′2 = r ⇐⇒ R(2φ) = R(θ) ⇐⇒ 2φ = θ [2π] ⇐⇒ φ =
1
2
θ [π].

Donct = R(θ/2)t1 ou t = R(π + 1
2θ)t1 définissent les deux bissectrices de(D1, D2). CommeR(π +

θ/2) = −R(θ/2), ces deux bissectrices sont effectivement opposées.

Solution 47
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1) Soient deux couples de vecteurs non nuls(x, y) et (x′, y′). Ils définissent des angles non orientés
égaux si et seulement si il existeu ∈ O(E) tel que

u(
x

||x||
) =

x′

||x′||
, u(

y

||y||
) =

y′

||y′||
(2.8)

ce qui est équivalent à
〈x, y〉
||x||||y||

=
〈x′, y′〉
||x′||||y′||

. (2.9)

En effet, l’implication (2.8)=⇒ (2.9) est claire. Pour voir que (2.9)=⇒ (2.8), on procède comme
suit : si(x, y) est une base deE, soitu l’application linéaire telle que

u(
x

||x||
) =

x′

||x′||
, u(

y

||y||
) =

y′

||y′||
.

Montrons queu ∈ O(E). Soitz ∈ E. Il existeα, β ∈ R tels quez = αx+ βy. Alors en utilisant
(2.9), on vérifie que||u(z)||2 = ||z||2, ce qui montre queu ∈ O(E). On procède de même si
(x′, y′) est une base deE. Il reste à étudier le cas oùy = λx, y′ = λ′x′, pourλ, λ′ ∈ R. De (2.9),
on déduit queλ etλ′ ont même signe. Soitu une isométrie qui envoiex/||x|| surx′/||x′||. Alors

u(
y

||y||
) =

y′

||y′||
.

L’implication (2.9)=⇒ (2.8) est donc montrée dans tous les cas. Pour conclure la preuve de 1), il
suffit de voir que (2.9) est équivalent à

arccos
〈x, y〉
||x||||y||

= arccos
〈x′, y′〉
||x′||||y′||

,

c’est-à-dire l’égalité des mesures des angles géométriques.
2) SoitABC un triangle dans le plan affine euclidien. Alors par la relation de Chasles, on a (pour

les angles orientés)

(
−→
AC,

−−→
AB) + (

−−→
AB,

−−→
BA) + (

−−→
BA,

−−→
BC) + (

−−→
BC,

−−→
CB) + (

−−→
CB,

−→
CA) = (

−→
AC,

−→
CA).

Comme(
−−→
AB,

−−→
BA) et (

−−→
BC,

−−→
CB) sont deux angles plats, leur somme est l’angle nul. Donc

(
−→
AC,

−−→
AB) + (

−−→
BA,

−−→
BC) + (

−−→
CB,

−→
CA) = (

−→
AC,

−→
CA).

On se donne une orientation du plan telle que(
−→
AC,

−−→
AB) soit directe et en utilisant l’isomorphisme

qui à un angle orienté associe sa mesure (voir Remarque 5), on obtient

θ1 + θ2 + θ3 = π [2π]

oùθ1 (respectivementθ2, θ3) est la mesure de(
−→
AC,

−−→
AB), (respectivement(

−−→
BA,

−−→
BC), (

−−→
CB,

−→
CA)).

On utilise ensuite la remarque suivante : siθ ∈ [0, π] est (un représentant de) la mesure d’un angle
orienté(x, y) alorsθ est aussi la mesure de l’angle géométrique correspondant (siθ ∈ [−π, 0], on
prend−θ pour l’angle géométrique). Ici, la base(

−→
AC,

−−→
AB) est directe, donc les bases(

−−→
BA,

−−→
BC)

et(
−−→
CB,

−→
CA) le sont aussi, doncθ1, θ2, θ3 ≥ 0. Commeθ1 +θ2 +θ3 = π, on en déduit queθ1, θ2,

θ3 ∈ [0, π]. Donc ce sont aussi les mesures des angles géométriques correspondants.
Pour la deuxième partie de la question, soitABC un triangle isocèle de sommetA. Soit I le
milieu de[BC] etσ la symétrie orthogonale par rapport à(AI). Alors

σ(A) = A , σ(B) = C , σ(C) = B.

On conclut avec la Proposition 10 3).
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3) SoitC un cercle de centreO. SoientA,B,C trois distincts deC. Alors

(
−→
OA,

−−→
OB) = 2(

−→
CA,

−−→
CB).

En effet,
(
−−→
CB,

−−→
BC) = (

−−→
CB,

−−→
CO) + (

−−→
CO,

−→
CA) + (

−→
AC,

−→
AO) + (

−→
AO,

−−→
AB)

+(
−−→
BA,

−−→
BO) + (

−−→
BO,

−−→
BC).

(on a utilisé(
−→
CA,

−→
AC)+ (

−−→
AB,

−−→
BA) = 0). En utilisant l’égalité des angles orientés à la base dans

les triangles isocèlesOAB,OAC,OCB, on a

(
−→
AO,

−−→
AB) = (

−−→
BA,

−−→
BO) , (

−−→
CO,

−→
CA) = (

−→
AC,

−→
AO) , (

−−→
CO,

−−→
CB) = (

−−→
BC,

−−→
BO)

d’où il vient

(
−−→
CB,

−−→
BC) = 2(

−−→
CB,

−−→
CO) + 2(

−−→
CO,

−→
CA) + (

−→
AO,

−−→
AB) + (

−−→
BA,

−−→
BO)

= 2(
−−→
CB,

−→
CA) + (

−→
AO,

−−→
AB) + (

−−→
BA,

−−→
BO).

Comme dans le triangleAOB,

(
−→
AO,

−−→
AB) + (

−−→
BA,

−−→
BO) = (

−→
OA,

−−→
OB) + (

−→
AO,

−→
OA),

on obtient
(
−−→
CB,

−−→
BC) = 2(

−−→
CB,

−→
CA) + (

−→
OA,

−−→
OB) + (

−→
AO,

−→
OA)

soit
(
−→
OA,

−−→
OB) = 2(

−→
CA,

−−→
CB) + (

−−→
CB,

−−→
BC) + (

−→
OA,

−→
AO) = 2(

−→
CA,

−−→
CB).

4) SoitI ∈ D un point distinct deB. CommeD est perpendiculaire à
−−→
OB, on a

2(
−−→
BO,

−→
BI) = (

−−→
BO,

−−→
OB).

La relation de Chasles permet d’établir comme précédemment que

(
−→
OA,

−−→
OB) = 2(

−−→
BA,

−−→
BO) + (

−−→
BO,

−−→
OB).

Ainsi, (
−→
OA,

−−→
OB) = 2(

−−→
BA,

−→
BI) = 2(AB,D).

5) Si A,B,C,D sont alignés, alors les angles de droite(CA,CB) et (DA,DB) sont égaux. Si
A,B,C,D sont cocycliques sur un cercle de centreO, alors

2(
−→
CA,

−−→
CB) = (

−→
OA,

−−→
OB) = 2(

−−→
DA,

−−→
DB)

donc on a l’égalité des angles de droites(CA,CB) = (DA,DB).
Réciproquement, siA,B,C sont 3 points non alignés et les angles de droite(CA,CB) et(DA,DB)
sont égaux, notonsC le cercle circonscrit àABC et C′ celui àABD. SoientO le centre deC et
O′ celui deC′. (A,B,D ne sont pas alignés car sinon, par l’égalité d’angles,A,B,C seraient
alignés).
SoientD la tangente àC enB etD′ la tangente àC′ enB.

On a(
−→
OA,

−−→
OB) = 2(AB,D) et (

−−→
O′A,

−−→
O′B) = 2(AB,D′) et

2(
−→
CA,

−−→
CB) = (

−→
OA,

−−→
OB) = 2(

−−→
DA,

−−→
DB) = (

−−→
O′A,

−−→
O′B)

donc2(AB,D) = 2(AB,D′), ce qui implique

(AB,D) = (AB,D′)

d’où D = D′. On en déduit queO = O′ (point d’intersection de la médiatrice de[AB] et de la
perpendiculaire àD enB). DoncC = C′, ce qui montre queD ∈ C : les quatre pointsA,B,C,D
sont cocycliques.
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Solution 48
1) SoitI l’intersection de la bissectrice intérieure enA et de la bissectrice intérieure enB. Alors
• I est dans l’enveloppe convexe des demi-droites[AB) et [AC) etd(I, (AB)) = d(I, (AC)),
• I est dans l’enveloppe convexe des demi-droites[BC) et [BA) etd(I, (BC)) = d(I, (BA)).
DoncI est dans l’enveloppe convexe deA, B etC et d(I, (BC)) = d(I, (AC)). DoncI est sur
la bissectrice intérieure de l’angle enC.

2) Même raisonnement sauf queJ appartient à d’autres enveloppes convexes...

Solution 49 Commef est une forme quadratique, il existe une base orthonormée (pour le produit
scalaire usuel){e1, e2} deR2 orthogonale pourf : la matrice def dans cette base est diagonale, et on
noteλ1 etλ2 les éléments diagonaux.

1. Siλ1λ2 > 0 alorsG = {0}.

2. Siλ1 = 0, λ2 6= 0 alorsG = Re1 tandis que siλ1 6= 0, λ2 = 0 alorsG = Re2.

3. Siλ1 = λ2 = 0, alorsG = R2.

4. Siλ1λ2 < 0, alorsG est la réunion des deux droites d’équation
√
|λ1|x1 = ±

√
|λ2|x2.

On suppose désormaisλ1λ2 < 0. Les deux droites d’équationx2 = ±
√
−λ1

λ2
sont symétriques par

rapport aux axesRe1 et Re2. Donc leurs bissectrices sont les axesRe1 et Re2. On atan θ
2 =

√
−λ1
λ2
.

Commesin θ = 2u/(1 + u2) avecu = tan(θ/2), il vient

sin θ =
2
√
−λ1λ2

λ2 − λ1
=⇒ sin2 θ =

−4λ1λ2

(λ1 + λ2)2 − 4λ1λ2

donc

θ = arcsin

(
2

√
λ1λ2

4λ1λ2 − (λ1 + λ2)2

)
.

Noter queθ = π/2 ssiλ1 + λ2 = 0. Noter également queλ1 + λ2 est la trace etλ1λ2 le déterminant de
la matrice def dans la base canonique (on a pris une matrice de changement de baseorthogonale).
Dans l’application, l’angle entreD1 etD′

1 est

arcsin

(
2

√
ac− b2

4(ac− b2)− (a+ c)2

)
.

Notonsu l’endomorphisme associé à la matrice def dans la base canonique. Les directions propres
associées àf (les bissectrices deD1 etD′

1) sont les droites dirigées par les(x, y) ∈ R2 \ {0} tels que

0 = det((x, y), u(x, y)) =
∣∣∣∣ x ax+ by
y bx+ cy

∣∣∣∣ = bx2 + (c− a)xy − by2.

Solution 50
1) On aθ = α/n+ kπ/n mod π, 0 ≤ k ≤ n− 1.
2) On poseα = (V, V ′) et il s’agit de trouver les droitesW telles queθ = (V,W ) vérifie nθ =
α mod π. Par la question précédente, on obtient toutes ces droitesW comme images de la droite
V par les rotations d’angleα/n+ kπ/n, 0 ≤ k ≤ n− 1.
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Solution 51 On au = x + cos bu′′ et u′ = x′ + cos au′′. Comme1 = ||u||2 = ||x||2 + cos2 b, on a
||x|| = sin b. De même,||x′|| = sin a. Ainsi x = sin bv etx′ = sin av′. Donc

u = sin bv + cos bu′′ , u′ = sin av′ + cos au′′.

D’où l’égalité demandée, en tenant compte de fait quev etv′ sont orthogonaux àu′′.
En notantθ ∈ [0, π/2] l’angle géométrique entreD etD′, on a

cos θ = cos a cos b+ cosα sin a sin b ≥ cos a cos b− sin a sin b

(commea, b ∈ [0, π/2], sin a sin b ≥ 0). D’où cos θ ≥ cos(a + b) ce qui impliqueθ ≤ a + b. L’angle
géométrique vérifie donc l’inégalité triangulaire. Les deux autres axiomes des distances étant vérifiés,
on en déduit que l’angle géométrique est bien une distance sur l’ensemble des droites vectorielles deR3.

Solution 52
1) Soit τ la translation de vecteurt. Soit ∆1 une droite orthogonale àt et ∆2 := ∆1 + t/2. On

noteσ∆i la symétrie orthogonale par rapport à∆i, i = 1, 2. Comme∆1 et ∆2 sont parallèles,
les parties linéaires deσ∆1 etσ∆2 sont égales, donc la partie linéaire deσ∆1 ◦ σ∆2 est l’identité
(puisqu’une symétrie est une involution). SoitA ∈ ∆1. Alors le pointA′ défini parA′ := σ∆2 ◦
σ∆1(A) vérifie

−−→
AA′ = t. Ainsi τ et σ∆2 ◦ σ∆1 ont même partie linéaire et co&quot ;ıncident en

un point. Doncτ = σ∆2 ◦ σ∆1 .
2) Soitr une rotation de centreO. Après orientation deE, on peut définir la mesure de son angle
θ ∈ R/2πZ. Soit ∆1 une droite passant parO et ∆2 l’image de∆1 par la rotation d’angleθ/2.
On prétend quer = σ∆2 ◦ σ∆1 . En effet, ces deux applications sont égales enO. Il suffit donc de
montrer qu’elles ont même partie linéaire. Soit(e1, e2) une base orthonormée directe deE, telle
quee1 dirige∆1. Alors les matrices deσ∆1 etσ∆2 sont dans cette base(

1 0
0 −1

)
et

(
cos θ sin θ
sin θ − cos θ

)
. (2.10)

Pour trouver la matrice deσ∆2 , on peut faire intervenir la matrice de passage de la base(e1, e2)
à la bon directe(ε1, ε2) telle queε1 est l’image dee1 par la rotation d’angleθ/2 : ε1 dirige∆2 et
on trouve

P =
(

cos(θ/2) − sin(θ/2)
sin(θ/2) cos(θ/2)

)
.

De (2.10), on déduit l’égalité des parties linéaires der etσ∆2 ◦ σ∆1 . Donc

r = σ∆2 ◦ σ∆1 .

3) Une symétrie glissée est le produit commutatif d’une symétrie et d’une translation. On peut donc
conclure grâce à 1.

4) Soient maintenant deux rotationsρ1 etρ2 de centreO1 etO2 respectivement. On écrit

ρ1 = σD1 ◦ σD2 , ρ2 = σ∆1 ◦ σ∆2

et d’après la preuve de 2), il est loisible de prendre∆2 = D1.On obtient doncρ2◦ρ1 = σ∆1◦σD2 .
La partie linéaire deσ∆1 ◦ σD2 est de déterminant> 0, c’est donc une rotation vectorielle. Si∆1

et D2 sont sécantes en un pointO, alorsσ∆1 ◦ σD2 fixe O et ρ2 ◦ ρ1 est donc la rotation de
centreO (d’où un moyen de construire le centre de la composée de deux rotations). Si∆1 etD
sont parallèles,σ∆1 ◦ σD2 est une translation de vecteur orthogonal à leur direction commune.
(La composée de deux rotations n’est donc pas toujours une rotation ; c’est une translation si et
seulement si les deux rotations sont d’angle opposé).
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Solution 53 SoitO ∈ E eth l’homothétie de centreO et de rapport1/k. Alors

d(h ◦ φ(M), h ◦ φ(N)) =
1
k
d(φ(M), φ(N)) = d(M,N).

Donch◦φ est une isométrie affine (on utilise ici l’exercice 43). Doncφ = h−1 ◦h◦φ est une similitude.

Indication 54 SoientA1, . . . , An les sommets du polygone (on conviendra queAj = Ak si j − k ∈
nZ) et O son centre. Soientαj l’angle au sommet enAj dans le triangleAj−1AjAj+1, βj l’angle
au sommet enAj dans le triangleAj−1AjO, et γj l’angle enAj dans le triangleOAjAj+1. Alors
αj = βj + γj , βj = γj−1 d’où βj = γj−1 = βj−2. En déduire que

β1 = . . . = βn = γ1 = . . . = γn.

Conclure.

Solution 55
a) Notonsr la partie linéaire deR. C’est la rotation vectorielle d’angleθ. On a

−−→
AM ′ = r(

−−→
AM)

Les coordonnées(X,Y ) du vecteurr(
−−→
AM) vérifient

X = (x− a1) cos θ − (y − a2) sin θ , Y = (x− a1) sin θ + (y − a2) cos θ,

où (x, y) sont les coordonnées deM et (a1, a2) celles deA. De manière équivalenteX + iY =
eiθ(z − a), oùz est l’affixe deM eta celle deA. On en déduit

z′ = a+ eiθ(z − a).

b) La réflexion par rapport à l’axe des abscisses∆0 s’écritσ0 : z 7→ z. Soit∆θ la droite passant par
O formant un angleθ ∈ [0, π/2] avec∆0. On introduit la rotationρ qui envoie∆θ sur∆0. Alors
ρ−1σ0ρ est une réflexion qui stabilise∆θ. On en déduit que la réflexionσθ par rapport à∆θ est
ρ−1σ0ρ. Doncσθ(z) = e2iθz. Si maintenant on considère une réflexionσ par rapport à un axe
passant par un pointO′ d’affixe z0 et parallèle à∆θ, alorsσ = τσθτ

−1 où τ est la translation de

vecteur
−−→
OO′. Ainsi, σ(z) = e2iθz + (z0 − e2iθz0). On peut le réécrireσ(z) = az + b avec(a, b)

tels que|a| = 1 etab+ b = 0.
Considérons maintenant le cas d’une symétrie glissée. Elle est de la formeδ ◦ σ = σ ◦ δ où σ
est une réflexion par rapport à un axe etδ une translation parallèle à cet axe. Si on caractérise
l’axe avec son angleθ par rapport à l’axe horizontal et passant par un pointO′ d’affixe z0, on sait
queσ s’écritσ(z) = e2iθz + (z0 − e2iθz0). Par ailleurs,δ est de la formeδ(z) = z + reiθ avec
r ∈ R. D’où δ ◦ σ(z) = e2iθz + (z0 − e2iθz0) + reiθ. On en déduit qu’une symétrie glissée (où
la translation est non triviale) s’écrit toujoursz 7→ a′z + b′ avec|a′| = 1 eta′b′ + b′ 6= 0.

c) L’applicationω qui s’écrit en nombres complexesz 7→ az+ b est une application affine de partie
linéairez 7→ az. Comme|a| = 1, il s’agit d’une isométrie. Dans la base(1, i), elle admet pour
matrice (en notanta = eiφ) (

cosφ sinφ
sinφ − cosφ

)
,

qui est de déterminant−1. Doncω est un antidéplacement, une réflexion ou une symétrie glissée.
Dans les deux cas, l’axe fait un angleφ/2 avec l’axe horizontal. C’est une réflexion ssiω2 = Id
ssiab + b = 0. Si ab + b = 0, pour trouver l’axe de la rotation (on connaît déjà sa direction), il
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suffit de déterminer un point fixe, c’est-à-dire une solution de l’équationaz + b = z. En posant
Z = z − b/2 et en utilisantb/2 = −ab/2, on est ramené à l’équationZ = eiφZ qu’on sait
résoudre (on a une droite de solutions, comme attendu).
Si ab+ b 6= 0, ω n’a pas de point fixe et est donc une antiréflexion. Dans ce cas, pour déterminer
le vecteur de la translation associée , on remarque qu’ en notantz1 l’affixe dudit vecteur, on a
2z1 = ω ◦ ω(z) pour toutz ∈ C. On trouvez1 = (b + ab)/2. Alors ω(·) − z1 est une réflexion
dont on peut trouver un point fixe comme précédemment. Les éléments deω (axe de la réflexion
et vecteur de translation) sont donc entièrement déterminés.

Solution 56 Une homothétie de centreA et de rapportk ∈ R /∈ {0, 1} a pour écriturez 7→ k(z−a)+a,
oùa est l’affixe du pointA.

Les similitudes directes qui ne sont pas des isométries sont des rotations de centre un certain point
A composées avec des homothéties de même centre. Une similitude directe qui n’est pas une isométrie
admet donc pour écriture

z 7→ a+ keiθ(z − a),

où θ est une mesure de l’angle de la rotation. C’est bien de la formeαz + β avecα := keiθ et β =
a(1 − keiθ). Si la similitude directe est une isométrie directe, c’est une translationz 7→ z + β ou une
rotationz 7→ eiθ(z − a) + a, auquel cas on poseα = eiθ etβ = a(1− eiθ).

Réciproquement, siz′ = αz + β, on cherche un point fixe : l’équationz = αz + β admet pour

unique solutionz0 =
β

1− α
si α 6= 1. Alors, on peut écrire pour toutz′ = αz + β

z′ − z0 = |α|eiθ(z − z0)

où θ est un argument deα. On reconnaît la composée de la rotationz 7→ z0 + eiθ(z − z0) de centre
z0 et d’angleθ et de l’homothétiez 7→ z0 + |α|(z − z0) de centrez0 et de rapportα. Enfin siα = 1,
z 7→ z + β est la translation du vecteurt d’affixe β.

Solution 57 Il existe une rotationf1 telle quef1(u1) = v1. On se ramène ainsi au casv1 = u1, ce
qu’on suppose désormais. La rotationf cherchée devient alors la rotation d’axe dirigé paru1 et qui
envoieu2 surv2.

Solution 58 Il suffit d’observer que siφ est une application affine de partie linéairef et τ une transla-
tion de vecteurt, alorsφ ◦ τ ◦ φ−1 est une translation de vecteurf(t).

Solution 59
1) Il suffit de considérer la partie linéaire deρ qui est la composée des parties linéaires deρ1 etρ2.
2) SoitP un plan contenant les deux axes∆1 et ∆2 deρ1 et ρ2 (P est défini de manière unique si

les deux axes ne sont pas confondus). NotonsσP la réflexion par rapport àP. Il existe deux plans
P1 etP2 tels que

ρ1 = σP1 ◦ σP , ρ2 = σP ◦ σP2 .

Alors ρ = σP1 ◦ σP2 . Si P1 et P2 sont parallèles, alorsρ est une translation (éventuellement
l’identité siP1 = P2). SiP1 etP2 sont sécants,ρ est une rotation d’axe leur droite d’intersection.

3) L’axe ∆2 est contenu dans le plan médiateur de[Oρ2(O)]. SiO = ρ(O), alorsO = ρ1(ρ2(O))
donc∆1 est dans le plan médiateur de[O, ρ2(O)]. Ainsi les deux axes sont coplanaires.
On a ainsi montré queρ est une translation ou une rotation si et seulement si les deux axes sont
coplanaires.
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Solution 60 On notef etg les parties linéaires deφ etψ respectivement. On suppose que l’angleγ de
g ◦ f est égal àα + β, avecα l’angle def et β l’angle deg. Soitψ1 la rotation affine de même angle
queψ et de même axe orienté queφ. On veut montrer queψ1 = ψ. On noteg1 la partie linéaire deψ1.
L’angle deψ1 ◦ φ estα+ β.

Soit u un vecteur unitaire,v = f(u), w = g(v). Soit w1 la projection orthogonale dew sur le
sous-espace engendré paru etv. Soitk = g1 ◦ f(u). On a

〈w1, u〉 = 〈w, u〉 = cos γ = cos(α+ β) = 〈k, u〉 ,

et de même〈w1, v〉 = 〈k, v〉 = cosβ. On peut de plus choisiru pour queu et v soient linéairement
indépendants et doncw1 = k. Comme||k|| = 1, on aw1 = w. Donc f et g ont même axe (avec la
même orientation). Doncφ etψ ont des axes parallèles.

Réciproquement, siφ etψ ont des axes parallèles avec même orientation etα + β 6= 0, alorsψ ◦ φ
est une rotation affine de partie linéaireg ◦ f, qui est une rotation vectorielle d’angleα + β. Lorsque
α+ β = 0, φ ◦ ψ est une translation.

Solution 61 Soientπ1, π2, π3 les réflexions par rapport aux plans parallèlesP1, P2, etP3 de direction
le plan vectorielL. Soit (e1, e2) une base orthonormée deL et e3 un vecteur orthonormal àL. On note
fi la partie linéaire dePi, 1 ≤ i ≤ 3. Alors la matrice desfi dans la base(e1, e2, e3) est −1

1
1

 .

C’est donc aussi la matrice def1 ◦ f2 ◦ f3. Doncπ1 ◦ π2 ◦ π3 est une symétrie glissée par rapport à un
planP de directionL. Déterminons le vecteurt de la translation associée à cette symétrie glissée. On a
t ∈ L. Soit∆ une droite orthogonale àP1. Alors π1 ◦ π2 ◦ π3(∆) = ∆ = ∆ + t. Donct est orthogonal
àL. Finalement,t = 0. Ainsi, π1 ◦ π2 ◦ π3 est une réflexion par rapport àP. Pour déterminerP, on peut
introduire sur∆ un repère(O, ε) tel queP1 soit d’abscisseL1, P2 d’abscisseL2 etP3 d’abscisse0. Soit
M le point de∆ d’abscisse−L2. Alors π1 ◦ π2 ◦ π3(M) est le point d’abscisse2L1 − L2. DoncP est
le plan orthogonal à∆ d’abscisseL1 − L2.

Solution 62 On noter1, r2 et r3 les parties linéaires des3 réflexions. Il existe une base dans laquelle
les matrices der1, r2 et r3 sont respectivement −1

1
1

 ,

 1
−1

1

 ,

 1
1

−1

 .

La matrice der1 ◦ r2 ◦ r3 est donc−Id. Comme1 n’est pas valeur propre, la composée de3 réflexions
par rapport à des plans orthogonaux deux à deux est une symétrie centrale, de centre l’intersection des3
plans.

Solution 63
a) Il suffit d’écrire la matrice desP dans une base adaptée à la décompositionR3 = P ⊕ P⊥ pour

observer que−sP est le demi-tour autour deP⊥.
b) Soientr1, r2 deux demi-tours par rapport à des axes dirigés paru1, u2 repsectivement. Alors
r2 ◦r1 est un élément deSO(3). En calculantr2 ◦r1(u1), on voit que l’axe der2 ◦r1 est dirigé par
u1 ∧u2 et l’angle (relativement à l’orientation induite par l’axe orienté paru1 ∧u2) est2(u1, u2).
La composée de deux demi-tours est donc un demi-tour ssi les axes der1 et r2 sont orthogonaux.
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c) Si ρ est la rotation d’axeD et d’angleθ, et f ∈ SO(3), alorsf ◦ ρ ◦ f−1 est la rotation d’axe
f(D) (dont l’orientation est déduite de celle deD parf ) et d’angleθ. De plus, l’action naturelle
deSO(3) sur l’ensemble des droites vectorielles est transitive. On en déduit que tous les demi-
tours dont conjugués entre eux et en utilisant la question précédente que les demi-tours engendrent
SO(3).

Solution 64
1) Par l’exercice 63, les demi-tours sont conjugués entre eux. Donc siN contient un demi-tour, il

les contient tous. De plus, les demi-tours engendrentSO(3). DoncN = SO(3).
2) Soitr ∈ N \ {Id}. Alors r ou r−1 est une rotation d’angle]0, π] (et si la valeurπ est prise, on a

un demi-tour et on peut conlure). Pourx1, on le cherche sous la formex1 = λx+ µa. Alors

||f(x1)− x1|| = ||(λy + µa)− (λx+ µa)|| = |λ|||y − x|| = |λ|d.

Il suffit donc de prendreλ = d/m sim 6= 0 etλ = 0 sim = 0.
3) L’existence der est une conséquence de l’exercice 57. Notonsg = r ◦ f ◦ r−1. CommeN est

distingué,g ∈ N. De plus,g(y1) = y2.
4) xn = −x. Comme||xi+1 − xi|| ∈ [0, d], par la question précédente, il existeui ∈ N tel que
ui(xi) = xi+1. On aν(x) = xn = −x. Ainsi ν est un demi-tour dansN.

Solution 65 SoientA, B, C, D les sommets d’un tétraèdre régulier. CommeAB = AC, A est dans le
plan médiateur de[BC]. De même pourD. Donc la droite(AD) est contenue dans ce plan médiateur.
Donc(AD) est perpendiculaire à(BC).

Par ailleurs, soitI le milieu de[BC] etJ le milieu de[AD]. AlorsAI = ID, donc le triangleAID
est isocèle enI. Or J est le milieu de[AD] donc la droite(IJ) est la médiane du triangle isocèleAID.
On en déduit que les droites(IJ) et (AD) sont perpendiculaires. Il en va de même des droites(IJ) et
(BC).

Solution 66 SoitABC un triangle équilatéral de centreΩ etD un point situé sur la perpendiculaire
au planABC passant parΩ de sorte queABCD ne soit pas régulier. Le groupe des déplacements
contient l’identité et les rotations d’axe(ΩD) et d’angle2π/3, 4π/3. Montrons que ce sont les seules.
On introduit le morphisme naturelΦ de l’ensemble des isométries deABCD versΣ4.

Si r est une rotation qui préserve{A,B,C,D},
1) si r préserve{A,B,C}, elle préserveΩ et le plan contenantA,B,C donc aussi son orthogonal

enΩ. L’axe der est donc(ΩD). Alors r est une des rotations précédentes,
2) sir préserve{A,B,D}, pour les mêmes raisons, son axe est la droite orthogonale au plan conte-

nantA,B,D et passant par l’isobarycentre du triangleABD. Mais cet axe ne contient pasC car
le tétraèdre n’est par régulier. Cette situation ne peut donc avoir lieu.

3) le dernier cas à envisager est celui oùr permute les4 sommets et cette permutation n’a aucun
point fixe : il correspond donc parΦ à un produit de2 transpositions à support disjoint ou d’un
cycle d’ordre4, donc d’ordre2 ou d’ordre4, c’est-à-direr est une rotation d’angleπ ouπ/2. Si r
est un demi-tour,r transforme par exempleA enB etC enD donc l’axe der passe par le milieu
de [AB] et de[CD]. Mais la droite passant par le milieu de2 côtés opposés ne passe pas par le
centre du tétraèdre puisqu’il n’est pas régulier. Donc le centre du tétraèdre ne serait pas stabilisé,
ce qui est impossible. Sir est une rotation d’angleπ/2, alorsr2 est un demi-tour et on vient de
voir qu’il n’en existait pas !

En conclusion, les seuls déplacements préservant ce tétraèdre sont l’identité et les rotations d’axe(Ω, D)
et d’angle2π/3 et 4π/3. Toujours grâce au déterminant, on sait que le sous-groupe des déplacements
G est d’indice2 dans le groupe des isométriesH qui préservent le tétraèdre. Ce-dernier contient donc
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6 éléments : outre les3 déplacements précédents, les3 réflexions par rapport aux plans passant par une
arête longue et le milieu de l’arête courte opposée. Soitσ l’une de ces réflexions. AlorsH = G∪σG est
isomorphe à un produit semi-directG×Z/2Z, i.e. au groupe diédral d’ordre6 (car il existe une section
de la projection canoniqueH → G/H, comme dans le cas des polygones réguliers, et les rotations ne
commutent pas avecσ).

Solution 67 On considère le cercle de centre le milieu de[AB], contenu dans le plan médiateur de
[AB] et passant parC. Tout pointM de ce cercle vérifieMA = MB = CA = CB.Le diamètre de ce
cercle est2

√
AC2 −AB2/4 > AB. Donc (par exemple par le théorème des valeurs intermédiaires), il

existe un pointD sur ce cercle tel queCD = AB. Le tétraèdreABCD a des faces qui sont des triangles
isocèles isométriques (et donc de même aire) mais qui ne sont pas équilatéraux.

SoitABCD un tétraèdre qui a ses4 faces de même aire. Comme
−→
AC =

−→
AI +

−→
IJ +

−→
JC, on a

−−→
AB ∧

−→
AC =

−−→
AB ∧

−→
IJ +

−−→
AB ∧

−→
JC,

car
−−→
AB et

−→
AI sont colinéaires. De plus,

−−→
AB ∧

−→
IJ est orthogonal à

−−→
AB et

−→
IJ. Le vecteur

−−→
AB ∧

−→
JC

est colinéaire à
−→
IJ. Donc

−−→
AB ∧

−→
IJ et

−−→
AB ∧

−→
JC sonc orthogonaux. On en déduit la première égalité

demandée par le théorème de Pythagore. La deuxième égalité se démontre de manière analogue.
Comme les faces ont même aire,||

−−→
AB ∧

−→
AC|| = ||

−−→
AB ∧

−−→
AD|| et donc par les égalités précédentes,

on aJC = JD. Ainsi J est le milieu deCD. De même,I est le milieu deAB. Comme(IJ) est aussi
perpendiculaire à(AB) et (CD), on en déduit que le retournement autour de la droite(IJ) envoieA
surB etC surD, et donc envoie le triangleABC sur le triangleBAD. Donc les facesABC etBAD
sont isométriques. On peut reproduire cette preuve pour tout couple de faces du tétraèdre. Finalement,
toutes ses faces sont isométriques.

Solution 68 FixonsΩ1 ∈ D1, Ω2 ∈ D2 et e1, e2 des vecteurs unitaires dirigeantD1, D2 respective-
ment. Alors

(t1, t2) 7→ d(Ω1 + t1e1,Ω2 + t2e2)2

est une forme quadratique uniformément convexe (le vérifier !) donc elle admet un unique minimum en
(t̄1, t̄2), ce qui définit deux pointsMi = Ωi + t̄iei, 1 ≤ i ≤ 2.

Nécessairement,M2 est la projection orthogonale deM1 surD2 (carM2 rend minimaled(·,M1)
surD2). Donc la droite(M1M2) est perpendiculaire àD2. De même elle est perpendiculaire àD1.

Enfin, siA1 ∈ D1, A2 ∈ D2 sont tels que la droite(AB) est perpendiculaire àD1 etD2, alors en
écrivant

−−→
AB =

−−−→
AM1 +

−−−−→
M1M2 +

−−−→
M2B, on obtient

〈
−−→
AB,

−−→
AB〉 = 〈

−−−−→
M1M2,

−−→
AB〉 ≤ ||

−−−−→
M1M2||||

−−→
AB||

par l’inégalité de Cauchy-Schwarz. D’où||
−−→
AB|| ≤ ||

−−−−→
M1M2||.

Comme||
−−−−→
M1M2|| est minimum,||

−−→
AB|| = ||

−−−−→
M1M2||. Par cas d’égalité dans l’inégalité de Cauchy-

Schwarz, on a
−−→
AB =

−−−−→
M1M2, donc aussi

−−−→
AM1 =

−−−→
BM2. Comme les droitesD1 etD2 ne sont pas pa-

rallèles, c’est queA = M1 etB = M2. On aurait pu aussi utiliser l’unicité du minimum de la forme
quadratique uniformément convexe.

Solution 69 Si k = 1, alors E est la médiatrice de[AB], E+ le demi-plan contenantB et E− le
demi-plan contenantA.

On suppose maintenantk 6= 1. SoientG1 le barycentre de{(A, 1), (B,−k)} etG2 le barycentre de
{(A, 1), (B, k)}. Alors

M ∈ E ⇐⇒MA2 − k2MB2 = 0 ⇐⇒ 〈
−−→
Ma− k

−−→
MB,

−−→
MA+ k

−−→
MB〉 = 0
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⇐⇒ 〈
−−−→
MG1,

−−−→
MG2〉 = 0.

Introduisons un repère de centre le milieu de[G1G2] et dont le premier axe est la droite(G1G2). En
notanta l’abscisse deG1, l’égalité précédente se réécrit

M ∈ E ⇐⇒ x2 + y2 = a2.

Ainsi, E est le cercle de diamètre[G1G2]. De même,E+ est l’extérieur du disque etE− est l’intérieur du
disque (pourquoi ?).

Solution 70 NotonsΨ(x, y, z) = ax + by + cz + d. SoitH le projeté orthogonal deA surH. Alors
le vecteur

−−→
HA est colinéaire à(a, b, c) : il existeλ ∈ R tel que

−−→
HA = λ(a, b, c).

En écrivant0 = Ψ(H), il vient

λ =
Ψ(A)

a2 + b2 + c2
.

Ainsi ||
−−→
HA|| = |Ψ(A)|/||(a, b, c)||.
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Chapitre 3

Convexité

SoitE un espace affine de directionE et de dimensionn ≥ 1.

3.1 Topologie et calcul différentiel dans un espace affine

SiE est muni d’une norme, alorsE est naturellement muni de la distance

d(A,B) = ||
−−→
AB||

qui fait deE un espace métrique. On parlera d’espace affine métrique. C’est automatiquement le cas
si E est un espace affine euclidien. Mais la notion de projection sur un convexe fermé apparaît dans le
programme de l’agrégation sous le chapitre affine (d’où ce cadre un peu plus général).

Exercice 76 1) Montrer queU ⊂ E est ouvert si et seulement siO + U ⊂ E est ouvert pour tout
O ∈ E .

2) Montrer qu’une application affine est continue.
3) Montrer qu’une bijection affine (respectivement une fonction affine non constante) est ouverte.
4) Deviner une définition de la différentiabilité d’une fonction définie sur un ouvert d’un espace

affine (à valeurs dans un Banach).

3.2 Définition et propriétés élémentaires

Etant donnés deux pointsA,B deE , le segment[AB] est l’ensemble des pointsM tels queθ
−−→
MA+

(1− θ)
−−→
MB =

−→
0 pour unθ ∈ [0, 1].

Définition 30 Une partie deC est dite convexe si pour toutA,B ∈ C, le segment[AB] est contenu dans
C.

On pourrait formuler une définition analogue dans un espace vectoriel.
L’ensemble vide, un point, un segment, un sous-espace affine sont des convexes. Une boule dans un

espace affine métrique est convexe.

Exercice 77 1) Une intersection de convexes est convexe.
2) L’image de tout convexe par une application affine est convexe.
3) L’image réciproque de tout convexe par une application affine est convexe.
4) Les parties convexes deR sont les intervalles deR.
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Preuve : 2) L’image par une application affineφ d’un segment[AB] est le segment[φ(A)φ(B)] (et même
plus précisément, l’image du barycentre de{(A, θ)(B, 1−θ)} est le barycentre de{(φ(A), θ), (φ(B), 1−
θ)}).

3) SoientA,B ∈ φ−1(C). Commeφ([AB]) = [φ(A)φ(B)] ⊂ C, on a[AB] ⊂ φ−1(C).
4) Soit I ⊂ R convexe eta := inf I, b := sup I. Alors ∀c ∈]a, b[, il existe a1, b1 ∈ I tels que

a1 < c < b1. Doncc ∈ [a1, b1] ⊂ I (carI convexe). Ainsi]a, b[⊂ I. Or I ⊂ [a, b]. DoncI est bien un
intervalle.

�

Définition 31 L’intersection de tous les convexes contenant la partieS ⊂ E est une partie convexe de
E appelée l’enveloppe convexe deE .

Proposition 20 L’enveloppe convexe deS est l’ensemble des barycentres de points deS affectés de
coefficients positifs.

Preuve : Appelons combinaison convexe de pointsM1, ...,Mk un barycentre deM1, ...,Mk affectés de
coefficients positifs. SoitA l’enveloppe convexe deS et B l’ensemble des combinaisons convexes de
points deS.

Lemme 5 B est convexe.

Preuve : Soient A le barycentre de{(M1, α1), ..., (Mk, αk)} etB le barycentre de{(Mk+1, αk+1), . . . ,
(Ml, αl)} avec

Mi ∈ S , αi > 0 ,
k∑

i=1

αi = 1 ,
l∑

i=k+1

αi = 1.

Soitθ ∈ [0, 1]. Alors le barycentre de{(A, θ), (B, (1− θ))} est le barycentre de

{(Mi, βi)} , avecβi = θαi si i ≤ k etβi = (1− θ)αi sinon

(associativité du barycentre). Donc le segment[AB] est contenu dansB, ce qui prouve le lemme.
�

On déduit de ce lemme queB ⊃ A.

Lemme 6 SiC est un convexe, alorsC contient toutes les combinaisons convexes de points deC

Preuve : On montre par récurrence surk que siA est combinaison convexe dek points deC alorsA ∈ C.
La proposition est évidente pourk = 1 et vraie pourk = 2 par définition. Supposons la vraie pourk
et montrons-la pourk + 1. SoitA le barycentre de{(M1, α1), ..., (Mk+1, αk+1)} avecαi > 0. SoitB
le barycentre de{(M1, α1), ..., (Mk, αk)}. Par hypothèse de récurrence,B ∈ C. Alors le pointA est
barycentre de{(B,

∑k
i=1 αi), (Mk+1, αk+1)}. DoncA ∈ C car la propriété est vraie pourk = 2. Donc

la propriété est vraie pour toutk ce qui montre le lemme.
�

On déduit de ce lemme queB ⊂ A, ce qui achève la preuve de la proposition.
�

3.3 Convexes et topologie

Exercice 78 Montrer que l’enveloppe convexe d’un fermé n’est pas nécessairement fermée.

Preuve : Considérer l’enveloppe convexe de l’ensembleS := {(0, 0)} ∪ {(x, y) ∈ R2
+ : xy = 1}.

�
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Théorème 4 Théorème de CarathéodorySoitS une partie deE . Tout élément de l’enveloppe convexe
deS est combinaison convexe d’au plusn+ 1 points deS (oùn = dimE). En particulier, l’enveloppe
convexe d’un compact est compacte.

Preuve : Pour montrer la première assertion, il suffit de montrer que siM est combinaison convexe dek
points deS aveck > n+ 1, alors on peut écrireM comme combinaison convexe dek − 1 points deS.
Ainsi, fixonsO ∈ E et écrivons

M = O +
k∑

i=1

αi
−−→
OAi , k > n+ 1 , Ai ∈ S , αi > 0 ,

k∑
i=1

αi = 1.

Considérons l’application

(µ1, ..., µk) ∈ Rk 7→ (
k∑

i=1

µi
−−→
OAi,

k∑
i=1

µi) ∈ E × R.

Cette application est non injective pour raison de dimension. Prenons(µ1, ..., µk) 6= 0 dans son noyau.
Alors pour toutt > 0,

M = O +
k∑

i=1

(αi + tµi)
−−→
OAi.

On a encore
∑k

i=1(αi + tµi) = 1. Il suffit donc de trouvert ∈ R tel queαi + tµi ≥ 0 pour touti et
αi + tµi = 0 pour au moins uni. On prend

t := inf
i:µi<0

(−αi/µi) > 0.

Pour montrer la deuxième assertion, on considère l’application

Φ : (Ai)1≤i≤n+1 × (αi)1≤i≤n+1 ∈ Sn+1 × [0, 1]n+1 7→ O +
∑

αi
−−→
OAi ∈ S

qui est surjective par ce qui précède, continue (carΦ − O est une application bilinéaire en dimension
finie, donc continue) sur un compact (comme produit de deux compacts). D’où le résultat.

�

Proposition 21 1) SiC est convexe, alors
◦
C etC le sont aussi.

2) SoientA ∈
◦
C etD ∈ C. Alors [AD[⊂

◦
C.

3) Lorsque
◦
C 6= ∅, on a

◦
C = C et

◦
C =

◦
C et cette deuxième égalité reste vraie si

◦
C = ∅.

Preuve : FixonsO ∈ E .
1) Pour toutθ ∈ [0, 1], l’application

Φ(M,N) 7→ O + θ
−−→
OM + (1− θ)

−−→
ON

est continue, doncΦ(C × C) ⊂ Φ(C × C). CommeC est convexe, on aΦ(C × C) ⊂ C. On conclut en
notant queC × C = C × C.

L’assertion concernant l’intérieur est une conséquence de 2).
2) Il exister > 0 tel que la boule ouverteB(A, r) soit contenue dansC. Soit θ ∈]0, 1[ etM =

D + θ
−−→
DA. SoitD′ ∈ C ∩B(D,

θ

1− θ
r) et

O := {D′ + θ
−−−→
D′A′ : A′ ∈ B(A, r)}.
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AlorsO est ouvert (car l’applicationA′ 7→ D′ + θ
−−−→
D′A′ est ouverte comme toutes les bijections affines).

OrM s’écritD′ + θ
−−−→
D′A′ avecA′ défini par

−−→
AA′ =

1− θ

θ

−−→
D′D et ||

−−→
DD′|| < θ

1− θ
r d’où ||

−−→
AA′|| < r.

DoncM ∈ O ⊂ C et doncM ∈
◦
C ce qui montre que[AD[⊂

◦
C.

3) On a toujours
◦
C ⊂ C et

◦
C ⊂

◦
C. Pour les inclusions réciproques, on considère deux cas :

a) Supposons
◦
C 6= ∅. Soit alorsA ∈

◦
C.

Montrons que
◦
C ⊃ C. SoitB ∈ C. Par 2), on aB ∈ [A,B[ ⊂

◦
C. Ainsi C ⊂

◦
C d’où l’on déduit

C ⊂
◦
C.

Montrons à présent que
◦
C ⊂

◦
C. SoitD ∈

◦
C. Alors il exister > 0 tel queB(D, r) ⊂ C. Notons

G = {A+ θ
−−→
AM : M ∈ B(D, r), θ ∈ [0, 1[}. Alors par 2)

G ⊂
◦
C. (3.1)

De plus,G ⊃ B(D, r/2). En effet, siN ∈ B(D, r/2), soientM et θ tels queN = A + θ
−−→
AM.

On a alors
−−→
DM =

1− θ

θ

−−→
AD +

1
θ

−−→
DN

et donc

||
−−→
DM || ≤ 1− θ

θ
||
−−→
AD||+ 1

θ
||
−−→
DN || ≤ 1− θ

θ
||
−−→
AD||+ 1

θ

r

2
.

Ainsi, pourθ assez proche de1, ||
−−→
DM || < r.

b) Supposons
◦
C = ∅. Alors

Lemme 7 Aff(C) est contenu dans un hyperplan.

Preuve du lemme : Sinon, Aff(C) = E . Donc il existeA0, ..., An ∈ C tel que(
−−−→
A0Ai)1≤i≤n est

une base deE. Alors l’enveloppe convexe des pointsA0, ..., An est homéomorphe au simplexe
standard

S := {(t1, ..., tn) : 0 ≤ ti,

n∑
i=1

ti ≤ 1}

par l’application(t1, ..., tn) 7→ A0 +
∑
ti
−−−→
A0Ai. Or le simplexe standard est d’intérieur non vide

(il contient l’ouvert obtenu en remplaçant dans la définition deS les inégalités larges par des
inégalités strictes). On en déduit queC est d’intérieur non vide, ce qui contredit l’hypothèse et
achève la preuve du lemme.
Le lemme implique queC est contenu dans l’adhérence d’un hyperplan, donc dans cet hyperplan
lui-même, qui est d’intérieur vide, donc

◦
C = ∅ =

◦
C.

�

3.4 Projection sur un convexe fermé et séparation

3.4.1 Demi-espaces

Soit φ : E → R une fonction affine non constante, définissant l’hyperplan affineV := φ−1(0).
Commeφ est continue (quelle que soit la topologie deE définie par une norme deE), les ensembles
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φ−1(R+) etφ−1(R−) sont fermés dansE , tandis que les ensemblesφ−1(R∗
+) etφ−1(R∗

−) sont ouverts
dansE . Ce sont les demi-espaces fermés (resp. ouverts) délimités parV. Ce sont des convexes (comme
images réciproques de convexes).

Les demi-espaces ne dépendent pas deφ au sens où siψ est une autre fonction affine telle que
ψ−1(0) = V, alors il existeλ ∈ R tel queψ = λφ.

Si E est muni d’une structure euclidienne, alors on peut définir un hyperplan vectorielH par la
donnée d’un vecteur non nulν ∈ E parH := ν⊥. Alors pour tout pointA ∈ E , on peut définir
l’hyperplan affine passant parA de directionH par

H := A+H = {M ∈ E : 〈
−−→
AM, ν〉 = 0}.

On aH := φ−1(0) où φ est la fonction affineφ(M) = 〈
−−→
AM, ν〉. Les deux demi-espaces fermés sont

alors donnés par
{M : 〈

−−→
AM, ν〉 ≥ (resp ≤ ) 0}

(et on obtient les demi-espaces ouverts en remplaçant les inégalités larges par des inégalités strictes).

3.4.2 Projection sur un convexe fermé

Lemme 8 SoitA une partie non vide fermée deE etM ∈ E . Alors il existeN ∈ A tel qued(M,N) =
d(M,A) oùd(M,A) := inf

N ′∈A
d(M,N ′).

Preuve : SoitN0 ∈ A et
A0 := {A ∈ A : d(M,A) ≤ d(M,N0)}.

Alors d(M,A) = d(M,A0) etA0 est fermé, borné donc compact. Autrement dit, on s’est ramené au
cas oùA est compact, ce que l’on suppose désormais. La fonctionN ∈ A 7→ d(M,N) est continue
(elle est même1 lipschitzienne, par l’inégalité triangulaire) donc atteint son minimum sur le compactA
en un pointN qui répond à l’énoncé.

�
Dans la suite de ce paragraphe, on supposeE muni d’une structure euclidienne.

Théorème 5 Soit C un convexe non vide fermé. Alors pour toutM ∈ E , il existe un unique point

p(M) ∈ C tel qued(M, C) = ||
−−−−−→
p(M)M ||. On l’appelle la projection deM sur C. De plus, le point

p(M) est caractérisé par

∀A ∈ C , 〈
−−−−−→
p(M)M,

−−−−→
p(M)A〉 ≤ 0. (3.2)

L’applicationM 7→ p(M) est1 lipschitzienne.

Preuve : La projection existe par le lemme précédent. Montrons l’unicité de la projection. SoientN1, N2 ∈
C tels que

||
−−−→
N1M || = ||

−−−→
N2M || = d(M, C).

Considérons le milieu de[N1N2] que l’on noteN. AlorsN ∈ C carC est convexe et

||
−−→
NM ||2 = ||1

2
−−−→
N1M +

1
2
−−−→
N2M ||2 =

1
4
(||
−−−→
N1M ||2 + ||

−−−→
N2M ||2 + 2〈

−−−→
N1M,

−−−→
N2M〉)

=
1
2
(d(M, C)2 + 〈

−−−→
N1M,

−−−→
N2M〉)

||
−−−→
N2N1||2 = ||

−−−→
MN1 −

−−−→
MN2||2 = ||

−−−→
N1M ||2 + ||

−−−→
N2M ||2 − 2〈

−−−→
MN1,

−−−→
MN2〉

= 2(d(M, C)2 − 〈
−−−→
N1M,

−−−→
N2M〉)
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d’où

||
−−→
NM ||2 +

1
4
||
−−−→
N2N1||2 = d(M, C)2

(on vient juste de redémontrer la formule du parallélogramme||(x+y)/2||2+||(x−y)/2||2 = ||x||2/2+
||y||2/2). CommeN ∈ C, on a||

−−→
MN ||2 ≥ d(M, C)2 et donc

d(M, C)2 +
1
4
||
−−−→
N2N1||2 ≤ d(M, C)2

ce qui impliqueN1 = N2. D’où l’unicité.
Montrons (3.2). SoitM ∈ E . Pour toutN ∈ C, on a

N = p(M) ⇐⇒ ∀N ′ ∈ C, ||
−−→
NM || ≤ ||

−−−→
N ′M ||

⇐⇒ ∀N ′ ∈ C,∀t ∈ [0, 1], ||
−−→
NM || ≤ ||

−−→
NM − t

−−→
NN ′||

car le pointNt := N + t
−−→
NN ′ est dans[NN ′] ⊂ C. Donc

N = p(M) ⇐⇒ ∀N ′ ∈ C,∀t ∈ [0, 1], ||
−−→
NM ||2 ≤ ||

−−→
NM − t

−−→
NN ′||2

= t2||
−−→
NN ′||2 − 2t〈

−−→
NM,

−−→
NN ′〉+ ||

−−→
NM ||2

N = p(M) ⇐⇒ ∀N ′ ∈ C,∀t ∈ [0, 1], t2||
−−→
NN ′||2 ≥ 2t〈

−−→
NM,

−−→
NN ′〉.

En divisant part puis en faisantt→ 0+, on obtient le résultat.
Montrons enfin quep est1 lipschitzienne. SoitM,M ′ ∈ E . En sommant les deux inégalités

〈
−−−−−→
p(M)M,

−−−−−−−−→
p(M)p(M ′)〉 ≤ 0 , 〈

−−−−−−→
p(M ′)M ′,

−−−−−−−−→
p(M ′)p(M)〉 ≤ 0,

et en réarrangeant, il vient

||
−−−−−−−−→
p(M)p(M ′)||2 ≤ 〈

−−−→
MM ′,

−−−−−−−−→
p(M)p(M ′)〉

d’où le résultat en utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz dans le membre de droite.
�

Pour toutA ∈ C, p(A) = A (puisqued(A, p(A)) = 0 et qu’on ne peut pas faire mieux !)

Définition 32 SoitC un convexe etA ∈ C. On dit queν ∈ E \ {0} est un vecteur normal àC enA si

〈ν,
−−→
AM〉 ≤ 0 pour toutM ∈ C.

On remarque que siC est un convexe non vide fermé etM /∈ C, alors grâce à (3.2), le vecteur

(
−−−−−→
p(M)M) est un vecteur normal àC enp(M). En particulier,C est contenu dans le demi-espace fermé

{N ∈ E : 〈
−−−−−→
p(M)M,

−−−−−→
p(M)N〉 ≤ 0}.

Proposition 22 SoitC un convexe non vide etA ∈ ∂C. Alors il existe un vecteur non nul normal àC en
A.
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Preuve : On notep(M) la projection d’un pointM sur l’adhérence deC notéeC̄.

Soit (Mn) une suite dansE \ C̄ qui converge versA. (La suite(Mn) existe carA /∈
◦
C =

◦
C.) Soit

νn :=
−−−−−−→
p(Mn)Mn

||
−−−−−−→
p(Mn)Mn||

.

C’est une suite de vecteurs unitaires. Après extraction, on peut supposer que la suiteνn converge vers un
vecteur unitaireν. On prétend queν est un vecteur normal àC enA. FixonsB ∈ C. Il suffit de montrer
que

〈ν,
−−→
AB〉 ≤ 0.

Or, pour toutn en utilisant (3.2) avecMn,

〈νn,
−−−−−→
p(Mn)B〉 ≤ 0.

Comme(Mn) converge versA, la suite(p(Mn)) converge versp(A) = A (carp est1 lipschitzienne).
Comme le produit scalaire est une application bilinéaire continue, on a

〈ν,
−−→
AB〉 ≤ 0.

�

3.4.3 Théorème de Hahn-Banach

Définition 33 SoientA etB des parties deE . On dit qu’un hyperplanH sépare (resp. sépare stricte-
ment)A et B si A est contenu dans l’un etB est contenu dans l’autre des deux demi-espaces fermés
(resp. ouverts) déterminés parH.

Définition 34 SoitA une partie deE etx dans la frontière deA. Un hyperplan d’appui deA enx est
un hyperplan contenantx et séparantA etx.

Proposition 23 SiC est convexe, alors tout point de la frontière deC appartient à au moins un hyper-
plan d’appui deA.

Preuve : On munitE d’une structure euclidienne. Soitν un vecteur normal àC en un pointA de la
frontière. Alors l’hyperplan

H := A+ ν⊥ = {M : 〈ν,
−−→
AM〉 = 0}.

convient car pour toutM ∈ C, 〈ν,
−−→
AM〉 ≤ 0.

�

Théorème 6 SiA etB sont des convexes non vides et disjoints, on peut les séparer. Si de plus ils sont
tous les deux ouverts, ou si l’un est compact et l’autre fermé, alors on peut les séparer strictement.

Preuve : On munitE d’une structure euclidienne et on fixeO ∈ E . On se ramène au cas vectoriel en
posant

X := {
−→
OA : A ∈ A} , Y := {

−−→
OB : B ∈ B}.

Alors X et Y sont2 convexes non vides disjoints de la directionE de E (ouvert, fermé ou compact
si le convexe affine correspondant l’est). On va montrer qu’il existeν ∈ E \ {0} et α ∈ R tels que
∀(x, y) ∈ X × Y,

〈ν, x〉 ≤ α ≤ 〈ν, y〉 (3.3)
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avec inégalité stricte si les2 convexes sont ouverts ou si l’un est fermé et l’autre compact.
Le résultat de séparation pour les convexes affines s’en déduit aussitôt :∀A ∈ A, B ∈ B,

〈ν,
−→
OA〉 ≤ α ≤ 〈ν,

−−→
OB〉.

On poseH = {M : 〈ν,
−−→
OM〉 = α}. AlorsH sépareA etB (et la séparation est stricte lorsqueA etB

sont ouverts ou lorsqueA est fermé etB est compact).
Montrons donc (3.3).
1) On commence par considérer le cas oùY est un point{y}. Ainsi y /∈ X. On distingue deux cas :

a) Le pointy n’appartient pas à l’adhérence deX. On notep la projection sur le convexe fermé

X. On a∀x ∈ X, 〈y − p(y), x− p(y)〉 ≤ 0. En posantν :=
−−−→
p(y)y, on en déduit

〈ν, x〉 ≤ 〈ν, p(y)〉 = 〈ν, y〉+ 〈ν, p(y)− y〉 = 〈ν, y〉 − |y − p(y)|2

et dans ce cas, on peut poserα = 〈ν, p(y)〉+|y−p(y)|2/2 pour avoir (3.3), et de plus l’inégalité
est stricte.

b) Le pointy appartient à l’adhérence deX et donc nécessairement à la frontière deX. On
prendν un vecteur normal àX eny. On a alors∀x ∈ X, 〈ν, x− y〉 ≤ 0 et donc

〈ν, x〉 ≤ 〈ν, y〉.

On poseα = 〈ν, y〉 pour avoir (3.3).
2) Dans le cas général, on poseC := X − Y := {x − y, x ∈ X, y ∈ Y }. C’est un convexe non

vide deE qui ne contient pas0. Par le cas précédent, il existeν ∈ E \ {0} et α0 ∈ R tel que
∀(x, y) ∈ X × Y,

〈ν, x− y〉 ≤ α0 ≤ 〈ν, 0〉 = 0 (3.4)

(avec inégalité stricte si0 /∈ C). On en déduit

〈ν, x〉 ≤ α0 + 〈ν, y〉 ≤ 〈ν, y〉 (3.5)

et donc

sup
x∈X

〈ν, x〉 ≤ α0 + inf
y∈Y

〈ν, y〉 ≤ inf
y∈Y

〈ν, y〉. (3.6)

On peut donc poserα = α0 + infy∈Y 〈ν, y〉 pour avoir (3.3).
Montrons que la séparation est stricte lorsqu’on dispose des hypothèses topologiques supplémen-
taires. SiX est fermé etY est compact, alorsX − Y est fermé (comme on le vérifie facilement
par un critère séquentiel). AlorsC = C. Donc0 /∈ C et on a des inégalités strictes dans (3.4) :
α0 < 0, ce qui implique

sup
x∈X

〈ν, x〉 < α0

2
+ inf

y∈Y
〈ν, y〉 < inf

y∈Y
〈ν, y〉.

On peut poserα = α0/2 + infy∈Y 〈ν, y〉 pour avoir inégalité stricte dans (3.3).
Enfin, siX et Y sont ouverts, alors{〈ν, x〉 : x ∈ X} et {〈ν, y〉 : y ∈ Y } sont des intervalles
ouverts (voir Exercice 76), ce qui implique que pour toutx ∈ X, 〈ν, x〉 < supx′∈X〈ν, x′〉 et de
même pourY. On peut donc à nouveau conclure par (3.6).

�
On insiste sur le fait que les énoncés ne font intervenir aucune structure euclidienne. On utilise les

outils de la géométrie euclidienne uniquement dans les preuves.
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3.5 Points extrémaux et Théorème de Krein-Milman

Définition 35 SoitC un convexe deE .On dit queM ∈ C est extrémal (dansC) si pour toutA,B ∈ C, si
M est combinaison convexe de{(A, θ), (B, 1−θ)} pour un certainθ ∈]0, 1[, alorsM = A ouM = B.

Exercice 79 Déterminer les points extrémaux d’une boule, d’un triangle.

Théorème 7 Tout convexe non vide compact est l’enveloppe convexe de ses points extrémaux.

Preuve : On procède par récurrence surn = dimE . Le résultat est vrai pourn = 1. Supposons-le vrai
pourn et montrons le pourn+ 1. On commence par vérifier le

Lemme 9 Un convexe compact est l’enveloppe convexe de sa frontière.

Preuve du lemme : La frontière d’un convexe compactC étant contenue dans ce convexe, l’enveloppe
convexe de la frontière l’est également. Réciproquement, soitM ∈ C. Soit ∆ une droite passant par
M. Alors ∆ ∩ C est une partie convexe fermée bornée de∆ donc de la forme[AB] oùA,B sont deux
points de∆. Nécessairement,A etB appartiennent à la frontière deC (sinon, ils seraient le centre de
boules contenues dansC et l’intersection deC avec∆ contiendrait strictement[AB]). DoncM est bien
combinaison convexe de points de la frontière deC.

�
D’après le lemme, il suffit de montrer que la frontière est contenue dans l’enveloppe convexe des

points extrémaux. Soientx dans la frontière etH un hyperplan d’appui deC en x. Soit D le demi-
espace ouvert délimité parH contenantC. L’ensemble des points extrémaux deC contenus dansH
sont des points extrémaux deC ∩ H. Et la réciproque est vraie : soitu un point extrémal deC ∩ H et
montrons que c’est un point extrémal deC. Soienty, z ∈ C et 0 < t < 1 tels queu soit le barycentre
de{(y, t), (z, 1 − t)}. On ay, z 6∈ D (sinonu ∈ D) doncy, z ∈ C ∩ H doncu = y ou u = z, ce qui
montre queu est un point extrémal deC.

Par hypothèse de récurrence (C ∩ H étant un convexe de l’espace affineH de dimensionn), l’enve-
loppe convexe des points extrémaux deC∩H est égale àC∩H.Doncx qui appartient àC∩H appartient
à l’enveloppe convexe des points extrémaux deC∩H donc à l’enveloppe convexe des points extrémaux
deC contenus dansH (d’après ce qu’on vient de montrer). Cette-dernière est contenue dans l’enveloppe
convexe des points extrémaux deC. Doncx appartient à l’enveloppe convexe des points extrémaux de
C. Commex est un point quelconque de la frontière deC, cela conclut la preuve du théorème.

�

Exercice 80 Peut-on remplacer compact par fermé dans l’énoncé du théorème ?

Les théorèmes de Hahn-Banach et de Krein-Milman permettent de donner une définition rigoureuse
des polyhèdres, de leurs faces et de leurs sommets...

3.6 Exercices supplémentaires

Exercice 81 SoitP ∈ C[X] de degrék ≥ 2. Montrer que toutes les racines deP ′ sont dans l’enveloppe
convexe des racines deP.

Projection sur un fermé

Exercice 82 1) SoitC une partie non vide d’un espace affine euclidienE . SoitdC(·) la distance à
C. Montrer quedC(·) = dC(·).
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2) On suppose queC est convexe. On munitE d’une structure euclidienne. On note désormaisd =
dC . SoientM,M ′ ∈ E .
a) Montrer qued(M ′)2 ≤ ||

−−−−−→
p(M)M ′||2 oùp désigne la projection surC. En déduire que

d(M ′)2 ≤ d(M)2 + 2〈
−−−→
MM ′,

−−−−−→
p(M)M〉+O(||

−−−→
MM ′||2).

b) En écrivant
−−−−−−→
p(M ′)M ′ =

−−−−−−−−→
p(M ′)p(M) +

−−−−−→
p(M)M +

−−−→
MM ′, montrer que

d(M ′)2 ≥ d(M)2 + 2〈
−−−→
MM ′,

−−−−−→
p(M)M〉+O(||

−−−→
MM ′||2).

(On pourra remarquer que〈
−−−−−→
p(M)M,

−−−−−−−−→
p(M ′)p(M)〉 ≥ 0).

c) En déduire qued2 est différentiable surE et qued est différentiable surE \ C, de gradient

−−−−−→
p(M)M

||
−−−−−→
p(M)M ||

.

3) On ne suppose plusC convexe mais on suppose qued est différentiable surE \ C.
a) SoitM /∈ C. SoitN ∈ C tel que||

−−→
MN || = d(M). Pour t ∈ [0, 1], on poseMt = N + t

−−→
NM.

Calculerd(Mt) et en déduire que

d(Mt)− d(M)

||
−−−→
MMt||

= −1

puis que

〈∇d(M),
−−→
MN

||
−−→
MN ||

〉 = −1.

b) En utilisant le fait qued est1 lipschitzienne et le cas d’égalité dans l’inégalité de Cauchy-
Schwarz, montrer que

∇d(M) =
−−→
NM

||
−−→
NM ||

.

c) En déduire qu’il existe un unique pointN ∈ C tel que||
−−→
MN || = d(M).

4) On se propose de montrer ici que siC est une partie non vide fermée deE telle que la fonction
distance àC est différentiable surE \ C alorsC est convexe. Après choix d’un repère, on identifie
E à Rn.
a) On considère le champ de vecteursX : x ∈ Rn\C → ∇d(x) ∈ Rn.Montrer que||X(x)|| = 1

pour toutx ∈ Rn \ C et queX est continu.
b) D’après le théorème de Cauchy-Peano, pour toutx ∈ Rn \ C, il existe une trajectoireγx :
Ix → Rn telle que

∀t ∈ Ix, γ̇x(t) = X(γx(t)) , γx(0) = x, (3.7)

où Ix est un intervalle ouvert deR contenant0. Montrer que||γx(t)− γx(s)|| ≤ |t− s|.
c) Montrer que

d

dt
d(γx(t)) = 1.

En déduire qued(γx(t))− d(γx(s)) = t− s pour touts, t ∈ Ix.
d) En utilisant b) et c), montrer que||γx(t)− γx(s)|| = |t− s| pour touts, t ∈ Ix, queγx décrit

un intervalle de droite, puis queγx est l’unique solution de (3.7) (au sens où siγx et δx sont
deux trajectoires partant dex définies surIx etJx respectivement, alorsγx = δx sur Ix ∩ Jx).
Montrer enfin qu’on peut supposerIx =]− d(x),+∞[. Que vautlimt→−d(x) γx(t) ?
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e) SoitHx l’hyperplan orthogonal à la droite contenantγx([−d(x),+∞[) en γx(−d(x)). Soit
Ex le demi-espace fermé de frontièreHx ne contenant pasγx(]− d(x),+∞[).
i) Montrer que∀x /∈ C, C ⊂ Ex. (On pourra observer que tous les points de la trajectoire de
γx ont la même projectionp(x) surC).

ii) Montrer queC = ∩x/∈CEx et conclure.

Théorème de séparation

Exercice 83 Soitf : Rn → R une fonction convexe.
1) Montrer que l’épigraphe def {(x, t) ∈ Rn × R : t ≥ f(x)} est un ensemble convexe fermé de

Rn × R.
2) Montrer que pour toutx ∈ Rn, pour toutt < f(x), il existe une fonction affineg : y 7→ 〈a, y〉+b

telle queg ≤ f etg(x) = t (on pourra séparer{(x, t)} de l’épigraphe def )
3) Montrer quef peut s’écrire comme le supremum d’une famille de fonctions affines.
4) Utiliser ce résultat pour montrer le Théorème de Jensen : si(X,A, µ) est un espace de probabi-

lité etu ∈ L1(X,Rn), alors pour toute fonction convexef : Rn → R.

f

(∫
X
u(t) dµ(t)

)
≤
∫

X
f(u(t)) dµ(t).

Exercice 84 Soientf,f1, . . . , fm m + 1 formes linéaires sur leR espace vectorielX. On suppose que
∀x ∈ X,

f1(x) = . . . = fm(x) = 0 =⇒ f(x) = 0.

Montrer quef ∈ V ect (f1, . . . , fm).
(Indication : considérerF : x ∈ X 7→ (f1(x), . . . , fm(x), f(x)) et observer que(0, . . . , 0, 1) n’est

pas dans l’image deF ).

Exercice 85 [Théorème du minimax de Ky Fan] SoitU une partie convexe compact dansRm, et soit
V une partie convexe dansRn (U et V non vides). On se donne une fonctionf : U × V → R telle
queu 7→ f(u, v) est convexe et continue etv 7→ f(u, v) est concave. Alors l’objet de l’exercice est de
montrer que

min
u

sup
v
f(u, v) = sup

v
min

u
f(u, v).

où+∞ = +∞ est admis.
1) Pourquoi peut-on écriremin ? Dans le membre de droite, on pourra démontrer et utiliser le fait

que siun → u, alors

lim inf
n→+∞

(sup
v
f(un, v)) ≥ sup

v
f(u, v).

On poseα = le sup min, etβ = le min sup.
2) Prouver que−∞ < α ≤ β. On peut donc supposerα < +∞.
3) On supposera par la suiteα < β afin d’obtenir une contradiction. Montrer alors que les en-

semblesU(v) := {u ∈ U : f(u, v) ≤ α} sont tels que

∩v∈V U(v) = ∅.

4) En déduire l’existence dev1, ..., vn ∈ V tels que

∩i=1,...,nU(vi) = ∅.
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5) En déduire que le point(α, α, . . . , α) ∈ Rn n’est pas dans l’ensemble

E := {x ∈ Rn : xi = f(u, vi) + ri, ri ≥ 0, u ∈ U}.

Prouver queE est fermé et convexe.
6) En déduire l’existence dev ∈ V tel que

α < min
u∈U

f(u, v)

ce qui donne une contradiction.
7) Application : SoitS un ensemble convexe fermé dansRn, etΣ un ensemble convexe fermé borné

dansRn (les deux non vides). Alors

max
y∈Σ

inf
x∈S

〈y, x〉 = inf
x∈S

max
y∈Σ

〈y, x〉.

Points extrémaux

Exercice 86 Un tétraèdre est défini comme l’enveloppe convexe de4 points non coplanaires. Montrer
que ces4 points sont les points extrémaux du tétraèdre (on les appelle les sommets du tétraèdre).

Exercice 87 1) SoitSn(R) l’espace vectoriel des matrices symétriques. Montrer que

(A,B) ∈ Sn(R)× Sn(R) 7→ tr (AB)

est un produit scalaire.
2) SoitA ∈ Sn(R). Montrer qu’il existe une b.o.n.(ei)1≤i≤n et une famille de réels(λi)1≤i≤n tels

que

A =
n∑

i=1

λieie
T
i .

3) Montrer queA ∈ Sn(R) est de rang1 ssi il existex ∈ Rn tel queA = xxT (comme d’habitude,
on identifie des vecteurs deRn à des vecteurs colonnes).

4) On noteS+
n (R) l’ensembles des matrices symétriques positives. SoitΩ1 := {M ∈ S+

n (R) :
trM = 1}.
a) Montrer queΩ1 est un convexe compact deSn(R).
b) Montrer queΩ1 = co{xxT : ||x|| = 1}.
c) Montrer que les points extrémaux deΩ1 sont les matricesxxT , ||x|| = 1.

3.7 Solutions ou indications des exercices

Solution 76 1) SupposonsU ⊂ E ouvert. SoitO ∈ E . Alors ∀A ∈ O + U, on a
−→
OA ∈ U donc il

exister > 0 tel queB||·||(
−→
OA, r) ⊂ U. DoncBd(A, r) ⊂ O + U. DoncO + U est un ouvert deE .

Réciproquement, s’il existeO ∈ E tel queO + U est ouvert, alors∀x ∈ U, il exister > 0 tel que
Bd(O + x, r) ⊂ O + U. DoncB||·||(x, r) ⊂ U. DoncU est ouvert.

2) Soitφ une application affine etf sa partie linéaire. Comme dimE < ∞, f est continue. Alors
pour toutM,N ∈ E , d(φ(M), φ(N)) = ||f(

−−→
NM)||≤ ||f ||d(N,M). Ainsi, φ est lipschitzienne et en

particulier continue.
3) On rappelle qu’un isomorphisme linéaire (en dimension finie) est un homéomorphisme (pour

n’importe quelle norme sur l’espace) (car une application linéaire est continue et que l’inverse d’une
application linéaire est linéaire, donc continue).

70



Soitφ : E → F une bijection affine. On notef sa partie linéaire. C’est un isomorphisme, donc un
homéomorphisme. On fixeO ∈ E . Si U est un ouvert deE , alorsφ(U) = φ(O) + f(U − O) est un
ouvert. Doncφ est ouverte.

Soit ψ : E → R une fonction affine non constante. Alors (par le théorème de la base incomplète
dansE∗ appliqué à la partie linéaire deψ), il existeφ : E → Rn une bijection affine de la forme

φ(M) = (ψ(M), ψ2(M), ..., ψn(M)).

Alorsψ = π ◦ φ oùπ : Rn → R est la projection sur la première coordonnée. Commeπ est ouverte, on
en déduit par composition queψ = π ◦ φ est ouverte.

3) On dit queθ : E → F est différentiable enM s’il existef ∈ L(E,F ) (automatiquement continue
carE de dimension finie) telle que

θ(N) = θ(M) + f(
−−→
MN) + o(||

−−→
MN ||).

Solution 80 Contrexemple :[0,+∞[ est un convexe fermé deR dont le seul point extrémal est{0}.

Solution 81 On factoriseP sous la formeP (X) = a

n∏
i=1

(X − ai)αi .On calcule
P ′(X)
P (X)

=
∑ αi

(X − ai)
et on évalue en une racineβ deP ′ qui n’est pas une racine deP :

0 =
∑ αi

(β − ai)

soit encore

0 =
∑ αi(β − ai)

|β − ai|2
.

On en déduit (en prenant le conjugué) :

0 =
∑ αi(β − ai)

|β − ai|2
.

Ainsi, β est un barycentre desai affectés de coefficients positifs, donc appartient à l’enveloppe convexe
desai.

Solution 83 1) CommeC ⊂ C, on adC ≤ dC . SoitM ∈ E et montrons quedC(M) ≤ dC(M). Soit
ε > 0. Il existeN ∈ C tel quedC(M) = d(M,N). Il existeNε ∈ C tel qued(Nε, N) ≤ ε. Donc

dC(M) ≤ d(M,Nε) ≤ d(M,N) + d(N,Nε) ≤ dC(M) + ε.

Comme ceci est vrai pour toutε, on en déduitdC(M) ≤ dC(M).

2) a) Commep(M) ∈ C, d(M ′) ≤ ||
−−−−−→
p(M)M ′||. On en déduit

d(M ′)2 ≤ ||
−−−−−→
p(M)M ′||2 = ||

−−−→
MM ′||2 + ||

−−−−−→
p(M)M ||2 + 2〈

−−−→
MM ′,

−−−−−→
p(M)M〉

≤ d(M)2 + 2〈
−−−→
MM ′,

−−−−−→
p(M)M〉+ ||

−−−→
MM ′||2.

b) On a

d(M ′)2 = ||
−−−−−−→
p(M ′)M ′||2 = ||

−−−→
MM ′ +

−−−−−→
p(M)M +

−−−−−−−−→
p(M ′)p(M)||2

= ||
−−−−−−−−→
p(M ′)p(M)||2 + ||

−−−−−→
p(M)M ||2 + ||

−−−→
MM ′||2 + 2〈

−−−−−→
p(M)M,

−−−→
MM ′〉
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+2〈
−−−−−−−−→
p(M ′)p(M),

−−−−−→
p(M)M〉+ 2〈

−−−−−−−−→
p(M ′)p(M),

−−−→
MM ′〉.

En utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz et le fait quep est1 lipschitzienne, on a

|〈
−−−−−−−−→
p(M ′)p(M),

−−−→
MM ′〉| ≤ ||

−−−→
MM ′||2.

En utilisant les minorations||
−−−−−−−−→
p(M ′)p(M)||2 ≥ 0 et 〈

−−−−−−−−→
p(M ′)p(M),

−−−−−→
p(M)M〉 ≥ 0, on obtient

d(M ′)2 ≥ ||
−−−−−→
p(M)M ||2 + 2〈

−−−−−→
p(M)M,

−−−→
MM ′〉 − ||

−−−→
MM ′||2.

c) On a donc par a) et b)

d(M ′)2 − d(M)2 − 2〈
−−−−−→
p(M)M,

−−−→
MM ′〉 = O(||

−−−→
MM ′||2).

Doncd2 est différentiable surE , de gradient2
−−−−−→
p(M)M. Doncd =

√
d2 est différentiable surE \ C carC

est le lieu d’annulation ded, et de gradient

−−−−−→
p(M)M
d(M)

.

3) a) Montrons qued(Mt) = d(Mt, N). Il suffit de voir qued(Mt) ≥ d(Mt, N). Sinon, il existe
N ′ ∈ C tel qued(Mt, N

′) < d(Mt, N) d’où

d(M,N ′) ≤ d(M,Mt) + d(Mt, N
′) < d(M,Mt) + d(Mt, N) = d(M,N).

Cette contradiction montre qued(Mt) = d(Mt, N). Doncd(Mt) = td(M). D’où

d(Mt)− d(M)

||
−−−→
MMt||

=
(t− 1)d(M)
(1− t)d(M)

= −1.

En faisant tendret vers1, on en déduit que

〈∇d(M),
−−→
MN

||
−−→
MN ||

〉 = −1.

b) Par l’inégalité de Cauchy-Schwarz,|〈∇d(M),
−−→
MN

||
−−→
MN ||

〉| ≤ |∇d(M)|. Commed est1 lipschit-

zienne,|∇d(M)| ≤ 1. On est donc dans le cas d’égalité dans l’inégalité de Cauchy-Schwarz. Ainsi,

∇d(M) =
−−→
NM

||
−−→
NM ||

.

c) S’il existe deux tels pointsN1 etN2, alors par b)

∇d(M) =
−−−→
N1M

d(M)
=
−−−→
N2M

d(M)
.

DoncN1 = N2...
4) a) La question 3) a montré que pour toutx /∈ C, il existe un unique élémentp(x) ∈ C tel que

d(x) = ||
−−−→
p(x)x||. De plus,∇d(x) =

−−−→
p(x)x
d(x)

. Donc ||X(x)|| = 1. Pour montrer queX est continu, il

suffit de voir quep est continu. On utilise un critère séquentiel : soit(xn) une suite convergeant vers
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x /∈ C.Montrons que la suite(p(xn)) converge versp(x). D’abord, la suite(p(xn)) est bornée. En effet,
fixonsy ∈ C. Alors, pour toutn ≥ 1,||xn − p(xn)|| ≤ ||xn − y||. Donc

||p(xn)|| ≤ ||xn − y||+ ||xn|| ≤ 2||xn||+ ||y||.

Comme la suite(xn) converge, elle est bornée. Donc la suite(p(xn)) est bornée. Soit alorsz une valeur
d’adhérence de la suite(p(xn)). CommeC est fermé, on az ∈ C. De plus, pour toutn ≥ 1, d(xn) =
||xn − p(xn)||. A la limite, d(x) = ||x − z||, ce qui montre quez = p(x). Doncp est continu, et par
suite,X est continu.

b) Par 4) a),||γ̇x(t)|| = 1 donc par le théorème des accroissements finis,γx est une fonction1
lipschitzienne.

c) Par la règle de composition des dérivées,

d

dt
d(γx(t)) = 〈∇d(γx(t)), γ̇x(t)〉

= 〈X(γx(t)), X(γx(t))〉 = ||X(γx(t))||2 = 1.

Donc par intégration de la fonction continuet 7→ d

dt
d(γx(t)), on en déduit

d(γx(t))− d(γx(s)) = t− s.

d) Par c),|t − s| = |d(γx(t)) − d(γx(s))|. Commed est1 lipschitzienne,|d(γx(t)) − d(γx(s))| ≤
||γx(t)−γx(s)||. Enfin, par b),||γx(t)−γx(s)|| ≤ |t−s|. Ainsi, ||γx(t)−γx(s)|| = |t−s| pour touts, t ∈

Ix et l’égalité a lieu dans b). SoitI = [a, b] un intevalle contenu dansIx.On posee =
γx(b)− γx(a)
||γx(b)− γx(a)||

.

Alors ∫ b

a
〈γ̇x(t), e〉 dt = 〈

∫ b

a
γ̇x(t) dt, e〉 = 〈γx(b)− γx(a), e〉

= ||γx(b)− γx(a)|| = |b− a| =
∫ b

a
1 dt.

On en déduit ∫ b

a
(〈γ̇x(t), e〉 − 1) dt = 0.

Comme l’intégrande est≤ 0 (par l’inégalité de Cauchy-Schwarz), on obtient que〈γ̇x(t), e〉 = 1 pour
toutt ∈ [a, b].On est donc dans le cas d’égalité dans l’inégalité de Cauchy-schwarz :γ̇x(t) = e.Ainsi,γx

décrit un intervalle de droite sur[a, b] et commea et b sont arbitraires, on en déduit queγx décrit un
intervalle de droite surIx. L’unicité en découle, puisque cette droite estla droite passant parx et dirigée
parX(0) (=γ̇x(0)).

La fonctionf : t 7→ x + tX(x) co&quot ;incide avecγx surIx et est bien définie surRn. De plus,

commeX(x) = ∇d(x) =
−−−→
p(x)x/d(x) (où p(x) est l’unique point deC tel qued(x, p(x)) = d(x)), on

en déduitf(]−d(x),+∞[) ⊂ Rn\C etf(−d(x)) = p(x) ∈ C.Donc on peut prendreIx =]−d(x),+∞[
et limt→−d(x) γx(t) = p(x).

e) i) Montrons que∀x /∈ C, C ⊂ Ex. Soitx /∈ C. Soit y dans la trajectoire deγx. Alors par unicité
de la trajectoire passant eny, on aγx = γy. Doncp(x) = p(y) (car c’est le point où la trajectoire deγx,

qui est aussi celle deγy, rencontreC). Soitν :=
−−−→
p(x)x. On définit pourt > 0, yt := x+ tν. Alors pour

tout t > 0, p(yt) = p(x) ce qui se réécritB(yt, d(yt)) ∩ C = ∅. DoncC ⊂ (∪t>0B(yt, d(yt)))c = Ex.

ii) Soit x /∈ C. Alors x /∈ Ex. On a donc l’égalitéC = ∩x/∈CEx. Ainsi, C est une intersection de
demi-espaces, et donc convexe.

73



Solution 83 1) Soient(x, t), (x′, t′) dans l’épigraphe def et θ ∈ [0, 1]. Par définition de l’épigraphe,
on at ≥ f(x) et t′ ≥ f(x′). Par convexité def, on af(θx+ (1− θ)x′) ≤ θf(x) + (1− θ)f(x′). D’où

f(θx+ (1− θ)x′) ≤ θt+ (1− θ)t′,

ce qui se réécrit(θx + (1 − θ)x′, θt + (1 − θ)t′) = θ(x, t) + (1 − θ)(x′, t′) est dans l’épigraphe def.
Celui-ci est donc convexe. De plus, il est fermé comme on peut le voir en utilisant un critère séquentiel
et le fait qu’une fonction convexe surRn est localement lipschitzienne surRn.

2) Soit (x, t) tel quet < f(x). Donc le convexe compact{(x, t)} est disjoint du convexe fermé
qu’est l’épigraphe def. Par le théorème de séparation, il existeν ∈ Rn+1 \ {0} etα ∈ R tel que pour
tout (y, s) vérifiants ≥ f(y), on a

〈ν, (y, s)〉 < α < 〈ν, (x, t)〉.

Notonsν = (a, c) ∈ Rn × R. D’où

〈a, y〉+ cs < α < 〈a, x〉+ ct. (3.8)

On fixey ∈ Rn. Comme la double inégalité précédente doit être vraie pour touts ≥ f(y), on obtient
(en faisants → +∞) que nécessairementc ≤ 0. Supposons par l’absurde quec = 0. Alors on a pour
tout y ∈ Rn, 〈a, y〉 < α < 〈a, x〉, ce qui amène à une contradiction si on prendy = λa et qu’on fait
λ→ +∞ (noter quea 6= 0 carν 6= 0). Doncc < 0. Quitte à diviser (3.8) par−c, on peut supposer que
c = −1, d’où

〈a, y〉 − f(y) < 〈a, x〉 − t, ∀y ∈ Rn

soit encoreg(y) < f(y) en posantg(y) = 〈a, y − x〉 + t qui est bien une fonction affine telle que
g(x) = t.

3) Notonsg(x,t) la fonction définie précédemment puis

h := sup
{(x,t):t<f(x)}

gx,t.

Montrons queh = f. Commegx,t ≤ f pour toutx, t, on ah ≤ f. Soitx ∈ Rn. Si h(x) < f(x), alors
il existet ∈]h(x), f(x)[ et on peut définirgx,t. On agx,t(x) = t > h(x) ce qui contredit la définition de
h. Donch(x) = f(x). Finalement,f = h s’écrit bien comme le supremum d’une famille de fonctions
affines.

4) Commençons par observer que l’inégalité de Jensen est une égalité lorsquef est une fonction
affine (par linéarité de l’intégrale et le fait queµ(X) = 1). Ensuite, comme on peut écriref = supi fi

où lesfi sont affines, on a pour touti, fi ≤ f, d’où

fi

(∫
X
u(t) dµ(t)

)
=
∫

X
fi(u(t)) dµ(t) ≤

∫
X
f(u(t)) dµ(t)

(par monotonie de l’intégrale). Le résultat s’en déduit en prenant lesupi dans le membre de gauche.

Solution 84 L’image deF est un sous-espace vectoriel deRm+1 et donc en particulier un convexe
fermé. On peut le séparer du convexe compact{(0, . . . , 0, 1)} : il existe (a1, . . . , am+1) ∈ Rm+1 et
α ∈ R tels que

m∑
i=1

aifi(x) + am+1f(x) < α < am+1 ∀x ∈ X. (3.9)

Ceci montre que l’image deF est un sous-espace vectoriel deR majoré et donc réduit à{0} : ainsi,
m∑

i=1

aifi(x) + am+1f(x) = 0,

ce qui implique (par (3.9)) queam+1 > 0. Doncf est bien une combinaison linéaire desfi.
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Solution 85 1) On commence par montrer que siun → u, alors

lim inf
n→+∞

(sup
v
f(un, v)) ≥ sup

v
f(u, v).

Soita < supv f(u, v). Il existev ∈ V tel quef(u, v) > a. Commef(·, v) est continue, il existen0 tel
que pour toutn ≥ n0, f(un, v) ≥ a. D’où supv f(un, v) ≥ a. On en déduit

lim inf
n→+∞

(sup
v
f(un, v)) ≥ a.

Comme ceci est vrai pour touta < supv f(u, v), on a bien

lim inf
n→+∞

(sup
v
f(un, v)) ≥ sup

v
f(u, v).

On utilise ce résultat pour montrer que l’inf deinfu supv f(u, v) est atteint. Soit(un) une suite
minimisante, c’est-à-dire telle quesupv f(un, v) → infu supv f(u, v). CommeU est compact, quitte
à extraire une sous-suite (ce qu’on ne note pas), on peut supposer que(un) converge vers un élément
u0 ∈ U. D’après le résultat montré précédemment,lim infn→+∞ supv f(un, v) ≥ supv f(u0, v). Or
lim infn→+∞ supv f(un, v) = infu supv f(u, v). On en déduit

inf
u

sup
v
f(u, v) ≥ sup

v
f(u0, v) ≥ inf

u
sup

v
f(u, v)

et donc
sup

v
f(u0, v) = inf

u
sup

v
f(u, v),

ce qui montre bien que l’inf est atteint.
Enfin, dans le membre de droite, pour toutv, u 7→ f(u, v) est une fonction continue sur le compact

U, et atteint donc son minimum.
2) On a pour toutu0 ∈ U, v ∈ V, −∞ < minu f(u, v) ≤ f(u0, v). On prend le sup surV. Il vient

−∞ < supv minu f(u, v) ≤ supv f(u0, v). On prend le min suru0 ∈ U. Il vient

−∞ < sup
v

min
u
f(u, v) ≤ min

u0

sup
v
f(u0, v),

ce qui est le résultat attendu.
3) Supposons par l’absurde qu’il existeu0 ∈ ∩vU(v). Alors pour toutv ∈ V, on af(u0, v) ≤ α.

Donc supv f(u0, v) ≤ α. Doncminu supv f(u, v) ≤ supv f(u0, v) ≤ α, c’est-à-direβ ≤ α, ce qui
contredit notre hypothèse. Donc∩vU(v) = ∅.

4) LesU(v) sont des fermés du compactU, ils sont donc compact. On sait que de toute intersection
vide de compact, on peut extraire une intersection finie vide de ces compacts : il existev1, . . . , vn tels
que∩n

i=1U(vi) = ∅.
5) D’après 4), on a pour toutu ∈ U, il existe i ∈ {1, . . . , n} tel queu /∈ U(vi), c’est-à-dire

f(u, vi) > α. CommeE = {x|∃u ∈ U : ∀i, xi ≥ f(u, vi)}, on voit que(α, . . . , α) /∈ E. On vérifie
queE est fermé par un critère séquentiel en utilisant la continuité def(·, vi) pour touti et la compacité
deU. La convexité deE résulte de la convexité def(·, vi) pour touti.

6) On sépare le convexe ferméE du convexe compact(α, . . . , α) : il existe (a1, . . . , an) et a ∈ R
tels que

α
∑

i

ai < a <
∑

aixi ∀x ∈ E.

En utilisant la définition deE, on a donc : pour toutu ∈ U, pour toutri ≥ 0,

α
∑

i

ai < a <
∑

aif(u, vi) +
∑

airi.
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En faisant tendre successivement chaqueri → +∞, on voit que nécessairement, on aai ≥ 0 pour
tout i = 1, . . . , n. Ensuite, si

∑
ai = 0, c’est donc que chaqueai = 0 : cela contredit les inégalités

strictes. Donc
∑
ai > 0 et quitte à diviser chaque membre de l’inégalité par

∑
ai, on peut supposer que∑

ai = 1. En utilisant la concavité def(u, ·), on a
∑
aif(u, vi) ≤ f(u,

∑
aivi). Finalement, on a (en

prenant tous lesri = 0)
α < a < f(u,

∑
aivi).

Comme ceci est vrai pour toutu, on a (en notantv :=
∑
aivi)

α < a < min
u
f(u, v).

Ceci contredit la définition deα.
7) On applique ce qui précède àU = Σ, V = S, f(u, v) = −〈u, v〉.

Solution 86 SoientA,B,C,D 4 points non coplanaires. Un point extrémal de l’enveloppe convexe
co(A,B,C,D) appartient nécessairement àA,B,C,D (par définition de l’extrémalité). SoitS l’en-
semble des points extrémaux. On a doncS ⊂ {A,B,C,D}. Or par le théorème de Krein-Milman,

co(A,B,C,D) = co(S).

Comme co(A,B,C) 6⊃ co(A,B,C,D) (et non inclusions analogues obtenues par permutation circu-
laire des pointsA,B,C,D), on obtientS = {A,B,C,D}.

Solution 87 1) L’application est bilinéaire symétrique. Pour voir qu’elle est définie positive, on peut
écrireA = PDP−1 avecD diagonale,P orthogonale. On en déduittr A2 = tr D2 =

∑
λ2

i , en notant
λi les valeurs propres deA, ce qui montre quetr A2 ≥ 0 avec égalité ssiA = 0.

2) Soit(ei) une b.o.n de vecteurs propres pourA associés aux valeurs propres(λi). On a donc pour
toutx ∈ Rn,

Ax =
∑

i

λi〈x, ei〉ei =
∑

i

λieie
T
i x. (3.10)

3) S’il existex ∈ Rn tel queA = xxT , alors les vecteurs colonnes deA sont tous proportionnels
à x, doncA est de rang1. Réciproquement, siA est une matrice diagonalisable de rang1, alors elle a
une seule valeur propre non nulle, qui est de multiplicité1. En particulier, si elles est symétrique, dans
l’écriture (3.10), tous lesλi sont nuls sauf1 et on a bienA = λeeT = (

√
λe)(

√
λe)T .

4) a) L’ensembleΩ1 est l’intersection du cône convexe ferméS+
n (R) et de l’espace affine{M :

trM = 1}. C’est donc un convexe fermé. De plus, la norme euclidienne deM ∈ Ω1 (pour le produit
scalaire de 1)) est

√
trM2. Or trM2 =

∑
λ2

i où on a notéλi les valeurs propres deM. Comme elles
sont positives et que leur somme vaut1, on en déduitλi ∈ [0, 1], doncλ2

i ≤ λi et finalement∑
λ2

i ≤
∑

λi = 1. (3.11)

DoncΩ1 est aussi borné. C’est bien un convexe compact.
b) SiM ∈ Ω1, alors on peut écrire comme en (3.10)M =

∑
λieie

T
i avec de plusλi ∈ [0, 1] d’après

4) a). DoncM apparaît bien comme une combinaison convexe de matrices de la formeeie
T
i , où lesei

sont unitaires.
c) Par b), tous les points extrémaux sont de la formexxT avec||x|| = 1. Réciproquement, si||x|| =

1, montrons quexxT est extrémal dansΩ1. Soit α ∈]0, 1[ tel quexxT = αM + (1 − α)N, oùM et
N appartiennent àΩ1. En notant|| · || la norme euclidienne associée au produit scalaire défini en 1),
on vérifie que||xxT || = 1. En utilisant (3.11), on a||M || ≤ 1 et ||N || ≤ 1. En utilisant l’inégalité
triangulaire dansxxT = αM + (1 − α)N, on voit qu’en fait||M || = 1 et ||N || = 1, ce qui implique
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toujours par (3.11) queλ2
i (M) = λi(M) pour touti, et doncλi(M) ∈ {0, 1}. On en déduit qu’une

seule valeur propre (avec multiplicité1) vaut1 et que toutes les autres sont nulles. AinsiM est de rang
1 et donc de la formeyyT , avec||y|| = 1 (car||M || = 1). De mêmeN est de rang1 et de la formezzT

avec||z|| = 1. On ayyTx = 〈y, x〉y etzzTx = 〈z, x〉z. Alors

x = 〈x, x〉x = xxTx = αyyTx+ (1− α)zzTx = α〈y, x〉y + (1− α)〈z, x〉z.

Comme||x|| = ||y|| = ||z|| = 1, on en déduit quex = y = z d’où xxT = M = N. (On aurait pu
aussi utiliser que danstout espace euclidien, les points extrémaux de la boule unité sont les points de la
sphère unité et appliquer ce résultat àSn(R) avec le produit scalaire de la question 1).
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Chapitre 4

Coniques et quadriques

Dans toute le suiteE désigne un espace affine de directionE et de dimensionn ∈ {2, 3}.

4.1 Définitions

Définition 36 Une applicationf : E → E est un polynôme de degré2 s’il existe un pointO ∈ E , une
forme quadratique non nulleq : E → R, une forme linéaireLO : E → R et une constantecO tels que

f(M) = q(
−−→
OM) + LO(

−−→
OM) + cO.

Exercice 88 1) Montrer que sif est un polynôme de degré2, alors pour toutΩ ∈ E , il existe une
forme quadratique non nulleq, une forme linéaireLΩ et une constantecΩ tels que

f(M) = q(
−−→
ΩM) + LΩ(

−−→
ΩM) + cΩ. (4.1)

Montrer queq ne dépend pas deΩ.
2) Calculer la différentielle def en un pointMO deE .

Preuve :
1) On af(M) = q(

−→
OΩ+

−−→
ΩM)+LO(

−→
OΩ+

−−→
ΩM)+cO. En notantB la forme bilinéaire symétrique

associée àq, on a

q(
−→
OΩ +

−−→
ΩM) = q(

−→
OΩ) + q(

−−→
ΩM) + 2B(

−→
OΩ,

−−→
ΩM)

et
LO(

−→
OΩ +

−−→
ΩM) = LO(

−→
OΩ) + LO(

−−→
ΩM).

On peut donc poser

LΩ(t) = LO(t) + 2B(
−→
OΩ, t) , cΩ = cO + q(

−→
OΩ) + LO(

−→
OΩ).

2) On a pour toutM ∈ E , t ∈ E,

f(M+t) = q(
−−→
OM+t)+LO(

−−→
OM+t)+cO = q(

−−→
OM)+q(t)+2B(

−−→
OM, t)+LO(

−−→
OM)+LO(t)+cO

= f(M) + 2B(
−−→
OM, t) + LO(t) + q(t).

Il existe une base orthonormée(e1, . . . , en) dans laquelle la matrice deq est diagonale : il existe
λ1, . . . , λn tels que pour toutt =

∑n
i=1 tiei, on a

q(t) =
n∑

i=1

λit
2
i
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Donc |q(t)| ≤ C||t||2 (avecC := max(|λ1|, . . . , |λn|)). On en déduit quef est différentiable en
M de différentielledf(M)(t) = 2B(

−−→
OM, t) + LO(t).

�

Remarque 8 Si (O, e1, ..., en) est un repère deE , en notant(x1, ..., xn) les coordonnées deM, f(M)
est de la forme

f(M) =
∑

aijxixj +
∑

bixi + cO

avecaij = q(ei, ej) et bi = LO(ei).

Définition 37 On appelle quadrique affine la classe d’équivalence d’un polynôme du second degré
f : E → R sous la relation

f ∼ g
def⇐⇒ ∃λ 6= 0 tel quef = λg.

Une quadrique plane est appelée conique. L’ensemble des points deE vérifiant l’équationf(M) = 0
est l’image de la quadrique.

Définition 38 On dit qu’un pointΩ tel queLΩ = 0 dans (4.1) est un centre pour la quadrique. Quand
il y a un centre unique, on dit que la quadrique est une quadrique à centre.

Exercice 89 1) Soitf(M) = q(
−−→
OM) + LO(

−−→
OM) + cO un polynôme de degré2. Montrer queΩ

est un centre de la quadrique associée si et seulement si2B(
−→
OΩ, ·) + LO = 0, en notantB la

forme bilinéaire symétrique associéeæ̀q.
2) Comment trouver les centres d’une quadrique sif est donné en coordonnées :f(M) =

∑
aijxixj+∑

bixi + cO ?

Preuve :
1) Cela résulte du calcul fait dans l’exercice 88.
2) D’après l’exercice 88, cela revient à calculer les pointsM de coordonnées(x1, . . . , xn) tels que
df(M) = 0. Autrement dit, on résout le système2

∑
i aikxi + bk = 0, ∀1 ≤ k ≤ n.

Définition 39 On dit qu’une forme quadratiqueq : E → R est non dégénérée si pour toutx ∈ E,

(∀y ∈ E,B(x, y) = 0) =⇒ x = 0,

oùB est la forme polaire deq (B(x, y) =
1
2
[q(x+ y)− q(x)− q(y)]).

Remarque 9 De manière équivalente,x ∈ E 7→ B(x, ·) ∈ E∗ est injective (et donc bijective puisqu’on
est en dimension finie).

Exercice 90 On noteΦ : x ∈ E 7→ B(x, ·) ∈ E∗. Soit(ei) une base deE et (e∗i ) la base duale. Quelle
est la matrice deΦ dans ces bases ?

Preuve : On a pour tout1 ≤ i ≤ n et pour toutx ∈ E,

B(ei, x) =
n∑

j=1

xjB(ei, ej) =
n∑

j=1

B(ei, ej)e∗j (x).

DoncB(ei, ·) =
∑n

j=1B(ei, ej)e∗j . Donc la matrice deΦ dans ces bases est la matrice deB (qui est
aussi la matrice deq) dans la base(ei).

�
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Exercice 91 Pour qu’une quadrique affine soit une quadrique à centre, il faut et il suffit que la partie
quadratiqueq d’un des polynômes qui la définissent soit non dégénérée.

Preuve : En effet, d’après l’exercice 90, ces deux conditions sont équivalentes au fait que la matrice de
q dans une base soit inversible.

�

Définition 40 La quadrique de l’espace affineE définie par le polynômef(M) = q(
−−→
OM)+L(

−−→
OM)+c

est dite propre si la forme quadratique définie surE × R par

Q(u, z) = q(u) + L(u)z + cz2

est non dégénérée. Cette forme quadratique est dite homogénéisée deq.

Exercice 92 Montrer que cette définition est consistante : siQO(u, z) = q(u) +LO(u)z +cOz2 est non
dégénérée, alors pour toutΩ ∈ E , QΩ(u, z) = q(u) + LΩ(u)z + cΩz

2 est non dégénérée. On pourra

remarquer queQΩ(u, z) = QO(u+ z
−→
OΩ, z).

Preuve : D’après l’indication, on aQΩ = QO ◦ f où f(u, z) = (u + z
−→
OΩ, z) est inversible. Fixons

une base, et notonsA,B,C les matrices deQO, QΩ et f dans cette base respectivement. On a alors
B = CtAC. Ainsi, B est inversible si et seulement siA est inversible. Autrement dit,QO est non
dégénérée si et seulement siQΩ est non dégénérée.

�

Exercice 93 Les coniques suivantes, données dans un repère affine d’un espace affineE de dimension
2 sont-elles à centre ? Sont-elles propres ?

i) f(x, y) = xy,
ii) f(x, y) = x2,
iii) f(x, y) = x2 + y2 − 1,
iv) f(x, y) = x2 − y.

4.2 Classification et propriétés des coniques affines

Pour classer les coniques affines, il est plus simple d’introduire d’abord une structure euclidienne
surE , de faire une classification euclidienne, puis d’en déduire une classification affine.

On munit doncE d’une structure euclidienne. En particulier,E devient un espace métrique pour la
distance induite par le produit scalaire.

Théorème 8 Une conique propre à centre (d’image non vide) admet pour équation dans un repère
orthonormé d’origine le centre

- soit
x2

a2
+
y2

b2
= 1 (la conique est alors une ellipse),

- soit
x2

a2
− y2

b2
= 1 (la conique est alors une hyperbole),

pour deux nombres strictement positifsa et b, aveca ≥ b dans le cas de l’ellipse.

Remarque 10 Il s’agit d’un résultat de classification au sens où le théorème donne les orbites de l’ac-
tion du groupe des isométries affines du plan sur l’ensemble des coniques propres à centre d’image non
vide.
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L’action du groupe des isométries sur l’ensemble des coniques est définie de la manière suivante :
soientφ une isométrie affine du plan etC une conique (i.e. une classe d’équivalences de polynômes
du second degré). Soitf un représentant deC. Alors l’action deφ surC, notéeφ(C), est la classe de
f ◦ φ−1 (dont on vérifie que c’est encore un polynôme du second degré ; de plus, sif ∼ g, alors
f ◦φ−1 ∼ g ◦φ−1, donc l’action est bien définie et il est facile de voir que c’est bien une action !). Noter
que l’image parφ de l’image de la coniqueC est l’image de la coniqueφ(C).

Montrons à présent la remarque. FixonsR = (O; e1, e2) un repère orthonormé de référence. Pour

tout a ≥ b > 0, notonsEa,b l’ellipse d’équation
x2

a2
+
y2

b2
= 1 dansR et pour touta, b > 0, Ha,b

l’hyperbole d’équation
x2

a2
− y2

b2
= 1 dansR. Soit maintenantC une conique. Le théorème dit qu’il

existe un repère orthonorméR′ = (O′, e′1, e
′
2) tel que l’équation deC dansR′ est

x2

a2
+
y2

b2
= 1 ou

x2

a2
− y2

b2
= 1 pour certainsa, b > 0 avec de plusa ≥ b dans le cas de l’ellipse. Soitφ l’isométrie qui

envoieR surR′. Alors C = φ(Ea,b) ou C = φ(Ha,b) selon le cas (s’en assurer !). Donc l’action des
isométries sur l’ensemble des coniques propres à centre a bien comme orbites :

1) ∀a ≥ b > 0, l’orbite deEa,b,
2) ∀a, b > 0, l’orbite deHa,b.

Preuve du théorème SoitC une conique propre à centre. Soitf un polynôme du second degré dans la
classe deC etO le centre deC. On a donc

f(M) = q(
−−→
OM) + c.

Soit (ε1, ε2) une base orthonormée deE etA la matrice deQ dans cette base. Comme toute matrice
symétrique est orthogonalement semblable à une matrice diagonale, il existe une matrice orthogonaleP
telle queP−1AP soit une matrice diagonaleD. Soit (e1, e2) le base deE telle queP soit la matrice de
passage de(ε1, ε2) à (e1, e2). Le fait queP soit orthogonale a deux conséquences :

1) la base(e1, e2) est orthonormée,
2) P−1 = P t, et doncD est la matrice deq dans la base(e1, e2).
Pour résumer, il existe une base orthonormée(e1, e2) deE où la matrice deq est diagonale. Soit

R = (O, e1, e2). Alors dans les coordonnées deR, f s’écrit :

f(x, y) = αx2 + βy2 + c.

Commeq est non dégénérée (carC a un centre unique),α etβ sont tous les deux non nuls. CommeC est
propre, la forme quadratique homogénéiséeQ qui s’écrit en coordonnéesQ(x, y, z) = αx2+βy2+cz2,
est non dégénérée, doncc n’est pas nul. On peut donc écrire l’équation de la conique sous la forme

−α
c
x2 − β

c
y2 = 1.

Si les deux coefficients sont strictement négatifs, la conique est vide. S’ils sont strictement positifs, on a
bien l’équation d’une ellipse. S’ils sont de signes opposés, c’est une hyperbole.

�

Théorème 9 Si C est une conique propre d’image non vide qui n’a pas de centre, il existe un repère
orthonormé dans lequel l’équation de la conique esty2 = 2px pour un nombre réel strictement positif
p.

82



Preuve : Soitf un polynôme du second degré représentantC et q la forme quadratique associée àf.
Commeq est dégénérée, il existe une base orthonormée dans laquelleq est de la formeq(x, y) = ay2

aveca 6= 0. L’équation de la conique dans un repère associé à cette base, est de la forme

ay2 + αx+ βy + γ = 0.

En posantX = x, Y = y +
β

2a
(c’est-à-dire en translatant l’origine du repère précédent), l’équation

devient
aY 2 + αX + c = 0

avecc = γ − β2

4a2
. Comme la conique est propre,α 6= 0. Avec un nouveau changement d’origine et

éventuellement un changement d’orientation de l’axe desx, l’équation devient

y2 = bx avec b > 0.

�
Les équations

x2

a2
+
y2

b2
= 1 ,

x2

a2
− y2

b2
= 1 , y2 = 2px

sont ditesréduites. Les nombres positifs2a, 2b etp sont respectivements lesaxes(coniques à centre) et
le paramètre(parabole). L’origine du repère dans lequel est écrite l’équation réduite d’une parabole est
le sommetde cette parabole.

Pour les coniques à centre, l’origine du repère est un centre de symétrie (i.e. la symétrie centrale de
centre l’origine stabilise la conique ) et les axes sont des axes de symétrie (i.e. la réflexion par rapport à
ces axes stabilise la conique).

Quanda = b, une ellipse est uncercle, une hyperbole est diteéquilatère.

Exercice 94 SoitE un plan affine euclidien.
1) SoitE une ellipse. Montrer qu’il existe un repère orthonormé dans lequel l’image de l’ellipse est

une courbe paramétrée d’équationt 7→ (a cos t, b sin t). En déduire qu’une ellipse est connexe,
compacte.

2) SoitH une hyperbole. Montrer qu’il existe un repère orthonormé dans lequel l’image de l’hy-
perbole est une courbe paramétrée d’équationt 7→ (±acht, bsht). En déduire qu’une hyperbole
possède deux composantes connexes non bornées.

3) Donner une paramétrisation d’une parabole. En déduire qu’une parabole est connexe, non bor-
née.

On en déduit donc que les coniques propres compactes sont les ellipses, non compactes et connexes sont
les paraboles et non compactes, non connexes sont les hyperboles.

Exercice 95 Dans le plan euclidien, décrire les ensembles définis dans un repère orthonormé parx2 −
2xy+y2+λ(x+y) = 0, x2+xy+y2 = 1, xy+λ(x+y)+1 = 0, y2 = λx2−2x, x2+xy−2y+λx+1 =
0. Le cas échéant, on donnera les axes, sommets, paramètres.

On passe maintenant à la classification affine des coniques propres. On se place donc dans un espace
affineE qui a priori n’est pas muni d’une structure euclidienne.

Théorème 10 SoitC une conique propre d’image non vide d’un plan affine. Il existe un repère affine
dans lequel une équation deC a une (et une seule) des formes :

x2 + y2 = 1 (ellipse), x2 − y2 = 1 (hyperbole), y2 = x (parabole).
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En particulier, siC et C′ sont deux coniques propres d’image non vide, pour qu’il existe une trans-
formation affine envoyantC surC′, il faut et il suffit queC et C′ aient le même type (c’est-à-dire soient
toutes les deux une ellipse, ou une hyperbole, ou une parabole). Autrement dit, si on fait agir le groupe
des bijections affines sur l’ensemble des coniques propres d’image non vide, on obtient3 orbites : celle
des ellipses, celle des hyperboles et celle des paraboles. Pour le justifier, on reprend le paragraphe qui
suit la remarque 10 en remplaçant le motisométriepar les motsbijection affine.

Preuve du théorème 10 : Pour montrer l’existence du repère affine, on introduit une structure eu-
clidienne quelconque surE (en décrétant par exemple qu’une base donnée deE est orthonormée). On
applique alors les théorèmes 8 et 9 pour obtenir un repère(O, e1, e2) dans lequel l’équation de la co-
nique est(x/a)2 ± (y/b)2 = 1 (coniques à centre) ouy2 = 2px (paraboles). Dans le cas des coniques à
centre, on posee′1 = ae1 ete′2 = be2. L’équation dans le repère(O, e′1, e

′
2) estx2 ± y2 = 1. Dans le cas

des paraboles, on posee′2 = e2 ete′1 = e1/2p. L’équation devienty2 = x.

Il reste à justifier le fait qu’une conique ne peut pas avoir l’une des trois équations dans un repère
et une autre des trois équations dans un autre repère. On peut le voir par exemple en se souvenant que
les ellipses sont les seules coniques propres compactes, les paraboles sont les seules coniques propres
connexes non compactes et les hyperboles les seules coniques propres non connexes. Comme les pro-
priétés de connexité et compacité sont préservées par les bijections affines, une conique a le même type
dans tous les repères.

�
Ce théorème n’a pas seulement une importance théorique. Ainsi pour montrer des propriétésaffines

d’une ellipse, on peut se ramener par une bijection affine à un cercle, où la propriété devient évidente.

Exercice 96 Montrer que la droite qui joint le centre d’une ellipse au milieu d’une cordeMM ′ passe
par le point commun aux tangentes à l’ellipse enM etM ′.

Dans l’exercice précédent intervient la notion de tangente. Pour la définir rigoureusement, on va
faire intervenir (un peu) de géométrie différentielle.

Les coniques propres admettent une équation implicite, c’est-à-dire de la formeF (x, y) = 0, oùF
est une fonctionC∞, et une équation paramétrée, c’est-à-dire de la formet 7→ (x(t), y(t)).

Un point régulier d’une courbe implicite donnée parF (x, y) = 0 est un point de coordonnée(x0, y0)
tel que∇F (x0, y0) 6= 0. La tangente est alors bien définie et admet pour équation

〈(x, y)− (x0, y0),∇F (x0, y0)〉 = 0.

Le vecteur∇F (x0, y0) est un vecteur normal à la tangente.
Un point régulier d’une courbe paramétrée donnée part 7→ (x(t), y(t)) est un point de coordonnée

(x(t0), y(t0)) tel que(ẋ(t0), ẏ(t0)) 6= (0, 0). La tangente est alors bien définie et admet pour équation

x(t0, y0) + R(ẋ(t0), ẏ(t0)).

Le vecteur(ẋ(t0), ẏ(t0)) est un vecteur tangent à la droite.
Lorsqu’on peut écrire une courbe sous forme paramétrée et implicite, les définitions co&quot ;ıncident

(il suffit pour le voir de dériver la fonction constantet 7→ F (x(t), y(t))).

Exercice 97 Donner une expression explicite de la tangente à une conique propre, sous forme carté-
sienne, puis sous forme paramétrée. Montrer qu’une droite est tangente à une ellipse si et seulement
si elle coupe cette ellipse en un unique point (on pourra se ramener au cas du cercle). Cette propriété
reste-t-elle vraie pour les paraboles ?
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4.3 Définitions métriques des coniques

4.3.1 Définition par foyers et directrices

Dans cette section,E désigne un espace affine euclidien.

Proposition 24 1) Pour toute conique propre d’image non vide qui n’est pas un cercle, il existe un
pointF appelé foyer, une droiteD ne contenant pasF, appelée directrice et un nombre strictement
positif e appelé excentricité tels que la conique soit l’ensemble des pointsM tels queFM =
ed(M,D).

2) Inversement, étant donnés un pointF , une droiteD ne contenant pasF et un nombree > 0,
l’ensemble des pointsM du plan tels queFM = ed(M,D) est une conique propre, une ellipse
si e < 1, une parabole sie = 1 et une hyperbole sie > 1.

Preuve : 2) SoitF un point etD une droite ne passant pas parF. On choisit un repère orthonormé tel
queD soit parallèle à l’axe desy etF soit sur l’axe desx. On note(c, 0) les coordonnées deF etx = h
l’équation deD. Un pointM de coordonnées(x, y) vérifieFM = ed(M,D) si et seulement si

(x− c)2 + y2 = e2(x− h)2, (4.2)

qui est bien l’équation d’une conique. Pour déterminer sa nature, on distingue deux cas :
a) Si e = 1, on choisit l’origineO du repère telle queh = −c. L’équation devienty2 = 4cx, la

conique est une parabole de sommetO et de paramètre2|c|.
b) Sie 6= 1, on choisit l’origineO du repère telle queh = c/e2. L’équation devient

x2

(c/e)2
+

y2

(1− e2)(c/e)2
= 1. (4.3)

On a une ellipse sie < 1 et une hyperbole sie > 1.
1) Inversement, soitC une ellipse. Dans un repère orthonormé bien choisi, elle admet l’équation

réduite
x2

a2
+
y2

b2
= 1 avec a > b > 0.

Il suffit de posere =

√
1− b2

a2
, c = ae eth = c/e2 pour réécrire cette équation sous la forme (4.3) puis

(4.2), et donc obtenir que l’ellipse est bien l’ensemble des pointsM tels queFM = ed(M,D) oùF est
le point de coordonnée(c, 0) etD la droite d’équationx = h.

Maintenant, siC est une hyperbole, la seule différence avec ce qui précède est qu’on posee =

√
1 +

b2

a2
.

Enfin, dans le cas de la parabole, dans un repère orthonormé bien choisi, elle admet l’équation réduite

y2 = 2px.

On posec = p/2 eth = −c. On reconnaît alors l’ensemble des pointsM tels queFM2 = d(M,D)2

oùF est le point d’abscissec etD la droite d’équationx = h.
�

Dans la deuxième partie de la preuve pour l’ellipse et l’hyperbole, on aurait aussi pu poserc = −|ae|
et obtenir le même ensemble. Autrement dit, une ellipse ou une hyperbole ont deux foyers et deux
directrices associées. Les deux foyers et les deux directrices sont symétriques par rapport au centre.

Le calcul précédent montre que pour une ellipse, le foyer (de coordonnées(c, 0) avec par exemple
c > 0) et le centre de symétrie (de coordonnées(0, 0)) sont du même côté de la directrice (d’équation
x = h avech = c/e2) et que l’ellipse est contenue dans le demi-plan de frontière la directrice et
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qui contient son centre ( autrement dit, siM(x, y) est dans l’ellipse, alorsx < h). On en déduit (en
considérant l’autre paire foyer/directrice) qu’ une ellipse est contenue dans la bande délimitée par les
deux directrices.

Concernant les hyperboles, un calcul analogue montrerait que le centre et un foyer sont de part et
d’autre de la directrice correspondante. Les deux branches de l’hyperbole (ses composantes connexes)
sont situées hors de la bande délimitée par les deux directrices.

Exercice 98 SoitF un foyer de l’ellipseC et soitD la directrice correspondante. SiM est un point de
C, soitP le point d’intersection de la perpendiculaire à(MF ) enF et de la droiteD. Alors la droite
(PM) est tangente àC enM. (On rappelle que pour une ellipse, une droite est tangente si et seulement
si elle a un unique point d’intersection avec l’ellipse).

Même question lorsqueC est une parabole.

4.3.2 Définition bifocale

Proposition 25 1) Une ellipse de foyersF etF ′ est l’ensemble des pointsM tels queMF+MF ′ =

2a pour un certaina >
1
2
FF ′.

2) Une hyperbole de foyersF etF ′ est l’ensemble des pointsM tels que|MF −MF ′| = 2a pour

un certaina <
1
2
FF ′.

Preuve : 1) SiC est une ellipse de foyersF etF ′ et siD etD′ sont les directrices correspondantes, on a

MF +MF ′ = e(d(M,D) + d(M,D′)) = ed(D,D′)

car l’ellipse est située entre les deux directrices. On posea = ed(D,D′)/2 et on a donc

C ⊂ C′ := {M : MF +MF ′ = 2a}

avec2a > FF ′.

Montrons l’inclusion réciproque. On choisit un repère d’origine le milieu deFF ′ et d’axe desx la
droiteFF ′ de sorte que les pointsF etF ′ ont pour coordonnées(c, 0) et (−c, 0) pour un certainc > 0.
Si (x, y) sont les coordonnées d’un pointM, alors

MF 2 +MF ′2 = 2(x2 + y2 + c2) ,MF 2 −MF ′2 = 4cx.

AlorsMF +MF ′ = 2a > 0 impliqueMF ′ −MF = 2cx/a. On résout ce système :

MF = a− cx/a et MF ′ = a+ cx/a

et donc
(a− cx/a)2 + (a+ cx/a)2 = 2(x2 + y2 + c2),

équation qu’on peut réécrire :

(a2 − c2)(
x2

a2
− 1) + y2 = 0

ou encore :
x2

a2
+

y2

a2 − c2
= 1.

C’est l’équation d’une ellipse (cara > c) et plus précisément (voir calcul de la proposition 24) l’ellipse
d’ellipticité e = c/a, de foyers d’abscisse±c et de directrices d’équationsx = ±h avech = c/e2 =
a/e. On reconnaît donc l’ellipseC. Ainsi, C = C′.
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2) Pour une hyperbole, les branches n’étant pas contenues dans la bande délimitée par les deux
directrices mais étant de part et d’autre, on a

|MF −MF ′| = |ed(M,D)− ed(M,D′)| = ed(D,D′).

La suite du calcul est identique.
�

4.4 Quadriques et résultant

Exercice 99 SoitA un anneau factoriel etP,Q deux polynômes deA[X] de degré respectifm et n
strictement positifs. On noteP ∧Q le pgcd deP etQ.

1) Montrer queP ∧Q est un polynôme non constant si et seulement si il existe deux polynômesU
etV tels que degU < n, degV < m etUP + V Q = 0.

2) On désigne parA[X]d le A module libre des polynômes de degré inférieur ou égal àd. Soitf
l’applicationA linéaire suivante :

f : (U, V ) ∈ A[X]n−1 ×A[X]m−1 → UP + V Q ∈ A[X]m+n−1

On appelle résultant deP etQ, et l’on note rés(P,Q) le déterminant de l’applicationf calculé
dans les bases

((Xn−1, 0), ..., (1, 0), (0, Xm−1), ..., (0, 1)) et (Xm+n−1, ..., 1).

NotonsP = pmX
m + ...+ p0 etQ = qnX

n + ...+ q0. Montrer que

rés(P,Q) =

pm pm−1 . . . p0

pm pm−1 . . . p0

... ... ...
pm pm−1 . . . p0

qn qn−1 . . . q0
qn qn−1 . . . q0

... ... ...
qn qn−1 . . . q0

Lesn premières lignes sont construites à partir des coefficients deP, lesm dernières à partir de
ceux deQ. Les entrées non spécifiées sont nulles.

3) Montrer queP ∧ Q est un polynôme non constant si et seulement si rés(P,Q) = 0 (on pourra
considérer le corps des fractions deA et l’applicationf̂ : K[X]n−1 ×K[X]m−1 → K[X]m+n−1

construite sur le modèle def ).

Le résultant peut être utilisé pour ramener un système de2 équations polynomiales en2 variables à
des équations en1 variable :

Exercice 100 Calculer le résultant résY (P,Q) des polynômesP = X2 − XY + Y 2 − 1 et Q =
2X2 + Y 2 − Y − 2 par rapport à la variableY (autrement dit, on considèreP et Q comme des
polynômes à coefficients dansA = R[X]). En déduire comment trouver les points d’intersection des
ellipses d’équationP = 0 etQ = 0.

On peut aussi utiliser le résultant pour passer d’une paramétrisation d’une courbe à son équation
implicite :

Exercice 101 Donner l’équation implicite de la courbe paramétrée :x(t) = t2 + 1, y(t) = t2 + t. On
pourra considérer les polynômesX − T 2 − 1 etY − T 2 − T et éliminerT.
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4.5 Solutions des exercices

Solution 93
i) Conique à centre de centre(0, 0) qui n’est pas propre (c’est la réunion de deux droites).
ii) Conique qui n’est ni à centre ni propre (c’est un point).
iii) Conique propre à centre, de centre(0, 0) (c’est un cercle).
iv) Conique propre qui n’est pas à centre (c’est une parabole).

Solution 94
1) Il existe un repère orthonormé dans lequel l’équation de l’ellipseE est de la forme

x2

a2
+
y2

b2
= 1.

En posantX = x/a etY = y/b, on a doncX2 + Y 2 = 1. Il existe donc un uniquet ∈ R/(2πZ)
tel queX = cos t et Y = sin t. Donc l’ellipse est contenue dans la courbe paramétréef : t ∈
R/(2πZ) 7→ (a cos t, b sin t). L’autre inclusion est évidente. Ainsi l’image de l’ellipse est l’image
par la fonction continuef du segment[0, 2π]. On en déduit qu’elle est connexe et compacte.

2) On montre de même qu’il existe un repère orthonormé dans lequel l’hyperboleH admet pour
paramétrisationt 7→ (±ach t, bsh t). On en déduit qu’elle est composée de deux composantes
connexes, paramétrées respectivement part 7→ (ach t, bsh t) et t 7→ (−ach t, bsh t) qui sont non
bornées.

3) SoitP une parabole. Il existe un repère orthonormé dans lequel elle admet pour équationy2 =
2px, ce qui donne une paramétrisation :g : t 7→ (t2/2p, t). DoncP est connexe comme image de
R par la fonction continueg. Elle est non bornée carg est non bornée.

Solution 95
– Coniquex2+y2−2xy+λ(x+y) = 0 dans un repère orthonormé(O, e1, e2). La partie quadratique
q(x, y) = x2 + y2 − 2xy = (x− y)2 est dégénérée, donc la conique n’est pas à centre. La forme
quadratique augmentéeQ(x, y, z) = q(x, y) + λz(x+ y) est dégénérée si et seulement siλ = 0.
Si λ = 0, c’est la droite d’équationy = x. Si λ 6= 0, c’est une parabole. Dans les nouvelles
coordonnéesx′ = (x + y)/

√
2, y′ = (x − y)

√
2, la conique a pour équationy′2 = −λ

√
2/2x′.

Ces nouvelles coorodonnées correspondent au nouveau repère orthonormé(O, e′1, e
′
2) avece′1 =

(e1 + e2)/
√

2, e′2 = (e1 − e2)/
√

2. Il s’agit donc de la parabole d’axee′1, de paramètre|λ|
√

2/4,
tourné dans le même sens quee′1 ssiλ < 0.

– Coniquex2 + y2 + xy − 1 = 0 dans un repère orthonormé(O, e1, e2). La partie quadratique
q(x, y) = x2 + y2 + xy est non dégénérée, donc la conique est à centre. Le centre est obtenu
en calculant les coordonnées(x0, y0) du pointO′ telles quedf(x0, y0) = 0, avecf(x, y) =
x2 + y2 + xy − 1. On trouve(x0, y0) = (0, 0) (ce qu’on aurait pu remarquer immédiatement
puisqu’il n’y a pas de partie linéaire). La forme quadratique augmentéeQ(x, y, z) = q(x, y)− z2

est non dégénérée, donc la conique est propre. Dans la base(e1, e2), la matrice deq est[
1 1/2

1/2 1

]
=

1√
2

[
1 1
−1 1

] [
1/2 0
0 3/2

]
1√
2

[
1 −1
1 1

]
.

Dans le nouveau repère(O, e′1, e
′
2), avec les nouvelles coordonnéesx′ = (x − y)/

√
2 et y′ =

(x+ y)/
√

2, on obtient l’équation

1
2
x′2 +

3
2
y′2 − 1 = 0.

On reconnaît l’ellipse centrée en0, de demi-grand axe
√

2 dirigé selone′1, et de demi-petit axe
dirigé selone′2.
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– Pour la conique d’équationxy + λ(x + y) + 1 = 0, dans un repère orthonormé(O, e1, e2),
la forme quadratiqueq(x, y) = xy est non dégénérée, donc la conique est à centre, de centre
O′ = (−λ,−λ). Dans le repère(O′, e1, e2), l’équation de la conique devientx′y′ = λ2−1, (avec
x′ = x+λ, y′ = y+λ) i.e.x′′2−y′′2 = 2(λ2−1), avecx′′ = (x′+y′)/

√
2 ety′′ = (x′−y′)/

√
2.

On posee′1 = (e1 + e2)/
√

2 ete′2 = (e1 − e2)/
√

2. Si λ = ±1, la conique est la réunion de deux
droites d’équationy′′ = ±x′′ dans le nouveau repère(O′, e′1, e

′
2). Si λ /∈ {−1, 1}, la conique est

une hyperbole équilatère d’axese′1, e
′
2, de centreO′ (l’axe contenant les foyers étante′1 si |λ| > 1

ete′2 si |λ| < 1).
– Pour la conique d’équationλx2 − y2 − 2x = 0, dans un repère orthonormé(O, e1, e2), la forme

quadratiqueq(x, y) = λx2−y2 est dégénérée si et seulement siλ = 0. Lorsqueλ = 0, l’équation
esty2 = −2x. Il s’agit de la parabole de sommet(0, 0), orientée par−e1, de paramètre1. Lorsque
λ 6= 0, la conique est è centre, de centreO′ = (1/λ, 0) et dans le repère(O′, e1, e2), elle a pour
équationλ2x′2 − λy′2 = 1 avecx′ = x − 1/λ, y′ = y. Si λ > 0, c’est une hyperbole. Siλ < 0,
c’est une ellipse.

– Enfin, la conique d’équationx2 + xy− 2y+ λx+ 1 = 0, dans un repère orthonormé(O, e1, e2),
est à centre, de centreO′ = (2,−λ − 4). Dans le repère(O′, e1, e2), son équation devientx′2 +
x′y′ + 2λ + 5 = 0. On posee′1 = (1,

√
2 − 1), e′2 = (1,−

√
2 − 1). Dans le repère(O′, e′1, e

′
2),

l’équation devient
1 +

√
2

2
x′′2 +

1−
√

2
2

y′′2 = −2λ− 5.

On reconnaît une hyperbole de centreO′, d’axese′1 ete′2.

Solution 96 Commençons par observer que la tangence d’une droite à une courbe est une propriété
affine, c’est-à-dire qu’elle est préservée par les bijections affines. En effet, donnons-nous par exemple
une courbeC1 C donnée par une équationF (M) = 0 et soitφ : E → E une bijection affine. L’image
deC parφ est la courbeC′ = φ(C) d’équationF ◦ φ−1(N) = 0. Si M ∈ C, considérons la droiteD
tangente àC enM ce qui suppose queDF (M) 6= 0. On aD = {M ′ : DF (M)(M ′ −M) = 0} donc
en notantN = φ(M), il vient

φ(D) = {N ′ : DF (M)(φ−1(N ′)− φ−1(N)) = 0} = {N ′ : D(F ◦ φ−1)(N)(N ′ −N) = 0}.

Doncφ(D) est la tangente àC′ enN.
On peut alors résoudre l’exercice : par une application affine qui transforme l’ellipse en un cercle, les
tangentes sont envoyées sur des tangentes et les cordes sur des cordes. Autrement dit, on peut supposer
sans perte de généralité que l’ellipse est un cercle, auquel cas la droite passant par le milieu de MM’ est
la médiatrice deMM ′. C’est donc un axe de symétrie pour la figure, ce qui permet de conclure.

Solution 97 Pour montrer qu’une droite est tangente à une ellipse si et seulement si elle intersecte
cette ellipse en un unique point, il suffit là encore de se ramener au cas du cercleC d’équationF (x, y) =
x2 + y2 − 1 = 0. La tangente en(x0, y0) à C a pour équationDF (x0, y0)(x − x0, y − y0) = 0, i.e.
x0(x− x0) + y0(y − y0) = 0. Autrement dit, c’est la droite orthogonale au rayon passant par(x0, y0) :
(x0, y0) est la projection du centre(0, 0) sur la droite. Le seul point commun entre cette droite et le
cercle est donc(x0, y0).
Cette propriété n’est plus vraie pour les paraboles. Par exemple, l’axe de symétrie d’une parabole coupe
la parabole en un unique point (son sommet) et pourtant n’est pas tangente à la parabole (elle est même
orthogonale à la tangente au sommet).
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