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Chapitre 1

Les séries sont des intégrales

1.1 Introduction : ’équation de la chaleur sur un segment

On considere 1’équation de la chaleur sur le segment [0, 1] avec condition initiale et condition aux
limites. Plus précisément, notons @ =]0, 1[x]0, +co[. Il s’agit de trouver une fonction u € C°(Q) telle
que u € C*(Q) et

Opu — 0%u =0 dans Q,
u(0,t) = u(l,t) =0 pourte [0,+0o0],
u(z,0) = h(x) pour z € [0,1].

Ici, h est une fonction donnée telle que h € C°([0, 1]), h € C*(]0, 1[) et h(0) = h(1) = 0
La stratégie consiste a prolonger h par imparité puis 2—périodicité en une fonction & : R — R de
classe C''. Par imparité, les coefficients de Fourier de h sont donnés par

1
an(h) =0 , by(h) = 2-[ h(t) sin nt dt.
0

On note pour simplifier b,, := bn(ﬁ). La série de Fourier de h est alors donnée par

+00

h(x) := Z bn(h) sinnrx.

n=1

De plus, la série numérique ), b, converge absolument, et donc la série de Fourier de h converge
normalement vers h. On pose alors (voir [6, Chapitre IV, section VI, paragraphe 3])

+00
—n?r?t
u(z, t) = Z bpe sinnmz.

n=1

Pour montrer que cette série est bien convergente sur (), et que sa somme Vvérifie les hypotheses de
régularité requises, on décide de la considérer ici comme une intégrale et de lui appliquer les théorémes
de la théorie de I’'intégrale de Lebesgue.

1.2 Mesures et intégrales sur N

Sur I’ensemble des entiers naturels N, I’ensemble des parties de N, noté P(N), est une tribu (ou
encore une o algebre) puisqu’il contient I’ensemble vide, est stable par réunion dénombrable, et par
passage au complémentaire. On appelle P(N) la tribu discréte sur N. Noter que pour tout ensemble
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mesurable (Y, )), toute fonction f : (N,P(N)) — (Y,)) est mesurable, puisque 1’'image réciproque
par f d’un élément de ) est dans P(N).

On considere sur I’ensemble mesurable (N, P(N)) la mesure de comptage py : pour tout A < N,
un(A) est défini comme le cardinal de A (si A est une partie infinie, on pose un(A) = +o0). Il s’agit
bien d’une application a valeurs dans [0, +00] qui vaut O sur I’ensemble vide et qui est o additive (la
mesure de comptage d’une union dénombrable disjointe de parties de N est égale a la somme des mesures
de ces parties).

Noter que pour cette mesure, le seul ensemble négligeable (i.e. contenu dans un ensemble de mesure
nulle) est I’ensemble vide.

On peut alors définir I’intégrale d’une fonction f : N — R. Commengons par les fonctions simples
positives, ¢’est-a-dire les fonctions s : N — [0, +00] qui prennent un nombre fini de valeurs. A chaque

fonction simple s correspond une partition de N en un nombre fini de parties disjointes non vides
m

Ay, ..., Ay de N et m réels positifs aq, . . . , ay, distincts tels que s = Z a;X A;- Son intégrale est donc
i=1
(par définition méme de I'intégrale d’une fonction simple)

JN ) dpani(n Zaz,u (L.1)

Noter que cette intégrale peut étre égale a +00. C’est le cas si et seulement si 1’un des j1(A4;) = +00
avec a; + 0.

Poursuivons avec I’intégrale d’une fonction positive f : N — [0, +o0] (rappelons que sur (N, P(N)),
toutes les fonctions sont mesurables). Par définition, il s’agit de

_[ f(n)dun(n) = sup J's<n>du<n>
N 5:N—[0,+00] JN
simple, s<f

Pour établir le lien entre les séries a termes positifs et I’intégrale, on peut s’appuyer sur le théoreme de
convergence monotone.

Proposition 1 Soit ) w, une série a termes positifs et f : N — [0, +-00[ défini par f(n) = u,,n € N.

Alors .
7§W=Lﬂmwww

Preuve : Soit V > 1. En notant xyy, la fonction caractéristique du singleton {n}, la linéarité de 1I’inté-
grale implique

N N
Dt =) up JN X{n}(m) dpn(m J Z UnX {n} (M) dpn (m).

n=0 n=0
Pour tout m € N,
N
D Xy (M) = D" Xy (M) =t D X (M) = tmxgo,.... 33 (1) = F(m)xq0... .y (m).
— n=0 n=

On en déduit

=
I~
3
Il

JN f(m)xqo,..ny(m) dun(m). (1.2)
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On pose fn(m) = f(m)xqo,. ny(m). Lasuite (fx)n=0 est une suite croissante de fonctions positives
et qui converge simplement vers f. Par le théoréme de convergence monotone, on a donc
lim )d )d
Ni+oof f(m)xqo,...ny(m) dun(m f f(m) dun(m).

En passant a la limite dans (1.2), on obtient ainsi 1’égalité demandée.

o
Enfin, une fonction f : N — R est intégrable si|f]: N — R" estd’intégrale finie. C’est alors aussi
le cas de f* = max(f,0) etde f~ = max(—f,0) et 'intégrale de f est par définition

ffduN—fﬁduN—ff dya.

Finalement, le lien entre I’intégrale d’une fonction sur N et les séries est possible pour les séries
absolument convergentes.

Proposition 2 Soit Y u,, une série a termes réels. On définit f : N — R par f(n) = u,, n € N. Alors
la série Y uy, est absolument convergente si et seulement si la fonction f est intégrable sur N et dans ce

X = jN F ) dpn(n).

Preuve : La premiere partie de 1’énoncé est une conséquence directe de la Proposition 1. Pour montrer
la deuxieme partie, il suffit de remarquer que

+00 +00 +00
PITED NP IES
n=0 n=0 n=0

avec u;” = max(uy,0) et u;, = max(—u,,0) (observer d’abord que I’égalité est vraie pour les sommes
partielles).

Remarque 1 De méme qu’on interpréte la somme d’une série comme une intégrale, on peut voir la
somme d’une famille sommable (indexée par 7 ou tout autre ensemble dénombrable) comme une inté-
grale.

Remarque 2 On définit la notion de série semi-convergente (c’est une série qui n’est pas absolument
convergente, mais dont la suite des sommes partielles néanmoins converge). On ne définit pas de notion
analogue dans le cadre de l'intégrale de Lebesgue. En revanche, on définit bien des intégrales semi-
convergentes dans le cadre de l'intégrale de Riemann.

1.3 Théoreme de Lebesgue pour les séries

Une fois établie 1’identité des séries absolument convergentes avec les intégrales sur N, on peut
interpréter la plupart des théorémes classiques sur les séries comme des applications immédiates des
théorémes de Lebesgue.

Voici une conséquence du théoreme de convergence monotone.

Proposition 3 Soit (X, A, p) un espace mesuré et ), fy, une série de fonctions mesurables positives.

Alors .
j fo() dua f 3, ol )

(I’égalité a lieu dans |0, +oo]).



Exercice 1 Soit (un,k)(n,k)eNxN une suite double a termes positifs. On suppose que pour tout k, la suite
(Un,k)n est croissante. Alors

o0 e}
lim Zunk = 2 im k.
n—-+0o ’ n—+ow
k=0 k=0
Dans le méme esprit, le lemme de Fatou permet de résoudre 1’exercice suivant :

Exercice 2 Soit (U, k) (n,k)eNxN Une suite double a termes positifs. Alors

o0 o0
Z liminf u,, j < liminf Z Uy k-

n— -+0o0 ’ n— —+00 ’
k=0 k=0

Enfin, le théoréme de convergence dominée implique le théoréme d’inversion suivant :

Proposition 4 Soir (X, A, 1) un espace mesuré et Y f,, une série de fonctions mesurables intégrables.
On suppose que x +— Y. | fn(z)| est intégrable. Alors

o +0
) | mi)du - | 3, 5o dute)

Exercice 3 Soit (Un k) (n,k)eNxN Une suite double a termes réels. On suppose qu’il existe une suite (vy)

+0
telle que |uy, | < vy, pour tout n, k et vérifiant de plus Z v < +00. Alors
k=0
ee} ee}
lim Z Unp |k = Z lim Up k-
n—00 ’ n—+0w
k=0 k=0

On peut également interpréter les propositions 3 et 4 comme des conséquences du théoreme de
Fubini. Rappelons en particulier qu’étant donné un espace mesuré (X, A, i), la mesure produit p ® gy
définie sur la tribu engendrée par les pavés de la forme A x B pour tout A € X et B € P(N) vérifie

1@ pn(A x B) = u(A)un(B).

En particulier, lorsque (X, A, u) = (N, P(N), un), la mesure produit py ® uy sur N x N est encore la
mesure de comptage, qui a une partie de N x N associe son cardinal.

Le théoréeme de Fubini est un outil extrémement puissant dans la théorie des séries. En voici un autre
exemple.

Définition 1 On considere deux séries >, a, et > by, a coefficients dans C. On définit leur produit de
Cauchy comme étant la série de terme général

n
Cp = Z akbn_k.
k=0

Quand le produit de Cauchy est-il une série convergente ? Et quand la somme de cette-derniere est-elle
égal au produit des sommes des deux séries ?

Théoreme 1 Soient > ay, et > b, deux séries absolument convergentes. Alors leur produit de Cauchy
est une série absolument convergente et on a :

+00 +0o0 +00 n
S} (S0) = 3 S wbe
n=0 n=0 n=0k=0



Preuve : On interpréte 1’énoncé dans le cadre plus général de la mesure de Lebesgue. Soient (X, A, p)
et (Y, B, v) deux espaces mesurés. Soit f : X — Retg: Y — R deux fonctions intégrables. Alors le
théoréme de Fubini montre que

(z,y) — f(z)g(y)

est intégrable et de plus

([ 7au@) ([ gavn) = [ st dwo ).
Avec (X, A, n) = (Y, B,v) = (N, P(N), un), et f(n) = an, g(n) = by, on obtient :

+00 +00
(Z ) (20 bn> _ JM F(m)g(n) d(uss @ ) (m. m).

n=0

Par le théoréme de convergence dominée, le membre de droite est égal a

Jim [ pm)gtmay (mm) (s @ ) (m.m)
O JNxN

ot Ay := {(m,n) e N> : m +n < N}. On écrit
Fm)g(m)xay(m,n) = > f(m)g(n) Xy (m',n").
(m/,n)eAN

Par linéarité de I’intégrale, on en déduit
| gty . n) o © ) o)
X

S|

(mlzn/)eAN Nx

NX{(m,n)}(mlvn/) d(/JfN ®/~LN)(m7n) = Z f(m/)g(n').

N n
Et cette derniére somme peut se réécrire Z Z arby_r. On a ainsi
n=0 k=0

+00 +00 N n ©on
(Z an> (Z bn> = lim Z Z akbN_k = 2 Z akbN_k.
n=0 n=0 N=F0 =0 k=0 n=0 k=0

Pour s’assurer que la série du membre de droite converge absolument, il suffit de répéter 1’argument
précédent en remplagant a,,, b, par |a,|, |by|.

1.4 Théoremes de régularité des intégrales a parametres
Le théoreme de continuité sous le signe intégral possede la version suivante pour les séries :

Proposition 5 Soit (f,,) une suite de fonctions continues sur un intervalle I a valeurs dans R. On
suppose qu’il existe une suite de nombres positifs () telle que

1) Y, an <o,

2) |fn(t)| < o pour tout n = 1 et pour tout t € I.
Alors pour tout t € I, la série Y f,,(t) converge absolument et la fonction t — > _ fn(t) est continue.



Remarque 3 1. On prend le plus souvent o, := | fn|oo. Si les hypothéses du corollaire sont vraies,
on dit que la série des ( f,,) converge normalement.
2. En fait, il suffit que la série des (f,) converge uniformément pour que la fonction définie par la
Série soit continue.

3. On peut de méme considérer des fonctions de plusieurs variables sur un ensemble A — RN . Le
méme énoncé est valable en remplacant ’intervalle I par A.

Pour la dérivabilité des séries, on peut utiliser la proposition suivante :

Proposition 6 Soit f,, une suite de fonctions dérivables sur un intervalle I a valeurs dans R. On suppose
qu’il existe une suite de nombres positifs (o, ) telle que

1) >, an < 0,

2) |fa@®)| + |f] ()] < ay, pour tout n =1 et pour tout t € I.

o0
Alors pour tout t € 1, la série Y, f,,(t) converge absolument et la fonction t — Z fn(t) est dérivable
=0
+0 "
sur I, de dérivée t — Z fr(t).
n=0

Remarque 4 La encore, on a un résultat un peu plus fin sur le versant des séries : si la série de fonctions
converge simplement et la série des dérivées converge uniformément, alors la somme est dérivable sur

I

Remarque 5 On peut également traiter les fonctions de plusieurs variables définies comme somme
d’une série. Pour cela, on utilise qu’une fonction f : ) — R définie sur un ouvert Q) de R™ est de classe
CF* sur Q si toutes ses dérivées partielles jusqu’a ’ordre k existent et sont continues sur C*. Dans le
cas ou f s’écrit sous la forme

fx) =] fale)
n=0

avec f, : Q — R de classe C*, il suffit donc d’apreés la proposition 6 de trouver une suite une suite
(an)nen de réels positifs telle que Y, o, < 0 et pour tout £ < k, pour tout iy, . . . , iy,

VeeQ, |0 xu,fn(xﬂ < ap.

Tiy -

Enfin, pour I’holomorphie :

Proposition 7 Soit ( f,,) une suite de fonctions holomorphes sur un ouvert Q2 de C a valeurs dans C. On
suppose qu’il existe une suite de nombres positifs (o) telle que

1) Zn Qp < 00,

2) |fnu(2)| < an pour tout n = 1 et pour tout z € ).
Alors pour tout z € U, les séries Y, fn(2), Y, f1(2) convergent absolument et la fonction z — Y _ fn(2)
est holomorphe sur ) de dérivée

2 Y fh(2)

n=0

Remarque 6 Mais vous aurez deviné que la convergence uniforme de la série, au lieu de normale, suffit
pour que la somme soit holomorphe.

Exercice 4 Montrer que la série W est normalement convergente sur tout intervalle de la forme

[a, +0[,a > 0. Montrer qu’elle n’est pas uniformément convergente sur [0, 1] (on pourra calculer sa
somme).



. L .. _na?
Exercice 5 On considére pour tout x € R, la série Y, nxe """,
1) Montrer qu’elle est uniformément convergente sur tout intervalle compact de R*.
2) On note f sa somme. Déterminer Sz f(t)dt pour 0 < a < x et en déduire f.

1.5 Conclusion pour I’équation de la chaleur

Observons que pour tout n € N*, 1a fonction u,, : (x,t) — bne_”2”2t sinnmx est C® sur R x R et
vérifie ponctuellement 1’équation de la chaleur. De plus, pour tout £ > 0, pour tout (¢, z) €]e, +0[ xR,

T e Y e o R I T (e s S

La série ) b, étant absolument convergente, il suit que

+00 5 o
Z ’bn‘n2k+6ﬂ_2k+£e—n T ~ 4op.

n=0

Par le théoreme de dérivation sous le signe > (voir remarque 5), on en déduit que la fontion (z,t) —
>or_ o un(z,t) est bien définie sur Rx e, +00[ et de classe C* sur cet ensemble. Comme ¢ est arbitraire,
u est bien défini et de classe C'® sur Q). De plus, on peut dériver termes a termes :

+00
oru — 5zgu = Z Oy, — 8g2un =0.

n=0

La continuité de u sur Q résulte du théoréme de continuité sous le signe > (voir aussi remarque 3).
Comme pour tout n € N*, u,(0,t) = u,(1,t) = 0, on obtient la condition au limite : u(0,¢) =
u(1,t) = 0. Enfin, la condition initiale est vérifiée par définition des coefficients b,,.

Remarque 7 L’équation de la chaleur sur un segment peut constituer un développement pour les lecons
209, 222, 241, 246.

1.6 Appendice : Boréliens et arithmétique dans [0, 0|

La droite réelle achevée est I’ensemble R auquel on adjoint deux symboles co et —co. On prolonge
I’ordre usuel sur R a la droite réelle achevée de maniere naturelle.

Un intervalle ouvert de [0, 0] est soit un intervalle ouvert (usuel) de [0, co[, soit un intervalle de
la forme ]a,o0] avec 0 < a < 0, soit [0, 00]. On appelle ouvert de [0, o0] une réunion quelconque
d’intervalles ouverts de [0, 0]. Ces ouverts engendrent la tribu des boréliens sur [0, c0]. C’est aussi la
tribu engendrée par les intervalles de [0, oo et le singleton {o0}.

Sur [0, o0], on prolonge I’addition en posant a + 00 = 00 + a = o0 pour tout 0 < a < co0. L’addition
est continue (I'image réciproque d’un ouvert de [0, c0] est un ouvert de [0, o0]), donc mesurable.

Sur [0, o], on prolonge la multiplication en posant pour tout 0 < a < o

w0sil<a< oo,
a.00 = 00.a = ]
Osia =0.

Le produit n’est pas continu mais il est mesurable (car continu sur chaque sous-ensemble mesurable
10, 00] x]0, 0], {0} x [0, 0], [0, 00] x {0} et donc mesurable sur leur réunion).

On vérifie que ces ces deux opérations conservent les propriétés usuelles de commutativité, d’asso-
ciativité , de distributivité sur [0, c0]. Elles préservent 1’ordre. En revanche, a +b = a + ¢ implique b = ¢
seulement si a est fini. De méme, ab = ac n’entraine b = cque si 0 < a < o0.
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Chapitre 2

Convolution et régularisation

Dans toute la suite, R™ est muni de la tribu des boréliens et de la mesure de Lebesgue. Sur I’ensemble
des fonctions boréliennes, on définit la relation d’équivalence f ~ g, qui signifie que les fonctions
p-p-

boréliennes f et g sont égales hors d’un borélien de mesure nulle. La classe d’équivalence de f pour
cette relation est donc I’ensemble des fonctions boréliennes égales a f hors d’un borélien de mesure
nulle. On fera trés souvent 1’abus de notation de confondre une fonction et sa classe. Ce sera typiquement
le cas lorsqu’on considerera des éléments des espaces de Lebesgue LP, 1 < p < c0. Au sens strict, ces
éléments sont des classes de fonctions, et non des fonctions a proprement parler.

Cet abus de langage est 1égitime chaque fois que les relations, les propriétés, les identités énoncées
ne dépendent pas du choix du représentant dans la classe. Il arrivera méme parfois qu’on manipule des
fonctions f qui ne sont pas définies partout, mais seulement hors d’un borélien de mesure nulle. On peut
alors étendre la fonction f par une valeur arbitraire pour obtenir une fonction borélienne définie partout,
et toutes les propriétés liées a la théorie de I’intégrale ne dépendront pas de I’extension choisie.

2.1 Convolution

On se donne deux fonctions f, g boréliennes sur R™ (ou éventuellement des classes de fonctions,
modulo la relation étre égal presque partout).

2.1.1 Mesurabilité

Supposons dans un premier temps f et g a valeurs dans [0, +00]. Alors pour tout = € R™, la fonction
t — f(xz —t)g(t) est borélienne a valeurs dans [0, +00]. On peut donc considérer son intégrale

flz—t)g(t)dt =: f +g(x).
RTL
Remarque 8 Si f ~ fet g > 9 alors pour tout x € R", f = g(x) = f = g(z). La convolution ne

dépend donc pas du chozx du representant dans la classe de fonctions. Pour alléger la présentation, on
ne formulera plus ce type de remarque mais le lecteur est encouragé a apaiser ses scrupules chaque fois
qu’un tel abus de langage sera fait...

Par le théoréme de Fubini-Tonnelli appliqué a la fonction borélienne positive (x,t) — f(z —t)g(t),
la fonction © — f % g(z) est borélienne a valeurs dans [0, 4+c0]. Comme [0, 40| est un ouvert de
[0, +00], I’ensemble

D(fxg)={zeR": f+g(z) < +oo} = (f+g)" ([0, +0])
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est un borélien.

Supposons maintenant que les fonctions f et g prennent leurs valeurs dans R. En appliquant ce
qui précede aux fonctions | f| et |g|, on voit que I’ensemble D(f * g) des = € R™ tels que {3, |f(z —
t)g(t)| dt < +oo est un borélien, et sur cet ensemble, la fonction ¢ — f(z — t)g(t) est intégrable. On
peut alors définir

fg():= . [z —t)g(t)dt.
Le théoreme de Fubini affirme en outre que la fonction

z frglx)=| flz—1t)g(t)dt
Rn

est borélienne sur D(f * g).

Remarque 9 1. Lorsque |f| = |g|(z) < +oo, | f = g(x)| < |f] = |g|(x) :

Fro@l=| [ se-og0d < [ 1re-naold =171+ o)

n

2. Lorsque |f|*|g|(x) < +0, le changement de variable t' = x —t permet de voir que f = g(x) =
g [(z).

3. Si f est nulle hors de A et g est nulle hors de B, alors f + g est définie et nulle hors de A + B.
En effet, on a d’abord

|t =ngae= | 17— tatola

puis on observe que six ¢ A+ Bette B, alorsxz —t ¢ A.

2.1.2 Intégrabilité
Proposition 8 Soit f € LP(R™), g € L'(R"). Alors f * g € LP(R") et

If*gler < [flrelglrr-

‘ =

1
Preuve : Supposons p < 0. En écrivant |g(¢)| = |g(¢)|?

J}Rn |f(z —t)llg(t)] dt < (JRH & — Dl )| dt) 1p (JRn - dt) 1y

et en utilisant I’inégalité de Holder, il vient

et donc
b ~1
(j !f(ﬂf—t)llg(t)ldt> <lolfs [ \rte = 0Pl .
n Rn

Comme conséquence de la section précédente, les fonctions positives (| f| = |g|)P et | f|P = |g| sont boré-
liennes. En intégrant, on obtient

[ ([ e —onna) ae<por [ ([ 1se-opa@la) an @

Le théoréme de Fubini-Tonnelli appliqué a la fonction borélienne positive (z,t) — |f(z — t)[P|g(t)]

implique
pliq jn (f § |f(x — t)\p|g(t)]dt> dr = fRn lg(®)] <JRn |flz—t)P da:) dt.
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Par invariance par translation de la mesure de Lebesgue,

[ ve—opar=| isapa.
Ainsi,

J. (JR G t>p|g<t>|dt) dz = gl |71,

En reportant dans (2.1), il vient

p
[ ([ o= onistonar)” ao < 1otz il

d’ot
171+ 1gllze < [ ze gl -

La fonction borélienne positive (| ] |g|)P est d’intégrale finie, donc finie presque partout. Donc | f] * |g|
est aussi finie presque partout. Donc d’apres la section précédente, f * g définit (a un borélien de mesure
nulle preés) une fonction borélienne sur R™. En écrivant | f = g| < |f] * |g|, on obtient

I #glee =11 # glle < [f1*lglle < 1Fzelg] L1

ce qui conclut le cas p < c0.
Le cas p = o0 est une conséquence de 1’inégalité

[f (@ =t)g(®)] < [fllz=lg@)]

valable pour presque tout (z, t). On conclut en intégrant par rapport a .

[m]

Exercice 6 Montrer que 'application (f,g) € L*(R") x LY(R") — f % g € L*(R") est bilinéaire,
symétrique, continue et associative.

Exercice 7 On suppose f € LP(R™), g € L¥ (R™). Montrer que
1. la fonction f = g est bien définie p.p. et est bornée,

1 # gl < [ fzelgl -

2. la fonction f + g admet un représentant continu,

3. sil <p< oo, f=gtendvers 0 al'infini.

2.2 Approximation

Proposition 9 On suppose que f € L'(R"), g € C1(R"™) et que g ainsi que toutes ses dérivées partielles
0;g, 1 < i < n, sont bornées sur R". Alors f * g définit une fonction C*(R") et

G(frg)=frag 1<i<n
Preuve : On identifie f a une application intégrable définie partout. Pour tout ¢t € R™, I’application
x> g(x —1)f(t) est O! sur R de dérivées partielles = — 0;g(z — t) f(t).

Pour tout z € R™, I’application t — g(z — t)f(t) (resp. t — 0;g(x — t)f(t)) est borélienne et
dominée par la fonction intégrable ¢ — |g| = |f| (resp. t — |0ig|r~|f|) qui ne dépend pas de .
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Par le théoréme de dérivation sous le signe intégral, on en déduit que I’application g * f : = —
§gn 9(z — 1) f(t) dt est bien définie et C'! sur R™, de dérivées partielles

x — 0ig(x —t) f(t) dt.
RTL

[m]
Remarque 10 Si g est seulement continue et bornée, le théoreme de continuité sous le signe intégral
montre que [ + g définit une fonction continue.

En observant que C°(R") < (), <o, LP(R™), les Propositions 8 et 9 impliquent :
Corollaire 1 Si f € L*(R") et g € CX(R"), alors f x ge C° N Mi<peo LP(R™).

Définition 2 (Approximation de ’identité) Une suite (pr)ren de fonctions continues sur R™ est une
approximation de ’identité si

1. ¢ =0,

2. SR" Pk = 1,
3. Vn >0, S‘m|>n vr(x) dr — 0 quand k — +oo.

Exemple 1 Soit ¢ : R — C une fonction continue positive d’intégrale 1. On pose oy (x) = k™p(kz),
k € N. Alors py, est continue, positive et d’intégrale 1 (par le changement de variable y = kx). De plus,

pour tout n > 0,
| a@ar= | pyds
|z|>n ly|>kn

qui tend bien vers 0 par le théoreme de convergence dominée.

Théoréeme 2 Si f € L™(R") est uniformément continue sur R" et (r)ren est une approximation de
Uidentité, alors (f * i )ken converge uniformément sur R™ vers f.

Remarque 11 La fonction f * oy, est bien définie comme convolée d’une fonction L' et d’une fonction
L™, et c’est méme une fonction bornée et continue par la Remarque 10.

Preuve du Théoréme 2 : Soit € > 0. Comme f est uniformément continue, il existe > 0 tel que
pour tout z,y € R™, si |z — y| < n, alors |f(z) — f(y)| <e.
D’oti pour tout z € R™, k € N, en utilisant le fait que {3, @5 = 1,

| # on(x) = f(2)] flz —t)er(t) dt — f(x)

R"

[ e =0-reperaf

< [ -0 f@lad

Dans la derniere ligne, on a utilisé ¢ = 0. On décompose I’intégrale du membre de droite en deux
morceaux :

| e —swlaoa = | w0 @l
] 1se-0 - f@la
[tI=n
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On estime le premier morceaux en utilisant I’uniforme continuité de f :
| We-n-reiawa < < awa
ltl<n [tl<n
< EJ pr(t)dt = e.

Pour le deuxi¢me morceaux, on majore |f(x — t) — f(x)| par 2| ||z :

j rﬂx—w—ﬂmwawﬁsmegf ou(t) dt
[t|=n

[t]1=n

Comme (¢ )k est une partition de 1’unité, on en déduit qu’il existe ko € N (indépendant de x) tel que
pour tout k > k,

f or(t)dt < e,
[t|=n

de sorte que

| == @0 dt < 2 me.
[t[=n
En recollant les morceaux, il existe donc kg € N tel que pour tout z € R™, pour tout k > kg
Frode) = 1@ < | 1fe-0 - f@lad
[t]<n
HIse-0 - f@lad
[t/=n
< e+ 2| flrwe = A+ 2[f[z=)e.
Ainsi, (f * @) converge uniformément vers f sur R™.
Une version locale de la preuve précédente montre aussi que

Théoreme 3 Si f est une fonction continue bornée sur R"™ et {p}yen est une approximation de I’identité,
alors (f * k) ken converge uniformément sur tout compact de R™ vers f.

Théoreme 4 Si f € LP(R") ou 1 < p < o, et (¢ )keN est une approximation de 'unité, alors (f =
VK )keN converge vers f dans LP(R™).

La preuve s’appuie sur la continuité des translations dans LP(R") :

Lemme 1 Soit f € LP(R™) avec 1 < p < oo. Alors la fonction 0 : t — ||f(t + ) — f(-)|Lr est
uniformément continue.

Ce lemme lui-méme requiert la densité des fonctions continues a support compact C?(R") dans
LP(R™), pour 1 < p < o0. Ce-dernier résultat peut-étre obtenu soit comme conséquence de la régularité
de la mesure de Lebesgue (voir par exemple [3, Théoréme 5.20]), soit comme corrolaire du théoréme de
Lusin (voir par exemple [5, Théoreme 3.14]).

Preuve du Lemme 1 : Soit ¢ > 0. Par densité de C?(R™) dans LP(R"), il existe g € C2(R") tel que

If = glze@ny < e
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Soit R > 0 tel que la boule Br, de rayon R et centrée en 0 contienne le support de g. Comme pour tout
|t| < 1,z € R™, le vecteur t + = € By seulement si x € Br1, on en déduit

mHﬁ—m0%=J

l9(t + ) — g(2)|P dz = f lg(t + z) — g(x) P dz.
R

Bry1
Comme ¢ est uniformément continue, il existe > 0 tel que pour tout |s| < 7, pour tout z € R",

3

9(s +2) = g(2)] < —7-
|Br41|'/P
Donc pour tout ¢, ¢’ € R™, |t — /| < min(1,7),
P
lg(t + ) = g(t' + )%p < |Bri1lim— = € (2.2)
|BRr+1]

Par inégalité triangulaire,

0(t) —0)| = [Ift+-) = fOler = 1FE +) = fO)le]
< f@E+) = fE+ )z
< fE+) =g+ )l + gt + ) — g +)er
g +-) = £+ )] e

Par invariance par translation de la mesure de Lebesgue,
[fE+) =gt + ) = 1FE + ) —g(t"+ e = l9() = fO)ze
et par choix de g, cette quantité est < £. Ainsi, en utilisant (2.2), il vient pour tout |t — t'| < min(1,n),
0(t) —0(t")| <2+ |lg(t + ) — g(t' + )| <2e+¢& = 3,

ce qui acheve la preuve du lemme.
O
Preuve du Théoréme 4 : Comme dans la preuve du Théoreme 2, le fait que @y soit positive et
d’intégrale 1 permet d’écrire pour pour tout k£ € N, pour presque tout z € R :

| * i) = f(2)] flz = t)pr(t)dt — f(z)

R

[ == ranaun

N

| 1= 0 = ra)ed
= [ s f@lad

Par I’inégalité de Jensen ' appliquée  la mesure de probabilité oy, (¢) dt avec la fonction convexe ¢
27,

Freone) = F@P < [ 10— f@Paw

1. L’inégalité qui suit peut aussi se montrer en utilisant I’inégalité de Holder.
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Par le théoréeme de Fubini-Tonnelli appliqué a la fonction mesurable positive (x,y) — |f(z — y) —
f(@)|Per(y), on obtient

J}Rn |f = op(z) — f(2)|Pdx < J <J ) |z —t) — f(2)]P dz op(t) dt> .

n

On introduit la fonction 6(t) = (.. |f(z + t) — f(x)[? dz de sorte que

j 1 % ou() — F(o)P de < f O(~)pr(t) dt = 0 % 4 (0).
Rn

n

D’apres le lemme, @ est uniformément continue. De plus, en utilisant I’inégalité |a + bP < 2P~ (|a|? +
|b|?) valable pour tout a, b € R, on a par invariance de la mesure de Lebesgue par translation :

o) <2~ fRn (If @@+ OF + |f(@)F) dz = 27| f][L,-

On peut donc appliquer le théoréme 2 a la fonction uniformément continue bornée 6 :

| 1£ o) = f@P do <05 0(0) = 00) =0, - +2m,

ce qui montre que (f * ¢y )x converge vers f dans LP(R™).

Corollaire 2 Les fonctions C°(R™) sont denses dans LP(R™).

Preuve : Comme les fonctions C?(R™) sont denses dans LP(R™), il suffit de montrer qu’on peut ap-
procher toute fonction f € CO(R™) par une suite de fonctions de C2°(R™). Pour cela, introduisons une
fonction ¢ € CP(R™) positive et non nulle. Quitte a la multiplier par une constante, on peut aussi
supposer que SRn ¢ = 1. On pose alors pour tout € > 0

1 x

pel@) = i(2).

e
Alors {¢: }c~0 est une partition de ’unité constituée de fonctions C°(R").
Comme f € LP(R"), f. := f* . tend vers f dans LP(R™). Comme f et . sont a support compact,

f * . est encore a support compact. Enfin, comme f € L'(R") et p. € CX(R"), la Proposition 9
implique que f. € C*(R"), ce qui conclut la preuve.

2.3 Appendice : ensembles et fonctions boréliennes et Lebesgue mesu-
rables

Soit (X, A, 1) un espace mesuré.

Définition 3 Un ensemble A € A est dit négligeable s’il est contenu dans un ensemble mesurable de
mesure nulle j1(A) = 0.

Ainsi, un ensemble négligeable n’est pas forcément mesurable.

Exercice 8 Une union dénombrable d’ensembles négligeables est négligeable. En particulier, dans RN
muni de la mesure de Lebesgue, un ensemble dénombrable est négligeable.
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Définition 4 On dit que A est compleéte si tout ensemble négligeable est mesurable.

On note
A={Ec X :ilexiste E_,N € Atelsque u(N) =0etE_ c Ec E_ U N}.

Théoréme 5 La famille de parties A est une tribu compléte et j admet une et une seule extension
7 A — [0, +00] qui soit une mesure sur A.

On dit que (X, A, 77) est la complétion de (X, A, ).
La preuve du Théoreme 5 peut étre traitée sous forme d’exercice, voir [3, Exercice 2.33].

Définition 5 La tribu de Lebesgue L(RY) (I’ensemble des parties Lebesgue mesurables) est obtenue
par complétion de la tribu des boréliens B(R™).

On utilise la tribu de Lebesgue pour s’assurer que tous les ensembles négligeables sont mesurables.
Il est possible de montrer que la plupart des ensembles Lebesgue mesurables ne sont pas boréliens,
par exemple par un argument de cardinalité, voir [5, Remarques 2.21]. Par ailleurs, il est difficile de
construire des ensembles qui ne soient pas Lebesgue mesurables. Cependant, 1’axiome du choix permet
de montrer qu’il en existe, voir [5, Théoreme 2.22].

Remarque 12 Rappelons également que ’image d’un borélien par une application borélienne (méme
continue, méme linéaire) n’est pas un borélien en général. Considérons par exemple la projection
II: (x,y) € R2 — z € R. Il n’est pas vrai* que la projection d’un ensemble borélien de R? soit
un borélien de R. En revanche, I'image par 11 d’un ensemble borélien est Lebesgue mesurable . No-
tons enfin que la projection d’un ensemble Lebesgue mesurable de R? n’est pas toujours un ensemble
Lebesgue mesurable de R.

Pour ce-dernier point, on peut donner un argument simple. Soit A < R un ensemble qui n’est
pas Lebesgue mesurable et N = {0}. Alors le produit A x {0} = R? est contenu dans 1’ensemble
négligeable R x {0}. Comme la tribu de Lebesgue sur R? est compléte, on en déduit que A x {0} est
Lebesgue mesurable dans R?. Pourtant, sa premiére projection II(A x {0}) = A n’est pas Lebesgue
mesurable.

Une fonction f : RN — R est borélienne si I’image réciproque de tout borélien de R est un borélien
de RY. Elle est Lebesgue mesurable si I'image réciproque de tout borélien de R est une partie Lebesgue
mesurable de RY.

Remarque 13 On peut construire un homéomorphisme f : [0,1] — [0, 1] et un ensemble de mesure
de Lebesgue nulle X tel que f~1(X) ne soit pas Lebesgue mesurable. Il est donc préférable de ne
pas définir une fonction mesurable (de R dans R) comme une fonction dont I'image réciproque de tout
ensemble Lebesgue mesurable soit Lebesgue mesurable.

Dans le cadre du théoreme de Fubini, mentionnons une difficulté liée a la complétion. Le produit
de deux espaces mesurés complets n’est pas toujours complet. Observons par exemple le cas de la tribu
de Lebesgue sur R. Soit A < R un ensemble qui n’est pas Lebesgue mesurable. Comme on 1’a vu
dans 1’argument suivant la Remarque 12, A x {0} est Lebesgue mesurable, c’est-a-dire dans £(R?). Si
Ax {0} appartenait 2 £L(R)®L(R), alors * A appartiendrait 2 £(R), d’ot la contradiction. En conclusion,
L(R) ® L(R) + L£(R?). En revanche, on a bien B(R?) = B(R) ® B(R).

2. 1l s’agit d’un résultat délicat a démontrer.

3. Résultat également difficile a prouver

4. On utilise ici que si A, B < R vérifient A x B € L(R) x L(R), alors A et B appartiennent a £L(R), voir [5, Théoréme
8.2].
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Dans le théoreme de Fubini, il faut donc prendre des précautions lorsqu’on 1’applique avec des
fonctions qui sont Lebesgue mesurables, mais pas nécessairement boréliennes, en mettant partout des
presque partout ; pour un énoncé précis, voir [5, Théoreme 8.12]. De maniere équivalente, on peut se
ramener systématiquement a des fonctions boréliennes, en utilisant le fait qu'une fonction Lebesgue
mesurable est égale hors d’un ensemble négligeable, a une fonction borélienne, voir [5, Lemme 1, page
206].
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Chapitre 3

Applications de la convolution

3.1 Convolution et équations aux dérivées partielles

Une bonne référence pour ce qui suit est [4, Chapitre 2, Théoreme 1].
On définit sur R?\{0} la fonction
1

d(x) = %ﬂmm.

tous les L (R?), p > 1. On note également

Lemme 2 La fonction ® est harmonique sur R?\{0}.

L ]

&+ © = 1,2. Etant donné une fonction g € C?(R?), on obtient donc

Preuve : On se souvient que 0;|x| =

N 2 Tif
Aalle) = D] utae) = e

En sommant sur ¢ = 1, 2, il vient

g(l«1) Zi](

Lorsqu’on prend g(t) = Int, on obtient A(g(|z|)) = 0, comme attendu.

2

e f') - ¢ (al) + T,

Théoréme 6 Soit f € C%(R?). Alors u := ® % f est C? sur R? et

—Au = f sur R
Preuve :
Etape1 Observons que la convolution est bien définie. Cela ne découle pas immédiatement du chapitre
précédent car ® n’est dans aucun LP(R?), p > 1. Comme f est & support compact, il existe L > 0 tel
que f s’annule hors de la boule B(0, L). Soit x € R?. Alors la fonction y + ®(x — y)f(y) est nulle
hors de B(0, L). Comme la fonction ®(x — -) est intégrable sur tout compact, et que f est bornée, on en

déduit que la fonction y — ®(x — y) f(y) est intégrable. Ainsi, la convolution ® * f(z) est bien définie
pour tout 2 € R? et on a par changement de variables

we) = [ oWy = | ey
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Etape 2 Etablissons a présent la régularité de u. La fonction & : (y,z) — ®(y) f(z — y) est C* sur
(R%\{0} x R?) avec pour tout i, j € {1,2},

|0ih(y, ©)| < [@W)|0:if[(z —y),

|05y, 2)| < [@()]10i; f|(z — y).
Soit R > 0. Alors pour tout x € B(0, R), f(x —y) =0deésquey ¢ B(0, R+ L). Ainsi

10:h(y, )| + [0i5h(y, 2)| < 2[2W)|[ flle2XB0,R+1) ()

ol Xp(o,r+1) désigne la fonction caractéristique de la boule B (0, R + L). Comme la fonction y —
|®(y)|XB(0,rR+L)(y) est intégrable sur B(0, R + L), le théoréme de dérivation sous le signe intégral
implique que u est C2 sur R? et de plus

Bula) = | @A~y dy
Etape 3 Montrons enfin que —Aw = f. On écrit Au(z) = I + Je, avec
Lim | ewafe-pdy o L= | ewAfe-y)dy
B(0,e) R2\B(0,¢)
Alors

L] < C|fleame) jB B(y)|dy < C<|Inel. G.1)

(0s¢)

Par ailleurs, par intégration par parties (voir au besoin la section appendice de ce chapitre),

J. - j B(y)Af(z —y) dy
R2\B(0,¢)

[ ). Vi - dy
R2\B(0,¢)
—i—f ®(0)0yf(x — o) do
0B(0,¢e)
=: K: + L,
v désignant la normale unitaire rentrante sur 0B(0, €). On vérifie que

|Lc| < |Df|\Lao(Rz)f |®(0)|do < Ce|lne|.

B(0,¢)

Une autre intégration par parties pour le terme K. donne

K= | o M) pdy =] ae)i o)

0B(z,¢)

— _J 0,®(0)f(x — o) do.
0B(0,¢)

Ici, on a utilisé le fait que ® est une fonction harmonique sur I’ouvert R?\{0}. Maintenant, V®(y) =

5—;% ety = ﬁ = —Y sur dB(0,¢). Donc 0, ®(y) = 5. Il vient donc

1

K=o
10B(z,¢)| Jop(a.e)

f(o) do.
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Ainsi,
1
K 500 = (g | 10— s@)de

Par continuité de f, ce dernier terme tend vers 0, ce qui conclut la preuve.

Remarque 14 Cette preuve montre en fait que —A® = &g sur R? au sens des distributions (ici, &
désigne la mesure de Dirac en 0).

Les fonctions harmoniques vérifient une propriété treés importante : la propriété de la moyenne.

Proposition 10 Si u € C?(R?) est harmonique, alors

1

wx) = —5——
( ) ‘B(.’IJ,T)‘ 0B(z,r)

1 21
udy = — f u(z + r(cosf,sin6)) db.
2 0

Preuve : Soit

1
o(r) = —— udo.
= B Jenen

Alors par le théoréme de dérivation sous le signe intégral (cas d’une fonction C! en ses deux variables
intégrée sur un segment), on a

1
o

1
— oy,udo.

271'7” 0B(z,r)

2w
¢'(r) = J (Vu(x + r(cosf,sinf), (cosd,sin6)) do

Dans cette derniére ligne, v désigne la normale sortante. Ainsi, en utilisant que div Vu = Aw, on obtient

1
& (r — Au(y)dy = 0.
CEE T -0)

Donc ¢ est constante et ¢(r) = limy_,g ¢(t) = u(z), ce qui acheve la preuve.

On peut en déduire qu’une fonction harmonique est en fait C®.

Proposition 11 Si une fonction continue u : R?> — R vérifie la propriété de la valeur moyenne sur toute
boule B(z,r) = R?, alors u € C*(R?).

Preuve : On introduit une approximation de I’identité {7 }.~( radiale, c’est-a-dire de la forme 7. (z) =
2p(|z|/e) pour tout z € R? et tout ¢ > 0. Ici, p est choisi C*°(R), a valeurs positives, nul ! dans un
voisinage de 0. De plus, on exige SSO rp(r)dr = 1/(2m). Cela garantit que

2m 0
f Ne(x dw—f J 2/) rdrd0:27rf p(r)rdr = 1.
R2 € 0

1. Cette condition, liée au fait que | - | n’est pas différentiable en 0, garantit que 7). est néanmoins lisse au voisinage de 0,
puisqu’elle y coincide avec la fonction nulle.
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Soit u. := u * 1. Alors u. € C*(R?). De plus, pour tout z € R?,

u(z) = JRQ e (y)u(z —y) dy

= 6% o) n <’i‘> u(z —y)dy
:6% 0577(;) (LBW) (o) da) dr
= i—gu(m) _En (g) rdr

- u(a) fB(O )y =)

Donc u. = u sur R? ce qui implique que u est C°.
[m]
Dans le méme esprit, on peut étudier 1I’équation de la chaleur sur R et [4, Chapitre 2] reste une
excellente référence. Plus précisément, on définit sur R x R** la fonction

1 _lel?
@(«’E;t) = We at

Il est facile de vérifier que pour tout £ > 0,

f O(x,t)de = 1.
R
On définit alors pour tout g € L*(R), la fonction
u(et) = [ @@= y.0)900) dy
qui est C* sur Rx]0, +oo[ et est solution de 1’équation de la chaleur sur R x R** :

Oru — Au = 0.

Si de plus g est continue, alors le prolongement de u par g a R x {0} est continu sur R x [0, +o0[.

3.2 Convolution de mesures et indépendance

Définition 6 (Convolution de mesures) Soit ;1 et v deux mesures finies (positives) sur (R, B(RV)).
On définit la convolution de i et v comme étant la fonction pi + v : B(RY) — [0, +o0] définie par

M*U(A)ZJRQNXA($+y)dM®V($,y) , YAeB(RY).

Proposition 12 Avec les notations de la définition précédente,
1. la fonction p = v est une mesure finie,

2. pour tout ¢ : RN — R borélienne et bornée,

J sadu*V=f oz +y)dp@v(z,y), (3.2)
]RN RQN
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3. si p et v sont des probabilités, alors | * v est une probabilité,

4. si f, g : RN — R sont positives et sommables, et n = fAN, v = gAy (0it \y désigne la mesure
de Lebesgue sur RN ), ona v = (f * g)\n.

Preuve : Notons U : (x,y) € R? — z+y € R. Alors pour tout A € B(RY), y 40U est mesurable positive
et on peut donc définir p * v(A) € [0,00]. Si A = ¢F, alors x4 = 0 et donc p * v(F) = 0. Si (An)neN
est une suite de boréliens deux a deux disjoints, alors x, 4, = Z:i% XA, et donc par le théoréme de
convergence monotone, i * v(UpenAy) = D% 1+ v(Ay). Par le théoreme de Fubini-Tonelli,

1w (A) = jRN < JRN YAy () du(:n)> du(y) = JRN (fRN N du(y)) duz). (33

En particulier, si A = RY,
pxv(RY) = p(RY)(RY), (3:4)

et donc p * v est une mesure finie.

L’identité (3.2) est vraie par définition lorsque ¢ est la fonction caractéristique d’un borélien, et
donc par linéarité lorsque ¢ est une fonction simple, et donc par le théoréme de convergence monotone
lorsque ( est mesurable positive, puis en décomposant toute fonction borélienne bornée en partie positive
et négative, on obtient (3.2) en toute généralité.

Si p et v sont des probabilités, alors (3.4) montre qu’il en est de méme pour p * .

Enfin, si u = fAn, v = g\, alors par (3.3)

weotd) = [ ([ ot s i) o) dy

- [ ([ st =) gtwyay
_ JRN (L flz—1) dm) 9(y) dy
= L (fRN fl@—y)g(y) dy> dx.

Dans la derniere ligne, on a utilisé le théoreme de Fubini, qui est bien licite puisque par le théoreme de
Fubini-Tonelli :

Joo <L fe =)l dw) 19) dy < 1F] o gl ey < +oo.

Ainsi, fAx * g Ay = (f * g) AN

(]

Proposition 13 Le produit de convolution de deux mesures finies est commutatif, associatif, a pour
neutre la masse de Dirac &y en 0. De plus, pour toutes mesures [, v, k, pour tout « € [0, 1],

pE(av+(1—a)k)=ap*v+ (1 —a)u* k.

Preuve : La commutativité est une conséquence de (3.3). Si u, v, k sont trois mesures positives finies,
alors par (3.3) et le théoréme de Fubini, pour tout borélien A,

ey eni) = [ ([ e s des @) ant

_ JRN (jRN <JRN xa(z1 + x2 +y) du(x1)> du(fﬁz)) dri(y)

- JRSN XAlx+y+2)d(p@®vREK)(z,y,2) = u* (v=r)(A).

25



Par ailleurs,

pao(4) = |

RN

URN Xa(@ +y) de)) doo(y) = u(A)

ce qui montre que Jp est un neutre pour la convolution. Enfin, pour tout y, v, k, pour tout « € [0, 1], en
notant U (z,y) = x + v,
px (av + (1= a)r)(A4) = (p® (av + (1 = a)r) (U™ (A)))
= (an®v + (1 - a)p®r)(U}(A))
a(p@v)(U™H(A) + (1 - a)(p@ k) (U (A))
=apuxv(A)+ (1 —a)u*xv(A),

ce qui acheve la preuve.

[m]

Remarque 15 Comme le produit de convolution est commutatif, on peut définir le produit j11 * - - - % u,
sans ambiguité. En fait,

REN
Désormais, (€2, .4, P) désigne un espace probabilisé.
Proposition 14 Soient X et Y deux v.a.r. indépendantes. La loi de la somme X + Y est donnée par le

produit de convolution PX = PY des lois PX et PY.

Preuve : Par définition,
PP () = [ xale ) dEF O P )(a.0),
R?
Par indépendance,

j Al + ) dEX @) (z,y) = j
RQ

e+ ) @) = [ o Ul )a ey,

ou U(x,y) = = + y. Par le théoréme de transfert, ce dernier terme est
E(xaocU(X,Y))=PUX,Y)e A) =P(X +Y € A),

d’ot la proposition.

Exemple 2 1. La convolée de deux masses de Dirac 6, * 6, est la masse de Dirac 6,,.

2. Soient X etY indépendantes, on X suit la loi de Poisson de paramétre X (c’est-a-dire P([X =
k]) = e *\E/kY) et Y la loi de Poisson de parameétre N'. Alors X +Y suit une loi de Poisson de
parameétre A + N

On pourra insérer I’exemple suivant ([2, Exercice 2.15]) dans les lecons 236, 239, 263.

1
m(l+z2)"
XY ala densité % j;;'ﬂ, In | X| a la densité f donnée par f(x) = %eerle_x' On en déduit un calcul du
produit de convolution :

Exemple 3 Soient X et Y deux v.a.i. sur R de méme loi de densité (x) = Alors le produit

fol(@) = gt

w2 eT 4T’
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3.3 D’autres développements pour les intégrales a parametres

La méthode de Laplace [6, Chapitre IX, Section 6.1] permet d’obtenir des développements asymp-
totiques pour des fonctions définies a partir d’une intégrale. Elle s’appuie sur la formule de Taylor avec
reste intégral. Elle peut apparaitre dans les lecons 218, 224, 228, 239.

Les fonctions Gamma et d’Airy sont deux célebres fonctions définies comme intégrales a para-
metres, voir [6, Chapitre VI].

3.4 Appendice : la formule de Stokes sur le disque

On définit ® : (r,0) € RT x R — (rcosf,rsinf). C’est une application C* sur son domaine.
Comme le théoréme de changement de variables dans une intégrale multiple exige des C'* difféomor-
phismes, on va étre amené a restreindre ® a un sous-domaine. En effet, la différentielle de ¢ est

D®(r,0): (t,u) e Rx R (tcosd — rusin, tsinf + rucosb).

La jacobienne de ® dans la base canonique est donc

cosf —rsind
[ sinf rcosf ] '

Le jacobien est r. En particulier, le jacobien ne s’annule que pour » = 0. Le théoréme d’inversion
locale implique alors que pour tout (7,6) €]0, +oo[xR (noter qu'on a exclu 7 = 0), ® est un C!
difféomorphisme d’un VOISINAGE V de (7, ) sur (V). Un difféomorphisme local ne suffit pas pour
appliquer le théoreme de changement de variables. Un difféomorphisme global est nécessaire. On a
donc naturellement recours au théoréme d’inversion globale, qui exige non seulement que ¢ ait une
différentielle inversible en tout point de son domaine, mais aussi que ¢ soit injective sur son domaine.
On avait déja restreint le domaine initial de ¢ a ]0, +oo[ xR. I va falloir encore en enlever pour assurer
I’injectivité (mais bien sir, on veut en enlever le minimum, pour que le changement de variables en
coordonnées polaires puisse s’ appliquer sur un maximum de domaines).

Si (r,0),(r",8") €]0,+00[xR vérifient r cos = 1’ cos#’,rsinf = 1’ siné’, alors en élevant au
carré ces deux égalités et en utilisant cos? +sin? = 1, on obtient r = 7. Ainsi, cosf = cos@’ et
sinf = sin@'. 1l existe donc k € Z tel que & = 6 + 2km. On voit donc que si on restreint ® 2
10, +00[ x 0, 27 [, I’application ¢ devient injective. On a enlevé 0 et 7 pour que le domaine de ® soit un
ouvert : le théoreme d’inversion (locale ou globale) s’applique a une fonction définie sur un ouvert.

En conclusion, on obtient que ® est un C* difféomorphisme de I’ouvert ]0, +00[ x]0, 27| sur son
image (dont on sait seulement pour 1’instant que c’est un ouvert, parce que 1’image d’un ouvert par un
difféomorphisme, et méme par un homéomorphisme, est un ouvert !).

Déterminons a présent 1’image de @, c’est-a-dire I’ensemble U := ®(]0, +o0[x]0,27[) (on en
aura besoin pour appliquer le théoréme de changement de variables). Un dessin nous suggere que U =
R?\(R* x {0}). Montrons-le. Soit (z,y) € R*\(R" x {0}). Posons 7 = y/2? + y? et X := LY := ¥
(noter que 7 # 0 puisque (z,y) + (0,0)). Alors X2 + Y2 = 1. Donc il existe un unique 0 € [0, 27|
tel que X = cosf,Y = sinf. Mais 6 + 0 car (z,y) ¢ RT x {0}. Ainsi, il existe bien (r,0) €
10, +00[x]0, 27 tel que ®(r, §) = (z,y). Donc U contient R?\(R* x {0}). Réciproquement, si (, y) €
R* x {0} et s’il existe r € R", 6 € R tels que z = rcos,y = rsinf, on prétend que 7 = 0 ou bien
6 € 27Z. En effet, on a forcément 22 + y? = 2. Si r = 0 c’est terminé. Sinon, le fait que y = 0 et
x > 0 implique bien que 6 € 27Z. On a montré que U = R?\(R* x {0}).

En résumé, ® est un C* difféomorphisme de ]0, +00[x]0, 27[ sur U de jacobien r. On peut donc
I’utiliser comme changement de variable.
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Pour tout R > 0, pour toute fonction f € L!(B(0, R)), on a (en utilisant le fait que R™ x {0} est de
mesure nulle pour la mesure de Lebesgue bidimensionnelle)

J f(z)dz = J f(x)dx
B(0,R) B(0,R)nU

R 2T
f(@(r,0))rdrdf = J rdr | f(rcosf,rsinf)db.
r=0 0

L—l(s(o,R)mU)

Dans la derniere ligne, on a aussi utilisé le théoréeme de Fubini (qu’il est 1égitime d’utiliser ici : pour
le voir, il suffit de commencer par écrire ce qui préceéde avec |f| au lieu de f et d’utiliser le fait que
f € LY(B(0, R))). Parfois, on écrit

27
f(rcosf,rsinf)df = f(ro)do,
0 St
ou S! désigne le cercle unité.
Exercice 9 Pour quelles valeurs de a > 0 la fonction x — ﬁ est-elle intégrable sur B(0,1) ? sur
R\ B(0, 1) ? sur R? ?
Sur le cercle S1(0,r) de centre 0 et de rayon r > 0, on écrit Ssi0) fl0)do =1§g f(ro)do =

r SSW f(rcosf,rsinf)df. On en déduit la formule de Stokes suivante :

Proposition 15 Soient f,g € C'(R™). Alors pour tout R > 0,

f g(x)Vf(z)de = J g(o)f(o)v,do — J f(z)Vg(x) dz, (3.5)
B(O,R) 0B(O,R) B(O,R)
ou pour tout o € 0B(0, R), v, = o]
Preuve : 1l s’agit d’une égalité entre intégrales vectorielles, définies coordonnées par coordonnées. In-
troduisons pour tout (7, §) €]0, oo xR, la base orthonormée (u,, ug) définie par
1
up = D®(r,0)(1,0) , wp:=—-DP(r,0)(0,1).
r
Posons ensuite i(r,0) = f(P(r,0)) et de méme k(r,0) = g(P(r,0)). On a alors
Orh(r,0) = (NVf(®(r,0)),ury , 0Ogh(r,8) =r(Vf(P(r,0)),us).

On en déduit pour tout x € U
1
Vf(x) = orh(r,0)u, + ;ﬁgh(r, 0)ug.

Il est sous-entendu dans les lignes précédentes que u,, ug sont évalués au point (7 cos 6, rsiné). Par
passage en coordonnées polaires, il vient

27 R R 27
J g(x)Vf(x)de = f Uy d@f rk(r,0)0:h(r,0)dr + f drf k(r,0)0ph(r,8)ug db.
B(0,R) 0 0 0 0

Par intégrations par parties, on a
R

f C k(. 0)0,h(r,0) dr = RE(R, 6)h(R. 6) — J (k(r, 0)h(r, 0) + 10,k (r, O)h(r, 0)) dr.
0 0
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On en déduit

Jf uy df JR rk(r,0)o.h(r,0) dr = j £(0)g(0) vy do

0 0 #B(0,R)

R 27
- f dr f ((r, 0)h(r, 8) + 10, k(r, 0)h(r, 0) . 6.
0 0

De méme, par intégrations par parties, cette fois par rapport a 6, on obtient

R 2m R 21
J drf k(r,0)0ph(r,0)ug df = —J dr Opk(r,0)h(r, 0)ug db
0 0 0 0
2 R
+ J dHJ k(r,0)h(r,0)u, dr.
0 0
(le terme de bord s’annule par 27 périodicité et on a aussi utilisé que dyuy = —u,). En sommant ces

deux quantités, on a finalement

f 9(2)V f(z) dz = j £(0)9(0)v do — j F(#)Va(x) de.
B(0,R) dB(0,R) B(0,R)

a
En prenant le produit scalaire de (3.5) avec les vecteurs de la base canonique e1, e2, on obtient pour
1=1,2:

j 9(2)0:f () da: = f g(a)f(0)<va,ei>do—f f(@)aig(x) d.
B(0,R) 0B(0,R)

B(0,R)

Appliquant cette identité aux deux composantes d’une fonction vectorielle F' = (f1, f2) puis en som-
mant les deux égalités obtenues, il vient finalement

JB(O,R) g(w) div F'(z) dz = J;B((]’R) g(o)F(0),Vsydo — f

(Vy(z), F(z))dz.
B(0,R)

On rappelle que ’opérateur div est défini par div F'(z) = 1 f1(x) + 02 f2(x).

Tous les calculs précédents peuvent étre généralisés sans difficulté au cas ou le disque B(0, R) est
remplacé par un anneau B(0, R)\B(0, ), voire au cas de I’extérieur d’une boule R?\ B(0, R). C’est ce
dernier cas qui a été utilisé dans la premiere section.
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Chapitre 4

Convergences

Dans tout ce chapitre, on se donne une espace mesuré (X, A, u). Dans le cas olt on considére un
espace de probabilités, on adoptera la notation (€2, 7', IP) (on suppose donc que P(€2) = 1).
Une bonne référence pour tout ce chapitre est [3].

4.1 Convergence p.p. et convergence en mesure

Proposition 16 On suppose j1(X) < o0. Soit (fr)nen une suite de fonctions mesurables de X dans R
convergeant presque partout vers une fonction f. Alors ( f,)nen converge vers f en mesure.

Preuve : Soit ¢ > 0. La suite de fonctions (X[\ Foe f‘%])neN converge p.p. vers 0. De plus, pour tout
n € N, 0 < Xx[|f.—f|=c] < 1 et la fonction constante égale a 1 est intégrable puisque X est de mesure
finie. On peut donc appliquer le théoréeme de convergence dominée :

n—+0oo

0= Hm | Xig—size) = Jm ulllfn = f1=e]),
ce qui acheve la preuve.
Voici une amélioration de la proposition 16.
Théoreme 7 (Egorov) On suppose p(X) < oo. Soit (fy)nen une suite de fonctions mesurables de X

dans R convergeant presque partout vers une fonction f. Alors pour tout € > 0, il existe A € A tel que
1(A) < € et (frn)nen converge uniformément vers f sur X\ A.

Preuve : Soit £ > 0. Pour j € N* et n € N, on définit

Apj=1lf—fal =2 =] et Bpnj=Upsndp;.

S =

Pour tout j € N*, la suite (B, j)nen est décroissante pour I’inclusion. Comme p(By ;) < o0, on peut
donc écrire

lim u(Bp,j) = p(MnenBn,j)-

n—+00
Orsiz € NpenBy, j, alors pour toutn € N, il existe p = ntel que | f(x) — fp(z)| = Jl etdonc (f,(x))neN
ne tend pas vers f(z), ce qui ne peut advenir que si = appartient a I’ensemble négligeable ou f,, ne tend
pas vers f. Donc pi(NpenBy, i) = 0.
On en déduit que pour tout j € N, il existe n; € N tel que (B, j) < £277. Posons alors A :=
Ujens Bn;,j. Dune part, p(A) < 35w #(Bn;,j) < €. D’autre part, pour tout = € A®, pour tout j € N,
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pour tout p > nj,ona |f(z) — fp(z)| < % De plus, n; ne dépend pas de z. On en déduit que ( fy)nen
converge uniformément vers f sur A€,

(]

Remarque 16 Le théoreme d’Egorov est faux lorsqu’on ne suppose plus I’ensemble de mesure finie.
Considérer par exemple fn := X[n too[- Cette suite tend p.p. vers 0 mais pas en mesure, et donc pas
uniformément hors d’aucun ensemble de mesure finie.

Proposition 17 Soit (f,,)nen une suite de fonctions mesurables de X dans R convergeant en mesure
vers une fonction f. Alors il existe une sous-suite ( fn, )ken qui converge vers f p.p.

Preuve : On construit par récurrence sur k£ € N une suite strictement croissante (nx)xen telle que pour

tout k e N,
1 1

Comme Y37 o ([ fnr, — f| > 7251) < o0, le lemme de Borel-Cantelli (rappelé ci-dessous) permet

k+1
d’affirmer que

1
2 <f\keN U=k [|fne — fI > “1]) =0

Cela implique que pour presque tout z € X, il existe k € N tel que pour tout ¢ > k,

@%1. Ainsi, limy_, 4 o fn,(x) = f(z), ce qui conclut la preuve.

o) = fl2)] <

Lemme 3 (Borel-Cantelli) Soit (Ay,)xen une suite de parties mesurables de X telle que Zfzo pu(Ag) <
0. Alors M(mkeN U=k Ag) = 0.

Preuve : Pour tout ko € N, p1(UpskAr) < Xpsp, #(Ar). Le membre de droite est le reste d’une série
convergente, qui tend vers 0. Comme Ngen Ursk Ar © Ui, Ag, on obtient

p(Nren Uesk Ag) < limsup p(pu(Uesk,Ae) = 0.
k04>+00

Le lemme est démontré.

La convergence presque partout n’implique pas la convergence en mesure :

Exemple 4 (La bosse glissante) On définit pour tout k € N et tout p = 0,...,2% — 1 la fonction
Tep = X(pa—+,(p+1)2-#)- Ensuite, pour tout n € N*, il existe un unique couple (k,p) € N* x N tel
que p € {0,...,28 — 1} et n = 28 + p. On pose alors g, = frep- Alors [ gnlp10,1) = 2=k et donc
limy, o0 |gnl 10,1y = 0 mais (gn)nen ne tend pas p.p. vers 0.

4.2 Convergence dans L!

Proposition 18 (Absolue continuité de I’intégrale de Lebesgue) Soit f € L'(X).
1. Pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que si A € A vérifie u(A) < 6, alors SA lfl <e.

2. Pour tout € > 0, il existe C € A tel que ;(C) < 400, supq | f| < 0 et SX\C |fldu <e.
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Preuve : Soit € > 0. Par le théoréme de convergence dominée, il existe M > 0 tel que S[I FI>M] |f| <e
On pose § := /M. Alors pour tout A € A tle que u(A) < d,ona

fm=j m+f f
A Anlf1>M] Anllfl<M]
<f |+ MJA| < 2
[|f|>M]

ce qui conclut la preuve de la premicre assertion.

Pour la preuve de la seconde assertion, on introduit pour tout M > 0 I’ensemble C)s := [1/M <
|f| < M]. Alors X\Cyr = [|f| < 1/M] v [|f| > M]. Par le théoréme de convergence dominée, il
existe My > 0 tel que SX\CIMO |fldp < e. Sur Cpyy, | f| < Mo. Enfin,

IU(CMO)
<, e e

ce qui montre que 1(Cy,) < o0 et achéve la preuve.

[m]

Remarque 17 Si (f,)nen © LY (X) converge dans L' (X) vers une fonction f, alors la convergence a
aussi lieu en mesure.

Preuve : D’apres I’inéaglité de Tchebychev, pour tout € > 0

wllf — f fmmﬂ

et le membre de droite tend vers 0 par hypothese.

]

Définition 7 Soit (f;)ics une famille de fonctions mesurables de X dans R. On dit que ( f;)icr est équiin-
tégrable si pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que pour tout A € A vérifiant u(A) < 0, pour tout i € I,

onal,|fi| <e
Théoréme 8 (Vitali (pour la convergence en mesure)) Soit (f,,)nen © LY (X) et f une fonction me-
surable de X dans R. On suppose que

1. la suite (f)nen converge vers fen mesure,

2. la suite (fn)nen est équiintégrable,

3. pour tout € > 0, il existe A € Atel que ji(A) < +oo et pour toutn € N, § . | fu|dp < e
Alors f € LY(X) et (fn)nen converge vers f dans L'(X).
Preuve : Montrons d’abord que la suite (f,),en est de Cauchy dans L'(X). Soit ¢ > 0. Soit A € A tel
que 0 < p(A) < +ooetpour toutn € N, §,. | fn| dp < e. Comme la suite (f,,)ner est équiintégrable,

il existe > 0 tel que pour tout B € A vérifiant (B) < d,ona {5 |fy| < e pour tout n € N. Comme
(fn)nen converge vers f en mesure, il existe ng € N tel que pour tout n > ny,

(o5

Or [|fn = fml 2 zim] < Ufn = FI 2 gl © llfm = f1 = 3

N S s
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On en déduit
| [l + 1] < 22
[[frn—fm|= -]

u(A)

Alors pour tout n, m = ny,

J |fn_fm‘ <J |fn|+|fm‘+f |fn_fm| <55'
X (fn—fm|= gy loAC

o (1 fim|< 5] A

Ainsi, la suite (f,)nen est de Cauchy dans L'. Comme L' est un espace de Banach, elle converge vers
une fonction g € L!(X). Cela implique la convergence en mesure et donc f = g p.p. En conclusion,
fe LY(X) et (fn)nen converge vers f dans L' (X).

(]

Remarque 18 La réciproque du théoréeme de Vitali (version convergence en mesure) est également
vraie : si une suite (fy)nen < LY(X) converge dans L'(X) vers une fonction f € L'(X), alors les
hypotheses du théoreme de Vitali sont vérifiées.

Preuve : Soit e > 0. Il existe ng € N tel que pour tout n = no, || fn — f| 1(x) < €. Par absolue continuité
de I’intégrale de Lebesgue (voir proposition 18), il existe 6 > 0 tel que pour tout A € A, si u(A) < 4,
alors  , | f| < eet,|fn] <epourtout n < ng. De plus, pour tout n > ny,

[ [ 1= [ 1<

ce qui montre I’équiintégrabilité.
Par le théoréme de convergence dominée, il existe A € A tel que § e |f| < € et pour tout n < no,
§ 4c [fn| < €. Alors pour tout n > ng

LC | fnl < JX |fn = FI+ Lc /] < 2,

ce qui montre la propriété d’équipetitesse a I’infini.
a
A T’aide de la proposition 16, on peut déduire du théoreme de Vitali relatif a la convergence en
mesure le théoreme de Vitali relatif a la convergence p.p.

Théoréme 9 (Vitali (pour la convergence p.p.)) Soit (fn)nen < LY(X) et f une fonction mesurable
de X dans R. On suppose

1. la suite (fy,)nen converge vers f presque partout,

2. la suite (fy)neN est équiintégrable,

3. pourtout e > 0, il existe A € Atel que i(A) < +00 et pourtoutn € N, § ,. | fn|dp < e.
Alors f € LN (X) et (fn)nen converge vers f dans L'(X).
Preuve : Soit e > 0. Il existe A € A tel que 1(A) < +oo et pour tout n € N, §,. |fn|dp < . Par le
lemme de Fatou, cette inégalité est encore vraie pour f.

Par la proposition 16, la suite ( f,,| 4)nen converge en mesure vers f| 4. Par le théoréme de Vitali dans

sa version convergence en mesure (théoréme 8), on en déduit que f|4 € L'(A) et (fn])nen converge
vers f|4 dans L'(A). Donc il existe ng € N tel que pour tout n = ng, | f, — fllziay < e. Ainsi

[m-n< =+ 1nl+in<se

Donc f = (f — fn) + fn estdans LY(X) et (fn)nen converge vers f dans L1(X).
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Remarque 19 On peut déduire du théoreme de Vitali relatif a la convergence en mesure le théoreme de
convergence dominée.

Proposition 19 (Réciproque du théoréme de convergence dominée) Soit (f,,)neny = L' (X) conver-
geant dans L'(X) vers une fonction f € LY(X). Alors il existe g € L' (X) et une sous-suite (fn, )ren

telle que | fn, | < g p-p.

Preuve : Comme (f,)nen © LY(X) converge dans L!(X), elle est de Cauchy et on peut construire par
récurrence sur k € N une sous-suite (fy,, )xen telle que pour tout k € N,

1
JX ‘fnkJrl - fnk’ < 27

On pose aussi f,,_, = 0.Lasérie Y- _; | fn,,, — fn,| est absolument convergente dans L' (X ). Comme
L'(X) est complet, on peut définir sa somme g := >.;" ;| fpn,., — fn,| comme un élément de L' (X).
Alors pour tout k € N,

La proposition est démontrée.

4.3 Convergence dans les espaces de Lebesgue
Un lemme de compacité LP — LY (qu’on pourra insérer dans les lecons 203, 234, 235, 241, 262) :

Lemme 4 On suppose 1(X) < o0. Soit 1 < p < q < o0 et (f)nen une suite bornée de L4(X), qui
converge en mesure vers f. Alors f € LY(X) et (fn)nen converge vers f dans LP(X).

Preuve : La premiere assertion résulte du lemme de Fatou. Pour la seconde, on écrit pour € > 0 et pour
toutn e N :

n - P < n - P + n - P
| 151 jfﬂ_ﬂga fu— 1] fm_ﬂx fu— 1]
< PUX) + | fo = Pl — £ > €],

ou la seconde ligne résulte de I’inégalité de Holder. Par I'inégalité de Minkowski, | f, — f|| La(x) <
I fnlla(x) + I1f ] La(x). Donc

| 1= 7 < 30 + 2 Uy + VI = £ > '

Par hypothese, lim;,—, .o |[f — f > €]| = 0. On en déduit

timsup [ 14, ~ 7P < ().
X

n—+0o0

Comme ¢ est arbitraire, on peut conclure.

Par une preuve analogue a celle de la remarque 17, on obtient

Remarque 20 Si une suite (fp)nen < LP(X) converge vers f € LP(X) dans LP(X), alors elle
converge en mesure.
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Théoreme 10 Soit (f,)nen © LP(X) convergeant p.p. vers une application mesurable f. Alors les
deux assertions suivantes sont équivalentes :

2. feLP(X)etlimy i §y | fulP dp = §5 | fIP dp

Preuve : Supposons que limy,—, ;o0 §y [fr— f|P die = 0. Alors en écrivant | f[P < 2P~ (| f — fu [P+ fn|P),
on voit que f € LP(X). Ensuite par I'inégalité triangulaire,

fnllzecxy = 1 1o )| < Wfn = Flloecx)

et donc limy, 4 o0 | ful e (x) = [ fllzr(x)- 1 suffit de prendre les puissances p pour conclure.
Réciproquement, si f € LP(X) et limy— 4o § [fulP dp = § | f|P dps, on applique le lemme de
Fatou 2 la suite de fonctions mesurables et positives : g, := 2P~ (| fu|P + | f|P) — | fn — f|P. 1l vient

[ttt 100 ) < i (270 [ g2t [ 1= [ 1= g17).

En utilisant I’hypothese de convergence p.p., on voit que le membre de gauche est égal a 27 § « [fIP.
Comme | f»|P converge, le membre de droite peut se réécrire 27 { - | f|P+liminf,, 40 — §y | fa—f[P.
On en déduit

fimsup [ |f, ~ 7 <0,
X

n—+ao0

ce qui montre que limy,, o0 §y | fn — fIP dp = 0.

Remarque 21 Un développement possible pour les lecons 201, 205, 234, 241 est la complétude de LP.

4.4 Convergence en loi

Définition 8 (Convergence en loi) On dit qu’une suite de v.a.r. (X;,)nen converge en loi vers une v.a.r.
X si pour toute fonction ¢ : R — R continue bornée, lim,,_, . o, E(¢(X,)) = E(¢(X)).

Proposition 20 Dans la définition de la convergence en loi, on peut remplacer continue bornée par
continue a support compact.

Preuve : Il suffit de montrer que si pour tout ¢ € C2(R), lim,,_, ;o E(p(X,)) = E(p(X)), alors cela
reste vrai pour tout ¢ € CP(R).
On introduit pour tout p € N la fonction ¢, : R — R définie par

0 six ¢ [-p—1,p+ 1],
1 siz € [—p,p],

Pp() = .
r+p+1 size[-p—1,—p],

—x+p+1 sizelpp+1].
Soit ¢ € CY(R). On écrit pour tout p, n € N,

E(p(Xn)) = (X)) = E((¢pp)(Xn) = (¢p) (X)) + E (1 = ¢p)9)(Xn) = (1 = ¢p)p) (X)) -
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D’ou en utilisant que 1 — ¢, > 0, il vient

[E (0(Xn)) = o(X))| < E ((epp) (Xn) = (2p2) (X))] + 0] oo ) E (1 = 0p) (X))
+ @l @E (1= @p)(X)). 4.1

Soit ¢ > 0. Comme la fonction |(1 — ¢,)(X)| est bornée par 1 et converge p.p. vers 0, le théoreme de
convergence dominée implique que

lim E(((1—p)p)(X)) =0.

p—>+00

On fixe désormais pg € N tel que [E((1 — ¢p,)(X))| < e. Comme

E (1 = po) (Xn)) = 1 = E(pp, (X))

et que @y, € CY, il vient :

lim B ((1 = ¢py)(Xn)) = 1= E (¢py (X)) = E (1 = ) (X)) -

n—-+0oo

Donc il existe ng € N tel que pour tout n = ng, [E((1 — ¢p,))(Xy))| < 2¢. Enfin, comme ¢y, € CO,
il existe n1 = ng tel que |E ((¢pp)(Xn) — (¢pp)(X))| < e. En utilisant (4.1) avec p = pg et n = nq,
on obtient

[E (0(Xn)) — o(X))| < (1 +3]@lrem))e,

qui est le résultat attendu.

Proposition 21 Soit (X, )nen une suite de v.a.r. et X une v.a.r. Alors (X,,)neny converge en loi vers X si
et seulement si pour tout point de continuité de la fonction de répartition Fx de X, lim,,_, 1o Fx, (a) =

FX((Z).

Preuve : Supposons qu’en tout point de continuité de la fonction de répartition F'x de X, on ait

lim Fyx, (a) = Fx(a),

n—-+aoo

c’est-a-dire P(X,, < a) — P(X < a). On en déduit que si a, b sont deux points de continuité de Fly,
alors quand n — +o0,

N

Px, (Ja,b]) = P(X,, <b) — P(X, <a) > P(X <b) — P(X <a) = Px(]a,b]).

Soient ¢ € CY(R) et ¢ > 0. Par densité des fonctions en escaliers a support compact dans CY(R) pour
la norme uniforme, il existe a1, ...,q, € Retag < --- < a, dans R tels que

p
le — Z ailyg, yalze®) <€
=1

Comme F'x est continue sauf en un nombre dénombrable de points, on peut supposer que chaque a; est
un point de continuité de F'x. Soit¢) = > 7 _; a;lyq,_, q,)- Par linéarité,

fR¢dPXn = Z a;Px, (Jai-1,a;]) — Z a;Px(Jai—1,a;]) = JRﬂJdPX-

i=1 i=1
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On en déduit

lim sup
n—+00

J @dPXn—f godPX’<limsup +U (go—qb)dPX‘é%.
R R R

n—-+0oo

JR(SO —v¥)dPx,

Comme ¢ est arbitraire, on en déduit que (X, ),en converge en loi vers X.
Réciproquement, si X,, — X en loi, montrons que P(X,, < a) — P(X < a) pour tout point de
continuité a de F'x. On introduit pour tout € > 0 les deux fonctions continues bornées suivantes :

1 sit<a—e¢, 1 sit < a,
oo () =3 —t+a sia—e<t<a , o (¥)={—-t+a+e sia<t<a+e
0 sit=a 0 sit=a+e.

Alors 07 < X]-u,a] < 92 - On en déduit

E(pz (Xn)) < E(X]—0,0)(Xn)) < E(e] (X))
Comme (= sont continues et bornées, on peut utiliser la définition de la convergence en loi pour obtenir :

E(pz (X)) < liminf E(x)—op 01 (Xn)) < Eimsup E(x)-o0,01(Xn)) < E(pd (X)).

n—+w0 n—+w

On utilise maintenant que ¢, — X]_o,q €t o — X]—0,q] Ponctuellement. De plus, les fonctions
caractérisitiques sont bornées par 1 et les constantes sont intégrables sur un ensemble de mesure finie.
Par le théoréme de convergence dominée, il vient donc

E(X)—o0,a[(X)) < lminf E(X) 0,0 (X7)) < limsup E(x]-c0,q)(Xn)) < E(X]—00,a(X))-

n—>+0 n—+00

Mais a étant un point de continuité de F'x,
E(X)-,a[(X)) = Px(X < a) = Px(X < a) = E(X]—x,q)(X)) = Fx(a).

Ainsi, Fx, (a) = E(X]—x,q](Xn)) converge vers Fx (a), comme attendu.

(m]

Proposition 22 Si une suite de v.a.r. (X,,)nen tend en probabilité vers une v.a.r. X, alors elle tend en
loi vers celle-ci.

Preuve : Soit ¢ € CY(R). Montrons que E(¢(X,,)) tend vers E(o(X)). Soit ¢ > 0. Comme ¢ est
uniformément continue, il existe & > 0 tel que |p(X,,) —(X)| < € p.s. sur 'ensemble [| X,, — X| < d].
Alors

o(Xa) — (X)) + j (X + [9(X)|

IE(o(Xn)) — E(e(X))| < f [1Xn—X|=06]

(10— X <]
< €+ 2|¢f o @ P(| Xn — X| = 9).

Comme (X, )nen tend en probabilité vers X, on en déduit

limsup [E(¢(Xn)) — E(p(X))| <e.

n—+ao

On peut alors conclure puisque € est arbitraire.

Proposition 23 Si une suite de v.a.r. (X,,)nen tend en loi vers un nombre réel a € R, alors elle tend en
probabilité vers ce nombre réel.
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Preuve : Soite > 0. Alors il existe ¢ € CP (R) telle que ¢(a) = Oetp = 1 sur |—00,a—c]|ua+e, +0.
Ainsi,
P([Xn = X[ > €) < E(p(Xn))-

Le membre de droite tend par hypotheése vers E(¢(a)) = 0, ce qui conclut la preuve.
Exemple 5 Soit X une v.a.r. de loi N'(0,1) et X,, = (—1)"X. Alors X,, converge en loi vers X par

symétrie de la loi normale centrée mais ne converge pas p.s. vers X et ne converge pas en probabilité
vers X.

Exemple 6 Soit (x,,)nen une suite de réels, x € R. Soit (X,,)nen une suite de variables aléatoires et
X une variable aléatoire. On suppose que Xy, est de loi 6, et X est de loi 6. Alors () nen converge
vers x si et seulement si (X,,)nen converge en loi vers X.

Exemple 7 On définit pour tout n € N* la v.a.r. de [0, 1] (muni de la mesure de Lebesgue restreinte)

vers R :
Xn = 2 X[%,lej{l]'

O<k<2n—1-1

Alors pour tout ¢ € CP(R), E(p(X,)) = 3¢(0) + $¢(1). Autrement dit, (X,,)nen converge en loi vers
une loi de Bernouilli de parametre 1/2.

Exemple 8 /I, Exemple V.1.3 (ii), Exemple V.4.5 (iii)] Soit X;, i = 1 des variables aléatoires indépen-
dantes, de loi exponentielle P([X; > t]) = et t = 0. Soit M,, = max;<;<, X;. Alors

1. My, =Inn+o(lnn),n — +o p.s.
2. Zy := M, — Inn converge en loi vers une variable Z de fonction de répartition F'(t) =
exp(—e7t),te R

Preuve : La premiere assertion est une conséquence du lemme de Borel-Cantelli. Par indépendance,

P(M, <t) =P(nicicn[Xi <t]) = (1 —e D)™

Il

Soite € (0,1). Alors

P([Mn < (1 - 6) lnn]) = (1 _ n—1+€>n
=exp(nin(l —n
— exp(=n(1 + o(1))), n — +20,

—1+€))

Donc -, P([M,/Inn < 1—¢]) < c. Le lemme de Borel-Cantelli implique que p.s. M,,/Inn > 1—¢
pour n assez grand. Donc p.s.,

M.
liminf —2 > 1 —e.
n—w Inn

Par ailleurs,

P([M, = (14+¢)lnn]) =1—-P([M, = (1 +¢)lnn])
=1-(1—n"t9)"
=1—exp(nln(l —n"179))
=1—exp(—n"%(1+ 0o(1)))
=n"°(1+o0(1)),n — +o0.
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Soit nj, = |(k + 1)°| avec § > 1/¢. Alors

D IP([My, = (1+¢)Inng]) < oo.
keN

Donc par le lemme de Borel-Cantelli, p.s.

. M,
limsup —=& <1 + ¢,
k—+oc0 TV

De plus, pour tout n € N*, il existe k € N tel que n < n < ngi1. Comme (M,,),>1 est croissante,

M, < Mp, . Inngyq

Inn  Inngeq lnng

En utilisant que limg_, ; n(Inny)/Inng1 = 1, on en déduit p.s.
M,
limsup — < 1 + ¢,
n—otoo INM
Comme ¢ est arbitraire, on conclut que p.s.

M
lim — =1.
n—+ow lnn

On montre 2 présent la deuxieme assertion. Soit ¢ € R. Pour n > e, ¢t +1Inn > 0 et on peut écrire :
FZn(t) = P([max X; <t+1nn])
1<ign

= (1 —exp(—t —1Inn))"

= exp (nln (1 - e;)) = exp(—e ") +o(1),n — +o0.
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