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Chapitre 1

Les séries sont des intégrales

1.1 Introduction : l’équation de la chaleur sur un segment

On considère l’équation de la chaleur sur le segment r0, 1s avec condition initiale et condition aux
limites. Plus précisément, notons Q “s0, 1rˆs0,`8r. Il s’agit de trouver une fonction u P C0pQq telle
que u P C8pQq et

$

’

&

’

%

Btu´ B
2
x2u “ 0 dans Q,

up0, tq “ up1, tq “ 0 pour t P r0,`8r,
upx, 0q “ hpxq pour x P r0, 1s.

Ici, h est une fonction donnée telle que h P C0pr0, 1sq, h P C1ps0, 1rq et hp0q “ hp1q “ 0.
La stratégie consiste à prolonger h par imparité puis 2´périodicité en une fonction h̃ : R Ñ R de

classe C1. Par imparité, les coefficients de Fourier de h̃ sont donnés par

anph̃q “ 0 , bnph̃q “ 2

ż 1

0
h̃ptq sinnπt dt.

On note pour simplifier bn :“ bnph̃q. La série de Fourier de h̃ est alors donnée par

h̃pxq :“
`8
ÿ

n“1

bnph̃q sinnπx.

De plus, la série numérique
ř

n bn converge absolument, et donc la série de Fourier de h̃ converge
normalement vers h. On pose alors (voir [6, Chapitre IV, section VI, paragraphe 3])

upx, tq :“
`8
ÿ

n“1

bne
´n2π2t sinnπx.

Pour montrer que cette série est bien convergente sur Q, et que sa somme vérifie les hypothèses de
régularité requises, on décide de la considérer ici comme une intégrale et de lui appliquer les théorèmes
de la théorie de l’intégrale de Lebesgue.

1.2 Mesures et intégrales sur N

Sur l’ensemble des entiers naturels N, l’ensemble des parties de N, noté PpNq, est une tribu (ou
encore une σ algèbre) puisqu’il contient l’ensemble vide, est stable par réunion dénombrable, et par
passage au complémentaire. On appelle PpNq la tribu discrète sur N. Noter que pour tout ensemble
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mesurable pY,Yq, toute fonction f : pN,PpNqq Ñ pY,Yq est mesurable, puisque l’image réciproque
par f d’un élément de Y est dans PpNq.

On considère sur l’ensemble mesurable pN,PpNqq la mesure de comptage µN : pour tout A Ă N,
µNpAq est défini comme le cardinal de A (si A est une partie infinie, on pose µNpAq “ `8). Il s’agit
bien d’une application à valeurs dans r0,`8s qui vaut 0 sur l’ensemble vide et qui est σ additive (la
mesure de comptage d’une union dénombrable disjointe de parties de N est égale à la somme des mesures
de ces parties).

Noter que pour cette mesure, le seul ensemble négligeable (i.e. contenu dans un ensemble de mesure
nulle) est l’ensemble vide.

On peut alors définir l’intégrale d’une fonction f : N Ñ R. Commençons par les fonctions simples
positives, c’est-à-dire les fonctions s : N Ñ r0,`8s qui prennent un nombre fini de valeurs. A chaque
fonction simple s correspond une partition de N en un nombre fini de parties disjointes non vides

A1, . . . , Am de N et m réels positifs a1, . . . , am distincts tels que s “
m
ÿ

i“1

aiχAi . Son intégrale est donc

(par définition même de l’intégrale d’une fonction simple)

ż

N
spnq dµNpnq “

m
ÿ

i“1

aiµpAiq. (1.1)

Noter que cette intégrale peut être égale à `8. C’est le cas si et seulement si l’un des µpAiq “ `8
avec ai “ 0.

Poursuivons avec l’intégrale d’une fonction positive f : NÑ r0,`8s (rappelons que sur pN,PpNqq,
toutes les fonctions sont mesurables). Par définition, il s’agit de

ż

N
fpnq dµNpnq “ sup

s:NÑr0,`8s
simple, sďf

ż

N
spnq dµpnq.

Pour établir le lien entre les séries à termes positifs et l’intégrale, on peut s’appuyer sur le théorème de
convergence monotone.

Proposition 1 Soit
ř

n un une série à termes positifs et f : NÑ r0,`8r défini par fpnq “ un, n P N.
Alors

8
ÿ

n“0

un “

ż

N
fpnq dµNpnq.

Preuve : Soit N ě 1. En notant χtnu la fonction caractéristique du singleton tnu, la linéarité de l’inté-
grale implique

N
ÿ

n“0

un “
N
ÿ

n“0

un

ż

N
χtnupmq dµNpmq “

ż

N

N
ÿ

n“0

unχtnupmq dµNpmq.

Pour tout m P N,

N
ÿ

n“0

unχtnupmq “
N
ÿ

n“0

umχtnupmq “ um

N
ÿ

n“0

χtnupmq “ umχt0,...,Nupmq “ fpmqχt0,...,Nupmq.

On en déduit
N
ÿ

n“0

un “

ż

N
fpmqχt0,...,Nupmq dµNpmq. (1.2)
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On pose fN pmq “ fpmqχt0,...,Nupmq. La suite pfN qNě0 est une suite croissante de fonctions positives
et qui converge simplement vers f. Par le théorème de convergence monotone, on a donc

lim
NÑ`8

ż

N
fpmqχt0,...,Nupmq dµNpmq “

ż

N
fpmq dµNpmq.

En passant à la limite dans (1.2), on obtient ainsi l’égalité demandée.
˝

Enfin, une fonction f : NÑ R est intégrable si |f | : NÑ R` est d’intégrale finie. C’est alors aussi
le cas de f` “ maxpf, 0q et de f´ “ maxp´f, 0q et l’intégrale de f est par définition

ż

N
f dµN “

ż

N
f` dµN ´

ż

N
f´ dµN.

Finalement, le lien entre l’intégrale d’une fonction sur N et les séries est possible pour les séries
absolument convergentes.

Proposition 2 Soit
ř

un une série à termes réels. On définit f : N Ñ R par fpnq “ un, n P N. Alors
la série

ř

un est absolument convergente si et seulement si la fonction f est intégrable sur N et dans ce
cas :

8
ÿ

n“0

un “

ż

N
fpnq dµNpnq.

Preuve : La première partie de l’énoncé est une conséquence directe de la Proposition 1. Pour montrer
la deuxième partie, il suffit de remarquer que

`8
ÿ

n“0

un “
`8
ÿ

n“0

u`n ´
`8
ÿ

n“0

u´n

avec u`n “ maxpun, 0q et u´n “ maxp´un, 0q (observer d’abord que l’égalité est vraie pour les sommes
partielles).

˝

Remarque 1 De même qu’on interprète la somme d’une série comme une intégrale, on peut voir la
somme d’une famille sommable (indexée par Z ou tout autre ensemble dénombrable) comme une inté-
grale.

Remarque 2 On définit la notion de série semi-convergente (c’est une série qui n’est pas absolument
convergente, mais dont la suite des sommes partielles néanmoins converge). On ne définit pas de notion
analogue dans le cadre de l’intégrale de Lebesgue. En revanche, on définit bien des intégrales semi-
convergentes dans le cadre de l’intégrale de Riemann.

1.3 Théorème de Lebesgue pour les séries

Une fois établie l’identité des séries absolument convergentes avec les intégrales sur N, on peut
interpréter la plupart des théorèmes classiques sur les séries comme des applications immédiates des
théorèmes de Lebesgue.

Voici une conséquence du théorème de convergence monotone.

Proposition 3 Soit pX,A, µq un espace mesuré et
ř

n fn une série de fonctions mesurables positives.
Alors

`8
ÿ

n“0

ż

X
fnpxq dµpxq “

ż

X

`8
ÿ

n“0

fnpxq dµpxq.

(l’égalité a lieu dans r0,`8s).
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Exercice 1 Soit pun,kqpn,kqPNˆN une suite double à termes positifs. On suppose que pour tout k, la suite
pun,kqn est croissante. Alors

lim
nÑ`8

8
ÿ

k“0

un,k “
8
ÿ

k“0

lim
nÑ`8

un,k.

Dans le même esprit, le lemme de Fatou permet de résoudre l’exercice suivant :

Exercice 2 Soit pun,kqpn,kqPNˆN une suite double à termes positifs. Alors

8
ÿ

k“0

lim inf
nÑ`8

un,k ď lim inf
nÑ`8

8
ÿ

k“0

un,k.

Enfin, le théorème de convergence dominée implique le théorème d’inversion suivant :

Proposition 4 Soit pX,A, µq un espace mesuré et
ř

fn une série de fonctions mesurables intégrables.
On suppose que x ÞÑ

ř8
n“0 |fnpxq| est intégrable. Alors

`8
ÿ

n“0

ż

X
fnpxq dµpxq “

ż

X

`8
ÿ

n“0

fnpxq dµpxq.

Exercice 3 Soit pun,kqpn,kqPNˆN une suite double à termes réels. On suppose qu’il existe une suite pvkq

telle que |un,k| ď vk pour tout n, k et vérifiant de plus
`8
ÿ

k“0

vk ă `8. Alors

lim
nÑ8

8
ÿ

k“0

un,k “
8
ÿ

k“0

lim
nÑ`8

un,k.

On peut également interpréter les propositions 3 et 4 comme des conséquences du théorème de
Fubini. Rappelons en particulier qu’étant donné un espace mesuré pX,A, µq, la mesure produit µb µN
définie sur la tribu engendrée par les pavés de la forme AˆB pour tout A P X et B P PpNq vérifie

µb µNpAˆBq “ µpAqµNpBq.

En particulier, lorsque pX,A, µq “ pN,PpNq, µNq, la mesure produit µN b µN sur Nˆ N est encore la
mesure de comptage, qui à une partie de Nˆ N associe son cardinal.

Le théorème de Fubini est un outil extrêmement puissant dans la théorie des séries. En voici un autre
exemple.

Définition 1 On considère deux séries
ř

an et
ř

bn à coefficients dans C. On définit leur produit de
Cauchy comme étant la série de terme général

cn :“
n
ÿ

k“0

akbn´k.

Quand le produit de Cauchy est-il une série convergente ? Et quand la somme de cette-dernière est-elle
égal au produit des sommes des deux séries ?

Théorème 1 Soient
ř

an et
ř

bn deux séries absolument convergentes. Alors leur produit de Cauchy
est une série absolument convergente et on a :

˜

`8
ÿ

n“0

an

¸˜

`8
ÿ

n“0

bn

¸

“

`8
ÿ

n“0

n
ÿ

k“0

akbn´k.
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Preuve : On interprète l’énoncé dans le cadre plus général de la mesure de Lebesgue. Soient pX,A, µq
et pY,B, νq deux espaces mesurés. Soit f : X Ñ R et g : Y Ñ R deux fonctions intégrables. Alors le
théorème de Fubini montre que

px, yq ÞÑ fpxqgpyq

est intégrable et de plus
ˆ
ż

X
f dµpxq

˙ˆ
ż

Y
g dνpyq

˙

“

ż

XˆY
fpxqgpyq dpµb νqpx, yq.

Avec pX,A, µq “ pY,B, νq “ pN,PpNq, µNq, et fpnq “ an, gpnq “ bn, on obtient :
˜

`8
ÿ

n“0

an

¸˜

`8
ÿ

n“0

bn

¸

“

ż

NˆN
fpmqgpnq dpµN b µNqpm,nq.

Par le théorème de convergence dominée, le membre de droite est égal à

lim
NÑ`8

ż

NˆN
fpmqgpnqχAN pm,nq dpµN b µNqpm,nq

où AN :“ tpm,nq P N2 : m` n ď Nu. On écrit

fpmqgpnqχAN pm,nq “
ÿ

pm1,n1qPAN

fpm1qgpn1qχtpm,nqupm
1, n1q.

Par linéarité de l’intégrale, on en déduit

ż

NˆN
fpmqgpnqχAN pm,nq dpµN b µNqpm,nq

“
ÿ

pm1,n1qPAN

fpm1qgpn1q

ż

NˆN
χtpm,nqupm

1, n1q dpµN b µNqpm,nq “
ÿ

pm1,n1qPAN

fpm1qgpn1q.

Et cette dernière somme peut se réécrire
N
ÿ

n“0

n
ÿ

k“0

akbN´k. On a ainsi

˜

`8
ÿ

n“0

an

¸˜

`8
ÿ

n“0

bn

¸

“ lim
NÑ`8

N
ÿ

n“0

n
ÿ

k“0

akbN´k “
8
ÿ

n“0

n
ÿ

k“0

akbN´k.

Pour s’assurer que la série du membre de droite converge absolument, il suffit de répéter l’argument
précédent en remplaçant an, bn par |an|, |bn|.

˝

1.4 Théorèmes de régularité des intégrales à paramètres

Le théorème de continuité sous le signe intégral possède la version suivante pour les séries :

Proposition 5 Soit pfnq une suite de fonctions continues sur un intervalle I à valeurs dans R. On
suppose qu’il existe une suite de nombres positifs pαnq telle que

1)
ř

n αn ă 8,
2) |fnptq| ď αn pour tout n ě 1 et pour tout t P I.

Alors pour tout t P I, la série
ř

fnptq converge absolument et la fonction t ÞÑ
ř8
n“0 fnptq est continue.
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Remarque 3 1. On prend le plus souvent αn :“ |fn|8. Si les hypothèses du corollaire sont vraies,
on dit que la série des pfnq converge normalement.

2. En fait, il suffit que la série des pfnq converge uniformément pour que la fonction définie par la
série soit continue.

3. On peut de même considérer des fonctions de plusieurs variables sur un ensemble A Ă RN . Le
même énoncé est valable en remplaçant l’intervalle I par A.

Pour la dérivabilité des séries, on peut utiliser la proposition suivante :

Proposition 6 Soit fn une suite de fonctions dérivables sur un intervalle I à valeurs dans R. On suppose
qu’il existe une suite de nombres positifs pαnq telle que

1)
ř

n αn ă 8,
2) |fnptq| ` |f 1nptq| ď αn pour tout n ě 1 et pour tout t P I.

Alors pour tout t P I, la série
ř

fnptq converge absolument et la fonction t ÞÑ
8
ÿ

n“0

fnptq est dérivable

sur I, de dérivée t ÞÑ
`8
ÿ

n“0

f 1nptq.

Remarque 4 Là encore, on a un résultat un peu plus fin sur le versant des séries : si la série de fonctions
converge simplement et la série des dérivées converge uniformément, alors la somme est dérivable sur
I .

Remarque 5 On peut également traiter les fonctions de plusieurs variables définies comme somme
d’une série. Pour cela, on utilise qu’une fonction f : Ω Ñ R définie sur un ouvert Ω de Rn est de classe
Ck sur Ω si toutes ses dérivées partielles jusqu’à l’ordre k existent et sont continues sur Ck. Dans le
cas où f s’écrit sous la forme

fpxq “
`8
ÿ

n“0

fnpxq

avec fn : Ω Ñ R de classe Ck, il suffit donc d’après la proposition 6 de trouver une suite une suite
pαnqnPN de réels positifs telle que

ř

n αn ă 8 et pour tout ` ď k, pour tout i1, . . . , i`,

@x P Ω, |B`xi1 ...xi`
fnpxq| ď αn.

Enfin, pour l’holomorphie :

Proposition 7 Soit pfnq une suite de fonctions holomorphes sur un ouvert Ω de C à valeurs dans C. On
suppose qu’il existe une suite de nombres positifs pαnq telle que

1)
ř

n αn ă 8,
2) |fnpzq| ď αn pour tout n ě 1 et pour tout z P Ω.

Alors pour tout z P Ω, les séries
ř

fnpzq,
ř

f 1npzq convergent absolument et la fonction z ÞÑ
ř8
n“0 fnpzq

est holomorphe sur Ω de dérivée

z ÞÑ
8
ÿ

n“0

f 1npzq

Remarque 6 Mais vous aurez deviné que la convergence uniforme de la série, au lieu de normale, suffit
pour que la somme soit holomorphe.

Exercice 4 Montrer que la série
ř x
p1`x2qn

est normalement convergente sur tout intervalle de la forme
ra,`8r, a ą 0. Montrer qu’elle n’est pas uniformément convergente sur r0, 1s (on pourra calculer sa
somme).
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Exercice 5 On considère pour tout x P R, la série
ř

nxe´nx
2
.

1) Montrer qu’elle est uniformément convergente sur tout intervalle compact de R˚.
2) On note f sa somme. Déterminer

şx
a fptq dt pour 0 ă a ă x et en déduire f .

1.5 Conclusion pour l’équation de la chaleur

Observons que pour tout n P N˚, la fonction un : px, tq ÞÑ bne
´n2π2t sinnπx est C8 sur Rˆ R et

vérifie ponctuellement l’équation de la chaleur. De plus, pour tout ε ą 0, pour tout pt, xq Psε,`8rˆR,
ˇ

ˇ

ˇ
BktkB

`
x`unpx, tq

ˇ

ˇ

ˇ
ď

ˇ

ˇ

ˇ
bnp´n

2π2qkpnπq`e´n
2π2t

ˇ

ˇ

ˇ
“ |bn|n

2k``π2k``e´n
2π2ε.

La série
ř

n bn étant absolument convergente, il suit que

`8
ÿ

n“0

|bn|n
2k``π2k``e´n

2π2ε ă `8.

Par le théorème de dérivation sous le signe
ř

(voir remarque 5), on en déduit que la fontion px, tq ÞÑ
ř8
n“0 unpx, tq est bien définie sur Rˆsε,`8r et de classeC8 sur cet ensemble. Comme ε est arbitraire,

u est bien défini et de classe C8 sur Q. De plus, on peut dériver termes à termes :

Btu´ B
2
x2u “

`8
ÿ

n“0

Btun ´ B
2
x2un “ 0.

La continuité de u sur Q résulte du théorème de continuité sous le signe
ř

(voir aussi remarque 3).
Comme pour tout n P N˚, unp0, tq “ unp1, tq “ 0, on obtient la condition au limite : up0, tq “
up1, tq “ 0. Enfin, la condition initiale est vérifiée par définition des coefficients bn.

Remarque 7 L’équation de la chaleur sur un segment peut constituer un développement pour les leçons
209, 222, 241, 246.

1.6 Appendice : Boréliens et arithmétique dans r0,8s

La droite réelle achevée est l’ensemble R auquel on adjoint deux symboles 8 et ´8. On prolonge
l’ordre usuel sur R à la droite réelle achevée de manière naturelle.

Un intervalle ouvert de r0,8s est soit un intervalle ouvert (usuel) de r0,8r, soit un intervalle de
la forme sa,8s avec 0 ď a ă 8, soit r0,8s. On appelle ouvert de r0,8s une réunion quelconque
d’intervalles ouverts de r0,8s. Ces ouverts engendrent la tribu des boréliens sur r0,8s. C’est aussi la
tribu engendrée par les intervalles de r0,8r et le singleton t8u.

Sur r0,8s, on prolonge l’addition en posant a`8 “ 8` a “ 8 pour tout 0 ď a ď 8. L’addition
est continue (l’image réciproque d’un ouvert de r0,8s est un ouvert de r0,8s), donc mesurable.

Sur r0,8s, on prolonge la multiplication en posant pour tout 0 ď a ď 8

a.8 “ 8.a “

#

8 si 0 ă a ď 8,

0 si a “ 0.

Le produit n’est pas continu mais il est mesurable (car continu sur chaque sous-ensemble mesurable
s0,8sˆs0,8s, t0u ˆ r0,8s, r0,8s ˆ t0u et donc mesurable sur leur réunion).

On vérifie que ces ces deux opérations conservent les propriétés usuelles de commutativité, d’asso-
ciativité , de distributivité sur r0,8s. Elles préservent l’ordre. En revanche, a`b “ a`c implique b “ c
seulement si a est fini. De même, ab “ ac n’entraîne b “ c que si 0 ă a ă 8.
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Chapitre 2

Convolution et régularisation

Dans toute la suite, Rn est muni de la tribu des boréliens et de la mesure de Lebesgue. Sur l’ensemble
des fonctions boréliennes, on définit la relation d’équivalence f „

p.p.
g, qui signifie que les fonctions

boréliennes f et g sont égales hors d’un borélien de mesure nulle. La classe d’équivalence de f pour
cette relation est donc l’ensemble des fonctions boréliennes égales à f hors d’un borélien de mesure
nulle. On fera très souvent l’abus de notation de confondre une fonction et sa classe. Ce sera typiquement
le cas lorsqu’on considèrera des éléments des espaces de Lebesgue Lp, 1 ď p ď 8. Au sens strict, ces
éléments sont des classes de fonctions, et non des fonctions à proprement parler.

Cet abus de langage est légitime chaque fois que les relations, les propriétés, les identités énoncées
ne dépendent pas du choix du représentant dans la classe. Il arrivera même parfois qu’on manipule des
fonctions f qui ne sont pas définies partout, mais seulement hors d’un borélien de mesure nulle. On peut
alors étendre la fonction f par une valeur arbitraire pour obtenir une fonction borélienne définie partout,
et toutes les propriétés liées à la théorie de l’intégrale ne dépendront pas de l’extension choisie.

2.1 Convolution

On se donne deux fonctions f, g boréliennes sur Rn (ou éventuellement des classes de fonctions,
modulo la relation être égal presque partout).

2.1.1 Mesurabilité

Supposons dans un premier temps f et g à valeurs dans r0,`8s. Alors pour tout x P Rn, la fonction
t ÞÑ fpx´ tqgptq est borélienne à valeurs dans r0,`8s. On peut donc considérer son intégrale

ż

Rn
fpx´ tqgptq dt “: f ˚ gpxq.

Remarque 8 Si f̃ „
p.p.

f et g̃ „
p.p.

g, alors pour tout x P Rn, f ˚ gpxq “ f̃ ˚ g̃pxq. La convolution ne

dépend donc pas du choix du représentant dans la classe de fonctions. Pour alléger la présentation, on
ne formulera plus ce type de remarque mais le lecteur est encouragé à apaiser ses scrupules chaque fois
qu’un tel abus de langage sera fait...

Par le théorème de Fubini-Tonnelli appliqué à la fonction borélienne positive px, tq ÞÑ fpx´ tqgptq,
la fonction x ÞÑ f ˚ gpxq est borélienne à valeurs dans r0,`8s. Comme r0,`8r est un ouvert de
r0,`8s, l’ensemble

Dpf ˚ gq “ tx P Rn : f ˚ gpxq ă `8u “ pf ˚ gq´1pr0,`8rq
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est un borélien.
Supposons maintenant que les fonctions f et g prennent leurs valeurs dans R. En appliquant ce

qui précède aux fonctions |f | et |g|, on voit que l’ensemble Dpf ˚ gq des x P Rn tels que
ş

Rn |fpx ´
tqgptq| dt ă `8 est un borélien, et sur cet ensemble, la fonction t ÞÑ fpx ´ tqgptq est intégrable. On
peut alors définir

f ˚ gpxq :“

ż

Rn
fpx´ tqgptq dt.

Le théorème de Fubini affirme en outre que la fonction

x ÞÑ f ˚ gpxq “

ż

Rn
fpx´ tqgptq dt

est borélienne sur Dpf ˚ gq.

Remarque 9 1. Lorsque |f | ˚ |g|pxq ă `8, |f ˚ gpxq| ď |f | ˚ |g|pxq :

|f ˚ gpxq| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Rn
fpx´ tqgptq dt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ż

Rn
|fpx´ tqgptq| dt “ |f | ˚ |g|pxq.

2. Lorsque |f | ˚ |g|pxq ă `8, le changement de variable t1 “ x´ t permet de voir que f ˚ gpxq “
g ˚ fpxq.

3. Si f est nulle hors de A et g est nulle hors de B, alors f ˚ g est définie et nulle hors de A ` B.
En effet, on a d’abord

ż

Rn
|fpx´ tqgptq| dt “

ż

B
|fpx´ tqgptq| dt

puis on observe que si x R A`B et t P B, alors x´ t R A.

2.1.2 Intégrabilité

Proposition 8 Soit f P LppRnq, g P L1pRnq. Alors f ˚ g P LppRnq et

}f ˚ g}Lp ď }f}Lp}g}L1 .

Preuve : Supposons p ă 8. En écrivant |gptq| “ |gptq|
1
p
` 1
p1 et en utilisant l’inégalité de Hölder, il vient

ż

Rn
|fpx´ tq||gptq| dt ď

ˆ
ż

Rn
|fpx´ tq|p|gptq| dt

˙1{pˆż

Rn
|gptq| dt

˙1{p1

et donc
ˆ
ż

Rn
|fpx´ tq||gptq| dt

˙p

ď }g}p´1
L1

ż

Rn
|fpx´ tq|p|gptq| dt.

Comme conséquence de la section précédente, les fonctions positives p|f | ˚ |g|qp et |f |p ˚ |g| sont boré-
liennes. En intégrant, on obtient

ż

Rn

ˆ
ż

Rn
|fpx´ tq||gptq| dt

˙p

dx ď }g}p´1
L1

ż

Rn

ˆ
ż

Rn
|fpx´ tq|p|gptq| dt

˙

dx. (2.1)

Le théorème de Fubini-Tonnelli appliqué à la fonction borélienne positive px, tq ÞÑ |fpx ´ tq|p|gptq|
implique

ż

Rn

ˆ
ż

Rn
|fpx´ tq|p|gptq| dt

˙

dx “

ż

Rn
|gptq|

ˆ
ż

Rn
|fpx´ tq|p dx

˙

dt.
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Par invariance par translation de la mesure de Lebesgue,
ż

Rn
|fpx´ tq|p dx “

ż

Rn
|fpxq|p dx.

Ainsi,
ż

Rn

ˆ
ż

Rn
|fpx´ tq|p|gptq| dt

˙

dx “ }g}L1}f}pLp .

En reportant dans (2.1), il vient
ż

Rn

ˆ
ż

Rn
|fpx´ tq||gptq| dt

˙p

dx ď }g}p´1
L1 }g}L1}f}pLp

d’où
}|f | ˚ |g|}Lp ď }f}Lp}g}L1 .

La fonction borélienne positive p|f | ˚ |g|qp est d’intégrale finie, donc finie presque partout. Donc |f | ˚ |g|
est aussi finie presque partout. Donc d’après la section précédente, f ˚ g définit (à un borélien de mesure
nulle près) une fonction borélienne sur Rn. En écrivant |f ˚ g| ď |f | ˚ |g|, on obtient

}f ˚ g}Lp “ }|f ˚ g|}Lp ď }|f | ˚ |g|}Lp ď }f}Lp}g}L1

ce qui conclut le cas p ă 8.
Le cas p “ 8 est une conséquence de l’inégalité

|fpx´ tqgptq| ď }f}L8 |gptq|

valable pour presque tout px, tq. On conclut en intégrant par rapport à t.
˝

Exercice 6 Montrer que l’application pf, gq P L1pRnq ˆ L1pRnq ÞÑ f ˚ g P L1pRnq est bilinéaire,
symétrique, continue et associative.

Exercice 7 On suppose f P LppRnq, g P Lp1pRnq. Montrer que

1. la fonction f ˚ g est bien définie p.p. et est bornée,

}f ˚ g}L8 ď }f}Lp}g}Lp1 .

2. la fonction f ˚ g admet un représentant continu,

3. si 1 ă p ă 8, f ˚ g tend vers 0 à l’infini.

2.2 Approximation

Proposition 9 On suppose que f P L1pRnq, g P C1pRnq et que g ainsi que toutes ses dérivées partielles
Big, 1 ď i ď n, sont bornées sur Rn. Alors f ˚ g définit une fonction C1pRnq et

Bipf ˚ gq “ f ˚ Big 1 ď i ď n.

Preuve : On identifie f à une application intégrable définie partout. Pour tout t P Rn, l’application
x ÞÑ gpx´ tqfptq est C1 sur Rn de dérivées partielles x ÞÑ Bigpx´ tqfptq.

Pour tout x P Rn, l’application t ÞÑ gpx ´ tqfptq (resp. t ÞÑ Bigpx ´ tqfptq) est borélienne et
dominée par la fonction intégrable t ÞÑ }g}L8 |f | (resp. t ÞÑ }Big}L8 |f | ) qui ne dépend pas de x.
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Par le théorème de dérivation sous le signe intégral, on en déduit que l’application g ˚ f : x ÞÑ
ş

Rn gpx´ tqfptq dt est bien définie et C1 sur Rn, de dérivées partielles

x ÞÑ

ż

Rn
Bigpx´ tqfptq dt.

˝

Remarque 10 Si g est seulement continue et bornée, le théorème de continuité sous le signe intégral
montre que f ˚ g définit une fonction continue.

En observant que C8c pRnq Ă
Ş

1ďpď8 L
ppRnq, les Propositions 8 et 9 impliquent :

Corollaire 1 Si f P L1pRnq et g P C8c pRnq, alors f ˚ g P C8 X
Ş

1ďpď8 L
ppRnq.

Définition 2 (Approximation de l’identité) Une suite pϕkqkPN de fonctions continues sur Rn est une
approximation de l’identité si

1. ϕk ě 0,

2.
ş

Rn ϕk “ 1,

3. @η ą 0,
ş

|x|ąη ϕkpxq dxÑ 0 quand k Ñ `8.

Exemple 1 Soit ϕ : R Ñ C une fonction continue positive d’intégrale 1. On pose ϕkpxq “ knϕpkxq,
k P N. Alors ϕk est continue, positive et d’intégrale 1 (par le changement de variable y “ kx). De plus,
pour tout η ą 0,

ż

|x|ąη
ϕkpxq dx “

ż

|y|ąkη
ϕpyq dx

qui tend bien vers 0 par le théorème de convergence dominée.

Théorème 2 Si f P L8pRnq est uniformément continue sur Rn et pϕkqkPN est une approximation de
l’identité, alors pf ˚ ϕkqkPN converge uniformément sur Rn vers f .

Remarque 11 La fonction f ˚ ϕk est bien définie comme convolée d’une fonction L1 et d’une fonction
L8, et c’est même une fonction bornée et continue par la Remarque 10.

Preuve du Théorème 2 : Soit ε ą 0. Comme f est uniformément continue, il existe η ą 0 tel que
pour tout x, y P Rn, si |x´ y| ă η, alors |fpxq ´ fpyq| ă ε.

D’où pour tout x P Rn, k P N, en utilisant le fait que
ş

Rn ϕk “ 1,

|f ˚ ϕkpxq ´ fpxq| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Rn
fpx´ tqϕkptq dt´ fpxq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Rn
pfpx´ tq ´ fpxqqϕkptq dt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ż

Rn
|fpx´ tq ´ fpxq|ϕkptq dt.

Dans la dernière ligne, on a utilisé ϕk ě 0. On décompose l’intégrale du membre de droite en deux
morceaux :

ż

Rn
|fpx´ tq ´ fpxq|ϕkptq dt “

ż

|t|ăη
|fpx´ tq ´ fpxq|ϕkptq dt

`

ż

|t|ěη
|fpx´ tq ´ fpxq|ϕkptq dt.
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On estime le premier morceaux en utilisant l’uniforme continuité de f :
ż

|t|ăη
|fpx´ tq ´ fpxq|ϕkptq dt ď ε

ż

|t|ăη
ϕkptq dt

ď ε

ż

Rn
ϕkptq dt “ ε.

Pour le deuxième morceaux, on majore |fpx´ tq ´ fpxq| par 2}f}L8 :
ż

|t|ěη
|fpx´ tq ´ fpxq|ϕkptq dt ď 2}f}L8

ż

|t|ěη
ϕkptq dt.

Comme pϕkqk est une partition de l’unité, on en déduit qu’il existe k0 P N (indépendant de x) tel que
pour tout k ě k0,

ż

|t|ěη
ϕkptq dt ď ε,

de sorte que
ż

|t|ěη
|fpx´ tq ´ fpxq|ϕkptq dt ď 2}f}L8ε.

En recollant les morceaux, il existe donc k0 P N tel que pour tout x P Rn, pour tout k ě k0

|f ˚ ϕkpxq ´ fpxq| ď

ż

|t|ăη
|fpx´ tq ´ fpxq|ϕkptq dt

`

ż

|t|ěη
|fpx´ tq ´ fpxq|ϕkptq dt

ď ε` 2}f}L8ε “ p1` 2}f}L8qε.

Ainsi, pf ˚ ϕkqk converge uniformément vers f sur Rn.
˝

Une version locale de la preuve précédente montre aussi que

Théorème 3 Si f est une fonction continue bornée sur Rn et tϕukPN est une approximation de l’identité,
alors pf ˚ ϕkqkPN converge uniformément sur tout compact de Rn vers f .

Théorème 4 Si f P LppRnq où 1 ď p ă 8, et pϕkqkPN est une approximation de l’unité, alors pf ˚
ϕkqkPN converge vers f dans LppRnq.

La preuve s’appuie sur la continuité des translations dans LppRnq :

Lemme 1 Soit f P LppRnq avec 1 ď p ă 8. Alors la fonction θ : t ÞÑ }fpt ` ¨q ´ fp¨q}Lp est
uniformément continue.

Ce lemme lui-même requiert la densité des fonctions continues à support compact C0
c pRnq dans

LppRnq, pour 1 ď p ă 8. Ce-dernier résultat peut-être obtenu soit comme conséquence de la régularité
de la mesure de Lebesgue (voir par exemple [3, Théorème 5.20]), soit comme corrolaire du théorème de
Lusin (voir par exemple [5, Théorème 3.14]).

Preuve du Lemme 1 : Soit ε ą 0. Par densité de C0
c pRnq dans LppRnq, il existe g P C0

c pRnq tel que

}f ´ g}LppRnq ď ε.
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Soit R ą 0 tel que la boule BR de rayon R et centrée en 0 contienne le support de g. Comme pour tout
|t| ă 1, x P Rn, le vecteur t` x P BR seulement si x P BR`1, on en déduit

}gpt` ¨q ´ gp¨q}pLp “

ż

Rn
|gpt` xq ´ gpxq|p dx “

ż

BR`1

|gpt` xq ´ gpxq|p dx.

Comme g est uniformément continue, il existe η ą 0 tel que pour tout |s| ă η, pour tout x P Rn,

|gps` xq ´ gpxq| ă
ε

|BR`1|
1{p
.

Donc pour tout t, t1 P Rn, |t´ t1| ă minp1, ηq,

}gpt` ¨q ´ gpt1 ` ¨q}pLp ď |BR`1|
εp

|BR`1|
“ εp. (2.2)

Par inégalité triangulaire,

|θptq ´ θpt1q| “ |}fpt` ¨q ´ fp¨q}Lp ´ }fpt
1 ` ¨q ´ fp¨q}Lp |

ď }fpt` ¨q ´ fpt1 ` ¨q}Lp

ď }fpt` ¨q ´ gpt` ¨q}Lp ` }gpt` ¨q ´ gpt
1 ` ¨q}Lp

`}gpt1 ` ¨q ´ fpt1 ` ¨q}Lp .

Par invariance par translation de la mesure de Lebesgue,

}fpt` ¨q ´ gpt` ¨q}Lp “ }fpt
1 ` ¨q ´ gpt1 ` ¨q}Lp “ }gp¨q ´ fp¨q}Lp

et par choix de g, cette quantité est ď ε. Ainsi, en utilisant (2.2), il vient pour tout |t´ t1| ă minp1, ηq,

|θptq ´ θpt1q| ď 2ε` }gpt` ¨q ´ gpt1 ` ¨q}Lp ď 2ε` ε “ 3ε,

ce qui achève la preuve du lemme.
˝

Preuve du Théorème 4 : Comme dans la preuve du Théorème 2, le fait que ϕk soit positive et
d’intégrale 1 permet d’écrire pour pour tout k P N, pour presque tout x P Rn :

|f ˚ ϕkpxq ´ fpxq| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Rn
fpx´ tqϕkptq dt´ fpxq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Rn
pfpx´ tq ´ fpxqqϕkptq dt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ż

Rn
|pfpx´ tq ´ fpxqqϕkptq| dt

“

ż

Rn
|fpx´ tq ´ fpxq|ϕkptq dt.

Par l’inégalité de Jensen 1 appliquée à la mesure de probabilité ϕkptq dt avec la fonction convexe t ÞÑ
|t|p,

|f ˚ ϕkpxq ´ fpxq|
p ď

ż

Rn
|fpx´ tq ´ fpxq|pϕkptq dt.

1. L’inégalité qui suit peut aussi se montrer en utilisant l’inégalité de Hölder.
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Par le théorème de Fubini-Tonnelli appliqué à la fonction mesurable positive px, yq ÞÑ |fpx ´ yq ´
fpxq|pϕkpyq, on obtient

ż

Rn
|f ˚ ϕkpxq ´ fpxq|

p dx ď

ż

Rn

ˆ
ż

Rn
|fpx´ tq ´ fpxq|p dxϕkptq dt

˙

.

On introduit la fonction θptq “
ş

Rn |fpx` tq ´ fpxq|
p dx de sorte que

ż

Rn
|f ˚ ϕkpxq ´ fpxq|

p dx ď

ż

Rn
θp´tqϕkptq dt “ θ ˚ ϕkp0q.

D’après le lemme, θ est uniformément continue. De plus, en utilisant l’inégalité |a` b|p ď 2p´1p|a|p `
|b|pq valable pour tout a, b P R, on a par invariance de la mesure de Lebesgue par translation :

|θptq| ď 2p´1

ż

Rn
p|fpx` tq|p ` |fpxq|pq dx “ 2p}f}pLp .

On peut donc appliquer le théorème 2 à la fonction uniformément continue bornée θ :
ż

Rn
|f ˚ ϕkpxq ´ fpxq|

p dx ď θ ˚ ϕkp0q Ñ θp0q “ 0, k Ñ `8.

ce qui montre que pf ˚ ϕkqk converge vers f dans LppRnq.
˝

Corollaire 2 Les fonctions C8c pRnq sont denses dans LppRnq.

Preuve : Comme les fonctions C0
c pRnq sont denses dans LppRnq, il suffit de montrer qu’on peut ap-

procher toute fonction f P C0
c pRnq par une suite de fonctions de C8c pRnq. Pour cela, introduisons une

fonction ϕ P C8c pRnq positive et non nulle. Quitte à la multiplier par une constante, on peut aussi
supposer que

ş

Rn ϕ “ 1. On pose alors pour tout ε ą 0

ϕεpxq “
1

εn
ϕp
x

ε
q.

Alors tϕεuεą0 est une partition de l’unité constituée de fonctions C8c pRnq.
Comme f P LppRnq, fε :“ f ˚ϕε tend vers f dans LppRnq. Comme f et ϕε sont à support compact,

f ˚ ϕε est encore à support compact. Enfin, comme f P L1pRnq et ϕε P C8c pRnq, la Proposition 9
implique que fε P C8pRnq, ce qui conclut la preuve.

˝

2.3 Appendice : ensembles et fonctions boréliennes et Lebesgue mesu-
rables

Soit pX,A, µq un espace mesuré.

Définition 3 Un ensemble A P A est dit négligeable s’il est contenu dans un ensemble mesurable de
mesure nulle µpAq “ 0.

Ainsi, un ensemble négligeable n’est pas forcément mesurable.

Exercice 8 Une union dénombrable d’ensembles négligeables est négligeable. En particulier, dans RN
muni de la mesure de Lebesgue, un ensemble dénombrable est négligeable.
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Définition 4 On dit que A est complète si tout ensemble négligeable est mesurable.

On note

A “ tE Ă X : il existe E´, N P A tels que µpNq “ 0 et E´ Ă E Ă E´ YNu.

Théorème 5 La famille de parties A est une tribu complète et µ admet une et une seule extension
µ : AÑ r0,`8s qui soit une mesure sur A.

On dit que pX,A, µq est la complétion de pX,A, µq.
La preuve du Théorème 5 peut être traitée sous forme d’exercice, voir [3, Exercice 2.33].

Définition 5 La tribu de Lebesgue LpRN q (l’ensemble des parties Lebesgue mesurables) est obtenue
par complétion de la tribu des boréliens BpRN q.

On utilise la tribu de Lebesgue pour s’assurer que tous les ensembles négligeables sont mesurables.
Il est possible de montrer que la plupart des ensembles Lebesgue mesurables ne sont pas boréliens,
par exemple par un argument de cardinalité, voir [5, Remarques 2.21]. Par ailleurs, il est difficile de
construire des ensembles qui ne soient pas Lebesgue mesurables. Cependant, l’axiome du choix permet
de montrer qu’il en existe, voir [5, Théorème 2.22].

Remarque 12 Rappelons également que l’image d’un borélien par une application borélienne (même
continue, même linéaire) n’est pas un borélien en général. Considérons par exemple la projection
Π : px, yq P R2 Ñ x P R. Il n’est pas vrai 2 que la projection d’un ensemble borélien de R2 soit
un borélien de R. En revanche, l’image par Π d’un ensemble borélien est Lebesgue mesurable 3. No-
tons enfin que la projection d’un ensemble Lebesgue mesurable de R2 n’est pas toujours un ensemble
Lebesgue mesurable de R.

Pour ce-dernier point, on peut donner un argument simple. Soit A Ă R un ensemble qui n’est
pas Lebesgue mesurable et N “ t0u. Alors le produit A ˆ t0u Ă R2 est contenu dans l’ensemble
négligeable R ˆ t0u. Comme la tribu de Lebesgue sur R2 est complète, on en déduit que A ˆ t0u est
Lebesgue mesurable dans R2. Pourtant, sa première projection ΠpA ˆ t0uq “ A n’est pas Lebesgue
mesurable.

Une fonction f : RN Ñ R est borélienne si l’image réciproque de tout borélien de R est un borélien
de RN . Elle est Lebesgue mesurable si l’image réciproque de tout borélien de R est une partie Lebesgue
mesurable de RN .

Remarque 13 On peut construire un homéomorphisme f : r0, 1s Ñ r0, 1s et un ensemble de mesure
de Lebesgue nulle X tel que f´1pXq ne soit pas Lebesgue mesurable. Il est donc préférable de ne
pas définir une fonction mesurable (de R dans R) comme une fonction dont l’image réciproque de tout
ensemble Lebesgue mesurable soit Lebesgue mesurable.

Dans le cadre du théorème de Fubini, mentionnons une difficulté liée à la complétion. Le produit
de deux espaces mesurés complets n’est pas toujours complet. Observons par exemple le cas de la tribu
de Lebesgue sur R. Soit A Ă R un ensemble qui n’est pas Lebesgue mesurable. Comme on l’a vu
dans l’argument suivant la Remarque 12, A ˆ t0u est Lebesgue mesurable, c’est-à-dire dans LpR2q. Si
Aˆt0u appartenait à LpRqbLpRq, alors 4 A appartiendrait à LpRq, d’où la contradiction. En conclusion,
LpRq b LpRq “ LpR2q. En revanche, on a bien BpR2q “ BpRq b BpRq.

2. Il s’agit d’un résultat délicat à démontrer.
3. Résultat également difficile à prouver
4. On utilise ici que si A,B Ă R vérifient AˆB P LpRq ˆ LpRq, alors A et B appartiennent à LpRq, voir [5, Théorème

8.2].
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Dans le théorème de Fubini, il faut donc prendre des précautions lorsqu’on l’applique avec des
fonctions qui sont Lebesgue mesurables, mais pas nécessairement boréliennes, en mettant partout des
presque partout ; pour un énoncé précis, voir [5, Théorème 8.12]. De manière équivalente, on peut se
ramener systématiquement à des fonctions boréliennes, en utilisant le fait qu’une fonction Lebesgue
mesurable est égale hors d’un ensemble négligeable, à une fonction borélienne, voir [5, Lemme 1, page
206].
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Chapitre 3

Applications de la convolution

3.1 Convolution et équations aux dérivées partielles

Une bonne référence pour ce qui suit est [4, Chapitre 2, Théorème 1].
On définit sur R2zt0u la fonction

Φpxq :“
´1

2π
ln |x|.

Ici, |x| désigne la norme euclidienne de x. En passant en coordonnées polaires, on voit que Φ est dans
tous les LplocpR

2q, p ě 1. On note également

Lemme 2 La fonction Φ est harmonique sur R2zt0u.

Preuve : On se souvient que Bi|x| “ xi
|x| , i “ 1, 2. Etant donné une fonction g P C2pR2q, on obtient donc

Bipgp|x|qq “ g1p|x|q
xi
|x|

, Biipgp|x|qq “ g2p|x|q
x2
i

|x|2
` g1p|x|q

|x| ´ xi
xi
|x|

|x|2
.

En sommant sur i “ 1, 2, il vient

∆pgp|x|qq “
2
ÿ

i“1

˜

g2p|x|q
x2
i

|x|2
` g1p|x|q

|x| ´ xi
xi
|x|

|x|2

¸

“ g2p|x|q `
g1p|x|q

|x|
.

Lorsqu’on prend gptq “ ln t, on obtient ∆pgp|x|qq “ 0, comme attendu.
˝

Théorème 6 Soit f P C2
c pR2q. Alors u :“ Φ ˚ f est C2 sur R2 et

´∆u “ f sur R2.

Preuve :

Etape 1 Observons que la convolution est bien définie. Cela ne découle pas immédiatement du chapitre
précédent car Φ n’est dans aucun LppR2q, p ě 1. Comme f est à support compact, il existe L ą 0 tel
que f s’annule hors de la boule Bp0, Lq. Soit x P R2. Alors la fonction y ÞÑ Φpx ´ yqfpyq est nulle
hors de Bp0, Lq. Comme la fonction Φpx´ ¨q est intégrable sur tout compact, et que f est bornée, on en
déduit que la fonction y ÞÑ Φpx´ yqfpyq est intégrable. Ainsi, la convolution Φ ˚ fpxq est bien définie
pour tout x P R2 et on a par changement de variables

upxq “

ż

R2

Φpyqfpx´ yq dy “

ż

R2zt0u
Φpyqfpx´ yq dy.
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Etape 2 Etablissons à présent la régularité de u. La fonction h : py, xq ÞÑ Φpyqfpx ´ yq est C8 sur
pR2zt0u ˆ R2q avec pour tout i, j P t1, 2u,

|Bihpy, xq| ď |Φpyq||Bif |px´ yq,

|Bijhpy, xq| ď |Φpyq||Bijf |px´ yq.

Soit R ą 0. Alors pour tout x P Bp0, Rq, fpx´ yq “ 0 dès que y R Bp0, R` Lq. Ainsi

|Bihpy, xq| ` |Bijhpy, xq| ď 2|Φpyq|}f}C2χBp0,R`Lqpyq,

où χBp0,R`Lq désigne la fonction caractéristique de la boule Bp0, R ` Lq. Comme la fonction y ÞÑ
|Φpyq|χBp0,R`Lqpyq est intégrable sur Bp0, R ` Lq, le théorème de dérivation sous le signe intégral
implique que u est C2 sur R2 et de plus

∆upxq “

ż

R2

Φpyq∆fpx´ yq dy.

Etape 3 Montrons enfin que ´∆u “ f . On écrit ∆upxq “ Iε ` Jε, avec

Iε :“

ż

Bp0,εq
Φpyq∆fpx´ yq dy , Jε :“

ż

R2zBp0,εq
Φpyq∆fpx´ yq dy.

Alors
|Iε| ď C}f}C2pR2q

ż

Bp0,εq
|Φpyq| dy ď Cε2| ln ε|. (3.1)

Par ailleurs, par intégration par parties (voir au besoin la section appendice de ce chapitre),

Jε “

ż

R2zBp0,εq
Φpyq∆fpx´ yq dy

“ ´

ż

R2zBp0,εq
x∇Φpyq,∇fpx´ yq dy

`

ż

BBp0,εq
ΦpσqBνfpx´ σq dσ

“: Kε ` Lε,

ν désignant la normale unitaire rentrante sur BBp0, εq. On vérifie que

|Lε| ď }Df}L8pR2q

ż

BBp0,εq
|Φpσq| dσ ď Cε| ln ε|.

Une autre intégration par parties pour le terme Kε donne

Kε “

ż

R2zBp0,εq
∆Φpyqfpx´ yq dy ´

ż

BBpx,εq
BνΦpσqfpx´ σq dσ

“ ´

ż

BBp0,εq
BνΦpσqfpx´ σq dσ.

Ici, on a utilisé le fait que Φ est une fonction harmonique sur l’ouvert R2zt0u. Maintenant, ∇Φpyq “
´1
2π

y
|y|2

et ν “ ´y
|y| “ ´

y
ε sur BBp0, εq. Donc BνΦpyq “ 1

2πε . Il vient donc

Kε “ ´
1

|BBpx, εq|

ż

BBpx,εq
fpσq dσ.
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Ainsi,

|Kε ` fpxq| “
1

|BBpx, εq|

ż

BBpx,εq
|fpσq ´ fpxq| dσ.

Par continuité de f , ce dernier terme tend vers 0, ce qui conclut la preuve.
˝

Remarque 14 Cette preuve montre en fait que ´∆Φ “ δ0 sur R2 au sens des distributions (ici, δ0

désigne la mesure de Dirac en 0).

Les fonctions harmoniques vérifient une propriété très importante : la propriété de la moyenne.

Proposition 10 Si u P C2pR2q est harmonique, alors

upxq “
1

|Bpx, rq|

ż

BBpx,rq
u dy “

1

2π

ż 2π

0
upx` rpcos θ, sin θqq dθ.

Preuve : Soit

φprq :“
1

|Bpx, rq|

ż

BBpx,rq
u dσ.

Alors par le théorème de dérivation sous le signe intégral (cas d’une fonction C1 en ses deux variables
intégrée sur un segment), on a

φ1prq “
1

2π

ż 2π

0
x∇upx` rpcos θ, sin θq, pcos θ, sin θqy dθ

“
1

2πr

ż

BBpx,rq
Bνu dσ.

Dans cette dernière ligne, ν désigne la normale sortante. Ainsi, en utilisant que div ∇u “ ∆u, on obtient

φ1prq “
1

2πr

ż

Bpx,rq
∆upyq dy “ 0.

Donc φ est constante et φprq “ limtÑ0 φptq “ upxq, ce qui achève la preuve.
˝

On peut en déduire qu’une fonction harmonique est en fait C8.

Proposition 11 Si une fonction continue u : R2 Ñ R vérifie la propriété de la valeur moyenne sur toute
boule Bpx, rq Ă R2, alors u P C8pR2q.

Preuve : On introduit une approximation de l’identité tηεuεą0 radiale, c’est-à-dire de la forme ηεpxq “
ε´2ρp|x|{εq pour tout x P R2 et tout ε ą 0. Ici, ρ est choisi C8c pRq, à valeurs positives, nul 1 dans un
voisinage de 0. De plus, on exige

ş8

0 rρprq dr “ 1{p2πq. Cela garantit que

ż

R2

ηεpxq dx “

ż 2π

0

ż 8

0

1

ε2
ρ
´r

ε

¯

r dr dθ “ 2π

ż 8

0
ρprqr dr “ 1.

1. Cette condition, liée au fait que | ¨ | n’est pas différentiable en 0, garantit que ηε est néanmoins lisse au voisinage de 0,
puisqu’elle y coïncide avec la fonction nulle.
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Soit uε :“ u ˚ ηε. Alors uε P C8pR2q. De plus, pour tout x P R2,

uεpxq “

ż

R2

ηεpyqupx´ yq dy

“
1

ε2

ż

Bpx,εq
η

ˆ

|y|

ε

˙

upx´ yq dy

“
1

ε2

ż ε

0
η
´r

ε

¯

˜

ż

BBpx,rq
upσq dσ

¸

dr

“
2π

ε2
upxq

ż ε

0
η
´r

ε

¯

r dr

“ upxq

ż

Bp0,εq
ηεpyq dy “ upxq.

Donc uε “ u sur R2 ce qui implique que u est C8.
˝

Dans le même esprit, on peut étudier l’équation de la chaleur sur R et [4, Chapitre 2] reste une
excellente référence. Plus précisément, on définit sur Rˆ R˚` la fonction

Φpx, tq :“
1

p4πtq1{2
e´

|x|2

4t .

Il est facile de vérifier que pour tout t ą 0,
ż

R
Φpx, tq dx “ 1.

On définit alors pour tout g P L8pRq, la fonction

upx, tq “

ż

R
Φpx´ y, tqgpyq dy

qui est C8 sur Rˆs0,`8r et est solution de l’équation de la chaleur sur Rˆ R˚` :

Btu´∆u “ 0.

Si de plus g est continue, alors le prolongement de u par g à Rˆ t0u est continu sur Rˆ r0,`8r.

3.2 Convolution de mesures et indépendance

Définition 6 (Convolution de mesures) Soit µ et ν deux mesures finies (positives) sur pRN ,BpRN qq.
On définit la convolution de µ et ν comme étant la fonction µ ˚ ν : BpRN q Ñ r0,`8s définie par

µ ˚ νpAq “

ż

R2N

χApx` yq dµb νpx, yq , @A P BpRN q.

Proposition 12 Avec les notations de la définition précédente,

1. la fonction µ ˚ ν est une mesure finie,

2. pour tout ϕ : RN Ñ R borélienne et bornée,
ż

RN
ϕdµ ˚ ν “

ż

R2N

ϕpx` yq dµb νpx, yq, (3.2)
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3. si µ et ν sont des probabilités, alors µ ˚ ν est une probabilité,
4. si f, g : RN Ñ R sont positives et sommables, et µ “ fλN , ν “ gλN (où λN désigne la mesure

de Lebesgue sur RN ), on a µ ˚ ν “ pf ˚ gqλN .

Preuve : NotonsU : px, yq P R2 ÞÑ x`y P R. Alors pour toutA P BpRN q, χA˝U est mesurable positive
et on peut donc définir µ ˚ νpAq P r0,8s. Si A “ H, alors χA ” 0 et donc µ ˚ νpHq “ 0. Si pAnqnPN
est une suite de boréliens deux à deux disjoints, alors χYnPNAn “

ř`8
n“0 χAn et donc par le théorème de

convergence monotone, µ ˚ νpYnPNAnq “
ř`8
n“0 µ ˚ νpAnq. Par le théorème de Fubini-Tonelli,

µ ˚ νpAq “

ż

RN

ˆ
ż

RN
χA´ypxq dµpxq

˙

dνpyq “

ż

RN

ˆ
ż

RN
χA´xpyq dνpyq

˙

dµpxq. (3.3)

En particulier, si A “ RN ,
µ ˚ νpRN q “ µpRN qνpRN q, (3.4)

et donc µ ˚ ν est une mesure finie.
L’identité (3.2) est vraie par définition lorsque ϕ est la fonction caractéristique d’un borélien, et

donc par linéarité lorsque ϕ est une fonction simple, et donc par le théorème de convergence monotone
lorsqueϕ est mesurable positive, puis en décomposant toute fonction borélienne bornée en partie positive
et négative, on obtient (3.2) en toute généralité.

Si µ et ν sont des probabilités, alors (3.4) montre qu’il en est de même pour µ ˚ ν.
Enfin, si µ “ fλN , ν “ gλN , alors par (3.3)

µ ˚ νpAq “

ż

RN

ˆ
ż

RN
χApx` yqfpxq dx

˙

gpyq dy

“

ż

RN

ˆ
ż

RN
χApxqfpx´ yq dx

˙

gpyq dy

“

ż

RN

ˆ
ż

A
fpx´ yq dx

˙

gpyq dy

“

ż

A

ˆ
ż

RN
fpx´ yqgpyq dy

˙

dx.

Dans la dernière ligne, on a utilisé le théorème de Fubini, qui est bien licite puisque par le théorème de
Fubini-Tonelli :

ż

RN

ˆ
ż

A
|fpx´ yq| dx

˙

|gpyq| dy ď }f}
LRN }g}L1pRN q ă `8.

Ainsi, fλN ˚ gλN “ pf ˚ gqλN .
˝

Proposition 13 Le produit de convolution de deux mesures finies est commutatif, associatif, a pour
neutre la masse de Dirac δ0 en 0. De plus, pour toutes mesures µ, ν, κ, pour tout α P r0, 1s,

µ ˚ pαν ` p1´ αqκq “ αµ ˚ ν ` p1´ αqµ ˚ κ.

Preuve : La commutativité est une conséquence de (3.3). Si µ, ν, κ sont trois mesures positives finies,
alors par (3.3) et le théorème de Fubini, pour tout borélien A,

pµ ˚ νq ˚ κpAq “

ż

RN

ˆ
ż

RN
χApx` yq dpµ ˚ νqpxq

˙

dκpyq

“

ż

RN

ˆ
ż

RN

ˆ
ż

RN
χApx1 ` x2 ` yq dµpx1q

˙

dνpx2q

˙

dκpyq

“

ż

R3N

χApx` y ` zq dpµb ν b κqpx, y, zq “ µ ˚ pν ˚ κqpAq.
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Par ailleurs,

µ ˚ δ0pAq “

ż

RN

ˆ
ż

RN
χApx` yq dµpxq

˙

dδ0pyq “ µpAq

ce qui montre que δ0 est un neutre pour la convolution. Enfin, pour tout µ, ν, κ, pour tout α P r0, 1s, en
notant Upx, yq “ x` y,

µ ˚ pαν ` p1´ αqκqpAq “ pµb pαν ` p1´ αqκqpU´1pAqqq

“ pαµb ν ` p1´ αqµb κqpU´1pAqq

“ αpµb νqpU´1pAqq ` p1´ αqpµb κqpU´1pAqq

“ αµ ˚ νpAq ` p1´ αqµ ˚ νpAq,

ce qui achève la preuve.
˝

Remarque 15 Comme le produit de convolution est commutatif, on peut définir le produit µ1 ˚ ¨ ¨ ¨ ˚ µk
sans ambiguïté. En fait,

µ1 ˚ ¨ ¨ ¨ ˚ µkpAq “

ż

RkN
χApx1 ` ¨ ¨ ¨ ` xkq dpµ1 b ¨ ¨ ¨ b µkqpx1, . . . , xkq.

Désormais, pΩ,A,Pq désigne un espace probabilisé.

Proposition 14 Soient X et Y deux v.a.r. indépendantes. La loi de la somme X ` Y est donnée par le
produit de convolution PX ˚ PY des lois PX et PY .

Preuve : Par définition,

PX ˚ PY pAq “
ż

R2

χApx` yq dpPX b PY qpx, yq.

Par indépendance,
ż

R2

χApx` yq dpPX b PY qpx, yq “
ż

R2

χApx` yqdPpX,Y qpx, yq “

ż

R2

χA ˝ Upx, yqdPpX,Y qpx, yq,

où Upx, yq “ x` y. Par le théorème de transfert, ce dernier terme est

EpχA ˝ UpX,Y qq “ PpUpX,Y q P Aq “ PpX ` Y P Aq,

d’où la proposition.
˝

Exemple 2 1. La convolée de deux masses de Dirac δx ˚ δy est la masse de Dirac δx`y.

2. Soient X et Y indépendantes, où X suit la loi de Poisson de paramètre λ (c’est-à-dire PprX “

ksq “ e´λλk{k!) et Y la loi de Poisson de paramètre λ1. Alors X ` Y suit une loi de Poisson de
paramètre λ` λ1.

On pourra insérer l’exemple suivant ([2, Exercice 2.15]) dans les leçons 236, 239, 263.

Exemple 3 Soient X et Y deux v.a.i. sur R de même loi de densité γpxq “ 1
πp1`x2q

. Alors le produit

XY a la densité 2
π2

ln |x|
x2´1

, ln |X| a la densité f donnée par fpxq “ 2
π

1
ex`e´x

. On en déduit un calcul du
produit de convolution :

f ˚ fpxq “
4

π2

x

ex ` e´x
.
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3.3 D’autres développements pour les intégrales à paramètres

La méthode de Laplace [6, Chapitre IX, Section 6.1] permet d’obtenir des développements asymp-
totiques pour des fonctions définies à partir d’une intégrale. Elle s’appuie sur la formule de Taylor avec
reste intégral. Elle peut apparaître dans les leçons 218, 224, 228, 239.

Les fonctions Gamma et d’Airy sont deux célèbres fonctions définies comme intégrales à para-
mètres, voir [6, Chapitre VI].

3.4 Appendice : la formule de Stokes sur le disque

On définit Φ : pr, θq P R` ˆ R ÞÑ pr cos θ, r sin θq. C’est une application C8 sur son domaine.
Comme le théorème de changement de variables dans une intégrale multiple exige des C1 difféomor-
phismes, on va être amené à restreindre Φ à un sous-domaine. En effet, la différentielle de Φ est

DΦpr, θq : pt, µq P Rˆ R ÞÑ pt cos θ ´ rµ sin θ, t sin θ ` rµ cos θq.

La jacobienne de Φ dans la base canonique est donc

„

cos θ ´r sin θ
sin θ r cos θ



.

Le jacobien est r. En particulier, le jacobien ne s’annule que pour r “ 0. Le théorème d’inversion
locale implique alors que pour tout pr, θq Ps0,`8rˆR (noter qu’on a exclu r “ 0), Φ est un C1

difféomorphisme d’un VOISINAGE V de pr, θq sur ΦpV q. Un difféomorphisme local ne suffit pas pour
appliquer le théorème de changement de variables. Un difféomorphisme global est nécessaire. On a
donc naturellement recours au théorème d’inversion globale, qui exige non seulement que Φ ait une
différentielle inversible en tout point de son domaine, mais aussi que Φ soit injective sur son domaine.
On avait déjà restreint le domaine initial de Φ à s0,`8rˆR. Il va falloir encore en enlever pour assurer
l’injectivité (mais bien sûr, on veut en enlever le minimum, pour que le changement de variables en
coordonnées polaires puisse s’appliquer sur un maximum de domaines).

Si pr, θq, pr1, θ1q Ps0,`8rˆR vérifient r cos θ “ r1 cos θ1, r sin θ “ r1 sin θ1, alors en élevant au
carré ces deux égalités et en utilisant cos2` sin2 “ 1, on obtient r “ r1. Ainsi, cos θ “ cos θ1 et
sin θ “ sin θ1. Il existe donc k P Z tel que θ1 “ θ ` 2kπ. On voit donc que si on restreint Φ à
s0,`8rˆs0, 2πr, l’application Φ devient injective. On a enlevé 0 et π pour que le domaine de Φ soit un
ouvert : le théorème d’inversion (locale ou globale) s’applique à une fonction définie sur un ouvert.

En conclusion, on obtient que Φ est un C8 difféomorphisme de l’ouvert s0,`8rˆs0, 2πr sur son
image (dont on sait seulement pour l’instant que c’est un ouvert, parce que l’image d’un ouvert par un
difféomorphisme, et même par un homéomorphisme, est un ouvert !).

Déterminons à présent l’image de Φ, c’est-à-dire l’ensemble U :“ Φps0,`8rˆs0, 2πrq (on en
aura besoin pour appliquer le théorème de changement de variables). Un dessin nous suggère que U “
R2zpR` ˆ t0uq. Montrons-le. Soit px, yq P R2zpR` ˆ t0uq. Posons r “

a

x2 ` y2 et X :“ x
r , Y :“ y

r
(noter que r “ 0 puisque px, yq “ p0, 0q). Alors X2 ` Y 2 “ 1. Donc il existe un unique θ P r0, 2πr
tel que X “ cos θ, Y “ sin θ. Mais θ “ 0 car px, yq R R` ˆ t0u. Ainsi, il existe bien pr, θq P
s0,`8rˆs0, 2πr tel que Φpr, θq “ px, yq.Donc U contient R2zpR`ˆt0uq. Réciproquement, si px, yq P
R` ˆ t0u et s’il existe r P R`, θ P R tels que x “ r cos θ, y “ r sin θ, on prétend que r “ 0 ou bien
θ P 2πZ. En effet, on a forcément x2 ` y2 “ r2. Si r “ 0 c’est terminé. Sinon, le fait que y “ 0 et
x ą 0 implique bien que θ P 2πZ. On a montré que U “ R2zpR` ˆ t0uq.

En résumé, Φ est un C1 difféomorphisme de s0,`8rˆs0, 2πr sur U de jacobien r. On peut donc
l’utiliser comme changement de variable.
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Pour tout R ą 0, pour toute fonction f P L1pBp0, Rqq, on a (en utilisant le fait que R`ˆt0u est de
mesure nulle pour la mesure de Lebesgue bidimensionnelle)

ż

Bp0,Rq
fpxq dx “

ż

Bp0,RqXU
fpxq dx

“

ż

Φ´1pBp0,RqXUq
fpΦpr, θqqr dr dθ “

ż R

r“0
r dr

ż 2π

0
fpr cos θ, r sin θq dθ.

Dans la dernière ligne, on a aussi utilisé le théorème de Fubini (qu’il est légitime d’utiliser ici : pour
le voir, il suffit de commencer par écrire ce qui précède avec |f | au lieu de f et d’utiliser le fait que
f P L1pBp0, Rqq). Parfois, on écrit

ż 2π

0
fpr cos θ, r sin θq dθ “

ż

S1

fprσq dσ,

où S1 désigne le cercle unité.

Exercice 9 Pour quelles valeurs de a ą 0 la fonction x ÞÑ 1
|x|a est-elle intégrable sur Bp0, 1q ? sur

R2zBp0, 1q ? sur R2 ?

Sur le cercle S1p0, rq de centre 0 et de rayon r ą 0, on écrit
ş

S1p0,rq fpσq dσ “ r
ş

S1 fprσq dσ “

r
ş2π
0 fpr cos θ, r sin θq dθ. On en déduit la formule de Stokes suivante :

Proposition 15 Soient f, g P C1pRnq. Alors pour tout R ą 0,
ż

Bp0,Rq
gpxq∇fpxq dx “

ż

BBp0,Rq
gpσqfpσqνσ dσ ´

ż

Bp0,Rq
fpxq∇gpxq dx, (3.5)

où pour tout σ P BBp0, Rq, νσ “ σ
|σ| .

Preuve : Il s’agit d’une égalité entre intégrales vectorielles, définies coordonnées par coordonnées. In-
troduisons pour tout pr, θq Ps0,8rˆR, la base orthonormée pur, uθq définie par

ur :“ DΦpr, θqp1, 0q , uθ :“
1

r
DΦpr, θqp0, 1q.

Posons ensuite hpr, θq “ fpΦpr, θqq et de même kpr, θq “ gpΦpr, θqq. On a alors

Brhpr, θq “ x∇fpΦpr, θqq, ury , Bθhpr, θq “ rx∇fpΦpr, θqq, uθy.

On en déduit pour tout x P U

∇fpxq “ Brhpr, θqur `
1

r
Bθhpr, θquθ.

Il est sous-entendu dans les lignes précédentes que ur, uθ sont évalués au point pr cos θ, r sin θq. Par
passage en coordonnées polaires, il vient

ż

Bp0,Rq
gpxq∇fpxq dx “

ż 2π

0
ur dθ

ż R

0
rkpr, θqBrhpr, θq dr `

ż R

0
dr

ż 2π

0
kpr, θqBθhpr, θquθ dθ.

Par intégrations par parties, on a
ż R

0
rkpr, θqBrhpr, θq dr “ RkpR, θqhpR, θq ´

ż R

0
pkpr, θqhpr, θq ` rBrkpr, θqhpr, θqq dr.
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On en déduit

ż 2π

0
ur dθ

ż R

0
rkpr, θqBrhpr, θq dr “

ż

BBp0,Rq
fpσqgpσqνσ dσ

´

ż R

0
dr

ż 2π

0
pkpr, θqhpr, θq ` rBrkpr, θqhpr, θqqur dθ.

De même, par intégrations par parties, cette fois par rapport à θ, on obtient

ż R

0
dr

ż 2π

0
kpr, θqBθhpr, θquθ dθ “ ´

ż R

0
dr

ż 2π

0
Bθkpr, θqhpr, θquθ dθ

`

ż 2π

0
dθ

ż R

0
kpr, θqhpr, θqur dr.

(le terme de bord s’annule par 2π périodicité et on a aussi utilisé que Bθuθ “ ´ur). En sommant ces
deux quantités, on a finalement

ż

Bp0,Rq
gpxq∇fpxq dx “

ż

BBp0,Rq
fpσqgpσqνσ dσ ´

ż

Bp0,Rq
fpxq∇gpxq dx.

˝

En prenant le produit scalaire de (3.5) avec les vecteurs de la base canonique e1, e2, on obtient pour
i “ 1, 2 :

ż

Bp0,Rq
gpxqBifpxq dx “

ż

BBp0,Rq
gpσqfpσqxνσ, eiy dσ ´

ż

Bp0,Rq
fpxqBigpxq dx.

Appliquant cette identité aux deux composantes d’une fonction vectorielle F “ pf1, f2q puis en som-
mant les deux égalités obtenues, il vient finalement

ż

Bp0,Rq
gpxq div F pxq dx “

ż

BBp0,Rq
gpσqxF pσq, νσy dσ ´

ż

Bp0,Rq
x∇gpxq, F pxqy dx.

On rappelle que l’opérateur div est défini par div F pxq “ B1f1pxq ` B2f2pxq.
Tous les calculs précédents peuvent être généralisés sans difficulté au cas où le disque Bp0, Rq est

remplacé par un anneau Bp0, RqzBp0, rq, voire au cas de l’extérieur d’une boule R2zBp0, Rq. C’est ce
dernier cas qui a été utilisé dans la première section.
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Chapitre 4

Convergences

Dans tout ce chapitre, on se donne une espace mesuré pX,A, µq. Dans le cas où on considère un
espace de probabilités, on adoptera la notation pΩ, T ,Pq (on suppose donc que PpΩq “ 1).

Une bonne référence pour tout ce chapitre est [3].

4.1 Convergence p.p. et convergence en mesure

Proposition 16 On suppose µpXq ă 8. Soit pfnqnPN une suite de fonctions mesurables de X dans R
convergeant presque partout vers une fonction f . Alors pfnqnPN converge vers f en mesure.

Preuve : Soit ε ą 0. La suite de fonctions pχr|fn´f |ěεsqnPN converge p.p. vers 0. De plus, pour tout
n P N, 0 ď χr|fn´f |ěεs ď 1 et la fonction constante égale à 1 est intégrable puisque X est de mesure
finie. On peut donc appliquer le théorème de convergence dominée :

0 “ lim
nÑ`8

ż

X
χr|fn´f |ěεs “ lim

nÑ`8
µpr|fn ´ f | ě εsq,

ce qui achève la preuve.
˝

Voici une amélioration de la proposition 16.

Théorème 7 (Egorov) On suppose µpXq ă 8. Soit pfnqnPN une suite de fonctions mesurables de X
dans R convergeant presque partout vers une fonction f . Alors pour tout ε ą 0, il existe A P A tel que
µpAq ď ε et pfnqnPN converge uniformément vers f sur XzA.

Preuve : Soit ε ą 0. Pour j P N˚ et n P N, on définit

An,j “ r|f ´ fn| ě
1

j
s et Bn,j “ YpěnAp,j .

Pour tout j P N˚, la suite pBn,jqnPN est décroissante pour l’inclusion. Comme µpB0,jq ă 8, on peut
donc écrire

lim
nÑ`8

µpBn,jq “ µpXnPNBn,jq.

Or si x P XnPNBn,j , alors pour tout n P N, il existe p ě n tel que |fpxq´fppxq| ě 1
j et donc pfnpxqqnPN

ne tend pas vers fpxq, ce qui ne peut advenir que si x appartient à l’ensemble négligeable où fn ne tend
pas vers f . Donc µpXnPNBn,jq “ 0.

On en déduit que pour tout j P N, il existe nj P N tel que µpBn,jq ď ε2´j . Posons alors A :“
YjPN˚Bnj ,j . D’une part, µpAq ď

ř

jPN˚ µpBnj ,jq ď ε. D’autre part, pour tout x P Ac, pour tout j P N,
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pour tout p ě nj , on a |fpxq ´ fppxq| ă
1
j . De plus, nj ne dépend pas de x. On en déduit que pfnqnPN

converge uniformément vers f sur Ac.
˝

Remarque 16 Le théorème d’Egorov est faux lorsqu’on ne suppose plus l’ensemble de mesure finie.
Considérer par exemple fn :“ χrn,`8r. Cette suite tend p.p. vers 0 mais pas en mesure, et donc pas
uniformément hors d’aucun ensemble de mesure finie.

Proposition 17 Soit pfnqnPN une suite de fonctions mesurables de X dans R convergeant en mesure
vers une fonction f . Alors il existe une sous-suite pfnkqkPN qui converge vers f p.p.

Preuve : On construit par récurrence sur k P N une suite strictement croissante pnkqkPN telle que pour
tout k P N,

µ

ˆ„

|fnk ´ f | ą
1

k ` 1

˙

ď
1

2k
.

Comme
ř8
k“0 µpr|fnk ´ f | ą 1

k`1 sq ă 8, le lemme de Borel-Cantelli (rappelé ci-dessous) permet
d’affirmer que

µ

ˆ

XkPN Y`ěk

„

|fn` ´ f | ą
1

`` 1

˙

“ 0.

Cela implique que pour presque tout x P X , il existe k P N tel que pour tout ` ě k, |fn`pxq ´ fpxq| ď
1
``1 . Ainsi, lim`Ñ`8 fn`pxq “ fpxq, ce qui conclut la preuve.

˝

Lemme 3 (Borel-Cantelli) Soit pAkqkPN une suite de parties mesurables deX telle que
ř8
k“0 µpAkq ă

8. Alors µpXkPN Y`ěk A`q “ 0.

Preuve : Pour tout k0 P N, µpY`ěk0A`q ď
ř

`ěk0
µpA`q. Le membre de droite est le reste d’une série

convergente, qui tend vers 0. Comme XkPN Y`ěk A` Ă Y`ěk0A`, on obtient

µpXkPN Y`ěk A`q ď lim sup
k0Ñ`8

µpµpY`ěk0A`q “ 0.

Le lemme est démontré.
˝

La convergence presque partout n’implique pas la convergence en mesure :

Exemple 4 (La bosse glissante) On définit pour tout k P N et tout p “ 0, . . . , 2k ´ 1 la fonction
fk,p “ χpp2´k,pp`1q2´kq. Ensuite, pour tout n P N˚, il existe un unique couple pk, pq P N˚ ˆ N tel
que p P t0, . . . , 2k ´ 1u et n “ 2k ` p. On pose alors gn :“ fk,p. Alors }gn}L1p0,1q “ 2´k et donc
limnÑ`8 }gn}L1p0,1q “ 0 mais pgnqnPN ne tend pas p.p. vers 0.

4.2 Convergence dans L1

Proposition 18 (Absolue continuité de l’intégrale de Lebesgue) Soit f P L1pXq.

1. Pour tout ε ą 0, il existe δ ą 0 tel que si A P A vérifie µpAq ď δ, alors
ş

A |f | ď ε.

2. Pour tout ε ą 0, il existe C P A tel que µpCq ă `8, supC |f | ă 8 et
ş

XzC |f | dµ ď ε.
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Preuve : Soit ε ą 0. Par le théorème de convergence dominée, il existe M ą 0 tel que
ş

r|f |ąMs |f | ď ε.
On pose δ :“ ε{M . Alors pour tout A P A tle que µpAq ă δ, on a

ż

A
|f | “

ż

AXr|f |ąMs
|f | `

ż

AXr|f |ďMs
|f |

ď

ż

r|f |ąMs
|f | `M |A| ď 2ε,

ce qui conclut la preuve de la première assertion.
Pour la preuve de la seconde assertion, on introduit pour tout M ą 0 l’ensemble CM :“ r1{M ď

|f | ď M s. Alors XzCM “ r|f | ă 1{M s Y r|f | ą M s. Par le théorème de convergence dominée, il
existe M0 ą 0 tel que

ş

XzCM0
|f | dµ ď ε. Sur CM0 , |f | ďM0. Enfin,

µpCM0q

M0
ď

ż

CM0

|f | ď

ż

X
|f | ă 8,

ce qui montre que µpCM0q ă 8 et achève la preuve.
˝

Remarque 17 Si pfnqnPN Ă L1pXq converge dans L1pXq vers une fonction f , alors la convergence a
aussi lieu en mesure.

Preuve : D’après l’inéaglité de Tchebychev, pour tout ε ą 0

µpr|fn ´ f | ě εsq ď
1

ε

ż

X
|fn ´ f |

et le membre de droite tend vers 0 par hypothèse.
˝

Définition 7 Soit pfiqiPI une famille de fonctions mesurables deX dans R. On dit que pfiqiPI est équiin-
tégrable si pour tout ε ą 0, il existe δ ą 0 tel que pour tout A P A vérifiant µpAq ă δ, pour tout i P I ,
on a

ş

A |fi| ď ε.

Théorème 8 (Vitali (pour la convergence en mesure)) Soit pfnqnPN Ă L1pXq et f une fonction me-
surable de X dans R. On suppose que

1. la suite pfnqnPN converge vers fen mesure,

2. la suite pfnqnPN est équiintégrable,

3. pour tout ε ą 0, il existe A P A tel que µpAq ă `8 et pour tout n P N,
ş

Ac |fn| dµ ď ε.

Alors f P L1pXq et pfnqnPN converge vers f dans L1pXq.

Preuve : Montrons d’abord que la suite pfnqnPN est de Cauchy dans L1pXq. Soit ε ą 0. Soit A P A tel
que 0 ă µpAq ă `8 et pour tout n P N,

ş

Ac |fn| dµ ď ε. Comme la suite pfnqnPN est équiintégrable,
il existe δ ą 0 tel que pour tout B P A vérifiant µpBq ď δ, on a

ş

B |fn| ď ε pour tout n P N. Comme
pfnqnPN converge vers f en mesure, il existe n0 P N tel que pour tout n ě n0,

µ

ˆ„

|fn ´ f | ě
ε

2µpAq

˙

ď
δ

2
.

Or r|fn ´ fm| ě ε
µpAq s Ă r|fn ´ f | ě

ε
2µpAq s Y r|fm ´ f | ě

ε
2µpAq s. Donc pour tout n,m ě n0,

µ

ˆ„

|fn ´ fm| ě
ε

µpAq

˙

ď µ

ˆ„

|fn ´ f | ě
ε

2µpAq

˙

`µ

ˆ„

|fm ´ f | ě
ε

2µpAq

˙

ď
δ

2
`
δ

2
“ δ.
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On en déduit
ż

r|fn´fm|ě
ε

µpAq
s

|fn| ` |fm| ď 2ε.

Alors pour tout n,m ě n0,
ż

X
|fn ´ fm| ď

ż

r|fn´fm|ě
ε

µpAq
sYAc

|fn| ` |fm| `

ż

r|fn´fm|ă
ε

µpAq
sXA

|fn ´ fm| ď 5ε.

Ainsi, la suite pfnqnPN est de Cauchy dans L1. Comme L1 est un espace de Banach, elle converge vers
une fonction g P L1pXq. Cela implique la convergence en mesure et donc f “ g p.p. En conclusion,
f P L1pXq et pfnqnPN converge vers f dans L1pXq.

˝

Remarque 18 La réciproque du théorème de Vitali (version convergence en mesure) est également
vraie : si une suite pfnqnPN Ă L1pXq converge dans L1pXq vers une fonction f P L1pXq, alors les
hypothèses du théorème de Vitali sont vérifiées.

Preuve : Soit ε ą 0. Il existe n0 P N tel que pour tout n ě n0, }fn´f}L1pXq ď ε. Par absolue continuité
de l’intégrale de Lebesgue (voir proposition 18), il existe δ ą 0 tel que pour tout A P A, si µpAq ă δ,
alors

ş

A |f | ď ε et
ş

A |fn| ď ε pour tout n ď n0. De plus, pour tout n ě n0,
ż

A
|fn| ď

ż

X
|fn ´ f | `

ż

A
|f | ď 2ε,

ce qui montre l’équiintégrabilité.
Par le théorème de convergence dominée, il existe A P A tel que

ş

Ac |f | ď ε et pour tout n ď n0,
ş

Ac |fn| ď ε. Alors pour tout n ě n0

ż

Ac
|fn| ď

ż

X
|fn ´ f | `

ż

Ac
|f | ď 2ε,

ce qui montre la propriété d’équipetitesse à l’infini.
˝

A l’aide de la proposition 16, on peut déduire du théorème de Vitali relatif à la convergence en
mesure le théorème de Vitali relatif à la convergence p.p.

Théorème 9 (Vitali (pour la convergence p.p.)) Soit pfnqnPN Ă L1pXq et f une fonction mesurable
de X dans R. On suppose

1. la suite pfnqnPN converge vers f presque partout,
2. la suite pfnqnPN est équiintégrable,
3. pour tout ε ą 0, il existe A P A tel que µpAq ă `8 et pour tout n P N,

ş

Ac |fn| dµ ď ε.
Alors f P L1pXq et pfnqnPN converge vers f dans L1pXq.

Preuve : Soit ε ą 0. Il existe A P A tel que µpAq ă `8 et pour tout n P N,
ş

Ac |fn| dµ ď ε. Par le
lemme de Fatou, cette inégalité est encore vraie pour f .

Par la proposition 16, la suite pfn|AqnPN converge en mesure vers f |A. Par le théorème de Vitali dans
sa version convergence en mesure (théorème 8), on en déduit que f |A P L1pAq et pfn|AqnPN converge
vers f |A dans L1pAq. Donc il existe n0 P N tel que pour tout n ě n0, }fn ´ f}L1pAq ď ε. Ainsi

ż

X
|fn ´ f | ď

ż

A
|fn ´ f | `

ż

Ac
|fn| ` |f | ď 3ε.

Donc f “ pf ´ fnq ` fn est dans L1pXq et pfnqnPN converge vers f dans L1pXq.
˝
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Remarque 19 On peut déduire du théorème de Vitali relatif à la convergence en mesure le théorème de
convergence dominée.

Proposition 19 (Réciproque du théorème de convergence dominée) Soit pfnqnPN Ă L1pXq conver-
geant dans L1pXq vers une fonction f P L1pXq. Alors il existe g P L1pXq et une sous-suite pfnkqkPN
telle que |fnk | ď g p.p.

Preuve : Comme pfnqnPN Ă L1pXq converge dans L1pXq, elle est de Cauchy et on peut construire par
récurrence sur k P N une sous-suite pfnkqkPN telle que pour tout k P N,

ż

X
|fnk`1

´ fnk | ď
1

2k
.

On pose aussi fn´1 “ 0. La série
ř

kě´1 |fnk`1
´fnk | est absolument convergente dans L1pXq. Comme

L1pXq est complet, on peut définir sa somme g :“
ř8
k“´1 |fnk`1

´ fnk | comme un élément de L1pXq.
Alors pour tout k P N,

|fnk | ď |fnk ´ fnk´1
| ` ¨ ¨ ¨ ` |fn0 ´ fn´1 | ď g.

La proposition est démontrée.
˝

4.3 Convergence dans les espaces de Lebesgue

Un lemme de compacité Lp ´ Lq (qu’on pourra insérer dans les leçons 203, 234, 235, 241, 262) :

Lemme 4 On suppose µpXq ă 8. Soit 1 ď p ă q ď 8 et pfnqnPN une suite bornée de LqpXq, qui
converge en mesure vers f . Alors f P LqpXq et pfnqnPN converge vers f dans LppXq.

Preuve : La première assertion résulte du lemme de Fatou. Pour la seconde, on écrit pour ε ą 0 et pour
tout n P N :

ż

X
|fn ´ f |

p ď

ż

|fn´f |ďε
|fn ´ f |

p `

ż

|fn´f |ąε
|fn ´ f |

p

ď εpµpXq ` }fn ´ f}
p
LqpXq|rfn ´ f ą εs|

1´ p
q ,

où la seconde ligne résulte de l’inégalité de Hölder. Par l’inégalité de Minkowski, }fn ´ f}LqpXq ď
}fn}LqpXq ` }f}LqpXq. Donc

ż

X
|fn ´ f |

p ď εpµpXq ` 2p´1p}fn}
p
LqpXq ` }f}

p
LqpXqq|rfn ´ f ą εs|

1´ p
q .

Par hypothèse, limnÑ`8 |rfn ´ f ą εs| “ 0. On en déduit

lim sup
nÑ`8

ż

X
|fn ´ f |

p ď εpµpXq.

Comme ε est arbitraire, on peut conclure.
˝

Par une preuve analogue à celle de la remarque 17, on obtient

Remarque 20 Si une suite pfnqnPN Ă LppXq converge vers f P LppXq dans LppXq, alors elle
converge en mesure.
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Théorème 10 Soit pfnqnPN Ă LppXq convergeant p.p. vers une application mesurable f . Alors les
deux assertions suivantes sont équivalentes :

1. limnÑ`8

ş

X |fn ´ f |
p dµ “ 0,

2. f P LppXq et limnÑ`8

ş

X |fn|
p dµ “

ş

X |f |
p dµ.

Preuve : Supposons que limnÑ`8

ş

X |fn´f |
p dµ “ 0. Alors en écrivant |f |p ď 2p´1p|f´fn|

p`|fn|
pq,

on voit que f P LppXq. Ensuite par l’inégalité triangulaire,

|}fn}LppXq ´ }f}LppXq| ď }fn ´ f}LppXq

et donc limnÑ`8 }fn}LppXq “ }f}LppXq. Il suffit de prendre les puissances p pour conclure.
Réciproquement, si f P LppXq et limnÑ`8

ş

X |fn|
p dµ “

ş

X |f |
p dµ, on applique le lemme de

Fatou à la suite de fonctions mesurables et positives : gn :“ 2p´1p|fn|
p ` |f |pq ´ |fn ´ f |

p. Il vient

ż

X
lim inf
nÑ`8

p2p´1p|fn|
p`|f |pq´|fn´f |

pq ď lim inf
nÑ`8

ˆ

2p´1

ż

X
|fn|

p ` 2p´1

ż

X
|f |p ´

ż

X
|fn ´ f |

p

˙

.

En utilisant l’hypothèse de convergence p.p., on voit que le membre de gauche est égal à 2p
ş

X |f |
p.

Comme
ş

X |fn|
p converge, le membre de droite peut se réécrire 2p

ş

X |f |
p`lim infnÑ`8´

ş

X |fn´f |
p.

On en déduit

lim sup
nÑ`8

ż

X
|fn ´ f |

p ď 0,

ce qui montre que limnÑ`8

ş

X |fn ´ f |
p dµ “ 0.

˝

Remarque 21 Un développement possible pour les leçons 201, 205, 234, 241 est la complétude de Lp.

4.4 Convergence en loi

Définition 8 (Convergence en loi) On dit qu’une suite de v.a.r. pXnqnPN converge en loi vers une v.a.r.
X si pour toute fonction ϕ : RÑ R continue bornée, limnÑ`8 EpϕpXnqq “ EpϕpXqq.

Proposition 20 Dans la définition de la convergence en loi, on peut remplacer continue bornée par
continue à support compact.

Preuve : Il suffit de montrer que si pour tout ϕ P C0
c pRq, limnÑ`8 EpϕpXnqq “ EpϕpXqq, alors cela

reste vrai pour tout ϕ P C0
b pRq.

On introduit pour tout p P N la fonction ϕp : RÑ R définie par

ϕppxq :“

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

0 si x R r´p´ 1, p` 1s,

1 si x P r´p, ps,
x` p` 1 si x P r´p´ 1,´ps,

´x` p` 1 si x P rp, p` 1s.

Soit ϕ P C0
b pRq. On écrit pour tout p, n P N,

E pϕpXnqq ´ ϕpXqq “ E ppϕpϕqpXnq ´ pϕpϕqpXqq ` E ppp1´ ϕpqϕqpXnq ´ pp1´ ϕpqϕqpXqq .
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D’où en utilisant que 1´ ϕp ě 0, il vient

|E pϕpXnqq ´ ϕpXqq| ď |E ppϕpϕqpXnq ´ pϕpϕqpXqq| ` }ϕ}L8pRqE pp1´ ϕpqpXnqq

` }ϕ}L8pRqE pp1´ ϕpqpXqq . (4.1)

Soit ε ą 0. Comme la fonction |p1 ´ ϕpqpXq| est bornée par 1 et converge p.p. vers 0, le théorème de
convergence dominée implique que

lim
pÑ`8

Eppp1´ ϕpqϕqpXqq “ 0.

On fixe désormais p0 P N tel que |Epp1´ ϕp0qpXqq| ď ε. Comme

E pp1´ ϕp0qpXnqq “ 1´ Epϕp0pXnqq

et que ϕp0 P C
0
c , il vient :

lim
nÑ`8

E pp1´ ϕp0qpXnqq “ 1´ E pϕp0pXqq “ E pp1´ ϕp0qpXqq .

Donc il existe n0 P N tel que pour tout n ě n0, |Epp1´ ϕp0qqpXnqq| ď 2ε. Enfin, comme ϕp0ϕ P C
0
c ,

il existe n1 ě n0 tel que |E ppϕpϕqpXnq ´ pϕpϕqpXqq| ď ε. En utilisant (4.1) avec p “ p0 et n ě n1,
on obtient

|E pϕpXnqq ´ ϕpXqq| ď p1` 3}ϕ}L8pRqqε,

qui est le résultat attendu.
˝

Proposition 21 Soit pXnqnPN une suite de v.a.r. et X une v.a.r. Alors pXnqnPN converge en loi vers X si
et seulement si pour tout point de continuité de la fonction de répartition FX deX , limnÑ`8 FXnpaq “
FXpaq.

Preuve : Supposons qu’en tout point de continuité de la fonction de répartition FX de X , on ait

lim
nÑ`8

FXnpaq “ FXpaq,

c’est-à-dire P pXn ď aq Ñ P pX ď aq. On en déduit que si a, b sont deux points de continuité de FX ,
alors quand nÑ `8,

PXnpsa, bsq “ P pXn ď bq ´ P pXn ď aq Ñ P pX ď bq ´ P pX ď aq “ PXpsa, bsq.

Soient ϕ P C0
c pRq et ε ą 0. Par densité des fonctions en escaliers à support compact dans C0

c pRq pour
la norme uniforme, il existe α1, . . . , αp P R et a0 ă ¨ ¨ ¨ ă ap dans R tels que

}ϕ´

p
ÿ

i“1

αi1sai´1,ais}L8pRq ă ε.

Comme FX est continue sauf en un nombre dénombrable de points, on peut supposer que chaque ai est
un point de continuité de FX . Soit ψ “

řp
i“1 αi1sai´1,ais. Par linéarité,

ż

R
ψ dPXn “

p
ÿ

i“1

αiPXnpsai´1, aisq Ñ

p
ÿ

i“1

αiPXpsai´1, aisq “

ż

R
ψ dPX .
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On en déduit

lim sup
nÑ`8

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

R
ϕdPXn ´

ż

R
ϕdPX

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď lim sup
nÑ`8

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

R
pϕ´ ψq dPXn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

`

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

R
pϕ´ ψq dPX

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď 2ε.

Comme ε est arbitraire, on en déduit que pXnqnPN converge en loi vers X .
Réciproquement, si Xn Ñ X en loi, montrons que P pXn ď aq Ñ P pX ď aq pour tout point de

continuité a de FX . On introduit pour tout ε ą 0 les deux fonctions continues bornées suivantes :

ϕ´ε pxq “

$

’

&

’

%

1 si t ď a´ ε,

´t` a si a´ ε ď t ď a

0 si t ě a

, ϕ`ε pxq “

$

’

&

’

%

1 si t ď a,

´t` a` ε si a ď t ď a` ε

0 si t ě a` ε.

Alors ϕ´ε ď χs´8,as ď ϕ`ε . On en déduit

Epϕ´ε pXnqq ď Epχs´8,aspXnqq ď Epϕ`ε pXnqq.

Comme ϕ˘ε sont continues et bornées, on peut utiliser la définition de la convergence en loi pour obtenir :

Epϕ´ε pXqq ď lim inf
nÑ`8

Epχs´8,aspXnqq ď lim sup
nÑ`8

Epχs´8,aspXnqq ď Epϕ`ε pXqq.

On utilise maintenant que ϕ´ε Ñ χs´8,ar et ϕ`ε Ñ χs´8,as ponctuellement. De plus, les fonctions
caractérisitiques sont bornées par 1 et les constantes sont intégrables sur un ensemble de mesure finie.
Par le théorème de convergence dominée, il vient donc

Epχs´8,arpXqq ď lim inf
nÑ`8

Epχs´8,aspXnqq ď lim sup
nÑ`8

Epχs´8,aspXnqq ď Epχs´8,aspXqq.

Mais a étant un point de continuité de FX ,

Epχs´8,arpXqq “ PXpX ă aq “ PXpX ď aq “ Epχs´8,aspXqq “ FXpaq.

Ainsi, FXnpaq “ Epχs´8,aspXnqq converge vers FXpaq, comme attendu.
˝

Proposition 22 Si une suite de v.a.r. pXnqnPN tend en probabilité vers une v.a.r. X , alors elle tend en
loi vers celle-ci.

Preuve : Soit ϕ P C0
c pRq. Montrons que EpϕpXnqq tend vers EpϕpXqq. Soit ε ą 0. Comme ϕ est

uniformément continue, il existe δ ą 0 tel que |ϕpXnq´ϕpXq| ď ε p.s. sur l’ensemble r|Xn´X| ď δs.
Alors

|EpϕpXnqq ´ EpϕpXqq| ď
ż

r|Xn´X|ăδs
|ϕpXnq ´ ϕpXq| `

ż

r|Xn´X|ěδs
|ϕpXnq| ` |ϕpXq|

ď ε` 2}ϕ}L8pRqPp|Xn ´X| ě δq.

Comme pXnqnPN tend en probabilité vers X , on en déduit

lim sup
nÑ`8

|EpϕpXnqq ´ EpϕpXqq| ď ε.

On peut alors conclure puisque ε est arbitraire. ˝

Proposition 23 Si une suite de v.a.r. pXnqnPN tend en loi vers un nombre réel a P R, alors elle tend en
probabilité vers ce nombre réel.
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Preuve : Soit ε ą 0. Alors il existe ϕ P C0
b pRq telle que ϕpaq “ 0 et ϕ ” 1 sur s´8, a´εsYra`ε,`8r.

Ainsi,
Pp|Xn ´X| ą εq ď EpϕpXnqq.

Le membre de droite tend par hypothèse vers Epϕpaqq “ 0, ce qui conclut la preuve. ˝

Exemple 5 Soit X une v.a.r. de loi N p0, 1q et Xn “ p´1qnX . Alors Xn converge en loi vers X par
symétrie de la loi normale centrée mais ne converge pas p.s. vers X et ne converge pas en probabilité
vers X .

Exemple 6 Soit pxnqnPN une suite de réels, x P R. Soit pXnqnPN une suite de variables aléatoires et
X une variable aléatoire. On suppose que Xn est de loi δxn et X est de loi δx. Alors pxnqnPN converge
vers x si et seulement si pXnqnPN converge en loi vers X .

Exemple 7 On définit pour tout n P N˚ la v.a.r. de r0, 1s (muni de la mesure de Lebesgue restreinte)
vers R :

Xn :“
ÿ

0ďkď2n´1´1

χ
r 2k
2n
, 2k`1

2n
s
.

Alors pour tout ϕ P C0
b pRq, EpϕpXnqq “

1
2ϕp0q `

1
2ϕp1q. Autrement dit, pXnqnPN converge en loi vers

une loi de Bernouilli de paramètre 1{2.

Exemple 8 [1, Exemple V.1.3 (ii), Exemple V.4.5 (iii)] Soit Xi, i ě 1 des variables aléatoires indépen-
dantes, de loi exponentielle PprXi ą tsq “ e´t, t ě 0. Soit Mn “ max1ďiďnXi. Alors

1. Mn “ lnn` oplnnq, nÑ `8 p.s.

2. Zn :“ Mn ´ lnn converge en loi vers une variable Z de fonction de répartition FZptq “
expp´e´tq, t P R.

Preuve : La première assertion est une conséquence du lemme de Borel-Cantelli. Par indépendance,

PpMn ď tq “ PpX1ďiďnrXi ď tsq “ p1´ e´tqn.

Soit ε P p0, 1q. Alors

PprMn ď p1´ εq lnnsq “ p1´ n´1`εqn

“ exppn lnp1´ n´1`εqq

“ expp´nεp1` op1qqq, nÑ `8.

Donc
ř

ně2 PprMn{ lnn ď 1´εsq ă 8. Le lemme de Borel-Cantelli implique que p.s.Mn{ lnn ě 1´ε
pour n assez grand. Donc p.s.,

lim inf
nÑ8

Mn

lnn
ě 1´ ε.

Par ailleurs,

PprMn ě p1` εq lnnsq “ 1´ PprMn ě p1` εq lnnsq

“ 1´ p1´ n´1´εqn

“ 1´ exppn lnp1´ n´1´εqq

“ 1´ expp´n´εp1` op1qqq

“ n´εp1` op1qq, nÑ `8.
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Soit nk “ tpk ` 1qδu avec δ ą 1{ε. Alors
ÿ

kPN
PprMnk ě p1` εq lnnksq ă 8.

Donc par le lemme de Borel-Cantelli, p.s.

lim sup
kÑ`8

Mnk

lnnk
ď 1` ε,

De plus, pour tout n P N˚, il existe k P N tel que nk ď n ă nk`1. Comme pMnqně1 est croissante,

Mn

lnn
ď

Mnk`1

lnnk`1

lnnk`1

lnnk
.

En utilisant que limkÑ`8plnnkq{ lnnk`1 “ 1, on en déduit p.s.

lim sup
nÑ`8

Mn

lnn
ď 1` ε,

Comme ε est arbitraire, on conclut que p.s.

lim
nÑ`8

Mn

lnn
“ 1.

On montre à présent la deuxième assertion. Soit t P R. Pour n ě e´t, t` lnn ě 0 et on peut écrire :

FZnptq “ Pprmax
1ďiďn

Xi ď t` lnnsq

“ p1´ expp´t´ lnnqqn

“ exp

ˆ

n ln

ˆ

1´
e´t

n

˙˙

“ expp´e´tq ` op1q, nÑ `8.

˝
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