Chapitre 1

Etude des séries : méthodes de
comparaison

1.1 Séries numériques

Soit (E, |].]|) un espace vectoriel normé complet. Pour montrer qu'une 3€rig, & coefficients
dansFE converge, il suffit de montrer qu’elle converge absolument (ce qui signifie que ladséfig, ||
converge). On est donc souvent ramené a montrer la convergence de séries a termes positifs. On présente
dans cette section quelques critéres de convergence pour de telles séries.

1.1.1 Comparaison de séries a termes positifs

Commencons par une observation él’ementaire : une série a termes pogitifsconverge si et
seulement si la suites des sommes parti¢€s, _ um)n>0 €st bornée (pourquoi ?). On en déduit

Proposition 1 Soient)  u,, et v, deux séries a termes positifs telles qQue u,, < v,,.
1. Si)_ v, converge, alor$  u, converge,
2. Siy_ u, diverge, alorsy _ v,, diverge.

Dans la méme veine, on a:

Proposition 2 Soient)  u,, et ) v,, deux séries a termes positifs. On suppose~ v,, n — +o0.
Alors

1. les deux séries sont de méme nature,
2. sielles sont convergentes, les restes sont équivaldnis™ w,, ~ > v, n — +oo,

3. sielles sontdivergentes, les suites des sommes partielles sont équivalefitesw, ~ >, Um.:
n — +00.

Exercice 1 1) Démontrer la proposition précédente.
2) Donner un contrexemple au théoreme lorsqu’on ne fait plus d’hypothése sur les signestde
Up-
s L . TN
3) On considére la série de Riemahn —, olier > 0.
na
1 «

1 -1 Ly A
a) On suppose: > 1. Montrer que( Tja-T — —— ~ ——. En déduire un équivalent du
n — n n

reste de la série.
b) Onsuppose < 1. Montrer quen' ™ — (n — 1)17% ~ (1 — a)n~®. En déduire un équivalent
de la somme partielle de la série.



. 1
¢) Que dire pouix = 1? (on pourra montrer que- ~ In(n + 1) — In(n)).
n

Exercice 2 Le théoréme précédent a deux fréres jumeaux ou on remplguar o et O. Les énoncer
puis les prouver.

1.1.2 Régle de D’'Alembert

Proposition 3 Soit(u,,) une suite dan® .

o u L.

1. Silimsup " < 1, la série}" u,, converge.
n—+oo Up
‘1. . un+1 . .

2. Siliminf > 1, la série) u,, diverge.

n—-+oo Un,
Exercice 3 Démontrer la proposition précédente.
Lorsqu’on n’est dans aucun des deux cas donnés par la régle de D’Alembert, il faut y aller voir de

plus prés:

Exercice 4 Soit(u,) une suite dan&, .
1) On suppose qu'il existe une suitg,) dansR*. telle qu’a partir d’un certain rang,

Un+1 < Un+1

Un Un

Montrer que si la sérié_ v,, converge, alors la séri@_ u,, converge.
2) Soitay, tel que

Montrer que
1) siliminf oy, > 1, la séried u,, converge,
2) silimsup oy, < 1, la série) u, diverge.
(on pourra considéren,, = 1/n! avecl convenablement choisi).
3) L'objet de cette question est de montrer queusi) est une suite danR? verifiant

Un+1 « 1
=1-—+0(=),
Up, n+ (nQ)

Lo A
alors il existeA > 0 tel queu,, ~ —.
n

1
a) On poser,, = n®u,. Montrer quea”Jrl =1+0(=).
n

n

b) On posey, = @1 _ 1 Montrer quel + v, > 0 puis que
n
n—1
Ina, =Ina; + Zln(l + V).
k=1

c) Montrer que la sérié _ In(1 + +,,) est convergente. Conclure.
4) Soient etb deux réels qui ne sont pas des entiers négatifs efsgiiR*. On définit poum € N,

((a+1)(a+2)...(a+n)>A
b+1)b+2)---(b+n) '

Up =

Discuter la nature de la Sérig_ u,,.



1.1.3 Comparaison séries-intégrales

Proposition 4 Soit f : Ry — R, une fonction décroissante (et donc mesurable). Alors la série
oo

Z f(n) converge ssi I’intégrale/ f(t) dt estfinie.
0
1. En cas de convergence, on a I'encadrement du reste :
+oo 0 +o0
JEECZED SECEY ors
n+1 k=n-+1 n

2. En cas de divergence, on a un équivalent sur les sommes partielles :

ZukN/ f(z)dx, n — 4o0.
k=0 0

Exercice 5 1) Démontrer la proposition précédente.
2) Appliquer ce qui précéde aux fonctions

9o ,8(x) = W’ a>0,6>0z>0.

En déduire le critére de convergence pour une série de Bertﬁnm.

1.1.4 Quelques classiques

_
n(n+1)

2) Etudier la suiteS, =1+ 12 +- . 2y/n pourn > 1 (considérer la série de terme

vn

Exercice 6 (Séries et sommes partielles) 1) Etudier la série de terme généra), :=

généralu, = S, — Sp_1, u1 = 1.)
Exercice 7 Le but de cet exercice est d'obtenir un développement limité de

Unzzl—l—l—i—---—&—l—ln(n) n>1
2 n
en l'infiniment petitl /n.
1) On poseu; = 1 puisuy := o — 0k_1-
a) Montrer queu,, ~ ﬁ
b) En déduire quéo,,) converge. On note sa limite (la constante d’Euler).

=1 1
2) a) Montrer que » =~

n
k=n-+1

b) En déduire que — o, ~ 5 puis que
n

f o to(3)
= — +o(—).
=7 2n n

1 .
3) Onposer, :==0, —7 — o5y, PUISUn = Tn = Tn1.
n

a) Montrer quev,, ~ s
n



=1 1
b) Montrer que ) =~ 53
. k=n-+1
¢) En déduire que

1+1+ +1 In(n) +1 ! +o(—)
— 4.4+ = —lInn) = — — o(=).
2 n v 2n  12n2 n?

Exercice 8 1) En procédant comme a I'exercice précédent, montrer la convergence de la suite
1
Sy = (n+ 5) Inn —n—Innl

On notel sa limite.
2) En déduire que

n! ~ e Lpnti/2e—n,

3) Trouver un équivalent dé — S,, puis un développement limité déa I'ordre 1 en1/n.

Exercice 9 Soit(u,) une suite d&, .
1) Silaséried_ u, converge, construire une suitg,,) deR™ telle que(),,) est croissante et diverge
et la séried  \,u,, converge.
2) Silaséried_ u, diverge, construire une suitg,,) deR™ telle que(),,) décroit vers) et la série
> Ay, diverge.

1.2 Une série est une intégrale!

Pour les paragraphes qui suivent, une bonne référence est [3], Chapitre 1.

1.2.1 Théorie de la mesure

Définition 1 Soit X un ensemble. Unieibu A sur X est une collection de parties dé qui vérifient :
1) 0 e A,
2) A est stable par union dénombrable :(sl,,),en C A, alorsU,enA, € A,
3) A est stable par complémentaire : dic A, alors A¢ € A.

On obtient une définition équivalente en remplacant 2) par la stabilité par intersection dénombrable
(pour le vaoir, utiliser 3) et le fait que le complémentaire d’une réunion est l'intersection des complémen-
taires). On dit que le coupleX, .A) est unespace mesurabkt tout élément del est appelée une partie
mesurable de&.

L'exemple fondamental pour la suite est

X =N, A="P(N).

On vérifie bien qu'il s’agit d'une tribu, appeléetidbu discrete sulN. On peut aussi considérer la tribu
discréte sur n'importe quel ensemble.

Vous avez déja rencontré au moins la tribu borélienneRsiElle est définie comme étant linter-
section de toutes les tribus qui contiennent les ouverR ¢en vérifie facilement qu’une intersection
guelconque de tribus est une tribu).

Dans la suite, on considérera aussi I'ensenfible-oc], ot on définit un ouvert comme un ensemble
qui s’écrit comme une réunion quelconque d’intervalles de la fdumie (0 < a < b < +o0 ) ou [0, b]
ouJa, +o00]. On peut alors considérer la tribu des boréliens/8u#oo].

Définition 2 Soit(X,.A) un espace mesurable. On dit que X — [0, +oc] est unemesuresi

4



1) pu(0) =0,
2) u esto additive : si(A,)nen est une famille de parties disjointes de alors

:U’(UnGNAn) = ZM(An)
n=0

On dit que(X, A, 1) est un espace mesure.

Ici, la mesure qui nous intéresse estriasure de comptagey sur (N, P(N)) : pour toutA C N,
un(A) est défini comme le cardinal dé (si A est une partie infinie, on pogey(A) = +oo). Noter
gue pour cette mesure, le seul ensemble négligeable (i.e. contenu dans un ensemble de mesure nulle) est
I'ensemble vide.

Bien s0r, vous connaissez aussi la mesure de Lebesgie swni de la tribu des boréliens.

Définition 3 Soient(X, A) et (Y, B) deux espaces mesurables. On dit qu’une foncfionX — Y est
mesurable si pour touB € B, f~1(B) € A.

On se souvient notamment que(¥i 5) estR muni de la tribu des boréliens (ou plus généralement
un espace metrique), alors une limite simple de fonctions mesurables est mesurable.

Ici, le plus souvent(X,A) = (N,P(N)), de sorte qudoutesles fonctionsf : X — Y sont
mesurables (quel que soit 'espace mesurébleé)).

1.2.2 Théorie de l'intégrale

Dans la suite (sauf mention explicite du contraileju [0, +oco] sont munis de la tribu des boréliens.

Définition 4 Soit(X,.A, i) un espace mesuré. On dit gge X — [0, +oo[ est unegfonction simplesi
c’est une fonction mesurable qui prend un nombre fini de valeurs.

m

En notantaq, ..., a,, les valeurs (distinctes) de on a doncs = ZaiXAi ol A; := s '({a;}) est

mesurable (puisqueest mesurable) et4, est la fonction caractézrisltique de I'ensemHlequi est me-
surable (card; est mesurable!). Les ensembléssont disjoints et de réuniaok. Noter cependant qu’on
peut écrire d'une infinité de maniéres la foncti@ous la formeZ?:1 bjxs,, avec une famille d’en-
sembles mesurablds; disjoints et de réuniotX (il suffit par exemple de “redécouper” les ensembles
A; définis précédemment).

Lorsque(X, A, u) = (N, P(N), un), & chaque fonction simplecorrespond une partition d& en
un nombre fini de parties disjointes non vidés . .., A,, deN etm réels positifszy, . .., a,, distincts

m
tels ques = > _ aixa,.
=1

Définition 5 Soit(X, A, 1) un espace mesuré et X — [0, +oo[ une fonction simple. On écrit comme
m

ci-dessus = » _ a;x.,. On définit alors lntégrale de par
i1

[ st@)dut) = - at 4. 11)
X i=1

Noter que cette intégrale peut étre égatecd. C'est le cas si et seulement si 'un des4;) = +oo
aveca; # 0.



Sil'on écrit s sous une autre forme= """, b;x 5., avec une famille d'ensembles mesurakigs
... , . J= J
disjoints et de réunioX, on a

D ain(A) =Y bju(B)). (1.2)
i=1 j=1

Pour le montrer, on observe d’abord que pour toyta;u(A; N Bj) = bju(A; N B;) :siA;NB; =0,
alorsu(A; N Bj) = 0 et I'égalité est vraie; si; N B; # 0, soitx € A; N B;. Alors s(x) = a; = b; et
de nouveau I'égalité est vraie.

On note aussi que pour toutA; est la réunion disjointe de$; N B;, 1 < j < n, etdoncu(4;) =

>, w(AiN By).
Ainsi,

Z aip(A;) = Z Z aipl(AnBj) = Z Z bju(AnB;) = Z bjn(B;).
i=1 Jj=1

i=1 j=1 i=1 j=1
La preuve de (1.2) est achevée. On voit donc qu’ on peut appliquer la formule (1.1) a n'importe quelle
écriture des sous la formeZ;‘:1 bjxp; pourvu que les ensembles mesuralgssoient disjoints, de
réunionX.

On en déduit la linéarité de I'intégrale pour les fonctions simples :

Proposition 5 Si sy, s sont deux fonctions simples.et> 0, alors

J Qs+ s)@dua) =2 [ si@)dute)+ [ sala) duta).

Preuve : On écrit; = > " a;xa, €tsy = Z?Zl bjxB,, avec lesA; disjoints et de réuniolX et de
méme pouB;. On ax 4, = Zj XA;nB; - Ainsi,

S1 = E aiXAiﬂB]' ) S2 = E ijAlﬂB7
2 i,J

On en déduit Asy + so = Zm()\ai + bj)xa;nB, €t donc par définition de I'intégrale d’une fonction
simple

/X(Asl + s9) () dp(z) = Z(Aai +b)u(A; N Bj) = Z Aa;p(A; N Bj) + Z bi(Ai N B;).

On a ensuite

Z Aaip(A; N Bj) = )\Zai ZM(Az‘ NBj) = )\Zai,u(Ai) = )\/X s1(z) du(z)
i j i

i’j

et de méme pouy_, ; b;u(A; N B;). Il vient finalement

/X()\sl + 89)() dp(z) = A/

X

s1(z) dp(x) +/ so(z) dp(x).

X

O
Comme application de la proposition précédente, on a

Exercice 10 Sis = Y 7_, ¢xCy, ou lesC, ne sont pas nécessairement disjoints, et pas forcément de
réunion X, montrer que

[ st dut) = Y- auutcn).
X k

=1

(o3}



L'intérét des fonctions simples est illustré par la proposition suivante :

Proposition 6 Soit(X,.4, 1) un espace mesuré ¢t: X — [0, +oo] une fonction mesurable. Alors il
existe une suite croissante de fonctions simpig$,>1 qui converge simplement vefssur X.

Preuve : Soit > 1. On pose

A, :{$€X>2in < f(z) i;l},ie {0,...,n2" — 1}, AT = X\ (U147,
n2n—1
sy 1= Z ZZn XAi, T X gn2n - Alors pour toutn, s,, est bien une fonction simple et sur I'ensemble
{z: f(x )Z<On} ona
0.< sn(2) < F(@) < sn(2) + g5

Montrons que cela implique que la suite,) converge simplement verg Soitz € X ete > 0.
Supposons d’'abord qu&x) < +oo. Alors il existeny > 1 tel quef(z) < ng et1/2" < e. On adonc
|f(z) — sp(z)| < 1/2"™ < € pour toutn > ny. Supposons maintenant qyiér) = +oc. Alors pour tout
n, sp(x) = n. D’ol la convergence simple encore dans ce cas.

Montrons enfin que la suite est croissante. $ait X etn > 1. Si f(x) > n+ 1, alorss,(z) = n
ets,i1(r) = n+ 1doncs,(z) < sye1(z). Si f(z) < n+ 1, alors soiti € {0, (n + 1)2"*! — 1} tel
quei/2"tt < f(x) < (i +1)/2"L. On aalorss, 1(x) = i/2""1. De plus, en écrivant = 2j + «
pourj > 0, eta € {0,1} selon que est pair ou impair, on /2" < f(x) < (j + 1)/2" et alors
sp(z) = j/2" <i/2" e sp(x) < spa(w).

O

On peut définir I'intégrale d’'une fonction positive comme un élémerjodeco].

Définition 6 Soit (X, .A, ) un espace mesuré. Sgit: X — [0,+4o0] une fonction mesurable. On
définit
[ 1@ dna) = s [ @) duo).
X $:X—[0,400[ /X
simple,s<f

Définition 7 Soit (X, A, ;1) un espace mesuré ¢t: X — R une fonction mesurable. On dit qyfeest
intégrable (ou sommable) §f| est d’intégrale finie. C’est alors aussi le cas fie = max(f,0) et de
f~ = max(—f,0). On définit alors I'intégrale def par

/f ) du(z /f+ ) du( /f

1.3 Théorémes de Lebesgue appliqués aux séries

Beaucoup de propriétés de I'intégrale de Lebesgue (par exemple la linéarité) peuvent étre établies a
partir de la Proposition 6 et du théroéme FONDAMENTAL suivant :

Théoreme 1 [Théoreme de convergence monotone] $4it.4, 1) un espace mesuré ef,,) une suite
croissante de fonctions mesurables positives. Alors

Jim [ fu@dute) = [t fue)duta),

Une premiére conséquence du théoréme de convergence monotone est la linéarité de l'intégrale :

7



Proposition 7 Soit(X,.A, 1) un espace mesure.
i) Soientfi, fo: X — [0,400] deux fonctions mesurables positives\et 0. Alors

/X()\fl(x)—i—fz(x))dx:)\/Xfl(:c)dach/sz(x)dx

i) Soientf, fo : X — R deux fonctions intégrables ate R. Alors

/X(Afl(x)+f2(x))dx:A/Xfl(x)dH/XfQ(z)dx

Preuve (esquisse) : On montre le premier point en approghayit par des suites croissantes de fonc-
tions simples (Proposition 6), on utilise la linéarité de I'intégrale pour les fonctions simples (Proposition
5) et on passe a la limite grace au théoréeme de convergence monotone.
Pour le second point, on décompgse= fj fi ,i=1,2eton écrit la linéarité poufJr etf, .
O
Avec le théoréme de convergence monotone, on peut aussi montrer qu'une série a termes positifs est
l'intégrale d’'une fonction positive :

Proposition 8 Soit) ", u, une série a termes positifs. On défifiit N — [0, 4+o0[ par f(n) = up,

n € N. On a alors -
St = / £(n) duny(n)
n=0 N

Preuve : SoitV > 1. On a par linéarité de l'intégrale

Zun —Zun / X{n} (m) dpn(m / ZunX{n} ) dpn(m).

Pour toutm € N, on a

> tnX(ny (M) = tmxqo,.. vy (M) = F(m)xq0,.. vy (m).

On en déduit v
Sy = / Fm)X(o....y (m) dpn (). (1.3)
n=0 N

On posefn(m) = f(m)xqo,....n}(m). La suite(fy) n>o €st une suite croissante de fonctions positives
et qui converge simplement vefsPar le théoréme de convergence monotone, on a donc

fim [ Fm)x(o...00 () dpasm) = | fom) dpom

N—+400

En passant a la limite dans (1.3), on obtient ainsi I'égalité demandée.
O

Proposition 9 Soit) " u,, une série a termes réels. On défifiit N — R par f(n) = u,, n € N. Alors
la série u,, est absolument convergente si et seulement si la fongtiest intégrable sulN et dans

ce cas. -
;:Oun = /Nf(n) dun(n)



Preuve : La premiére partie de I'énoncé est une conséquence directe de la Proposition 8. Pour montrer
la deuxieme patrtie, il suffit de remarquer que

+oo “+o0 “+o00
D un = =) uy
n=0 n=0 n=0

avecu,” = max(uy,0) etu;, = max(—u,,0) (observer d’'abord que I'égalité est vraie pour les sommes
partielles).
O

Remarque 1 De méme qu’on interpréte la somme d’une série comme une intégrale, on peut voir la
somme d’une famille sommable (indexée Bayu tout autre ensemble dénombrable) comme une inté-
grale.

Remarque 2 On définit la notion de série semi-convergente (c’est une série qui n'est pas absolument
convergente, mais dont la suite des sommes partielles néanmoins converge). On ne définit pas de notion
analogue dans le cadre de l'intégrale de Lebesgue. En revanche, on définit bien des intégrales semi-
convergentes dans le cadre de l'intégrale de Riemann.

Corollaire 1 Soit (X, .A, ;1) un espace mesuré &t f,, une série de fonctions mesurables positives.

Alors +Oo
/ falx) du(z / an

('égalité a lieu dango, +oo}).

Ce corollaire du Théoréme de convergence monotone est aussi un cas particulier du théoréme de
Fubini-Tonelli.

Exercice 11 Soit (up, k) (n,k)enxn Une suite double a termes positifs. On suppose que pourktdat
suite(uy, 1 )n €St croissante. Alors

oo o0
lim E U :5 lim wu, .
nstoo n,k nestoo n,k
k=0 k=0

Théoréme 2 [Lemme de Fatou] SoitX, A, ;1) un espace mesuré €f,,) une suite de fonctions mesu-
rables positives. Alors

/X tim uf f, () du(r) < lim inf /X ful) dpu(a).

n—

Exercice 12 Soit (un, k) (n,k)enxn UNE sUite double a termes positifs. Alors

Z hm 1nf Up e < hm inf Z Up k-
k=0 k=0

Théoréme 3 [Théoreme de convergence dominée] $4it.A, 1) un espace mesuré gf,) une suite de
fonctions mesurables intégrables. On suppose qu'il existe une fonction somymelideque| f,, (x)| <
g(x) pour toutn € N, z € X. Alors

tim [ fua)dua) = [ tim_fule) duta),

na+a34X n—-400



Corollaire 2 Soit (X, A, ;1) un espace mesuré &t f,, une série de fonctions mesurables intégrables.
On suppose que — >_>° | f»(z)| estintégrable. Alors

> +o00
> [ h@aue = [ 3 )

+oo
Noter que par le Corollaire 1, I'hypothése est équivalenga | fr(z)| dp(z) < 4o0. Le corol-

n=0
laire peut aussi étre vu comme un cas particulier du théoréme de Fubini.

Exercice 13 Soit (un k) (n,k)enxy UNe suite double a termes reels. On suppose qu'il existe une suite
“+o00

(vr,) telle queluy, x| < vy pour toutn, k et vérifiant de plusy ~ vy, < +oc. Alors
k=0

o oo
lim E Up o = g Lim  uy, k-
n—o00 ’ n—-4o0o ’
k=0 k=0

1.4 Théoréme de Fubini appliqué aux séries

On se donne deux espaces mesurésA, i) et(Y, B, v), que I'on suppose finis : il existe(A4,,) C
Atelle queX = UA, et pour toutn, u(A,) < co, et de méme pouyr.

Définition 8 SurX x Y, on définit la tribu produit, que I'on notel ® B, comme l'intersection de toutes
les tribus contenant les pavés, c'est-a-dire les ensembles de la fbrm®, avecA € AetB € B.

Lorsque(X, A, u) = (Y, B,v) = (N,P(N), uyn), alorsX x Y = N x N. La tribu produit contient
tous les{(m,n)} pourm,n € N et donc est égale B(N x N) (pour le voir, utiliser qu’elle doit étre
stable par réunion dénombrable).

Théoréme 4 [Théoréme de Fubini-Tonelli] Sojft : X xY — [0, +00] une fonction mesurable positive.
Alors
—ppzrzeX,yeY — f(z,y),etp.py €Y,z € X — f(x,y) sont des fonctions mesurables,

-z .—>/ flx,y) du(y),y»—>/ f(z,y) du(x) sont des fonctions mesurables,
Y

X
De plus, il existe une unique mesure $if x Y, A ® B), notéen ® v telle que pour toulf mesurable
positive, on a

[ fandneney = | ( / f<a:,y>dv<y>> e

= [ ([ s an)) vt

(1® v)(A x B) = p(A)v(B).

En particulier, pour toutl € A, et pour toutB € B, on a

Cette observation permet de voir que lorsgie A, ) = (Y, B,v) = (N, P(N), un), la mesure produit
surN x N est encore la mesure de comptage, qui a une parfiexléN associe son cardinal.
En appliquant le Théoreme 4 &, B, v) = (N, P(N), ux), on retrouve le Corollaire 1.
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Théoreme 5 Soitf : X x Y — R une fonction mesurable. Alors les conditions suivantes sont équiva-
lentes :
1) f estintégrable suX x Y,

2 [ ([ 1l a) dew < +.
3 [ ([ 1rnlau) av) < +.

Si'une des conditions précédentes est vérifiée, on a alors
1) ppreX,yeY — f(z,y),etp.py €Y,z € X — f(zx,y) sont des fonctions mesurables,

2) x|—>/ flx,y) dl/(y),y&—>/ f(x,y) du(x) sont des fonctions mesurables,
Y X
etona:

| twniws e = [ ([ fenawm) )

_ /Y ( /X f(x,y)du(:c)> dv(y).

En appliquant ce théoréme®, B, v) = (N, P(N), un), on retrouve le Corollaire 2.

Définition 9 On considere deux sériés a,, et b, a coefficients dan€. On définit leur produit de
Cauchy comme étant la série de terme général

n
Cp = g arby_k.
k=0

Quand le produit de Cauchy est-il une série convergente ? Et quand la somme de cette-derniére est-elle
égal au produit des sommes des deux séries ?

Théoréme 6 Soient) _ a,, et>_ b, deux séries absolument convergentes. Alors leur produit de Cauchy
est une série absolument convergente eton a:

+oo +oo +oo n
(Z an> (Z bn> = Z Z arpbn—k-
n=0 n=0 n=0 k=0

Preuve : On interprete I'énoncé dans le cadre plus général de la mesure de LebesguéXSgien}
et(Y, B,v) deux espaces mesurés. Spit X — Retg: Y — R deux fonctions sommables. Alors le
théoréme de Fubini montre que

(z,y) — f(x)g(y)

est sommable et de plus

([ ran) ([owtn) = [ s@awawsnn.
Avec (X, A, ) = (Y, B,v) = (N, P(N), un), et f(n) = an, g(n) = by, on obtient :
+oo +oo
(Z > (Z bn) = [ fm)g(n) d(uy ® ) (m, n).
n=0 n=0 NxN

Par le théoreme de convergence dominée, le membre de droite est égal &

Nlin;im - f(m)g(n)xay(m,n)d(uny @ pn)(m,n)
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OUAy := {(m,n) € N> : m +n < N}. On écrit

fm)g(n)xay(mn) =Y fm)g(n')x(mny(m',n').

(m/,n")eAN

Par linéarité de I'intégrale, on en déduit

F(m)g(n)xay (m,n) d(pn@pn)(m,n) = > f(m/)g(n')/ X{(mny} (M, 1) d(pun@pun) (m, n)

NxN (' AN NxN
= Y fm)g().
(m/,n')EAN
N n
Et cette derniére somme peut se rééchre ~ axby_. On a ainsi
n=0 k=0
+oo +oo N n © n
() () = i, XY =33 o
n=0 n=0 n=0 k=0 n=0 k=0
O

Exercice 14 1) Soientz, t dansC. Montrer que
exp(z +t) = expzexpt.

2) Montrer que le théoréme précédent devient faux si on suppose seulement que les séries sont
convergentes (prendre eq, = b, = (;1171 . On pourra remarquer que di< k < n — 1, alors
InkIn(n — k) < (Inn)?).

1.5 Lathéorie des intégrales a paramétres appliqguée aux séries

On rappelle les trois théorémes sur la régularité des intégrales a parameétres (voir {4]).Aciu)
désigne un espace mesureé.

Théoréme 7 Soit] un intervalle deR et f : I x X — R une fonction telle que :

1) pour toutt € I, la fonctionz — f(t,x) est mesurable,

2) pour toutr € R, la fonctiont — f(t, z) est continue suf,

3) il existeg : X — R intégrable telle que pour toute I, pour toutz € X, |f(¢,z)| < g(z).
Alors

1) pour toutt € I, la fonctionz — f(¢,x) estintégrable,

2) IafonctiontH/ f(t,x) du(x) est continue suf.
X

Théoreme 8 Soit] un intervalle deR et f : I x X — R une fonction telle que :
1) pour toutt € I, la fonctionz — f(¢, x) est mesurable,
2) il existeg : X — R intégrable telle que pour toute I, pour toutx € X, |f(t,x)| < g(x),
3) pourtoutr € X, la fonctiont — f(t, z) est dérivable suf de dérivée notéea?
4) il existe une fonctiorh : X — R intégrable telle que pour tout € X, pour toutt € I,

of
S| < o)

12



Alors
1) pour toutt € I, les fonctionse — f(¢,z) etz —

of

ot

2) la fonctiont — / f(t,x) du(z) est dérivable suf de dérivée :
X

(t,z) sontdans.!'(X),

tH/)((ZJ;(t,m)d,u(m).

Théoréme 9 SoitQ2 un ouvertdeC et f : Q x X — R une fonction telle que :

1) pour toutz € Q, la fonctionz — f(z, x) est mesurable,

2) pour toutz € R, la fonctionz — f(z,x) est holomorphe sur,

3) il existeg : X — R intégrable telle que pour tout € 2, pour toutz € X, |f(z,z)| < g(z).
Alors

1) pour toutz € Q, les fonctionse — f(z,z) etz — gf(z, x) sont intégrables,
z

2) la fonctionz H/ f(z,z)du(x) est holomorphe suR, de dérivée :
X

z»a/)(?ﬁ(z,x)du(x).

Remarque 3 Pour obtenir le troisieme théoréme a partir du premier, il suffit de rempldcear ) et
‘continue’ par ‘holomorphe’. De plus, pour démontrer qu’une fonction définie comme une intégrale a
parametres est dérivable, il est plus simple de démontrer qu’elle est holomorphe (lorsqu’elle est effecti-
vement holomorphe!)

Remarque 4 Dans les trois énoncés précédents, on peut au besoin considérer l'intégralé suv

au lieu deX, pour n'importe quelle partiéV négligeable (i.e. de mesure nulle). Cela ne modifie pas la
valeur de l'intégrale. Cette remarque est a manier avec précaution : la partg’'on enléve ne doit pas
dépendre du parametieou z, elle doit étre la méme pour toutes les valeurs du paramétre considérées.

Remarque 5 La continuité, la dérivabilité, I'holomorphie sont des propriétés locales : elles sont vraies
sur I, respectivemert®, si elles sont vraies sur un voisinage de chaque poini,despectivement de

Q. Il est parfois plus commode d’obtenir une majoration sur un sous-ensemble des paramétres que sur
'ensemble des paramétres tout entier.

On peut alors appliquer ces trois théoremes au cgds¥owd, ) = (N, P(N), un). On obtient suc-
cessivement :

Corollaire 3 Soit( f,,) une suite de fonctions continues sur un intervall©n suppose qu'il existe une
suite de nombres positifs, ) telle que

1) >, an < o0,
2) |fn(t)| < ay, pour toutn > 1 et pour toutt € I.
Alors pour toutt € I, lasérie}, f,(t) converge absolument et la fonctibr- Y f,(t) est continue.

Remarque 6

1) On prend le plus souvent, := | f,,|~. Si les hypothéses du corollaire sont vraies, on dit que la série
des( f,,) converge normalement.

2) En fait, comme on le verra dans le chapitre suivant, il suffit que la séri¢ flgonverge uniformé-
ment pour que la fonction définie par la série soit continue.
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Corollaire 4 Soit f,, une suite de fonctions dérivables sur un intervdll®©n suppose gu'il existe une
suite de nombres positifs, ) telle que

1) >, an < oo,

2) |fu(®)| +1fL(t)] < oy pour toutn > 1 et pour toutt € 1.

[e.9]
Alors pour toutt € I, la série) f,,(t) converge absolument et la fonctior- Z fn(t) est dérivable

n=0
—+00

surl, de dérivée — Y _ f}(t).
n=0

Remarque 7 La encore, on a un résultat un peu plus fin : si la série de fonctions converge simplement
et la série des dérivées converge uniformément, alors la somme est dérivable sur

Corollaire 5 Soit (f,,) une suite de fonctions holomorphes sur un ouvede C. On suppose qu'il
existe une suite de nombres posififs,) telle que

1) >, an < oo,

2) |fn(2)] < a, pour toutn > 1 et pour toutz € €.
Alors pour toutz € Q, les sériesy_ f,(z), > f(z) convergent absolument et la fonctian —
>0 o fn(2) est holomorphe suf de dérivée

2 Y fi(2)
n=0

Remarque 8 Mais vous aurez deviné que la convergence uniforme de la série, au lieu de normale, suffit
pour que la somme soit holomorphe.

Exercice 15 Montrer que la série) ﬁ est normalement convergente sur tout intervalle de la

forme[a, +oo[,a > 0. Montrer qu’elle n’est pas uniformément convergente[But] (on pourra calcu-
ler sa somme).

Exercice 16 On considére pour tout € R, la sériey" nze 2"
1) Montrer qu’elle est uniformément convergente sur tout intervalle compakt de
2) On notef sa somme. Déterming“al‘” f(t) dt et en déduiref.

1.6 Produits infinis

Soit (z,,) une suite d'éléments non nuls @e On dit que le produit infini | z,, converge si la suite
(P,) définie parP, = [[j_, 2 admet une limite non nulle. Dans tous les autres cas, on dit que le
produit diverge. La suitéP,,) est appelée la suite des produits partiels. En cas de convergence, on note
o0

H 2, la limite.

n=0

Exercice 17 Soit(z,) une suite dan®’ .
1) Montrer que le produif | z,, converge si et seulementls] In z,, converge. Dans ce cas,

2) Soitu, := z,—1. On suppose que la suife,,) est de signe constant. Montrer que la convergence
de]] z, est équivalente a la convergence de la série.,,.
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Exercice 18 Soit(u,) dansC \ {—1}. Montrer que
1) Le produit] [(1 4 u,)converge ssi

p

] @+w) -1

k=n-+1

Ve > 0,dN € NtelqueVN <n < p, ona <e.

2) Sila séried_ u,, converge absolument, alors le prod{ift(1 + w,,) converge.
3) Applications : nature de

[0 - = [0+

Exercice 19 1) Montrer que I'ensembl® des nombres premiers est une partie infinieN\dest en
déduire gu'il existe une bijection — p,, strictement croissante de surP.
2) Veérifier que pour tout € N, on ap,, > n + 2. En déduire que pour tout > 1, le produit infini
1
[1(1— E) converge.
3) Montrer que pour toudy > 1,

M5 (S5

n=1

N 1 . Ly , 1
4) Montrer que le produit infin{ | (1 - > diverge. En déduire la nature de la séje’ —.
p Pn

n

15
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Chapitre 2

Etude des séries : méthodes de
compensation

Dans ce chapitre, on étudie deux situations ou il est possible d'établir la convergence d’'une série
numeérique qui n’est pas absolument convergente, ou la convergence uniforme d'une série de fonctions
qui n’est pas normalement convergente. On commence par rappeler I'importance de la convergence
uniforme pour établir la continuité ou la différentiabilité d’'une fonction.

2.1 Convergence uniforme

2.1.1 Différents types de convergence

On considére une suite de fonctiofys: X — Y ou X est un ensemble €Y || - ||) un evn.

On dit que la suité f,,) converge simplement vers une fonctipn X — Y si pour toutr € X, la
suite( f,(z)) converge (dan¥’!) vers f(z).

On dit que la convergence est uniforme lorsque pourdaut0, il existe N > 0 tel que pour tout
n > N, pour toutr € X, || fn(z) — f(z)]| <e.

On dit que la série def, converge normalement lorsque

+oo

Zsugllfn(x)ll < 00,

n=0%¢

Exercice 20 1) Donner un exemple d’'une suite de fonctions qui converge simplement mais pas
uniformément.
2) Donner un exemple d’'une série de fonctions qui converge uniformément mais pas normalement.
3) Montrer qu’une série de fonctions qui convergent normalement converge uniformément.

Exercice 21 Etudier la convergence uniforme d¢,) lorsque
1) fu(z) = nze ™ sinz, x € [0, 5] etn € N.
2) pourn > 1,
_f@=-5" sio<z<n
Jn(z) = { 0 siz>n.
Exercice 22 Etudier la convergence (simple, normale, uniforme) de la série d’applica}orfs lorsque
1) fo(z) = —th(z+n)+thn,z eR,
2) fo(x)=(-1)"e"™/n,z €R.
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2.1.2 Continuité

Proposition 10 SoientX etY deux espace vectoriels normésetin ouvert deX. Soitf,, : Q@ — Y
une suite de fonctions continues qui converge uniformément vers une fofict@n— Y. Alors f est
continue.

Exercice 23 1) Démontrer la proposition précédente.
2) Donner un exemple d’'une suite de fonctions continues qui converge simplement vers une fonction
discontinue.
3) Donner et prouver I'énoncé correspondant pour les séries.

Exercice 24 (Théoréme de Dini)Soienta < b et (f,,) une suite d'applications continues slr, b]
qui converge simplement s{ir, b] vers une fonction continug Montrer alors que la convergence est
uniforme sous l'une des deux conditions suivantes.

1) On suppose que la suitg, ) est croissante Yz, Vn, f,,(z) < fn+1(z). Indication : soite > 0.

1. Montrer qu’on peut supposgr= 0. On suppose donc désormdgis= 0.

2. Pour toutn € N, on définitE,, := {z : f,(z) > —e}. Montrer que(E,,) forme un recou-
vrement dda, b] par des ouverts dg, b|.

3. Conclure.
2) On suppose que chaqig est croissante. Indication : sait> 0.
1. Montrer qu'il existeag = a < a1 < ... < a, = btelsquevi = 0,....,n — 1,0 <
flaiv1) — fla;) <e
2. Montrer qu'il existeN € Ntel queVn > N,Vi=0,...,n—1, |fn(a;) — f(a;)| < e.

3. Justifier que pour tout € [a;, ait1], fu(ai) = f(aiv1) < fa(z) = f(2) < falaivs) — f(ai)
puis conclure.

+oo
Exercice 25 Pourz € R, on poseS(x) = E (Zx). Etudier la continuité de5' surR.
n
n=1

2.1.3 Dérivation

Proposition 11 Soit{2 un ouvert convexe d&™, m > 1. On considére une suitgf,,) de fonctions
différentiables suf?, a valeurs dan®?, p > 1. On suppose quéf,,) converge simplement st vers
une fonctionf et que(Df,) converge uniformément s@r vers une fonctiort’ : Q@ — L(R™, RP).

Alors f est différentiable, de différentielle.

Preuve : Soit > 0. Comme(D f,,) converge uniformément s@r vers une fonctiorF, on peut écrire le
critere de Cauchy uniforme : il exisf€ > 0 tel que pour toup, ¢ > N,

Sup 1D fp(z) = D fo(@)l| c(rm rry < €.
e

En particulier (poup — +oo, ¢ = N), sup,eq [|F(2) — Dfn(2)||@mm rey < €
En appliquant le théoreme des accroissements finis-a f,(x + h) — f,(z + h) (ici, on utilise
I'hypothése) convexe), on obtient pour toute €2 et pour touth € R™ tel quex + h € €,

|(fp(x +h) = fp(x)) = (fa(z + h) — fo(@)] = |(fp(x +h) = fo(z + h)) = (fp(x) — fo(2))]

< s (1D fp(y) = Do)l cm )|l < elh].
ye
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En faisantp — oo et en prenang = N, il vient

[(f(z+h) = f(2)) = (fn(x+h) = fn(2))] < €lh].
On fixex € Q. Par différentiabilité defy, il existen > 0 tel que pour touth| < n, x + h € Q et
[fn(@+h) = fn(x) = Dfn(x)(h)] < €lh].
Ainsi,
[f(z+h) = f(z) = Fz)(h)] <[(f(z +h) = () = (fn(z+h) = fn(2))]
+fn(@ 4+ h) = fn(x) = Dfn(x)(h)| + [F(z)(h) = Dfn(z)(h)| < 3e[h],

ce gui montre qug est différentiable, de différentiellE.
O

Exercice 26 1) Réécrire la proposition lorsque: = p = 1. Dans ce contexte, en donner une
preuve plus simple lorsqu’on suppose de plusflesontiniment différentiables.
2) Montrer que dans la proposition précédente, la syjfg) converge en fait unifomément vefs
sur tout borné dé.
3) Trouver une suite de fonctions dérivablgg) sur un intervalle dé&R convergeant uniformément
vers une fonctiorf qui n’est pas dérivable.

+00
. . . 1
Exercice 27 1) Onintroduit pourz > 1, {(z) = Y  —. Montrer que
n

n=1

ou~ est la constante d’Euler.
“+o00

2) Onpose, pout > 0, p(x) = Z(—l)”*ln*m. Montrer ques(z) = (1-217%)((x). En étudiant
n=1
¢, déterminer
*i’ (=1)"Inn
n=1 n

Exercice 28 1) Dire pour quelles valeurs du couple, z) € R? la série) ~ e~ "Ie’™* est conver-
neL
gente. On suppose maintenant 0 et on noteP (¢, z) le nombre» _ e~ "¢,

neZ
™

2) Vérifier queP(t, x) est réel. Calculer/ P(t,x) dx.

—Tr
3) Montrer que la fonctiorP définie suiR* xR estindéfiniment différentiable, et écrire ses dérivees
p+4q

. 0
partlellesWP(t, x)

K
ot? 0x?’

sous forme de sommes de séries.

4) Calculer

Remarque 9 On rappelle pour mémoire que la limite uniforme d’une suite de fonctions holomorphes
est holomorphe.
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2.2 Seéries alternées

Le théoréme des séries alternées permet d’établir la convergence uniforme d’une série de fonctions,
car il donne une majoration uniforme du reste.

Définition 10 On dit qu’une sérié> _ u,, a termes réels est une série alternée si
1. u, estde laformg¢—1)"a, aveca, > 0,
2. (ay,) est décroissante,
3. (ay) tend ver9.

Proposition 12 Une série alternée converge. De plus, le reste est ‘majoré par le dernier terme négligé’ :

pour toutn > 1,
!Zun! < Jup—1].

p>n

Exercice 29 1) Démontrer le théoréme des séries alternées.
2) Montrer par des contrexemples que les hypothéses 2 et 3 dans la définition des séries alternées
sont nécessaires.
2) Discuter la nature de la sérig Uy, pour

<_1)n _ n
m(a>0) , Up = (—1)

Up =

Exercice 30 Pour toutt €] — 1, 1], on pose pour, > 1

t?’L

un(t) = T

1) Montrer que la sérié) u,, converge uniformément sur tout compact del, 1[. On noteS sa
somme.

2) Montrer quelim;_,1 S(t) = +oc.

3) Montrer que

+oo (_1)ktk+1

S(t) = ST
k=0
(_1)ktk+l ] i
4) On pose(t) := P e—— Montrer quez v, converge uniformément s{ir, 1.
5) Montrer que(l —¢)S(t) = ivk(t). En déduire que
k=0
In 2
S(t) ~ T—+ t— 1.

2.3 Transformation d’Abel
La transformation d’Abel peut étre utilisée pour démontrer la convergence d’une série qui ne converge
pas absolument, ou obtenir une majoration uniforme du reste d’'une série de fonctions qui ne converge

par normalement.
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Lemme 1 Soientp, g € N tels que0d < p < ¢. Soient(a,), (b,) deux suites a coefficients complexes.
Onnoted,, =" jan, m > 0. Alors

q q—1
> anbn = Agbg — Apbpr1— > An(by —bpi1).
n=p+1 n=p+1

Preuve : On écrit,, = A,, — A4,,_1. Il vient

q q q q q q—1
S anbn= > (An—An b= > Anbn— Y Anabp= > Auby— > Apbpi
n=p+1 n=p+1 n=p+1 n=p+1 n=p+1 n=p
q—1
= > An(bn = buy1) + Agbg — Apbpi1.
n=p+1

O
Il'y a une analogie (profonde) entre la transformation d’Abel sur les séries et I'intégration par parties.
Dans cette analogie, la somme est une intégrale, de sortd,gpeut étre vue comme une ‘primitive
discrete’ deu,,, etb, 1 — b, comme une ‘dérivée discrete’ dg.
Voici un critére de convergence qui peut se démontrer a I'aide de la transformation d’Abel :

Proposition 13 Soientzy > 0 et f : [x9,00) — C, de class&''. On suppose que I’intégrayé;goo f(t)dt
est convergente et que

+0o0
/ |f' ()] dt < oo.

0

Alors la séried | f(n) est convergente.

Preuve : Avec les notations du Lemme 1, on pege- 1, b, = f(n). On a (pourp = 0 etqg = N)

N N-1 N-1 n+1
> () = NF(N) = Y a(f() = fn+1) = NFN) = S [ ey
n=1 n=1 n=1 n
N-1 .pt1 N
=NFV) =X [ @ de =N - [, (2.1)
n=1"" 1

en notanft| la partie entiére de Dans la suite, on notg } la partie fractionnaire de
Par intégration par parties, on a

N N
/ () dt = Nf(N) - / L (0) .
0

0
On en déduit

N N
Nf(N):/O f(t)dt+/0 tf'(t) dt.

On injecte cette égalité dans (2.1) pour obtenir

N N N N N N
nzlf(n):/o f(t)dt+/0 tf(t)dt—/l [t]f(t)dt:/o f(t)dt+/0 WMo d.  (2.2)

Commel|{t}f'(t)| < |f'(¢)|, on en déduit aussitdt la proposition.
U
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Exercice 31 En utilisant la proposition précédente (et aussi (2.2)), déterminer la nature des séries sui-

vantes :
Z coslnn Z siny/n
n ’ n

Exercice 32 Soit(u,,) et (v,) deux suites complexes. Montrer que la sérje:,,v,, converge sous I'une
des deux conditions suivantes :
1) La suite(v,,) est danR; et décroit ver$), et la suite des sommes partielles(ds, ) est bornée.
2) Lasuite(v,) est dansR; et décroissante et la sérje u,, converge.
Soitae > 0 et € R\ (2nZ). Etablir la convergence des séries

cosnb sin nd
Do D

Exercice 33 Soit) _ ¢, une série convergente.
1) Montrer que la fonction

+OOC
. E nin
g.t€R+|—> n't
n=0

est définie et continue.
2) On suppose que leg sont positifs. Etablir que

+00 +oo
/ e tg(t)dt = ch.
0 n=0
3) Désormais, on ne suppose plus que dgssont positifs, mais on se propose de montrer que
I'égalité précédente reste vraie.
X +00
a) SoitX > 0. On posef(X) = / e~"g(t) dt. Montrer quef(X) = ) _ cadn(X) ol
0 n=0
X X”>

¢n(X):1—€_X <1+1!+"'+n!

b) Montrer que la sérieZ: cn®n (X)) converge uniformément sk (penser a la transformation
d’Abel).

+00
c) En déduire que I’intégrale/ e 'g(t) dt converge, et que sa valeur 8st°  c,.
0

22



Chapitre 3

Espaces de suites

Les espaces de suites permettent d'illustrer les notions (abstraites) d’analyse fonctionnelle. Vous ne
devez donc pas hésiter a puiser abondamment dans cet ensemble d’exemples pour vos lecons d’analyse
fonctionnelle.

3.1 Lesespace®(N)
3.1.1 Définition

Définition 11 Soient(X, .4, 1) un espace mesuré et< p < oco. On noteL? (X, A, 1), ou plus simple-
mentLP (X ), 'ensemble des fonctions mesurabfes X — R telles quel f|? soit intégrable. De plus,

on introduit .
st = ([ 1s@rau)”

Définition 12 Soient(X, A, 1) un espace mesuré. On nafé (X, A, 1), ou plus simplement> (X),
'ensemble des fonctions mesurabfes X — R telles qu’ il existeM > 0 vérifiant

p{z - |f(z)| = M}) = 0.

De plus, on introduit
| flloo = nf{M > 0: p({z : [f(z)| = M}) = 0}.

Proposition 14 (Inégalité de Holder) Soient(X, A, ) un espace mesuré ¢tg : X — R deux fonc-
tions mesurables. Soieht< p, ¢ < oo tels que% + % = 1. Alors

/X F@)g(@)] du(z) < 1111519l

Proposition 15 (Inégalité de Minkowski) Soient(X, A, 1) un espace mesuré ¢tg : X — R deux
fonctions mesurables. Sdit< p < oo. Alors

1+ gllp < [1f]lp +llgllp-

Comme pour touh € R, on a aussj|Af||, = |A|||f]]p, on en déduit qu&€P (X, A, ;1) est un espace
vectoriel. On a tres envie de dire glje||, est une norme sut?. Malheureusement, il n’est pas vrai que
|| f|l, = 0 implique f = 0. En revanche,

Lemme 2 Si||f||, = 0, alors f est nulle hors d’'un ensemble négligeable.
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Le lemme qui précéde conduit a introduire la relation d'équivalence suivante : on dit que deux
fonctions mesurableg, g : X — R sont égales presque partout si elles sont égales hors d’'un ensemble
négligeable. Il s'agit bien d’'une relation d’équivalence sur I'ensemble des fonctions mesurables, qu'on
note icif ~,,. g.

On observe que §i ~,,,,. g, alors||f||, = ||gl|p-

Définition 13 Soient( X, A, ) un espace mesuré. On ndi&( X, A, 1) I'espace quotient dé? (X, A, )
par la relation d’équivalence-,, ,, . Pour chaque élémenf] € LP(X, A, u), (ici, f € LP(X, A, u) et
[f] est la classe des fonctions égales presque partoti),2on continue & notef|[f]||, pour désigner
|| f]|, (cette quantité ne dépend pas du choix du représentant de la classe).

En pratique, pour simplifier les notations, on confondra souvent un élémefit(dg A, 1) (une
classe de fonctions donc!) avec une fonction mesurable (I'un des représentants quelconques de cette
classe).

Tout ce qui précéde permet d’établir le

Théoréme 10 Soient( X, A, ;1) un espace mesureé. La fonctignr|, est une norme sur I'espace vectoriel
LP(X, A, ).

Définition 14 Lorsqu’on prend(X, A, 1) = (N, P(N), uy), on noteL?(N, P(N), un) sous la forme
plus usuellg?(N).

De maniére explicite, lorsque< p < oo, P(N) est 'ensemble des suités,, ), > telles que

|| (un)n>ollp = (Z ‘un‘p)%_
n=0

Exercice 34 Montrer que si(uy, ),>0 € ¢*°(N), alors

|| (Un)n>0|co = sUp |up].
n>0

3.1.2 Complétude

Théoréme 11 Soit(X, A, 1) un espace mesuré. Alofs' (X, A, 1) est un espace de Banach.

Exercice 35 Montrer directement (i.e. sans utiliser le théoreme précédenty®i¢) est un espace de
Banach.

3.1.3 Dualité

On rappelle que qiE, || - ||) est un espace de Banach, alors le duakd@oté £*, est I'ensemble
des formes linéaire$ : £ — R qui sont continues sut. De plus, on introduit

[I¢]« = sup |¢(e)

llel]<1

Alors || - ||« est une norme sut* et (E*, || - ||«) est un espace de Banach.
On applique ces notions aux espaéés
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Théoréme 12 Soient(X, A, ;) un espace mesuré &< p < co. On notep’ = I%. On considére
I'application
Q:felP(X)— fe (LF (X))

défini pour touty € L¥' (X) par
#(9) = [ f@)a(o) du(o).

Alors
— pour toutf € LP(X), g € L’ (X), la quantité® ;(g) a bien un sens,
— pour toutf € LP(X), la forme linéaire® ; est bien continue SUE” (X)),
— l'application ® est linéaire et isométrique : pour toyfte LP(X),

H(I)fH(Lp’(X))* = HfHLP(X)7
— sil < p < oo 0ou bien sip = 400 et X esto fini, 'application ¢ est bijective.

Ce théoréme justifie souvent le raccourci suivaht’: est le dual d&.?. Cela signifie simplement
gue l'application® du théoréme précédent est un isomorphisme isométrique. Seule la surjecti®ité de
est délicate a prouver.

Exercice 36 Démontrer le théoréme précédent dans le €8s A, 1) = (N, P(N), uy).

3.2 Le cas particulierp = 2

Définition 15 Soit(X, A, i) un espace mesuré. SOF(X, A, 1), on considére I'application
(r9) = [ f@)gla)duta).

Alors (-, -) est un produit scalaire suk?(X, A, 1), et pour toutf € L?(X, A, i),

1fll2 = V{f. £)-

Ainsi, L?(X, A, ) a une structure d’espace de Hilbert.

Exercice 37 (ORAL 2012) On considere I'ensemble,(N) des suites réelle@.,,),>1 telles que

+o0

Z(nun)2 < 00.

n=1

1) Montrer quehs(N) est un sous-espace vectoriel 4¢N).
2) On introduit surhs(N) I'application

—+00

N : (up)n>0 — Z(nun)2

n=1

Montrer queN est une norme et que(N) muni de cette norme est complet.

2) Montrer que la boule unité fermée dafis(N), N) est un compact d¢?(N), || - ||2) (on pourra
considérer une suite de la boule unité fermée da@ns$N), V) et utiliser un procédé d’extraction
diagonale).
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Remarque 10 L'espace/?(N, C) (défini de maniére analogue/d(N) = ¢2(N, R)) joue un réle essen-
tiel dans la théorie des séries de Fourier. On se souvient en effet (?) qu’une forfictio.?(0, 27)

est la somme de sa série de Fourier ddi#$0, 2). Cette phrase signifie précisément ceci : si on note
cn(f),n € Z les coefficients de Fourier dg etsy (f)(¢) = >, <n cn(f)e™ les sommes partielles
associées, alors la limite de

2
f = sn(Dllr20,2m) = \//O [f(£) = sn(f)()]> dt

quandN — +oo, existe et vaub. De plus (égalité de Parseval),

1
112 02m) = D leal DI

nez

On rappelle aussi pour mémoire quefsest maintenant une foncti@x périodique, continue ' par
morceaux SuRR, alors sa série de Fourier converge normalement vessir R.

3.3 Les cas particuliersp =1 etp =

Définition 16 On notec(N) I'ensemble des suites convergent@gN) I'ensemble des suites conver-
geant vers) et/>°(N) I'ensemble des suites dont tous les termes sont nuls sauf un nombre fini.

Ces deux ensembles de suites, qui sont contenus/efgi), sont munis de la normg- || .

Exercice 38 1) Montrer que les espaces normést ¢y sont des espaces de Banach, mais{ias
2) Prouver que;; est isométrique &'.
3) Caractériserc*.

Exercice 39 Montrer quec, et/! sont séparables (i.e. contiennent une partie dense dénombrable) mais
quel ne l'est pas.

3.4 Procéde diagonal et théoreme d’Ascoli

Pour montrer I'existence de solutions a des équations différentielles ordinaires ou a des équations
aux dérivées partielles, les suites de fonctions jouent un rble essentiel . Il est souvent utile de pouvoir en
extraire des sous-suites convergentes (la limite étant précisément une solution de I’équation considérée).
Le théoréme d'Ascoli est parfois sollicité a cet effet. Pour le démontrer, on a besoin d’introduire le
procédé diagonal.

Etant donné un nombréni de suites d’éléments d@, 1], il est banal de trouver une extraction
commune a toutes ces suites pour les faire converger. C'est nettement moins évident lorsqu’on a un
nombre dénombrable de suites. Le procédé diagonal est |a pour ¢a.

Lemme 3 [Procédé diagonal] Pour tout > 0, on se donne une suite’,),,>o dans I'espace métrique
compactX. Alors il existe une fonctiop : N — N strictement croissante (on note augst N T N)
telle que pour tout > 0, la suite(ufp( )n>0 converge dansy.

n)
Preuve : Rappelons avant de commencer que:s¥ T N, alorsi(n) > n pour toutn > 0.
Comme(u?),>o est une suite d& compact, il existepy : N T N telle que(ugo(n))nzo converge.

Supposons construitesy, ..., o : N T N,k > 0, telles que(ufpoou,o%(n))nzo converge pour tout

0 < i < k. Alors on définityr.1 : N T N telle que(u’;j;.,owﬂ(n))nzo converge (ce qui est possible
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puisque(uf;gjuwk(n))nzo est une suite du compadf). On a ainsi construit par récurrence pour tout
1 > 0, une fonctionp; : N 1 N telle que(ufpoo__ow(n))nzo converge.
On pose pour tout > 0,
p(n) :=pgo---opn(n)

D'abord, » : N — N est strictement croissante. En effet, soit> 0. Alors ¢,+1(n + 1) >
“n+1(n) > ndou
po o opn(n) <@oo---opn(Pnti(n+1)),
c’est-a-direp(n) < ¢(n + 1).
Ensuite, pour tout > 0, (u;(n))nzi est une suite extraite c{a@oomo%(n))nzo. En effet, soitt > 0
fixé. Pour toutr > 1,

©(n) = o0 0 Yi(Pit10-0@n(N)) = @oo---0pi(my)

en posantn,, := ;i1o..opn(n). La suite(my,),>; est strictement croissante et

(U Inzi = (UWgo.opi(mn))ni

est donc convergente comme suite extraite d’une suite convergente.
O
A la place de I'hypothes& compact, on aurait pu exiger que pour togt 0, toute suite extraite de
(uf,)n>0 admette une sous-suite convergente.
Le procédé diagonal intervient de facon cruciale dans la preuve du théoréme d’Ascoli.

Théoréme 13 (Ascoli) Soit( f,,),>0 une suite de fonctions d’un espace métrigie d) séparable (i.e.
contenant une partie dense dénombrable), vers un espace métrique cémmpact

On suppose que la suitg), ) ,>o est équicontinue : pour tout € X, pour toute > 0, il existen > 0
tel que pour tout, > 0, pour touty € B(z,n), on ad(f(z), f(y)) <e..

Alors il existep : N T Netf : X — Y continue telle quéf,,)).>o converge uniformement sur
tout compact verg : pour tout compactX’ C X, pour toute > 0, il existeny > 0 tel que pour tout
n > ng, pour toutz € K, on ad(fn(z), f(z)) < e.

Preuve : SoitD := {d,};>0 une famille dense dénombrable &e On applique le procédé diagonal
(lemme 3) a la famille de suitég), (d;))n>0, ¢ > 0. Il existe : N T N telle que pour tout > 0, la suite
(fo(n)(di))n>0 cOnverge vers un élément denoté f (d;).

Soitz € X. On montre que la suit€f,,,)(z))>o0 est de Cauchy dans. Soite > 0. Il existen > 0
tel que pour touy € B(z,n), pour toutn > 0, on a

CommeD est dense dank, il existed; € D N B(x,n). Enfin, commg(f,,,)(d;))n>0 CONverge, c'est
une suite de Cauchy et donc il existe > 0 tel que pour toup, ¢ > ng, 0N ad(f,, ) (di), fo(q) (di)) < e.
Aninsi, pour toutp, ¢ > ng, on a

3(fo) (@), fo(a) () < 0(Ffo) (@), fop) (di))F0(fo(p) (i), fio(q) (di))F0(Fin(q) (di), fip(q) (%)) < 3e.

Ainsi, (f,n)(z))n>0 est de Cauchy dans compact donc complet. Elle converge donc vers un élément
deY notéf(x).

En passant a la limite. — +oo dans (3.1), on obtient qug est continue e{ f,,},>0 U {f} est
équicontinue.

On montre enfin la convergence uniforme sur tout compact. Boit X compact et > 0. Soit
n > 0 donné par I'équicontinuité def,, },>0U{ f }. On peut recouvrik par une réunion finie de boules
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B(di,,n), ..., B(di,,,n). Soitng > 0 tel qued(f,)(d;), f(d;)) < e pour toutn > ng et pour tout
i=11,...,in. AlOrs, pour tout, > ng, pour toutr € K, il existei € {i1,...,i,} telquer € B(d;,n)
et alors

O
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