Cours de Topologie et Analyse Fonctionnelle pour 1’ Agrégation

Pierre Bousquet

2013/2014






Chapitre 1

Topologie

1.1 Espaces métriques
On se donne un ensemble X.

Définition 1 (distance) Une application d : X x X — R™T est une distance sur X si
i) (séparation) pour tous x,y € X, d(z,y) = 0 si et seulement si x =y,
ii) (symétrie) pour tous x,y € X, d(z,y) = d(y, ),
iii (inégalité triangulaire) pour tous x,y,z € X, d(x, z) < d(z,y) + d(y, 2).
On dit alors que (X, d) est un espace métrique.

Désormais, on se donne une distance d sur X.

Définition 2 On dit qu’une partie U de X est un ouvert si pour tout x € U, il existe v > 0 tel que
B(z,r):={y e X : d(z,y) < r}

est contenu dans U. On appelle B(x,r) la boule ouverte de centre x et de rayon r. Pour x € X, on
appelle voisinage de x un ensemble contenant un ouvert contenant .
On dit qu’une partie F de X est un fermé si son complémentaire X \ F est un ouvert.

Observer que X et ) sont deux parties ouvertes de X. La famille de tous les ouverts de (X, d) est
appelée la topologie de X.

Exercice 1 1) Montrer que U C X est ouvert si et seulement si il peut s’écrire comme une réunion
quelconque de boules ouvertes.
2) Montrer qu’une intersection finie d’ouverts est un ouvert et qu’une réunion quelconque d’ouverts
est un ouvert.
4) Enoncer et démontrer des propriétés analogues pour les fermés.

Définition 3 Soir A C X.
— L’intérieur de A, noté int A, est la réunion de tous les ouverts contenus dans A (c’est donc aussi
le plus grand ouvert contenu dans A).
— L’adhérence de A, notée A, est lintersection de tous les fermés contenant A (c’est donc aussi le

plus petit fermé contenant A).
— La frontiére de A, notée A, est A\ int A.

Observer que A est ouvert si et seulement si il est égal a son intérieur et que A est fermé si et
seulement si il est égal & son adhérence.



Exercice 2 Soit © € X et r > 0. Montrer qu’on n’a pas nécessairement B(z,r) = {y € X : d(y,z) <

r}.
Définition 4 On dit que A C X est dense dans X si A = X.

Définition 5 Soit (xy,),>0 une suite de X.
— On dit que (xy,)n>0 converge vers un élément x € X si pour tout € > 0, il existe ng € N tel que
pour tout n > ng, T, € B(x,€). On dit alors que x est la limite de la suite (zy,)n>0.
— On dit que © € X est une valeur d’adhérence de (xy,),>0 si pour tout € > 0 et pour tout ng € N,
il existe n > ng tel que z,, € B(x,¢).

Exercice 3 — Montrer que si une suite converge vers x € X et versy € X, alors x = y.
— Montrer que F' C X est fermé si et seulement si toute suite d’éléments de F convergeant dans X
a sa limite dans F (c’est le critere séquentiel pour les fermés).
— Montrer que x € A si et seulement si pour tout ¢ > 0, il existe y € A tel que y € B(x,e).
Enoncer et démontrer une caractérisation analogue de 0 A.
— Montrer que x € X est une valeur d’adhérence de (xy,)n>0 C X si

z € Np>o{Tm, m > n}.

— Montrer que © € X est une valeur d’adhérence de (xy,)n>0 C X si il existe une suite extraite
convergeant vers .

Dans la suite, on se donne un deuxi¢me espace métrique (Y, ) et une application f : X — Y.

Définition 6 — Ondit quel € Y est une limite de f en x € X si pour tout € > 0, il existe § > 0 tel
que pour tout ' € X \ {x} vérifiant d(z',x) < §, ona 6(f(z), f(2')) < e.
— Ondit que f : X — Y est continue en x € X si f admet une limite en x qui vaut f(z). Elle est
dite continue sur X si cette propriété est vraie pour tout x € X.
— Onditque f : X — Y est un homéomorphisme si f est bijective, continue, et d’inverse continue.

Exercice 4 (Continuité) Montrer que f est continue si et seulement si I'une des propriétés suivantes
est vraie :
— Pour tout ouvert V.C 'Y, f~1(V) est un ouvert de X.
— Pour toute suite convergente (xy,)n>0 dans X, la suite (f(zy))n>0 est convergente dans 'Y et
lim f(z,)=f( im xz,).

n—-+o0o n—-+o00

C’est le critere séquentiel de continuité.
— Pour tout A C X, f(A) C f(A).

Exercice 5 La composée de deux applications continues est continue.

Exercice 6 Soit f : X — Y une application continue entre deux espaces métriques. On suppose que f
s’annule sur une partie dense dans X. Montrer qu’alors f s’annule sur X.

Définition 7 On dit que f : X — Y est uniformément continue si pour tout € > 0, il existe § > 0 tel
que pour tout x,y € X vérifiant d(x,y) < 6, ona d(f(x), f(y)) < e.

Exercice 7 On dit que f est lipschitzienne s’il existe k > 0 tel que pour tout x,y € X, on a

6(f(x), f(y)) < kd(z,y)

(et k est alors une constante de Lipschitz de f). Montrer que si f est lipschitzienne, alors elle est unifor-
mément continue.



Définition 8 Soir A C X. Onnoteds : A x A — RT larestrictionde da A x A : da(z,y) = d(z,y)
pour tout x,y € A. On observe que d 4 est une distance sur A, appelée la distance induite sur A.

Exercice 8 Une partie S C A est un ouvert de (A, d ) si et seulement si il existe un ouvert U de (X, d)
tel que S = U N A.

On dit que ’ensemble des ouverts de (A, d4) est la topologie induite de X sur A.

Exercice 9 Donner un exemple d’ensemble X et deux distances dy et dy sur X tels que (X, d;) et
(X, d2) ne sont pas homéomorphes.

Exercice 10 Soir (X, d) un espace métrique. Montrer qu’il existe une distance 6 sur X vérifiant 6(x) <

1 pour tout x € X et telle que (X, 0) soit homéomorphe a (X, d) (essayer avec 6 = #‘ld).

La notion de parties bornées dans un espace métrique est donc sans intérét (du moins dans le sens
usuel du mot ‘borné’).

1.2 Complétude

Ici, (X, d) est un espace métrique.

Définition 9 On dit que (x,,),>0 est une suite de Cauchy si pour tout € > 0, il existe ng > 0 tel que
pour tout p,q > ng, on a d(xp, z4) < €.
On dit que (X, d) est complet lorsque toute suite de Cauchy de X converge.

Le critére de Cauchy dans un espace métrique complet est souvent un moyen de montrer la conver-
gence d’une suite dont on ignore la limite éventuelle.

Exercice 11 Soit (x,,),>0 une suite de X.
— Montrer que si (xy,)n>0 converge, alors elle est de Cauchy.
— Montrer que si (zy)n>0 est de Cauchy et a une valeur d’adhérence, alors elle converge vers
celle-ci.
— Montrer que s’il existe une série convergente a termes positif y . a tel que pour tout n > 0,
d(xn, Tnt1) < ap, alors (zy)n>0 est de Cauchy.

Exercice 12 On munit R de la distance d(x,y) = |z — y|, z,y € R. Soit (uy)n>0 une suite de Cauchy

dans R.
— Montrer que (uy,)n>0 est bornée.
— Soit | := limsup,,_, o, Un(= Infp>05UP,>p, Un = liMyy i o0 SUP, >, Un) (Observer que la

suite (SUD,,>, Un)m>0 est décroissante et donc ces limites existent). Montrer que | € R puis que
(un)n>0 converge vers l. En déduire que R est complet.

Exercice 13 — Montrer que R muni de la distance d(x,y) = |x — y|, z,y € R est homéomorphe a
| = 1, 1] muni de la distance induite (on pourra considérer la fonction arctan).
— Montrer que | — 1, 1] n’est pas complet. Qu’en déduire ?
— Montrer que C est complet pour la distance d(z,z') = |z — 2/|, z,2' € C.

Théoreme 1 (Théoreme de point fixe) On suppose X complet. Soit f : X — X une application
contractante : il existe 0 < k < 1 tel que pour tout x,y € X, ona d(f(x), f(y)) < kd(z,y). Alors f a
un unique point fixe.



Preuve : Soit g € X. On va montrer que la suite (f"(x0))n>0 converge vers un point fixe de f (ici,
f™ désigne I'itérée n fois de f : f* = f o---o f). Pour cela, on montre que c’est une suite de Cauchy.
—

n fois
Pour tout n,m > 1,

d(f"(xo), " (20)) = d(f(f" " (x0)), F(£"(x0))) < kd(f"~ (w0), f"(20)) < -+ < k"d(z0, f(20)).

Comme la série ) ,, k™ converge, on en déduit que la suite (f"(x¢))n>0 est de Cauchy dans X complet.
Notons x sa limite. Alors en passant a la limite dans d(f"(xo), f(f™(z0))) < k"d(x0, f(z0)), il vient
d(x, f(x)) = 0 (noter qu’une application contractante est continue). Ainsi, z = f(x) est un point fixe
de f.
Pour 1'unicité, il suffit de voir que si x,y € X sont deux points fixes de f, alors d(z,y) =
d(f(x), f(y)) < kd(z,y). Comme k < 1, ceci n’est possible que si d(z,y) = 0, et donc = = y.
(]

Exercice 14 (Equations intégrales) Soit K : [0,1] x R — R une fonction continue. On suppose qu’il
existe 0 < k < 1 telle que pour tout t € [0,1],z,y € R, ona |K(t,x) — K(t,y)| < klx — y|. On
considere I’application

T:ue C%0,1]) = Tu

définie par Tu(x) := fol K(t,u(z))dt,z € [0,1]. Montrer que I’équation v = Tu a une unique
solution dans C°([0,1]).

Théoreme 2 (Théoreme de point fixe a parametre) On suppose X complet et soit T un espace mé-
trigue. Soit f : X x T — X telle que

— il existe 0 < k < 1 tel que pour tout t € T, pour tout x,y € X, d(f(t,x), f(t,y)) < kd(x,y),

— pourtoutx € X, t — f(t,x) est continue.
Alors pour toutt € T, f(t,-) a un unique point fixe x(t) et I’application t — x(t) est continue.

Preuve : La premiere partie de la conclusion résulte du théoréme précédent appliqué a f (¢, -). Main-
tenant fixons to € 7'. Alors pour toutt € T,

d(x(t), (to)) = d(f(t, x(t)), f (o, z(t0))) < d(f(t, x(t)), f(t, x(to))) +d(f (¢, x(to)), f (to, x(t0)))
< kd(z(t), 2(to)) + d(f (¢, 2(t0)), f (to, z(t0)))-

Ainsi d(z(t), z(to)) < T2d(f(t, z(t0)), f (o, z(to))). On conclut par la continuité de f(-, z(to)).
O
Le théoreme de Cauchy-Lipschitz et le théoréme d’inversion locale peuvent se démontrer a 1’aide
du théoreme de point fixe ou du théoréme de point fixe a parametres. Penser aussi aux applications pour
I’approximation : méthode de Newton et méthode de la sécante.

Théoreme 3 Soit f : D C X — Y une fonction définie sur une partie D dense dans (X, d) a valeurs
dans I’espace métrique complet (Y, §). On suppose que f est uniformément continue. Alors f admet un
unique prolongement continu a X (qui est en fait uniformément continu).

Preuve : Soit z € X et (zy)n,>0 une suite d’éléments de D qui converge vers x. Montrons que
(f(xn))n>0 est de Cauchy. Soit ¢ > 0. Comme f est uniformément continue, il existe n > 0 tel que
pour tout z, 2’ € X vérifiant d(z, ') < n,ona §(f(z), f(z')) < e. La suite (,),>0 étant convergente,
elle est de Cauchy. Donc il existe ng > 0 tel que pour tout p,q > ng, on a d(xp,z,) < 7. Alors
3(f(zp), fzq)) < e. Ainsi, (f(xn))n>0 est de Cauchy dans Y complet, et donc converge vers un
élémenta €Y.



Soint maintenant une autre suite (z],),>0 d’éléments de D convergeant vers 2. Comme précédem-
ment, (f(z],))n>0 converge vers un élément o € Y. On va montrer que o = . Pour cela, soit (25,)n>0
tel que z, = x,, si n est pair et z, = ], si n est impair. En appliquant ce qui précede a (zy)n>0, il
vient que (f(zy))n>0 converge vers un élément 5 € Y. Comme (f(2y))n>0 et (f(2n))n>0 Ont une suite
extraite en commun, on a « = 3 et de méme o/ = f3, donc @ = «’. Ainsi, la limite de (f(xy))n>0
ne dépend pas du choix de la suite (x,,),>0 d’éléments de D qui converge vers x. On note f(x) cette
limite. On définit ainsi un prolongement de f a X tout entier.

Montrons que f est uniformément continu. Soit ¢ > 0. Soit > 0 correspondant donné par 1’uni-
forme continuité de f|p. On se donne z,z" € X tels que d(x,2’) < 3. Par construction de f, il existe
2,2 € Dtels que d(x,2) < 7 etd(f(z), f(z)) < e etde méme d(z',2") < Zetd(f(z), f(2)) <e.
Alors d(z,2") < netdonc

d(f(x), f(2") < d(f(2), f(2)) + d(f(2), f(z)) + (£ (), f(2")) < 3e.

Ainsi, f est uniformément continu.

Enfin, pour I'unicité, s’il existe une fonction continue g : X — Y qui coincide avec f sur D, alors
g — f est continue et nulle sur une partie dense de X, donc nulle sur X.

O

Ce théoreme de prolongement permet notamment d’étendre la transformée de Fourier définie initia-
lement sur L (R™) N L2(R") a L?(R") tout entier. Il intervient également lorsqu’on cherche a prolonger
Iintervalle de définition de la solution d’une équation différentielle ordinaire (théoréme d’explosion en
temps fini). C’est également lui qui est derricre le théoreme de prolongement dérivable : si une fonction
f € C'(]a, b)) est telle que sa dérivée a une limite a droite en a, alors f se prolonge en une fonction
C*([a,b])-

Exercice 15 Sous les hypotheses du théroéme précédent, montrer que si on suppose de plus f isomé-
trigue (i.e. 6(f(z), f(y)) = d(z,y) pour tout z,y € X), alors le prolongement reste isométrique.

1.3 Compacité

La compacité est une propriéété de ‘super complétude’ : la compacité implique la complétude, et
les preuves d’un méme résultat sont généralement beaucoup plus faciles dans un compact que dans
un complet. Probléme : les compacts sont rares. Le théoréme de Riesz affirme m&me qu’en dimension
infinie, ils sont d’intérieur vide (et donc pas bien gros). D’ou I’intérét du théoreme d’ Ascoli qui permet
d’établir la compacité de certaines parties d’espaces fonctionnels.

On se donne un espace métrique (X, d).

Définition 10 On dit que X est compact si pour tout recouvrement de X par une famille quelconque
(Uy)yer d’ouverts de X (i.e. X = U,crU,), il existe un recouvrement fini : il existe 1, ...,y € I tels
que X =UF_ U,

On dit qu’une partie A C X est compacte si A est compacte pour la distance induite.

Exercice 16 Expliciter la notion de compacité d’une partie de X en termes de recouvrements d’ouverts.

Théoreme 4 On suppose X compact. Soit A un fermé de X. Alors A est compact (pour la topologie
induite).

Preuve : Soit (U,),cr une famille d’ouverts de X recouvrant A. Alors la famille constituée de
(Uy)~er etde X \ A est une famille d’ouverts de X recouvrant X. Comme X est compact, on peut en
extraire un sous-recouvrement fini, qui donne un sous-recouvrement fini de A.

O



Théoreme 5 L’image continue d’un compact est compacte.

Preuve : Soit f : X — Y une application continue surjective de 1’espace métrique compact X sur
un espace métrique Y. Montrons que Y est compact. Un recouvrement ouvert (U, ) cr de Y donne un
recouvrement ouvert (f 1 (U,))er de X (ici, on utilise la continuité de f). Par compacité de X, il existe
V1,57 € I tels que X = Ule f _1(U%.). Par surjectivité de f, on obtient un sous-recouvrement
ouvert finide Y : Y = UF_ U, .

(]

Théoreme 6 L’espace métrique X est compact si et seulement si toute suite de X a une valeur d’adhé-
rence.

Preuve : Supposons que X est compact. Soit (x,,),,>0 une suite de X . Posons
Foi={x;:l>m} |, Up:=X\Fn.

Alors (Up,)m>0 est une suite croissante d’ouverts de X. Supposons par I’absurde que X = Uy,>oUp,.
Comme X est compact et que la suite (Up, )m>0 est croissante, il existe donc m > 0 tel que X = U, et
donc F,,, = (), ce qui est absurde. Ainsi Ny;,>0F,;, # 0. Tout élément de cette intersection est une valeur
d’adhérence.

Réciproquement, supposons que toute suite de X a une valeur d’adhérence et montrons que X est
compact.

Etape 1 On établit d’abord que pour tout € > 0, il existe un recouvrement fini de X par des boules
de rayon €. Pour le voir, procédons par 1’absurde : on pourrait dans ce cas construire par récurrence une
suite (zp,)n>0 telle que pour tout m # n > 0, on a d(zp, ) > €. En effet, soit zp € X. Par hypothese
absurde, X # B(xg,¢) donc il existe 1 € X \ B(zo,€). Supposons construits zg, 1, . . ., Ty tels que
pour tout 0 < i # j < n, on d(x;,x;) > €. Par hypothése absurde, X # U}" ,B(z;,¢) et donc il existe
Tn+1 € X \UI"B(z4,€). Une telle suite étant construite, on observe qu’elle ne peut pas avoir de valeur
d’adhérence (pour tout = € X, il existe au plus un z,, € B(x, §)) : contradiction !

Etape 2 Soit maintenant (U, ),er un recouvrement d’ouverts de X. Montrons par I’absurde qu’il
existe € > 0 tel que toute boule de rayon £ > 0 soit contenue dans au moins I’un des U,,. Sinon, pour
tout n > 0, il existe z,, € X tel que la boule B(xy, %) ne soit contenue dans aucun des U,. On peut
extraire une sous-suite (xy, )r>0 convergeant vers un élément y € X. Il existe v € I" tel que y € U,
. . . l

Comme U, est ouvert, il existe p > 0 tel que B(y, p) C U,. Soitk > 0 tel que d(zy,,,y) < § et i < £.
Alors B(xy, , n—lk) C U, : contradiction !

Etape 3 On peut maintenant conclure : soit (U, ) cr un recouvrement d’ouverts de X. Par I’étape 2,
il existe € > 0 tel que toute boule de rayon £ > 0 soit contenue dans au moins I’un des U, . Par I’étape
1, il existe un recouvrement fini de X par des boules de rayon ¢, qui sont chacune contenues dans I’'un

des U, . Cela fournit le sous-recouvrement fini attendu.
O

Théoreme 7 Si X est compact, alors il est complet.

Preuve : Soit (z,,),>0 une suite de Cauchy. Par le théoréme précédent, il existe une valeur d’adhé-
rence z € X.

Montrons que x est la limite de (x5,),>0 (pour ceux qui auraient oublié qu’une suite de Cauchy
ayant une valeur d’adhérence converge vers celle-ci). Soit ¢ > 0. Comme (z,),>0 est de Cauchy, il

8



existe ng > 0 tel que pour tout p, g > no, d(xp, xq) < e. Comme z est une valeur d’adhérence, il existe
po > no tel que d(x, xp,) < £. Alors pour tout ¢ > ng,

d(xg,z) < d(2g, Tpy) + d(Tpy, ) < 26,

ce qui conclut la preuve.
O

Exercice 17 Si f : (E1,dy) — (Es9,ds) est une application continue entre deux espaces métriques, et
si (Eh,dy) est compact, alors f est uniformément continue.

On introduit maintenant I’une des plus belles idées de ce chapitre. Etant donné un nombre fini de
suites déléments de [0, 1], il est banal de trouver une extraction commune a toutes ces suites pour les
faire converger. C’est nettement moins évident lorsqu’on a un nombre dénombrable de suites. Le procédé
diagonal est la pour ca.

Lemme 1 [Procédé diagonal] Pour tout i > 0, on se donne une suite (ul,),>o dans [’espace métrique
compact X. Alors il existe une fonction ¢ : N — N strictement croissante (on note aussi p : N T N)
telle que pour tout © > 0, la suite (u;(n))nzo converge dans X.

Preuve : Rappelons avant de commencer que si ¢ : N 1 N, alors ¢)(n) > n pour tout n > 0.
Comme (u?),>0 est une suite de X compact, il existe o : N 1 N telle que (ugo (n))nzg converge.

Supposons construites ¢, ..., : N T N & > 0, telles que (ufpoo,”wi(n))

0 <4 < k. Alors on définit ¢i+1 : N 1 N telle que (u];—()i_ol~--ogok+1(n))nzo converge (ce qui est possible
k+1

o000pk (n))nZO est une suite du compact X). On a ainsi construit par récurrence pour tout
1 > 0, une fonction ¢; : N 1 N telle que (ufpoo_._wi (n))nzo converge.
On pose pour tout n > 0,

n>0 converge pour tout

puisque (u

p(n) :=pgo---opp(n)
D’abord, ¢ : N — N est strictement croissante. En effet, soit n > 0. Alors ¢p+1(n + 1) >
©n+1(n) > ndou
©o 0+ 0pn(n) <pgo-opu(pnti(n+1)),
c’est-a-dire ¢(n) < ¢(n + 1).
Ensuite, pour togt 1> 0, (Ufp(n))nzi est une suite extraite de (u;oo.”wi (n))nzo. En effet, soiti > 0
fixé. Pour tout n > 1,

©(n) = oo 0pi(Pitio-o@n(n)) = woo---opi(my,)

en posant 1m,, = Pjt1io...o¢n(n). La suite (my,)n>; est strictement croissante et

(u:"(") Jnzi = (ufooo'"o%' (mnp) Inzi

est donc convergente comme suite extraite d’une suite convergente.
O
A la place de I’hypothese X compact, on aurait pu exiger que pour tout ¢ > 0, toute suite extraite de
(uf,)n>0 admette une sous-suite convergente.
Le procédé diagonal intervient de fagon cruciale dans la preuve du théoréme d’ Ascoli.

Théoréme 8 (Ascoli) Soit (fy,)n>0 une suite de fonctions d’un espace métrique (X, d) séparable (i.e.
contenant une partie dense dénombrable), vers un espace métrique compact (Y, 6).

On suppose que la suite (fy)n>0 est équicontinue : pour tout x € X, pour tout € > 0, il existe n > 0
tel que pour tout n > 0, pour tout y € B(x,n), ona d(f(z), f(y)) < e.

9



Alors il existe ¢ : N+ Net f: X — Y continue telle que (f,n))n>0 converge uniformément sur
tout compact vers f : pour tout compact K C X, pour tout € > 0, il existe ng > 0 tel que pour tout
n > ng, pour tout x € K, ona §(fn(z), f(z)) < e.

Preuve : Soit D := {d;};>0 une famille dense dénombrable de X. On applique le procédé diagonal
(lemme 1) a la famille de suites ( f,,(d;))n>0, % > 0. Il existe ¢ : N 1 N telle que pour tout ¢ > 0, la suite
(fo(n)(di))n>0 converge vers un €lément de Y noté f(d;).

Soit z € X. On montre que la suite (f,(,)(7))n>0 est de Cauchy dans Y. Soite > 0. Il existe n > 0
tel que pour tout y € B(x,n), pour tout n > 0, on a

Comme D est dense dans X, il existe d; € D N B(x,n). Enfin, comme (f,n)(d;i))n>0 converge, c’est
une suite de Cauchy et donc il existe ng > 0 tel que pour tout p, ¢ > ng, ona §(fy(p) (di), fo(g)(di)) < €.
Aninsi, pour tout p, ¢ > ng, on a

0(fop) (@)s fio(a) () < 0(fio(p) ()5 Fio() (di) )0 (f o) (i) Fip(q) (i) +0(fipg) (di) fo(q) (%)) < 3e.

Ainsi, (f,(n)(2))n>0 est de Cauchy dans Y compact donc complet. Elle converge donc vers un élément
de Y noté f(z).

En passant a la limite n — +oo dans (1.1), on obtient que f est continue et {f,}n>0 U {f} est
équicontinue.

On montre enfin la convergence uniforme sur tout compact. Soit K C X compact et € > 0. Soit
n > 0 donné par I’équicontinuité de { f,, },>0U{ f}. On peut recouvrir K par une réunion finie de boules
B(diy;m), - -, B(di,,,n). Soit ng > 0 tel que §(f,(n)(di), f(di)) < € pour tout n > ng et pour tout
i =11,...,0n. Alors, pour tout n > ng, pourtout z € K,ilexiste i € {i1,...,i,,} telque x € B(d;,n)
et alors

§(fom) (@), f(2)) < 0(fon)(®), fom)(di)) + 0(fom)(di), f(di)) + 0(f(di), f(x)) < 3e.

(]

La preuve montre qu’on peut remplacer I’hypotheése Y compact par I’hypothése : pour tout x € X,

I’ensemble { f,,(z) : n > 0} est compact. Le théoréme d’Ascoli permet par exemple de montrer 1’exis-

tence de solutions a des équations différentielles (théoréme de Cauchy-Peano ou Cauchy-Lipschitz). Il
intervient aussi dans la preuve du théoréme de Montel (voir exercice 28).

Exercice 18 Dans C°([0, 1]) muni de la norme uniforme, ’ensemble des fonctions lipschitziennes de
rapport < 1 qui s’annulent en 0 est compact.

C’est donc un exemple d’ensemble compact en dimension infinie.

1.4 Connexité
Soit (X, d) un espace métrique.

Définition 11 On dit que X est connexe si on ne peut pas I’écrire sous la forme X = U UV avec U,V
deux ouverts disjoints non vides.

Comme toujours, on dit qu'une partie A de X est connexe lorsqu’elle est connexe (au sens de la
définition précédente) pour la topologie induite.
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Exercice 19 — Soit A une partie non vide de X et on suppose X connexe. Montrer que si A est
ouverte et fermée, alors A = X.
— Montrer que les singletons {x},x € X, sont connexes.

Définition 12 On dit que A C X est une composante connexe de X si A est connexe et est maximale
pour cette propriété.

Autrement dit, si A C B C X avec B connexe, alors A = B.

Théoreme 9 Soient A et B deux parties connexes de X. Alors
1) si AN B # 0, alors AU B est connexe,
2) A est connexe.

Preuve : On prouve d’abord le point 1). Soient U, V' deux ouverts disjoints de X tels que AU B C
UUV.Alors A C UUYV.Comme A est connexe, soit ANU = () soit ANV = (). Supposons par
exemple ANV = () etdonc A C U. De méme, soit BNU = () soit BNV = (). Mais comme AN B # ()
et A C U, on anécessairement BNU # (). C’est donc que BNV = (). En conclusion, (AUB)NV = ).
Donc A U B est connexe.

Passons au point 2). Soient U, V deux ouverts disjoints de X tels que A C UUV. Alors A C UUV.
Donc par exemple ANV = () (en utilisant la connexité de A). Comme X \ V est fermé, ona ANV = ),
ce qui conclut la preuve.

(]

Observez qu’au point 1), on aurait pu prendre une réunion quelconque de connexes d’intersection
non vide (avec une preuve semblable).

Les composantes connexes de X sont donc deux a deux disjointes (sinon, la réunion de deux compo-
santes connexes d’intersection non vide serait un connexe plus grand que chacune d’elles). Ainsi chaque
point x € X appartient a une unique composante connexe, a savoir la réunion de toutes les parties
connexes qui contiennent x. Ainsi, ’espace X est la réunion disjointe de ses composantes connexes.

De plus, par le deuxieme point, les composantes connexes de X sont fermées (sinon, 1’adhérence
d’une composante connexe serait connexe et plus grande).

Théoreme 10 L’image continue d’un connexe est connexe.

Preuve : Soit X un espace connexe et f : X — Y une application continue surjective a valeurs dans un
espace métrique Y. Montrons que Y est connexe. Soient U et V' deux ouverts disjoints de Y tels que
Y =UUV. Alors

X=f'Y)=f1wuv)=fHUuf i)

Comme f~1(U), f~1(V) sont deux ouverts disjoints de X qui est connexe, ¢’est donc que I’un des deux
est vide, par exemple f~1(U). Mais alors U = f(f~1(U)) car f est surjective, et donc U = (.
O
Un cas particulier de ce résultat est donné par le théoreme des valeurs intermédiaires, pour les fonc-
tions réelles continues sur un intervalle de R.

Théoreme 11 Les parties connexes de R sont les intervalles.

Preuve : Soit I un intervalle de R. Montrons que [ est connexe. Soient U et V' deux ouverts disjoints de
R tels que I C U U V. Supposons par I’absurde que INU # ) # INV.Soienta € INU etbe INV
et supposons par exemple a < b. Il existe donc € > O tel que [a,a +¢] CINUet[b—e,b] CINV.
Soit t := sup{x > a : [a,z] C INU}. Alors a + ¢ < t < b — . En particulier, ¢ € intI. Par
définition du supremum, et du fait que U N int I est ouvert, nécessairement, ¢t ¢ U. Mais si t € V, alors
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comme V' N int I est ouvert, il existe z €]a, t[ tel que z € V N U : impossible. Ainsi,t € I\ (UUV):
contradiction.

Réciproquement, soit I une partie connexe de R et montrons que [ est un intervalle. Soita, b € I tels
que a < b. Soit ¢ € [a, b]. Il s’agit de montrer que ¢ € I. Sinon, posons U := (—o0,¢), V := (¢, +00).
Alors I C U UV, et ce sont deux ouverts disjoints non vide : contradiction.

O

Définition 13 On dit que X est connexe par arcs si pour tout x,y € X, il existe f : [0,1] — X continu
tel que f(0) =z et f(1) = .

Théoreme 12 Si X est connexe par arcs, alors il est connexe.

Preuve : Supposons par I’absurde qu’il existe U et V' deux ouverts disjoints non vides tels que X =
UUV.Soitz € Uety € V,puis f : [0,1] — X un chemin continu reliant = & . Soient I := f~1(U)
et J := f~Y(V). Alors I et J sont deux ouverts (car f continue) non vides disjoints de [0,1]. La
connexité de [0, 1] implique la contradiction.

O
La réciproque du théoréme précédent est fausse en général. Dans R? muni d’une distance usuelle,
soit X := {(z,sin %) : © > 0}. Cet ensemble est connexe par arcs (c’est le graphe d’une fonction

continue) et en particulier connexe. Son adhérence X := X est donc aussi connexe. Montrons que X
n’est pas connexe par arcs. Observons que X = Xy U ({0} x [—1,1]). Supposons par I’absurde qu’il
existe f : [0,1] — X continue telle que f(0) = (1,sinl) et f(1) € {0} x [—1,1]. On note z(t)
I’abscisse de f(¢),¢ € [0, 1]. Quitte a remplacer 1 par inf{¢t > 0 : z(¢) = 0}, on peut supposer que pour
toutt < 1,z(t) > 0.

La fonction ¢ — x(t) est continue, comme composée de f qui est continue, et de la projection sur la
premiere coordonnée, qui est linéaire en dimension finie donc continue. Pour toute € (0, 1), z([1—¢, 1])
est un intervalle compact de R (comme image continue d’un intervalle compact). Comme z(1) = 0, il
existe donc a. > 0 tel que z([1 — ¢, 1]) = [0, a.]. On en déduit pour tout € € (0, 1)

F =) o {(t,sin%) 4 €]0,a} o {0} x [~1,1].

Ainsi pour tout o« € [—1, 1], il existe une suite (¢, )nen qui converge vers 1 telle que ( f (¢,,))nen converge
vers (0, «). Ceci contredit le fait que f a une limite (unique !) en 1.

Théoreme 13 Tout ouvert de R est une réunion disjointe et dénombrable d’intervalles ouverts.

Preuve : Soit U un ouvert de R. Soit (C;);cs la famille de ses composantes connexes. Elles sont
disjointes 2 a 2. Pour chaque 7 € I, il existe ¢; € Q N C}, ce qui donne une injection de I dans (). En
particulier, il y a (au plus) un nombre dénombrable de composantes connexes. Il reste a montrer que ce
sont des ouverts de R. Soit i € I et x € C;. Alors, il existe r > 0 tel que |z — r,x + r[C U (car U
ouvert). Comme les intervalles sont connexes, |x — r, x 4 7| est contenu dans la composante connexe C;
de x, ce qui montre que C; est ouverte.

O

1.5 Espaces vectoriels normés
On se donne un espace vectoriel £ sur K, avec K = R ou K = C.

Définition 14 (norme) Une application N : E — R™ est une norme sur E si
i) (séparation) pour tout x € E, N(x) = 0 si et seulement si x = 0,
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ii) (positive homogénéité) pour tout x € E, pour tout A € K, N(Az) = |A|N(z),
iii) (inégalité triangulaire) pour tout x,y € E, N(x 4+ y) < N(x) + N(y).

On ne définit des normes que sur des espaces vectoriels ! Mais étant donné une norme /N sur un espace
vectoriel F, on peut définir une distance d : E x E — R* par d(z,y) := N(z — y),z,y € E. Ainsi,
toutes les notions introduites pour les espaces métriques (complétude, compacité, connexité) concernent
aussi les e.v.n.

Théoreme 14 Soit f : £y — Es une application linéaire entre deux e.v.n (E1, N1), (E2, Na). Alors les
assertions suivantes sont équivalentes

1) f: Ey — Es est continue,

2) f: E1 — E5 est continue en 0,

3) il existe C > 0 tel que sup,_4, N;\;f(gcf))) <C.

Preuve : 1l est clair que 1) implique 2). Montrons que 2) implique 3). Comme est f est continue en
0, il existe > 0 tel que pour tout x € B(0,n), Na(f(x) — £(0)) < 1. On en déduit Na(f(z)) < NlT(m)
pour tout z # 0, ce qui prouve 3). Supposons maintenant 3) et montrons 2). Soit x € E et £ > 0. Pour
touty € B(z, &), ona

No(f(z) = f(y)) = Na(f(z —y)) SCNi(z —y) < CF =e.

€
C
Le théoreme est démontré.

O

Exercice 20 Soit f : E1 — E3 une application linéaire entre deux e.v.n (Ey1, N1), (E2, N2). Montrer
que
No(f(z))

WM e, U= s U

Lorsque cette quantité est finie, on 1’appelle norme subordonnée de f (sous-entendu, subordonnée
aux normes N et Vo) et on la note || f||. Noter que Na(f(z)) < || f||V1(x) pour tout = € Ej.

Exercice 21 Montrer que la norme subordonnée est une norme !

Dans toute la suite, (F, V) désigne un e.v.n.
Définition 15 On dit qu’une partie A C X est bornée si elle est contenue dans une boule.

Théoreme 15 Un compact de E est fermé et borné.

Preuve : Soit K une partie compacte de F. On extrait du recouvrement U,¢ i B(, 1) un sous recou-
vrement fini U¥_; B(z;, 1). On en déduit que K C B(0, max;<;<x N(z;) + 1), ce qui montre que K est
borné.

Pour montrer que K est fermé, on considere une suite (x;);>¢ d’éléments de K convergeant vers
z € E. Comme la suite a une valeur d’adhérence y € K, alors x = y et en particulier x € K. Donc K

est fermé.
O

Théoréme 16 Dans un e.v.n. E, les ouverts connexes sont connexes par arc.
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Preuve : Soit U C E un ouvert connexe. Montrons que U est connexe par arc. Soit x € U. Notons
U, I'ensemble des points y € U tel qu’il existe un chemin continu dans U reliantz ay: f : [0,1] = U
continu avec f(0) = x, f(1) = y. Alors U, est non vide (il contient x).

Montrons que U, ouvert : si y € Uy, soit > 0 tel que B(y,r) C U. Alors tout point z de B(y, )
peut étre relié continiment dans B(y, r) (par le segment joignant z a y !) et donc & x (en connectant les
deux chemins, et en les reparamétrant, pour que la concaténation des deux chemins soient paramétrées
sur [0, 1]). Ainsi, B(y,r) C U, et U est ouvert.

Montrons que U, est fermé dans U. Soit (y;);>0 une suite dans U, convergeant vers y € U. Alors il
existe r > 0 tel que B(y,r) C U, puis ¢ > 0 tel que y; € B(y, ). En concaténant (et reparamétrant) le
chemin dans U reliant = a y; avec le segment joignant y; a y, on voit que y € U,.

Ainsi, U, = U.

Exercice 22 Les parties convexes d’un e.v.n. sont connexes par arc.

1.6 Espaces de Banach
Définition 16 Un espace de Banach est un e.v.n. complet.

Définition 17 Le dual (topologique) d’un Banach E est I’ensemble noté E* des formes linéaires conti-
nues sur E.

En particulier, on peut définir || f|| pour tout élément f de E* (norme subordonnée a la norme sur £
eta] | sur K).

Théoreme 17 Si (E, N) est un Banach, alors I’e.v.n. (E*, || - ||) est aussi un Banach.

Preuve : Soit (f;)i>o une suite de Cauchy dans E* : pour tout ¢ > 0, il existe iy > 0 tel que pour
tout i, j > ig,ona ||f; — f;|| < e, i.e. pourtoutz € E,

|fi(z) — fi(x)] < eN(x). (1.2)

On en déduit que pour tout = € E, (f;(x))i>0 est une suite de Cauchy dans K, qui est complet. Donc
(fi(x))i>o converge dans K vers un élément noté f(x). On définit ainsi une fonction f : £ — K. La
linéarité passant a la limite simple, f est une forme linéaire. En fixant ¢ et en faisant j — +oo dans
(1.2), il vient

|fi(z) — f(2)] < eN(x) (1.3)

etdonc |f(z)| < (e +||fil|)N(x) pour tout z € E . Ceci implique que f est bien continue. Enfin, (1.3)
montre aussi que || f; — f|| < e dés que i > ig, ce qui prouve que (f;)i>o converge vers f dans E*.
(]

Théoreme 18 Soit (E, N) un e.v.n. Alors E est un Banach si et seulement si toute série absolument
convergente est simplement convergente.

Preuve : Supposons que E est un Banach. Soit ) , x;, une série absolument convergente (ce qui veut
dire qu’elle converge en norme, a ne pas confondre avec la convergence normale!) : "7 N(z) <
oo. Notons S; := 22:0 xg. Alors pour tout 0 < m < l,ona N(S; — Sp,) = N(Z;:m_H zp) <
Ziﬂ:mﬂ N(xp) < Z;iomH N(z). Comme le reste d’une série convergente (ici ), N(xy)) tend
vers 0, on en déduit que la suite des sommes partielles (.S;);>( est de Cauchy dans E Banach, et donc
converge : la série est simplement convergente.
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Réciproquement, supposons que toute série absolument convergente est convergente et montrons que
E est un Banach. Soit (x;);>0 une suite de Cauchy dans E. Pour montrer qu’elle converge, il suffit de
montrer qu’elle a une valeur d’adhérence. On va construire par récurrence une suite extraite (,(;)i>0
avec ¢ : N 1 N telle que pour tout ¢ > 0,

1

Il existe i tel que pour tout ¢ > ig, on a N (z; — x;,) < % On pose ¢(0) = ip. Supposons construits
©(0) < -+ < ¢(k) tel que pour tout 0 < j < k, on a pour tout i > j, N(z; — Z(;)) < 5irr. Alors il
existe ix41 > (k) tel que pour tout i > i1, 0ona N(z; — 4, ) < 2,6% On pose p(k + 1) = ig41.
Cette fonction ¢ ainsi construite par récurrence est strictement croissante, et vérifie (1.4).

Posons maintenant y; := Z,;) — Zy(i41)- Alors par construction la série > Yi est absolument
convergente, donc simplement convergente. Comme pour tout j > 1,onax ;) = — Zg;& YitTTy(0), ON
en déduit que la suite extraite (x,;) )i>0 est convergente, donc la suite (z;);>0 a une valeur d’adhérence.

]

1.7 Espaces vectoriels normés de dimension finie

Commencons par le résultat fondamental suivant :

Théoreme 19 L’intervalle [—1, 1] est compact dans R (muni de la norme usuelle).

Preuve : Soit (x) x>0 une suite dans [—1, 1]. On commence par couper I’intervalle en deux segments
de méme longueur 1. L’un des deux contient une infinité de termes de la suite. On recoupe ce dernier
en deux segments de méme longueur % L’un de ces deux segments contient une infinité de termes de
la suite. On construit ainsi par récurrence une suite décroissante de segments (I;);>o contenus dans
[—1, 1], contenant une infinité de termes de la suite et tels que la longueur de I; soit %, j > 0.0n
construit ensuite par récurrence une sous-suite (z,(x))x>o telle que pour tout k& > 0, z, ) € Iy. Alors,
|Tok) — Toper)| < 2% C’est donc une suite de Cauchy, qui converge vers un élément de [—1, 1] (car
[—1, 1] fermé dans R complet).

O

Dans toute la suite,(E, N') désigne un espace vectoriel normé de dimension finie n > 1. Sur K", on
considere la norme Ny (z) := maxj<i<p |2;|, pour tout z = (z1,...,x,) € K™

Lemme 2 Dans (K", N,), I’ensemble [—1, 1]™ est compact.

Preuve : Pour 1 < i < n, soit 7; : R™ — R la projection sur la i*""¢ coordonnée. Soit (z)r>0 une
suite de [—1, 1]™. Alors pour 1 < ¢ < n, la suite 7;(z),>0 est une suite dans le compact [—1, 1]. On
peut trouver une extraction commune ¢ : N 1 N telle que (m;(zy1)))r>0 converge vers z; € [—1,1]
(c’est un cas facile d’extraction diagonale, puisqu’il y a ici un nombre fini de suites). On en déduit en
posant x := (x1,...,2,) que

Noo(@ (k) — @) = max |mi(ze)) — il — 0,

ce qui montre le lemme.
O

Théoreme 20 L’ e.v.n E de dimension finie n > 1 est isomorphe (en tant qu’espace vectoriel normé) a
K™,
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Preuve : Soit (e;)1<i<n une base de E. Soit f : K" — E défini par (z1,...,2,) — Y i T
Alors f est un isomorphisme d’espace vectoriel. Pour tout e € F, I'applicationt € K — te € E
est lipschitzienne de constante N (e), en particulier continue. Donc f est continue comme somme de
fonctions continues.

On montre maintenant que f~ est continue. Notons S := 9[—1, 1]". C’est un fermé dans un com-
pact, donc compact. Comme f est continue, f(.S) est compacte, et en particulier fermé. Comme f est
une injection linéaire, 0 ¢ f(.S). Ainsi, il existe > 0 tel que B(0,7) NS = (.

Montrons que B(0,7) C f((—1,1)"). En effet, soit e € B(0,r). Comme f est surjective, il existe
x € K" tel que f(z) = e. Alors No:(z) = f(Nof(m)) est dans f(S). Donc ﬁ(m) ¢ B(0,r), ce qui
implique N (z) < 1. On a donc bien B(0,7) C f((—1,1)"), ce qu’on peut réécrire

FHBO,r) © (=1, 1)
Autrement dit, || f~!|| < 1. En particulier, f~! est continue sur E.

Une conséquence du théoreme précédent est qu’il existe C' > 0 tel que pour tout x € F,

%NOO(f‘l(:c)) < N(z) < CNoo(f ()

(prendre C := max(||f||,||f~"|])). En particulier, si E = K" et f est I’application Id, on en déduit que
toutes les normes sont équivalentes sur K”. Plus généralement,

Théoreme 21 Sur un e.v.n de dimension finie, toutes les normes sont équivalentes.

Preuve : Soit (E, N) un e.v.n. et N une autre norme sur E. Introduisons un isomorphisme d’e.v.n.
f : K — E. On a ainsi deux normes sur K" : z — N(f(z)) et z — N'(f(z)). Par la remarque
précédente, elles sont équivalentes : il existe C' > 0 tel que pour tout z € K", on a C~!N'(f(z)) <
N(f(xz)) < CN'(f(z)). Ceci donne (par surjectivité de f) que N et N’ sont équivalentes sur F.
O
Le théoréme précédent montre que n’importe quelle norme sur K™ induit le méme ensemble d’ou-
verts (i.e. la méme topologie). On peut donc parler de 1’e.v.n K” sans préciser la norme considérée, si
on s’intéresse a une propriété topologique (i.e. qui ne dépend que des ouverts).

Théoreme 22 Soit f : Ey — E3 une application linéaire entre deux e.v.n. (FEy, N1), (FEa, N2). On
suppose E de dimension finie. Alors f est continue.

Preuve : On peut supposer que £; = K", ol n est la dimension de F;. En effet, si i est un iso-
morphisme d’e.v.n. entre K" et Fp, alors f est continu si et seulement si f o h est continu. Alors pour
tout * = (x1,...,2,), ona f(z) = x1f(e1) + -+~ znf(en), en notant e; le 1™ vecteur de la base
canonique. Or I’application t € R — tf(e;) est lipschitzienne, de constante Na(f(e;)). On en déduit
que f est continue comme somme de fonctions continues.

O

Exercice 23 Un e.v.n. de dimension finie est complet.
Exercice 24 Les sous-espaces vectoriels de K" sont fermés.

Théoreme 23 Les compacts de E sont les fermés bornés.
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Preuve : On a déja vu que les compacts sont toujours fermés et bornés (la dimension finie n’intervient
pas ici). Réciproquement, soit K C E fermé borné et montrons que E est compact. On peut supposer
que £ = K" (un homéomorphisme linéaire envoie les compacts sur les compacts, les fermés sur les
fermés, et les bornés sur les bornés).

On peut trouver R > 0 tel que [— R, R|™ D K car K est borné. Comme K est fermé dans le compact
[—R, R]", on en déduit que K est compact.

(]

Théoréme 24 (Théoréme de Riesz) Soit X un e.v.n. Alors la boule unité fermée B(0, 1) est compacte
si et seulement si X est de dimension finie.

Preuve : Si X est de dimension finie, alors par le théoreme précédent, B(0, 1) est compacte. Réci-
proquement, supposons que B(0, 1) est compacte, et montrons que X est de dimension finie. Il existe
x1,...,2, € B(0,1) tels que

_ — 1
B(0,1) C Uiy B(x;, 5)‘

Observons que
k= 1 , - 1
Ui, B(x;, 5) C{zi,i=1,...,k} + B(0, 5) C vect (z1,...,2%) + B(0,

On va montrer que X = F ou F := vect (21,...,2)). Comme B(0,1) C F + B(0, 3), on a aussi

1 1 11 — 1
B(0,2)C -F+-B(0,=) = F+ B(0,-).
(0,5) € 5F+5B(0,5) = F+ B(0, )

On en déduit
_ — 1
B(0,1) C F + B(0, Z)

puis par une récurrence immédiate

M&DCme+B&%»

Montrons que F' est fermé. Soit x € X \ F. Notons Fy := F @ Kz. Muni de la norme induite,
c’est un e.v.n. de dimension finie, qui est donc linéairement homéomorphe a K", pour un certain n > 1.
Notons h : K" — Fy cet homéomorphisme. Alors h~!(F) est un sous-espace vectoriel de K™ qui ne
contient pas h~1(z). Il existe donc un ouvert V' C K" \ h~(F) contenant h~1(z). Alors h(V') est un
ouvert de F{ contenant z et n’intersectant pas . Par définition de la topologie induite, il existe un ouvert
W de X tel que h(V') = W N Fy. Alors W contient x et n’intersecte pas F' (car WNF = WNFyNF =
h(V)N F = (). Donc F est fermé.

Mon trons que N;>o(F+B(0, 5;)) = F. L’inclusion D est vraie. Pour montrer C, soitz € M;>o(F+
B(0, %)) Alors, pour tout i > 0, il existe y; € F et z; € B(0, %) tels que x = y; + 2;. Comme z; — 0,
onay; — x.Ainsix € F = F.

Ainsi, B(0,1) C F. Mais alors

X = Ut>0§(0,t) C UpsotF = F.

O
Au passage, on a montré qu’un sous-espace vectoriel de dimension finie dans un e.v.n. est fermé
dans ce dernier.
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1.8 Produit d’espaces métriques

On se donne a présent n > 1 espaces métriques (X1, d1), ..., (X,, d,). Pour chaque norme N sur
R"™, on peut définir sur le produit X; x --- x X, la distance dy :

dN((»’Uh-'-,xn)v(?/ly"-,?/n)) = N((dl(xhyl))adn(l‘nvyn))) P vxlay’beX’Ml:]—aun

Par exemple, si NV est la norme Ny (t1,...,t,) = > oy |ti], (t1,...,tn) € R™, 0na
le((xlﬂ s 71:%)7 (yla .. 7yn)) = dl(wlayl) +oo-t dn(acn,yn)

Proposition 1 Si N et N’ sont deux normes sur R, alors les espaces (X, dn) et (X, dy) sont homéo-
morphes.

Preuve : Il suffit de montrer que Id : (X,dy) — (X, dy) est continue (on montrerait de méme que
I'inverse est continue). Soit (x,,),>0 une suite dans X convergente pour dy : il existe z € X tel que
limy, 400 dn(zpn, ) = 0.

Les normes N et N’ sont équivalentes. En particulier, il existe C' > 0 tel que N < CN. Cela
implique dys < Cdy puis limy,—, 4 oo dy/ (25, ) = 0, ce qui conclut la preuve.

O

Ainsi, quel que soit le choix de la norme NV sur R”, la distance d définit le méme ensemble d’ou-
verts (i.e. la méme topologie). C’est ce qu’on appelle la ropologie produit. Dans la suite, on munit le
produit fini d’espaces métriques d’une distance définie comme ci-dessus. On vient de voir que cela
n’induit aucune ambiguité sur la notion d’ouverts, et donc aussi sur les notions de limites, continuités,
adhérence, densité, etc...

Exercice 25 On se donne n espaces métriques (X1,d1),...,(Xpn,dy). Pour i = 1,...,n, on note
mi (x1, .. xn) € Xy X ..., x Xy, =z € X la projection sur la i®me coordonnée.
— Montrer que chaque T; est continue.
— Soit (x)k>0 une suite X1 x ..., xXy. Montrer qu’elle converge si et seulement si chaque suite
de coordonnées converge.
- Soit f: X — Xy X ..., xX,, ou X est un espace métrique. Montrer que f est continue si et
seulement si chaque application coordonnée déduite de f est continue.

— Si chaque (X, d;) est compact, alors 'espace produit X1 % ..., x X, est compact.

Théoreme 25 Soient (Eq,N1),...,(Ek, Ni), (F, M) desev.n.et f: E1 X ---x Ey, — F une applica-
tion multilinéaire (i.e. linéaire par rapport a chaque variable). Alors [ est continue si et seulement si il
existe C > 0 tel que pour tout x = (x1,...,x) € E1 X+ -xXEg, ona M(f(x)) < CNi(z1) - Ni(xg).

Preuve : On munit par exemple £y x - - - X Ej, de lanorme Noo ((21, ..., 2k)) = maxj<i<k Ni(z;).
Supposons que f est continue. Alors la continuité en 0 donne un 7 > 0 tel que pour tout z = (x1, ..., x)
dans Bg, x...x g, (0,7),ona M(f(z)) < 1. On en déduit pour tout = (z1,...,2,) € By X --- X Ej

B Ni(z) nx Ni(z) nxy
Mgt = (SR )
Ni(x1)...Ng(x T x Ni(x1) ... Ng(x
- BB (1 i) < T

Réciproquement, supposons I’existence de C' > 0 comme dans 1’énoncé et montrons la continuité
de f.Soitz = (z1,...,2x) € By x -+ x Epete > 0.Soity = (y1,...,Yx) € Bp,x-.xE,(x,0) avec
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0 < 1 a déterminer. Alors on écrit

M(f(y)—(f(l'))) < M(f(y17 S ayk)_f(xlvy% R 7yk))+M(f($lay27 v 7yk’)_f(x17x27y3 s 7yk))
o+ M(f(z1, 22, mp—1,96) — f(21, - 28)
= M(f(yl _xlayQ""vyk)) + - +M(f($1a$2,--->$k—1ayk _xk))

On en déduit

M(f(y)—(f(x))) < CNi(y1—x1)Na(y2) - - Ni(yg) +- - -+ CNi(21) - - - Nj—1(0g-1) Ni (Y, — )
< CNi(y1 — z1)(Na(z2) +9) -+ - (Np(xg) + )+ - + CNi(x1) - - Ny—1(xp—1) - - Ni(yx — )

_ B o k—1
< kCNoo(y — z) max (Nizs) + 1)
13
kC maxi<;<p(Ng(z;)+1)F—1"

11 suffit donc de prendre § :=

1.9 Exercices supplémentaires

Exercice 26 Montrer les théoremes de Heine : une fonction continue sur un segment de R a valeurs
dans R est uniformément continue, est bornée, et atteint ses bornes.

Exercice 27 Soit (X, d) un espace métrique compact. Soit ( f,,)n>0 une suite décroissante de fonctions
continues de X vers R telle que pour tout x € X, on a lim,_,1 o fn(x) = 0. Montrer que (fy)n>0
converge uniformément vers Q.

Exercice 28 [3] Soit Q un ouvert de C. On note H()) I’ensemble des fonctions holomorphes sur ).
— Montrer qu’il existe une suite de compacts (K;);jen contenus dans ) tels que K; C int Kj 1 et
UjK j= Q.
— A une telle suite de compacts, on associe la famille p; : f € H(S) — max,ck; |f(7)] € RT.
Montrer que p; est positivement homogene et vérifie I’inégalité triangulaire.
— Pourtout f,g € H(QY), on pose

._ 1 pi(f—g)
d($,9) '_j§2j1+pj(f—g)'

Montrer que d est une distance sur H (£).

— Montrer qu’une suite (fn)n>0 C H(Q) converge vers f € H(Q) pour cette distance si et seule-
ment (fn)n>0 converge uniformément sur tout compact vers f. En déduire que deux familles de
compacts (K;)jen et (K?) jen comme ci-dessus définissent deux distances qui induisent la méme
famille d’ouverts.

— Montrer que (H (), d) est complet.

— On dit qu’une partie A C H (2) est bornée si pour tout compact K C €, il existe C > 0 tel que
pour tout f € A, on a max,ck | f(x)| < Ck. Montrer qu’il est équivalent de dire que pour tout
J € N, il existe M; > 0 tel que pour tout f € A, onap;(f) < M.

— On se donne une suite (fy,)n>0 C H (), bornée au sens précédent. Montrer que pour tout com-
pact K C §Q, (fn)K )n>0 est équilipschitzienne (on pourra se ramener au cas ot K est une boule).
En déduire qu’on peut extraire de ( f,)n>0 une sous-suite unifomément convergente sur tout com-
pact de Q.

— Soit A C H(QY) une partie bornée et fermée. Montrer qu’elle est compacte.
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— On veut montrer que (H(2), d) n’est pas normable, i.e. qu’il n’existe pas de norme sur H(Q2) qui
définisse la méme famille d’ouverts que d. On procéde par I’absurde. Montrer qu’alors la boule
unité fermée pour cette norme est bornée au sens précédent. Conclure.

Exercice 29 1. Soit E un espace vectoriel normé et soit M C E un sous-espace fermé tel que
M # E. Montrer que pour tout € > 0, il existe u € E tel que ||u|| = 1 et dist (u, M) > 1 —e.

2. Soit E un e.v.n de dimension infinie. Montrer qu’il existe une suite (Ey,),cN de sous-espaces de
dimension finie tels que E,,_1 & E,.

3. Déduire des deux questions précédentes une autre preuve du théoréeme de Riesz.

Exercice 30 (Inspiré du sujet d’agrégation externe analyse et probabilités 2011) Soir (H, (, )) un es-
pace de Hilbert (sur R ou C) qu’on suppose séparable. On notera (1) en une suite dense dans H. Soit
(Yn)nen une suite de H telle que ||yy|| < 1 pour tout n.

1. Montrer qu’il existe une sous-suite (Y, (n))neN telle que limy, oo (Yy(n), Th) existe pour tout
k>0.

2. Montrer que limy,_, | (ycp(n), z) existe pour tout z € H.

3. Montrer qu’il existe y € H tel que (y, z) := limy, 1 0o (Yy(n), 2) pour tout z € H.

Exercice 31 (Extrait du sujet d’agrégation externe analyse et probabilités 2009) On se donne un es-
pace de Hilbert (H, (, )) (sur R ou C) qu’on identifiera avec son dual topologique (par le théoréme de
représentation de Riesz). On note B la boule fermée de centre 0 et de rayon 1 de H et L(H) I’algebre
des endomorphismes continus de H.

Un élément T de L(H) est dit compact si T(B) est une partie compacte de H. On note IKC(H)
I’ensemble des T de L(H) vérifiant cette propriété, Ko(H) I’ensemble des T' de L(H) dont I'image est
de dimension finie.

1. (a) Montrer que IC(H ) est un idéal bilatére de I'algébre L(H) contenant Ko(H).

(b) Montrer que K(H) est fermé dans L(H ). (Indication : on rappelle qu’une partie X de H
est d’adhérence compacte si, pour tout € > 0, on peut recouvrir X par une réunion finie de
boules fermées de rayon €.)

2. Soit K dans IC(H ). On note K* son adjoint.
(a) Montrer que ker (I + K) est de dimension finie.
(b) Montrer que im (I+K) est fermé dans H. (Indication : soient y dans H adhérent a im (I+
K), (xn)n>0 une suite d’éléments de H telle que K (x,) + x, — y et, pour tout n € N,
x}, la projection orthogonale de x, sur ker (K + I )L. En raisonnant par ’absurde et en

Ty
lz7|”

considérant u,, = montrer que () est bornée. Conclure.)

(c) Montrer que K* appartient a KC(H ). (Indication : soient (xy,)n>0 une suite d’éléments de
B, T I’adhérence de K (B) dans H et, pour tout n € N, f, la fonction de T dans C qui
a x associe (xy,, x). Montrer qu’il existe une suite strictement croissante (ny)i>o d’entiers
naturels telle que (fy, k>0 converge uniformément sur I'. En déduire que (K*(zp,))k>0
converge dans H.)

(d) Montrer que im (I + K) est de codimension finie dans H.
3. (Question subsidiaire) Montrer que Ko(H ) est dense dans IC(H).

Exercice 32 1. Donner un exemple d’application linéaire continue qui n’est pas compacte.
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2. Soit K € C°([0,1]?). On considere I’application
o ue CY([0,1]) = p(u) € C°([0,1])

définie par : pour tout x € [0, 1],

1
() (2) = /0 K (2, y)uy) dy.

Montrer que  est une application linéaire compacte.
3. Soit H € L*((0,1)?). On considere I’application

Y :u € L2(0,1) — (u) € L*(0,1)

définie par : pour presque tout z € (0, 1),

1
((u))(x) = /0 H(x, y)uly) dy.

Montrer que 1) est une application linéaire compacte. (Indication : on pourra utiliser I’exercice

30.)

Exercice 33 (Lemme de Baire) Soir X un espace métrique complet. Soit (O,,)nen une suite d’ouverts
denses. Montrer que U,cnO,, est dense. (Indication : on pourra montrer que U,cNO,, rencontre tout
ouvert non vide w en utilisant I’observation suivante : si O est un ouvert dense, alors pour tout x € X,
pour tout v > 0, il existe x1 € B(x,7) N O et 0 <1y < 5 tels que B(x,r1) C B(x,7) N O).

Exercice 34 (Théoreme de Banach-Steinhaus) Soient E et F' deux espaces de Banach. Soit (T;);cr
une famille d’opérateurs linéaires et continus de F dans F. On suppose que pour tout x € E,

sup || Tiz|| < 4o0.
i€l
1. Pour chaque entier n > 1, on introduit X,, = {x € E : Vi € I,||T;x|| < n}. Justifier que X,, est
fermé et montrer que Up>1.X,, = L.
2. Montrer qu’il existe ng > 1 tel que int X, # () (on pourra utiliser le lemme de Baire).

3. En déduire qu’il existe o € E et v > 0 tels que pour tout i € I,
z € B(0,1).

4. Conclure que

T;(xzo + r2)|| < ng pour tout

sup [| T3] < +oo.
i€l

21



22



Chapitre 2

Espaces fonctionnels

L’analyse fonctionnelle évoquée dans le chapitre 1 fournit des résultats généraux s’appliquant a des
espaces de fonctions qui partagent des caractéristiques communes, en termes de régularité, intégrabilité,
etc... Pour trouver des solutions a des équations (fonctionnelles, différentielles, aux dérivées partielles,
etc...), les propriétés topologiques de I’espace dans lequel on les cherche (compacité, complétude, etc...)
constituent un outil puissant. Penser par exemple a la preuve par point fixe du théoréme de Cauchy-
Lipschitz : la complétude d’un espace fonctionnel bien choisi y joue un réle décisif. On ne reprend pas
ici I’étude des espaces LP que vous avez faite ailleurs. Vous savez que ce sont des espaces complets,
séparables si 1 < p < oo et que le dual topologique de L? s’identifie a LY oup = %, lorsque
1<p<oo.

2.1 Fonctions continues bornées

Dans cette section, on considére un espace métrique (X, d) et un espace de Banach (E, N). On
note B(X, F) I’ensemble des applications f : X — E qui sont bornées (on dit que f est bornée s’il
existe M > 0 tel que pour tout x € X, N(f(z)) < M). C’est un espace vectoriel pour 1’addition
ponctuelle et la multiplication par un scalaire ponctuelle. On introduit sur B(X, F) la norme uniforme :
[|flloo := supgex N(f(x)) (ce sup est fini précisément lorsque f est bornée).

Théoréme 26 L’ensemble (B(X, E),|| - ||co) est un espace de Banach.

Preuve : Soit (fy,)n>0 une suite de Cauchy. Pour tout € > 0, il existe ng tel que pour tout p, g > ng,
ona||f, — fqllo < €. Alors, pourtoutz € X, ona

N(fp(x) = fo(2)) < e 2.1)

On en déduit que pour tout z € X, la suite (fy,(x)),>0 est de Cauchy dans E. Comme E est complet,
cette suite converge vers un élément de F, qu’on note f(z). Ceci permet de définir une fonction f :
X — E. En fixant p et faisant ¢ — +o00 dans (2.1), on obtient que pour tout € > 0, il existe ng > 0 tel
que pour tout p > ng,ona N (fy(x)— f(z)) < epourtoutz € X. Ainsi, N(f(z)) < e+ N((fp(z))) <
€ + || fp|loo» ce qui montre que f € B(X, E). De plus, si p > ng, ona||f, — f|lc < € ce qui montre
que la suite (f,,)n>0 converge vers f.

O

On considere aussi ’ensemble BC'(X, E) des fonctions continues bornées sur X .

Théoreme 27 L’ensemble BC(X, E) est un sous-espace fermé de B(X, E). En particulier, I’espace
(BC(X,E),|| - |leo) est complet.

23



Preuve : La premiére phrase est une reformulation du fait qu’une limite uniforme de fonctions conti-
nues est continue. La deuxieme phase est la conséquence du fait qu’un fermé dans un complet est com-
plet.

O

2.2 Espaces de Schwartz

2.2.1 Quelques notations différentielles

On désigne par | - | la norme euclidienne sur R™ et par (-, -) le produit scalaire euclidien canonique.

Onnote ey, ..., e, les vecteurs de la base canonique.
Pour tout o := («q,...,a,) € N™ (un n uplet d’entiers naturels), on note |o] = a1 + -+ + ap,
al i =oq!. .. a,l et
a ) a!
(5) = e
On note a < S lorsque «; < f3; pour tout ¢ = 1,...,n. Soit ¢ : R™ — C une fonction Ck(Rn). Pour

tout a € N™ tel que || < k, on consideére sa dérivée partielle

glel

1 - n

On se souvient que par le théoreme de Schwartz, le résultat ne dépend pas de I’ordre dans lequel on
prend les dérivées partielles. Si o = e;,1 < ¢ < n, on note aussi 0% = 0;p.

Lorsque o := (v, . .., ap) € N, on note z — x® la fonction polynomiale x — z{?* ... zo".

Exercice 35 Montrer par récurrence sur n € N* les formules suivantes :

formule du binéme

(@+y)* =) < g )fc“‘ﬁyﬂ,

BLa

formule de Leibniz

(fg) = ( p )m—ﬁfaﬁg.

BLa

2.2.2 Formule de Stokes

Proposition 2 Soit p, 1) deux fonctions C1(R™) dont I’une au moins est & support compact. Alors pour
touti=1,...,n,

| @@ s = - [ @)@ .

Preuve : Supposons par exemple que ce soit ( qui est a support compact, et ¢ = 1. Il en est de méme
de O1¢. Soit R > 0 tel que [~ R, R]" contienne le support de . Comme )91 ¢ est dans L' (R™), on peut
appliquer le théoréeme de Fubini :

[ e@vea= [ o
’ R
= / dxy ... dxn/ (O10)(x1, @2, ..oy xp) (21, ..., xy) dy.
[-R,R]n—1 -R
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Pour chaque z9,...,x,, on applique & z; +— (01p)(x1,x2,...,2,) et z1 — Y(x1,29,...,2,) la
formule d’intégration par parties :

R

R
/R(ﬁlw)(fﬁl,@,--~,!En)¢($17---,$n)d$1 = —/ (O1) (21, 22, xp)p(21, . .., 2p) dy.

-R

Il n’y a pas de terme de bord par définition de R.
On reporte dans 1’égalité précédente :

R
/n(alcp)(x)w(:v) de = — /[_R s dzsy .. .dwn/ (01)(z1, T2, . .y xn) (21, . - ., Ty) day

—— [ @)@t ds
qui est I’égalité attendue.

On en déduit aussitdt par récurrence sur I’ordre de dérivation pour tout o € N :

| @@tz = (-0 [ @)@l d.

On va maintenant établir la formule de Stokes dans le cas d’un demi-espace (c’est le seul cas exigé
dans le programme). Sans perte de généralité (i.e. apres isométrie affine), on peut supposer que ce demi-
espace est R? := {z := (2/,z,) € R"! xR : x,, > 0}. On considére donc deux fonctions C sur
le demi-espace fermé R”? := {z := (2/,z,) € R" ! x R : 2, > 0}. On rappelle qu’une fonction
définie sur un fermé de R” est dite de classe C! si elle admet un prolongement C'! 2 R”. L’une des
deux fonctions sera supposée a support compact dans @ Cela n’implique pas que ladite fonction soit
identiquement nulle sur OR? = {(2/,0) : 2’ € R""'} (appréciez la différence avec le fait d’étre a
support compact dans I’ouvert R'}).

Proposition 3 Soit p,1) € Cl(RC’r) dont 'une est a support compact dans RTj Alors pour tout i =
1,....,n—1,
| @p@i@ =~ [ (@w)e)e() d
R? R?
Lorsque i = n, on a en revanche
[ eoew@ == [ o0 0d - [ (@)l do
R? R*—1x{0} R?

Preuve : La preuve est essentiellement la méme que dans le cas R™ : si par exemple ¢ est a support
compact, on introduit R > 0 tel que supp ¢ C [~R, R]"~! x [0, R]. Le calcul est ensuite analogue, sauf
que lors de I’intégration par parties, un terme de bord apparait pour i = n :

R
/ (Onp)(x1, T2, ..y xn)V(21, ..., Tp) dey = —p(21, T2, ..., 0)(x1, 22, ..., 0)
0
R
—/ (O1Y) (1,22, .. .y T0) (21, - -+, T) divy.
“R

U
Une maniere synthétique d’écrire cette formule de Stokes est de faire intervenir la ‘normale exté-
rieure au domaine’ v. Ici, le domaine est R’} . Son bord est R"~! x {0}. La normale extérieure au bord
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du domaine est simplement le vecteur (0, ..., —1). Vous constatez que la formule de Stokes s’écrit pour
touti =1,....,n

| @@tz = [

Rn—1x {0}
Si on introduit les gradients de ¢ et 1 (qui sont les vecteurs de leurs dérivées partielles respectives),
I’égalité précédente se réecrit

/R <V(p($)7€i)¢(x)dx:/

Rr—1x{0}
On peut le formuler sous forme vectorielle (autrement dit, deux vecteurs sont égaux si et seulement si
leurs coordonnées sont égales)

mﬂwwmum%awf—/<@wuwwa

n

n
+

90(33/70)1#(90/70)(%606196/—/ (Vip(z), e;)p(x) d.

n

n
+

mesozfaRn sowu—/www

+

(il s’agit d’intégrales a valeurs R™, ce qui n’est rien d’autre qu’une notation pour écrire n intégrales a la
fois).

Exercice 36 Soit X € C! (@, R™) (attention, ici X est a valeurs vectorielles : on dit que ¢’est un
champ de vecteurs lorsque la dimension de ’espace d’arrivée est la méme que celle de départ, ce qui
est la cas ici). On note X = (Xq,...,X,) les coordonnées de X. On rappelle que la divergence de X
est la fonction

Etablir la formule de la divergence

/R divX = | (X,0).

7 ORY

Bien siir, la formule de Stokes, comme la formule de la divergence, sont valables sur des ouverts
plus généraux (il faut quand méme quelques hypotheses de régularité). Pour les énoncer, on a cependant
besoin de savoir ce qu’on veut dire par I'intégration sur le bord du domaine. Or I’intégration sur une
sous-variété de R™ (en I’occurence le bord d’un domaine) n’est pas au programme...

2.2.3 Définition de I’espace de Schwartz

Pour tout p € N et pour tout ¢ € C*°(R"™), on note

Np(p) == Z ||$O‘3590||L°°(Rn)-
a€N" |a|<p
BEN™,|BI<p
Exercice 37 — Montrer que pour tout p € N, I'ensemble E, := {p € C®(R") : Ny(¢) < oo} est

un espace vectoriel.
— Montrer que pour tout p € N, N, est une norme sur E,.
— Est-ce que I’e.v.n. (Ep, N,) est complet ?
— On définit pour p € N et p € C°(R")

Np(p) = sup  [[2°0°¢|| 100 mn).
aeN™ |a|<p
BEN™,|B|<p

Montrer qu’il existe C > 0 tel que pour tout p € C*°(R"), %N;(cp) < Ny(p) < CNp(9).
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— Montrer que pour tout k € N, il existe Cy, > 0 tel que pour tout o« € N", |a] < k, on a
2] <[]l et 2] < Cie3jg1p 27

— Montrer que pour tout p € N, il existe B, > 0 tel que pour tout p € S(R"),

Np(p)
< B,—2 )
|<p(l')’ — pl + ‘£U|p

2.2)

Définition 18 On définit I’espace de Schwartz S(R™) comme ’ensemble de toutes les fonctions ¢ €
C>(R") telles que Np(p) < oo pour tout p € N.

Cet ensemble n’est pas vide ! Il contient par exemple C2°(R™). Un exemple de fonction de Schwartz
qui n’est pas a support compact est x — exp(—|x|?).

Exercice 38 — Montrer que S(R™) # C>(R"™).
— Montrer que S(R™) est stable par dérivation et par multiplication par les polynémes.
— Montrer que les fonctions de S(R™) tendent vers 0 a Iinfini.
— Montrer que S(R™) C L'(R"™).

2.2.4 Topologie de S(R")

Pour tout ¢1, ¢2 € S(R™), on définit

oo
1 Ny(p1— )
d = . p ’
(¢1,92) ;) 2P 14 Np(p1 — 2)

Exercice 39 — Montrer que la série est toujours convergente.
— Montrer que la fonction f : x € R v i est croissante et sous-additive (f(x +y) < f(z) +
f(y)). En déduire que d est une distance sur S(R™).

Lemme 3 Soit (¢r)r>0 une suite de S(R™). Alors la suite (pr)k>0 converge vers o si et seulement si
pour tout p > 0, Ny(¢r, — @) tend vers 0.

Preuve : Si d(py, ¢) — 0, alors Ny (¢ — ¢) — 0, car

< 2Pd(pr, p).

L Ny(pr — )
Ny(pp — ) <20 ———7L
P ST T Ner - )

Réciproquement, supposons que pour tout p > 0, Ny(pr — ¢) — 0. Comme pour tout p > 0,

1 _Npler—¢)
27 14+Np(¢x—¢)
mesure de comptage), on a d(¢k, ) — 0.

< 2%, et que Zp 2% < o0, alors par le théoreme de convergence dominée (pour la

O

Proposition 4 L’espace métrique (S(R™), d) est complet.

Preuve : Soit (5, ),>0 une suite de Cauchy. Pour tout ¢ > 0, il existe ng € N tel que pour tout
n,m > ng, d(¢n, em) < €. En particulier, pour tout p € N,

1 Np(ﬁpn - ‘Pm)

- <e.
20 14+ Np(n — om) —
Fixons p € N. Si ¢ < 27P, on en déduit que
Np(on — om) < 20—
p\¥n Pm) > 1_— 2p€-
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Ainsi pour tout p € N, (¢p)n>0 est une suite de Cauchy pour la norme N,. Cela implique que pour
tout o, B3 € N™|al,|8| < p, la suite (z20%p,,)n>0 est de Cauchy dans L>°(R"). En particulier, elle
converge uniformément vers une fonction ¥, 5 € C°(R™) (car I’espace des fonctions continues bornées
sur R™ est un espace de Banach pour la norme uniforme).
On utilise maintenant que si une suite de fonctions différentiables ( f;,),,>0 converge simplement sur
R™ vers une fonction f, tandis que la suite des différentielles converge uniformément vers g : R" —
L(R™,R), alors f est différentiable, de différentielle g. En appliquant ceci a la suite des (0°;,)n>0, on
voit que la limite g o des ¢, est C° avec OB = o3, et aussi 0Py = q,3. On a ainsi pour tout
p € N, Ny(pn — ) — 0, ce qui implique notamment que N, (¢) < oo et donc ¢ € S(R™) puis que
O
Lorsqu’un espace est muni d’une distance invariante par translation (i.e. d(p1 + ¥, 2 + V) =
d(p1,¢2) qui en fait un espace métrique complet, on dit que c’est un espace de Fréchet (mais vous
pouvez ’oublier !)

Proposition 5 L’ensemble C°(R"™) est dense dans S(R™).

Preuve : Soit ¢ € S(R™). Il suffit de trouver une suite (¢p)n>0 C C°(R™) telle que pour tout
p > 0,0na Ny(p, —¢) — 0. Soit § € C(R™,[0,1]) telle que # = 1 sur la boule unité. On pose
0 = 9(3) puis ¢; := ¢b; qui est dans C°(R™). Soit 5 € N™. Alors par la formule de Leibniz,

0o ) =1 -0 = X (7 )0t 1 -0
v<B

On va découper la somme en deux termes : ceux pour lesquels une dérivation au moins porte sur 1 — 6,
et I’autre (pour les premiers, un facteur % apparait, ce qui va permettre de les pulvériser a 1’infini !).

Blo— o) = (9P0)(1 — 6:) — B gro— Lt a8
(o 03) = 0°p)(1—0)) %g<”>a o)
Y

On multiplie par ® puis on majore (en notant que 1 — 6; = 0 sur la boule de rayon j centrée en 0) :

C
107 (p = @)l l1ee < max |0 p(@)] + = 3 [0l 1=
- v<p

Le premier terme tend vers 0 car vous avez déja montré que les fonctions de S tendent vers 0 a ’infini.
Le second terme tend vers 0 grice au %
O

Lemme 4 Pour tout r > 0, il existe p € N tel que Bq(0,7) D By, (0, 7).

Preuve : Soit p € N tel que Z;’ip 11 % < 5. Montrons alors I’inclusion de I’énoncé pour cette valeur de

p. Soit ¢ € By, (0, 7). Alors pour tout i < p, on a N;(¢) < Ny(¢) < 7. On en déduit

d( 0)<Zp:lM+iL<N()pl+C<r
I P AR A s T

Ainsi, ¢ € By4(0,r), ce qui prouve le lemme.
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Lemme 5 Pour tout py < py, il existe une suite (py)r>0 C S(R™) telle que Ny, (¢r) — 0 et Ny, (or) —
400 quand k — +oo.

Preuve : Soit ¢p € C°(R™) non nulle et pour tout k& > 1,
or(@) = (I k)k 2o (k).
Alors pour tout o, 3 € N,
2P0%pp(x) = (Ink)EI=P2= 18l (k)P 5% o (k).

On en déduit Ny, (¢x) < (Ink)kP"P2N,, (@) = 0 et Ny, (9r) = (Ink) 32102y, [[0%@][L0e — +o00.
U

Proposition 6 L’espace (S(R"), d) n’est pas normable.

Preuve : Supposons par ’absurde qu’il existe une norme || - || : S(R™) — R™ définissant la méme
topologie (i.e. le méme ensemble d’ouverts) que la distance d. Pour le dire autrement, si un ensemble
est une réunion de boules ouvertes pour d, alors c’est aussi une réunion de boules ouvertes pour || - || et
vice-versa.
La boule unité ouverte pour la norme By, (0,1) est donc aussi un voisinage de 0 pour d : il existe
r > 0 tel que By(0,7) C By.(0,1). Par le lemme 4, il existe p € N tel que By, (0, 7) C B0, 1).
Soit ¢ > p. Par I’inégalité triangulaire, pour tout ¢, 1) € S(R™),

[Ng(¢) = Ng(¥)| < Nyl —9) < d(p, ).

Ainsi, N, est une fonction continue sur (S(R"™), d). Donc By, (0, 1) est un ouvert comme image ré-
ciproque d’un ouvert. En particulier, ¢’est un voisinage de 0 pour || - ||. II existe donc p > 0 tel que
Byj(0,p) C Bn,(0, 1), soit encore By (0,1) C By, (0, %) En conclusion,

T 1
BNP(O, 1) - BNq(O, ;)

Cette inclusion est en contradiction avec le lemme 5.

2.2.5 Quelques opérations dans I’espace S(R™)

Commengons par une observation préliminaire. Méme si S(R™) n’est pas un Banach, beaucoup de
vos réflexes sont 1égitimes sur cet ‘espace vectoriel métrique’. Il en est par exemple ainsi de la continuité
des applications linéaires.

Soit T : S(R™) — S(R™) une application linéaire. Par invariance de la distance d par translation et
par linéarité de 7', pour tout v, ¢ € S(R™),onad(T (), T(v)) = d(T(p)—T(¢),0) = d(T(¢—1),0).
La continuité de 7" sur S(R™) est donc équivalente a la continuité de 7" en 0. Il faut et il suffit pour cela
que pour toute suite (g )x>0 convergeant vers 0, on ait N,(7'(¢x)) — 0 pour tout p € N. Le critere de
continuité suivant sera utile :

Proposition 7 Une application linéaire T : S(R"™) — S(R™) est continue si et seulement si pour tout
q € N, il existe Cqy > 0 et p € N tel que pour tout ¢ € S(R"),

Ny(T(p)) < CyNp(ep). (2.3)
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Preuve : On a déja vu que N, : S(R™) — R est continue (c’est une conséquence de 1'inégalité trian-
gulaire et du fait que N, est dominée par d). Donc, By, (0, 1) est un ouvert, comme image réciproque
d’un ouvert.

SiT : S(R™) — S(R™) est continue, alors 7! (B, (0, 1)) est un voisinage ouvert de 0 ( image
réciproque d’un ouvert par une application continue). Il contient donc une boule B (0, r) pour un certain
r > 0, et donc aussi une boule By, (0, 7) pour un certain p € N par le lemme 4. Alors pour tout
peS(R™),ona ¥ € By, (0, %), d’ot

- N

Ny(T'()) ¢)) < CNp(p)

en posant C' := %.

Réciproquement, supposons (2.3) vraie. Soit ¢ € N. Pour toute suite (¢)r>0 C S(R™) convergeant
vers 0, on a N, () — 0 d’ot par (2.3), N,(T'(¢x)) — 0, ce qui montre la continuité de 7.
O

Proposition 8 Soir P(x) = ZI <N aox® une fonction polynomiale. Alors ’application Mp : ¢ —

Py est continue de S(R™) dans S(R™).

Preuve : Pour tout |a| < N, on a |2%| < |z[l®l < 1 + |z|". Il existe donc Cp > 0 tel que pour tout
z € R, |P(z)] < Cp(1 + |z|V). Comme la dérivée partielle d’une fonction polynomiale est encore
une fonction polynomiale, cette inégalité reste vraie pour toutes les dérivées partielles de P, quitte a
augmenter la constante C'p (la fonction polynomiale P n’a qu’un nombre fini de dérivées partielles non
nulles).

Pour tout p € N, pour tout ¢ € S(R™), par la formule de Leibniz, il existe Cy, C{ tels que pour tout

la, 18] < p,

|27110°(Pp) ()| < Cilzl’ (1 +12|™) D 107 0(@)] < CINp1n(p)-
IvI<p
On en déduit N,(Mp(yp)) < C{Nprn(p), d’ott I’on déduit la continuité en 0 de Mp, et donc la

continuité tout court.
O

Exercice 40 — Montrer que si » € S(R™), alors Iapplication linéaire ¢ +— ) est continue de
S(R™) dans lui-méme.
— Montrer que pour tout o € N", pour tout p € S(R™), pour tout p € N, on a Np(0%p) <

Npy|a|(@). En déduire que I’application linéaire ¢ € S(R™) +— 0% est continue.

2.3 Transformée de Fourier dans S(R")

On se souvient que la transformée de Fourier d’une fonction f € L'(R") est donnée pour & € R"
par

fle) = F(f)(e) = / =08 £() .

n

Alors f € CO(R™), tend vers 0 a infini, et vérifie Hﬂ\Loo(Rn) < [|fllz1(mn)- De plus, si f et f sont
dans L'(R™), alors pour presque tout z € R"

o) = e ) 7
@) = o [ €T de

Lorsqu’on considere la transformée de Fourier d’une fonction ¢ € S(R"™) (qui est comme on I’a vu
un sous-ensemble de L' (R™)), vous savez qu’on peut dire un peu plus
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Théoréme 28 La transformée de Fourier est un homéomorphisme linéaire de S(R™) sur lui-méme.

2.4 Espace des distributions tempérées

Les distributions peuvent étre vues comme des fonctions généralisées, ou plus précisément, comme
des limites de fonctions (en un sens a préciser). Elles permettent de fournir un concept satisfaisant
de solutions a certaines équations aux dérivées partielles. Seules les distributions tempérées sont au
programme, et non toutes les distributions. On se restreint donc a ce cadre dans la suite.

2.4.1 Définition

Définition 19 On appelle distribution tempérée un élément du dual de (S(R™),d), c’est-a-dire une
application linéaire sur S(R™) a valeurs dans C qui est continue.

L’ensemble des distributions tempérées est noté S’(R™). On peut traduire la continuité de 7" € S'(R™)
en termes de suites : pour tout ¢ € S(R™), pour toute suite (¢r)r>0 C S(R™) convergeant vers ¢
(au sens de la distance d), la suite (T'(¢x))k>0 converge vers 1T'(¢) (dans C). Par linéarité de 7', il est
équivalent d’exiger que pour toute suite (i )r>0 C S(R™) convergeant vers 0, la suite (7'(¢x))k>0
converge vers 0 (dans C). Voici une autre caractérisation commode de la continuité de 1" :

Proposition 9 Une application linéaire T : S(R™) — C est continue si et seulement s’il existe C' > 0
et p € N tel que pour tout ¢ € S(R™),

T()| < CNp(yp). (2.4)

Preuve : Si 7 € S’(R"), alors T~({z € C : |z| < 1}) est un voisinage ouvert de 0 ( image réciproque
d’un ouvert par une application continue). Il contient donc une boule By (0, ) pour un certain r > 0, et
donc aussi une boule By, (0, 7) pour un certain p € N par le lemme 4. Alors pour tout ¢ € S(R"), on
a m(ﬂ S BNP(O, i), d’ou

() = H2 ()| < omye)

en posant C' := g.
Réciproquement, supposons (2.4) vraie. Pour toute suite (¢)r>0 C S(R™) convergeant vers 0, on
a Np(¢r) — 0d’ou par (2.4), T(pr) — 0, ce qui montre la continuité de T'.

U
2.4.2 Exemples de distributions tempérées
On se donne f : R™ — C mesurable telle qu’il existe s > 0 vérifiant
A= [ prslf@lde < 23
= ———|f(x)]dz < co. .
I Rn 1 + |I"8

Lorsqu’une telle condition est vérifiée, on dira que la fonction mesurable f est au plus polynomiale a
Uinfini.

Exercice 41 — Montrer que toute fonction polynomiale est au plus polynomiale a l’infini.
— Montrer que toute fonction LP(R™), 1 < p < oo, est au plus polynomiale a Uinfini (penser a
I’inégalité de Holder!)
— Montrer que toute fonction au plus polynomiale a l’infini est sommable sur tout compact.

31



— Montrer qu’il existe des fonctions C*°(R™) qui ne sont pas polynomiales a ’infini.

On se donne une fonction polynomiale a I'infini (de sorte que la quantité Ay introduite en (2.5) est
finie). Pour tout ¢ € S(R™), la fonction x — f(z)¢(x) est mesurable. On prétend de plus qu’elle est
sommable. En effet, observons d’abord que si p est un entier > s, alors il existe B, > 0 tel que

(1 + [z[)|p(x)| < BpNp(p) = €R™

On en déduit

[ 1r@e@lde <10+ oYl [
¥ R

n ]. + |£U‘S

|f(z)|dz < BpArNp(p).

Ainsi, I’application lin€aire T : ¢ — fRn [ est bien définie et continue sur S(R™). Autrement dit 7'
est une distribution tempérée.

Il arrive fréquemment que I’on identifie f et T : c’est parfaitement scandaleux, puisqu’il s’agit
d’une part d’une fonction mesurable sur R™ et d’autre part d’une application linéaire sur S(R™). Abus
de langage et de notation, supportable au vu du lemme suivant :

Lemme 6 Soient f,g : R™ — C deux fonctions mesurables au plus polynomiales a I’infini. On suppose
que Ty =T,. Alors f = g presque partout.

Preuve : Il revient au méme de montrer que si 7'y = 0, alors f = 0 presque partout. Soit R > 0. On pose

0 sinon.

h(z) = { % si f(x) #0et |z| <R,

La fonction h est mesurable, bornée a support compact. Soit (p.)-~o une approximation de 1’unité a
supports dans B(0,1). Alors h. := h * p. € C°(R™). On peut étre plus précis : il existe S > 0
indépendant de ¢ tel que le support de h. soit contenu dans B(0,S) (le support de la convolée est
contenu dans la somme des supports). Ensuite, ||hz||z < ||h||r=~ < 1. Enfin, comme & est dans L!,
h. converge dans L' vers h, puis 2 extraction pres, presque partout. Comme f € L'(B(0,S)), il vient
par convergence dominée

0=Ty(hxp) = [ J@hlydo= [ f@ha)de— [ f@)h)d.
R B(0,5) B(0,5)

Il s’ensuit que

0= /B(O’R) \F(2)] da.

Ainsi f = 0 p.p. sur B(0, R). Comme R est arbitraire, on peut conclure.
O
Avec cet abus de langage, on dira en particulier que les polyndmes ou les fonctions LP ’sont’ des
distributions tempérées. Mais il y a des distributions tempérées qui ne sont pas des fonctions mesu-
rables. Soit par exempe p une mesure borélienne positive (i.e. p est définie sur la tribue des boréliens, a
valeurs dans R, s’annule sur I’ensemble vide et est o additive). On dit qu’elle est au plus a croissance
polynomiale a I’infini s’il existe s > 0 tel que

/ L <
r—— Q.
Rn 1+ ‘.%"5 H

On peut alors définir et justifier comme précémment que I’application linéaire T}, : ¢ fR” o(z)dp
est continue. On dit aussi que p est une distribution tempérée.
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Exercice 42 Pour tout a € R", on note 9, la masse de Dirac en a : pour tout A C R",

ou(4) = {

Montrer que J,, est une distribution tempérée.

lsia€ A,
0 sinon.

Exercice 43 On considere I'application T : ¢ € S(R™) — [ ¢(x,0) dx. Montrer que T € S'(R™)
puis qu’il existe une mesure borélienne positive i au plus polynomiale a Iinfini telle que T' = T,.

Exercice 44 Montrer qu’il n’existe pas de fonction f : R™ — C au plus polynomiale a 'infini telle que
Tt () = ¢(0), pour tout ¢ € S(R™).

On donne maintenant un dernier exemple de distributions tempérées qui ne rentre dans aucune des
cases introduites précédemment. Considérons la fonction x — % Méme si elle tend vers 0 a I'infini,
on ne peut pas définir T, car f n’est pas intégrable en 0. On va néanmoins définir une distribution
qui ressemble a Ty, par approximation, et en utilisant un phénomene de compensation. On définit pour
e>0
f(@)sifz] > e,

0 sinon.

fota) = {

Cette fonction f- est, elle, au plus polynomiale a I’infini, puisqu’on a contourné la difficulté en 0. De
plus, pour tout ¢ € S(R™), on a

Ti(o) = /es:vl SOSC) B /aslaclg ‘PS:) e /1§:v| ‘P;‘”) -

Noter que le second terme dans le membre de droite a bien un sens : en effet, il existe By > 0 tel que
lp(z)] < B1 2 pour tout z € R, d’oit 'on déduit

2]
/1§|z

On va montrer que le premier terme a une limite quand € — 0. Pour cela, on utilise que fg <Jz|<1 d% =0

cp;x)‘ dz < 2B1N1(p).

. A 1
par imparité de x — _, et donc

pl@) , _ o(@) = p(0) ,
/a<|x|<1 z /a<x|<1 z

Par le théoréme des accroissements finis, pour tout 0 < |z| < 1, M‘ < @'l oo (=1,1)- Le thé-

(@) =e(0) g

N s . — (0
roéme de convergence dominée implique alors que | 2@)=¢(0) g converge vers f\fcl <1 ~

<Jz|<1 T
On définit ainsi une forme linéaire, appelée valeur principale de i par

vp (=) = lim ¢(z) dx.
x e—0 lz|>e T

Montrons que cette forme linéaire est continue sur S(R™). Les calculs précédents ont montré que

/sslwﬁl (pf) o /1§x| 90;95)

Ainsi, | vp (2)| < ONi(p) avec C = 2(1 + By), ce qui montre que vp (1) € S'(R™).

<2/|@" | poe(<1,1) < 2N1(w) dz < 2B1 N1 ().

Définition 20 On dit qu’une suite de distributions tempérées (Tj;)g>0 C S’ (R™) converge vers T' €
S'(R™) si pour tout ¢ € S(R™), la suite (T}, (¢))r>0 converge vers T'(p) dans C.
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2.4.3 Opérations sur les distributions tempérées

Pour définir des opérations sur les distributions tempérées, un guide slir est de commencer par consi-
dérer le cas particulier des fonctions mesurables qui sont au plus polynomiales a I’infini. Supposons
par exemple qu’on veuille multiplier une distribution tempérée 1" € S(R™) par, disons, une fonction
© € S(R™). Pour avoir une idée de ce a quoi peut ressembler le produit ¢7', on commence par supposer
que T est de la forme T, pour une fonction mesurable f : R" — C qui est au plus polynomiale a
I’infini. On sait définir le produit de ¢ par f : c’est le produit ponctuel de deux fonctions ! Au vu de
I’identification entre T et f, on a donc envie de dire que ¢Ty = T,,, c’est-a-dire pour tout ) € S(R"),

n

(6T1) () = Ty () = / (@) f (@) (x) di = Ty (o).

Observez que ¢ € S(R™), donc la quantité T'4(¢1)) a bien un sens. En fait, on a déja vu que I’appli-
cation linéaire M, : 1) — 1) est continue de S(R™) dans lui-méme. Il est donc légitime de poser la
définition suivante :

Définition 21 Soit T € S'(R™). On définit pour tout ¢ : R™ — C qui est soit une fonction de S(R™)
soit une fonction polynomiale, le produit ¢T par T o M. Explicitement, pour tout ) € S(R™),

(PT) () = T(pp).

Pardon d’insister, mais 7" est bien une distribution tempérée comme composée d’applications li-
néaires continues.

Dans le méme esprit, on voudrait maintenant donner un sens a la notion de dérivée d’une distribution
tempérée. Il est évidemment ridicule de vouloir dériver des fonctions non dérivables. Cette idée est pour-
tant a la base de la plupart des théoremes d’existence de solutions d’équations aux dérivées partielles.
Pour imaginer une notion généralisée de dérivée d’un élément 7' € S’(R™), commengons par le cas ol
T est de la forme 7', avec f € C2°(R™). Comme on sait définir la dérivée d’une fonction dérivable, on
a envie de dire que 0*Ty = Tyar, « € N™. De maniere plus explicite, pour tout 1y € S(R™), on a a
I’aide d’une intégration par parties

(0°Ty) () = Toes(¥) = A 0° f (x)¢(z) dw = (~1)\° A f(@)0%Y(x) da.
Autrement dit, (0°T)(¢) = (—1)1%IT}(9%). Observer que le membre de droite est bien défini puisque
0% € S(R™). C’est effectivement ce qu’on prend comme définition :

Définition 22 Soient T € S'(R"™) et v € N™. Alors on définit 0*T par
(0°T)(p) = (~1)"'T(0%).

Noter que cette définition est consistante : 9*T € S’(R™) comme composée d’applications linéaires
continues.

Exercice 45 On définit la fonction de Heaviside : H(x) = 1 pour x > 0 et H(x) = 0 sinon. Représen-
ter cette fonction. Est-elle dérivable au sens usuel ? Montrer que la fonction de Heaviside s’identifie a
une distribution. Calculer sa dérivée au sens des distributions.

Dans I’exemple précédent, vous pouvez observer que si f est une fonction dérivable presque partout, sa
dérivée (qui est donc une fonction définie presque partout) ne coincide pas avec sa dérivée au sens des
distributions. Cette-derniere est plus riche d’informations.

Voici deux propriétés faciles a vérifier dans le cadre des distributions (et qui sont parfois délicates a
montrer pour des fonctions régulieres). Naturellement, il n’y pas de miracle : la notion de dérivation au
sens des distributions, comme celle de convergence, sont des notions moins restrictives que dans le cas
des fonctions.

34



Exercice 46 Soit T € S'(R™). Montrer que pour tout 1 < i,j < n, 0;0;T = 0;0;T.

Exercice 47 Soit (T})j>0 C S'(R™). Alors pour tout o« € N", on a 9T — 0°T.

2.4.4 Formule des sauts en dimension 1

Dans tout ce paragraphe (conformément au programme pour énoncer la formule des sauts), n = 1.
On dit qu’une fonction est C'* par morceaux sur R s’il existe un nombre fini de points a; < -+ < am,
qu’on appelle les sauts (et on introduit aussi ag = —o0, aymy1 = +00) tels que
— chaque restriction flq, 4, [ € CY(Jai, ait1[) pouri =0,...,m,
— ces restrictions se prolongent en une fonction C'! sur I’adhérence de ]a;, a;11[ (autrement dit, la
fonction et la dérivée se prolonge par continuité aux bords de chaque intervalle).

Noter qu’une fonction C'! par morceaux est mesurable.

Théoréme 29 Soit f : R — C une fonction C' par morceaux sur R qui soit aussi a croissance au plus
polynomiale a Uinfini. Elle définit donc un élément Ty de S'(R™). On note a1 < --- < ap, les ‘sauts’
comme décrits ci-dessus. La dérivée f' de f est bien définie et continue sauf en {a, ..., am}.

Alors il existe T € S’( ) telle que
1) T(p) = [ f'(2) 95) , ¢ €C(R),
2) (Tf) T+Z [f( ) f(ai_)]éai'

L’identité ci-dessus mérite quelques éclaircissements. D’abord, f(a;+) est la limite a gauche de f
en a;. Vous devinez qui est f(a;—). C’est précisément parce qu’il y a des sauts en chaque a; qu’on n’a
pas forcément f(a;+) = f(a;—). Ensuite, d,, est la masse de Dirac en a; qui est bien une distribution
tempérée. Lorsqu’on multiplie une distribution par un nombre, cela reste une distribution tempérée. Et
une somme finie de distributions tempérées est une distribution tempérée.

Noter que f’ définit un élément de L7° (R) (autrement dit, f” définit une fonction mesurable bornée
sur tout compact). En particulier, [, f'(x)¢(x) dx est bien défini lorsque ¢ € C2°(R). Cela dit, f/ n’est
pas nécessairement polynomiale a I’infini, donc on ne peut pas nécessairement définir 7'.

Si f est continue et C'' par morceaux, les sauts de f’ n’apparaissent pas dans la dérivée de Ty :
(Ty) =T.

Preuve : Pour tout ¢ € CZ°(R),

“+o0 a1 m=1 a;q 400
[ r@ewis =+ [ fap@ians 3 [ Paede s [ @)
—00 —00 i=1 a; am,
Par intégration par parties, on a pourtoutt =1,...,m — 1,

[ r@ets) s = flain-elasn) - faela) - [ f@)e @) ds

— J(01 P ()~ flatule) — [ f@)p @) o
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et de méme sur | — 0o, ai| et Ja,,, +00[. On obtient

" @) o= -y + 7§<f<ai+1—>aam () = F(@-H)50,(0)) — F(am+)ou
- [ @ = i(f(aﬁ) — Fla)bule) - T
- f;(f(aﬁ) — Fla)u() + (T(9)
11 suffit donc de poser pour ¢ € S(R™) )
T(p) = - i(f(afr) — F{a=))oa () + (T (9)

(qui est bien une distribution tempérée) pour obtenir I’identité de 1’énoncé.
O

Exercice 48 Montrer que la fonction f : x — In|z| s’identifie a une distribution tempérée. Pour tout
e > 0, on définit f-(x) = ln|x| si |x| > e et fo(x) = Ine sinon. Calculer la dérivée au sens des
distributions de f.. Montrer également que (fc)e>o converge vers f dans S'(R™). En déduire la dérivée
de f au sens des distributions.

Exercice 49 Soit f € L'(R). On pose F(x) = [ f(t) dt,x € R. Montrer que F € S'(R™) puis que f
est la dérivée de F au sens des distributions.

2.5 Convolution de distributions

2.5.1 Support d’une distribution tempérée

On rappelle que si ¢ : R” — C est une fonction continue, le support de p est {x € R™ : p(z) # 0}.

Définition 23 Soit T € S’ (R™). Lorsque U est un ouvert de R", on dit que T s’annule sur U si pour
tout ¢ € S(R™) dont le support est contenu dans U, on a T'(p) = 0. On appelle ouvert d’annulation
de T’ la réunion de tous les ouverts on T’ s’annule. Le support de T est le complémentaire de son ouvert
d’annulation.

On note supp 1" le support de T'. Cette définition permet notamment de donner un sens au support
d’une fonction f € LP, via I'identification entre f et T’.

On note également &’'(R™) les distributions (tempérées) qui sont a support compact. Soit 7' €
E'(R™). Alors T admet une extension ’naturelle’ & C°°(R™) : soit y € C°(R"™) tel que 6y = 1 sur
un voisinage du support K de T'. Posons pour tout ¢ € C*®(R"), T(¢) := T(f¢). Noter que T est
bien défini, puisque 6p¢ € C°(R") C S(R™). De plus, T’ ne dépend pas du choix de 6. En effet, si
01 est une autre fonction qui a les mémes propriétés que 6y : 01 € C°(R™), §; = 1 sur un voisinage
de K, alors pour tout ( € C*°(R"), la fonction (6y — 01)¢ € C2°(R™) a un support qui n’intersecte
pas K. Donc T'((6y — 61)¢) = 0, de sorte que T'(6p¢) = T'(A1¢). Cest cette extension T qu’on appelle
I’extension naturelle de 7' (en fait, 7" est I'unique extension linéaire continue sur C> (R™), mais cela
suppose qu’on ait défini au préalable une métrique sur C*>°(R™)...).

Exercice 50 — Quel est le support de Ty lorsque f est une fonction continue au plus polynomiale a
Uinfini ?
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— Quel est le support de la masse de Dirac 6 ?

— On condidére la distribution tempérée &' € S'(R™). Quel est le support de §' ? Soit € C>°(R)
tel que 0(0) = 1. A-t’on 66" = 0’ ? Et si 0 = 1 sur un voisinage de 0 ?

— Soit T € E'(R™) et € C*°(R™). Montrer que YT : o — T () appartient a E'(R™).

2.5.2 Convolution de distributions dont I’une est a support compact

Convolée de deux fonctions sommables Vous avez déja vu qu’on pouvait convoler deux fonctions
f,g € LY(R™). C’est I’élément de L' (R™) défini par

frg(x) = - fwgle—y)dy , pp.xeR" (2.6)
On rappelle au passage que pour montrer que cette quantité a bien un sens et définit un élément de
L'(R™), on utilise le théoréme de Fubini (appliqué a des représentants Borel mesurables de f et g).
On cherche ici a définir la convolution entre une distribution tempérée et une fonction, voire entre deux
distributions tempérées. Disons tout de suite que ce n’est pas toujours possible.
Introduisons pour z € R”, I’opérateur de translation 7,, défini pour toute fonction ¢ : R® — C
par 7, () (y) == ¢(y — ),y € R™. On écrira souvent 7, au lieu de 7,(¢). On notera également ¢ la
fonction p(y) = ¢(—y),y € R™. Alorssi f,g € L'(R"), on a

frgx) = A fW)g(z —y)dy = A FW)m(9)(y) dy = T (72(3))-
C’est cette derniere expression de f * g qui suggere les généralisations qui suivent.

Convolution de 7' € S'(R") et ¢ € S(R")
Définition 24 Si T € S'(R") et et ¢ € S(R™), on définit
T x p(x) =T (129).

Cette définition a bien un sens puisque 7, € S(R™) pour tous 2z € R"™, p € S(R™). Mais on peut
dire plus, grace au lemme suivant.

Lemme 7 Soit ¢ € S(R™).
1) La fonctionu : x € R" — 1,0 € S(R") est continue sur R™.
2) On introduit pour h > 0

on(r) = Pz + he}i) aG) ., zER™

Alors pp, — 01 dans S(R™).

Preuve : Montrons la continuité de u en un point x € R™. On pose ¢ := T,p. Pour tout y € R",
Ty = Ty—zTap, donc 7y — T, = 7,1 — 1p. Donc (quitte a remplacer ¢ par v), on peut supposer
x = 0. Il sagit donc de prouver que pour tout p € N, N,(1,0 — ¢) — 0 quand y — 0.

Soit o, B € N, |, | 8| < p. Par la formule de Taylor avec reste intégral a I’ordre 1 appliqué a 9%,
on a pour tout y, z € R",

1 n
P ely+2) - 0% = [ 00"l + tyui
U
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On va multiplier par z“ et utiliser les inégalités suivantes :

2% < |2]l*T < 20z gl + 1y < CCDC Iz +ty) |+ 1+ [yP)
[vI<]el

pour une certaine constante C' > 0 qui ne dépend que de n et p. Cela implique

1 n
207 (y + 2) — 0 p(2))| < C/O D 1807 o(z + ty)lwil( Y 1=+ ty) |+ 1+ [yf?)
i=1

[vI< e
<O+ [yP)Nps1 (@)Yl

ot C’" > 0 ne dépend que de n et p. On en déduit que N, (749 —¢) — 0 quand y — 0, d’ ot la continuité
de u.

Montrons que @5, — 01 dans S(R™). Fixons p € N. Il s’agit de montrer que V),
d1p(-)) — 0. Soit o, 5 € N", ||, |B] < p. Par la formule de Taylor avec reste intégral a I’ordre 2
appliqué a 9, on a pour tout z € R™, h > 0

(so(-+h61)*<p(-) _
h

1
Pon(x) — 9P01p(x) = / (1 — 1)8P0%p(x + they)h dt.
0
On multiplie par z“ et en utilisant les mémes inégalités que précédemment, on obtient
|28 n(x) — 0%Orp(2))] < C"(L+ |IP) Npra(p) R,

ot C" > 0 ne dépend que de n et p. On en déduit que NP(M —O1p(+)) = 0.
U

Proposition 10 Soir T' € S'(R™), ¢ € S(R™). La fonction T x p est C*°(R™) et au plus polynomiale a
Uinfini. 1l existe C' > 0 et p € N qui ne dépendent que de T tels que

T ()] < CA+[z[")Np(p) , = €R"
En particulier, T'x s’identifie a une distribution tempérée. De plus, 0“(Txp) = (0T )xp = T*(0%p).

Preuve : La fonction 7" x ¢ est la composée de la fonction z € R" — 7, € S(R™) qui est continue, et
de la forme linéaire continue 7' : elle est donc continue.

Fixons z € R™. En appliquant le lemme précédent a la fonction 1) := 7,,¢ et en utilisant la continuité
de T sur S(R™), il vient

BT in) = () =7 (PPN s 7010) = (@) = Tir (010,

On en déduit que T *  admet une dérivée partielle selon ey, avec 01 (1" * ) = T % (O1¢). C’est bien
stir vrai dans les autres directions eg, . . . , e,. L’argument ayant montré la continuté de 7" * ¢ implique a
nouveau (en remplacant ¢ par 9;¢) la continuité de 9;(T * ¢) = T * (9;¢). Ainsi, T * ¢ est continue et
a des dérivées partielles continues : elle est donc C!'(R™). En itérant ce raisonnement avec les dérivées
partielles de ¢ au lieu de , on obtient donc que 7" * ¢ € C°(R™) et pour tout o € N, 9%(T * ) =
T % (0%p). Ensuite,

T+ (0%¢)(x) = T(12(0%¢)")) = T((~1)*19°7,¢) = (9°T)(12) = (9°T) * ().
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Il reste a prouver que 7T *  est au plus a croissance polynomiale a I'infini. Il existe A > 0 et
p € N tel que pour tout » € S(R™), on a |T'(¢)] < AN,(¢). En particulier, pour tout x € R",
IT x p(x)] < ANp(15¢). Soit a, B € N™ tels que ||, | 5| < p. Alors pour tout y € R”,

[y 0% (o) ()] < 2°(jx — y[ 0%z — )| + [2]*|0" o (z — )]) < CN(P) (L + |2 ).

ot C ne dépend que de n et p. En prenant le sup sur y et en sommant sur «, 3, on obtient Ny (7,¢) <
C(1+ |z[P)Np(¢p) et finalement |T * o(z)| < C'(1 + |z|P)Np(¢), z € R™, o C’ ne dépend que de n
etp.

O

Remarque 1 Si Ry, Ry € S8'(R™) vérifient que pour tout ¢ € C2°(R™), on a Ry * ¢ = Ra * ¢, alors
R1 = Rs.

En effet, on peut supposer par linéarité que R2 = 0. Alors pour tout ¢ € C°(R"™), R1(¢) = Ri*xp(0) =
0 donc R; s’annule sur C2°(R™) qui est un sous-espace dense de S(R™). Comme R; est continu sur
S(R™), on abien Ry = 0.

Proposition 11 Soient T € £'(R™) et o € S(R™). Alors T * ¢ € S(R™). De plus, il existe g € N tel
que pour tout p € N, il existe C, > 0 tel que Np(T * ) < CpNpiq(p).

Preuve : On sait déja que T'x p € C°°(R™). Introduisons 6§ € C2°(R") tel que # = 1 sur un voisinage du
support de 7. Soit p € N. On va montrer que N,(T * ¢) < oo. Soient o, 5 € N” tels que ||, |3| < p.
Pour tout z € R,

2P (T % o) (x) = 2°T (0% ) () = 2T (1,(8%¢)V) = 2T (07,(8°p)").
Il existe ¢ € Net A > 0 tel que pour tout ¢ € S(R™), ona T'(¢) < AN,4(¢). Pour z fixé, on est donc

amené 2 évaluer N,(07,1) en notant ¢ := (8%p)". Pour tout p,v € N, |u|,|v| < g, et pour tout
y € R", la formule de Leibniz implique

[y 0" (0m9) ()| < Caly”| Y 10" 10()107¢(y — )],

[vI<v

ou C ne dépend que de n, v. On majore brutalement sup|5<, 1090 (y)| par CaxB(o,r)(y) ot Ca dépend
de 8, q,etou R > Oesttel que B(0, R) contienne le support de et x B(o,Rr) estla fonction caractéristique
de B(0, R). Alors en notant C3 := C1C2(1 + R)4

[y"0" (0720) ()| < Caxpo.m(¥) Y 107(y — ).

Iv1<q

Comme ¢ = (0%p)Y € S(R"), il existe B > 0 (qui ne dépend que de n, p, q) tel que |07 (z)| <

BNp+q(¥)

i1y pourtous y € N, |7 < g, z € R". Ainsi,

Npig(9) Npiq(p)
s < Doral®) o Nptalp)
" 0" (0m) ()| < Caxpom (W) -z =BTt P

ot Cy, Cs ne dépendent pas de ¢. On en déduit Ny (07,1) < %ﬁéw puis finalement N, (T * ) <

C7Npq(p) < 00, avec Cg, C7 indépendants de ¢. En particulier, T x ¢ € S(R™).
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Convolutionde 7" € £'(R™) et ¢ € C*(R")
Définition 25 Soient T € E'(R™) et ¢ € C°(R™). On définit

T xp(x) :=T(1:9).

Certes, 7, n’est pas nécessairement dans S(R™) : elle est seulement dans C'*°(R™). Mais on se
souvient (?) que les distributions tempérées a support compact admettent une extension naturelle a
C*°(R™), qu’on a ici encore noté T'. Ainsi T" x ¢(x) = T'(07,) pour n’importe quel 6 € C°(R") tel
que 6 = 1 sur un voisinage du support de 7.

Proposition 12 Soient T € E'(R™) et o € C°(R™). Alors T x ¢ € C°(R"™). De plus, 0*(T * ¢) =
(0°T) x o =T x (0%p).

Preuve : on va se ramener a la proposition 10. 11 suffit de montrer que 7" * ¢ € C*°(B(0, R)) pour tout
R > 0. Fixons R > 0 et soit § € C°(R™) tel que # = 1 sur un voisinage de B(0, R) — Kp, ou Kp
désigne le support de 7'. Au cas ol ce ne serait pas clair, B(0, R) — K7 est ’ensemble {x —y : = €
B(O, R),y S KT}.

Soit z € B(0,R). Pour tout y € R", 7,.3(y) — 7(00)Y(y) = (1 — 0(z — y))e(x — y). Donc
la fonction 7, — 7,(6¢)" s’annule sur un voisinage de Kr. Donc T'(1,¢) = T(7:(0¢)"). Ainsi,
T x @ =T x (6) sur B(0, R). Par la proposition 10, on sait que 7" (fp) € C*°(R™). On en déduit
que T % ¢ € C*°(B(0, R)), comme attendu.

De plus, toujours sur B(0, R), 0(T * ¢) = 0(T * (8¢)) = T * (0*(0¢)) par la proposition 10.
Comme # = 1 sur un voisinage de B(0, R) — K7, toutes ses dérivées partielles y sont nulles. On en
déduit que 0“(Ap) = 0% sur B(0, R) — K, ce qui implique comme précédemment 7" (0%(0y)) =

% (00%p) = T % (0%p) sur B(0, R). Par ailleurs, toujours par la proposition 10, T * (0%(f¢)) =
(0°T) * (6) = (0“T) * ¢, ce qui acheve la preuve.
U

Une propriété (plus importante qu’il n’y parait) de la convolution 7" * ¢ telle qu’on I’a définie lorsque
T € S'(R") et o € S(R™), ou lorsque T" € E'(R™) et ¢ € C(R™), est qu’elle commute avec les
translations : pour tout z € R,

To(T * ) =T x (120).

Convolution de deux distributions dont I’une est a support compact On se donne deux distributions
tempérées T, S € S’(R™) et on suppose que I'une des deux est a support compact. On s’intéresse a
I’ opérateur

L:peSR") = Tx(S*¢p)e C*(R"). 2.7

Commengons par observer que L est bien défini. Si T € &'(R™), alors S * ¢ est C*°(R™) et donc
T « (S * ) a bien un sens par la définition 25 et c’est une fonction C*°(R"). Si S € &£'(R™), alors la
proposition 11 montre que S * ¢ € S(R™). Alors T * (S * ) a bien un sens, par la définition 24 et c’est
méme une fonction C>°(R").

Définition 26 Soient T,S € S'(R™) et on suppose que l'une des deux est a support compact. Alors
T « S est la forme linéaire p € S(R™) — L($)(0), out L est défini par (2.7).

Proposition 13 Soient T, S € S'(R™) avec S ou T & support compact. La forme linéaire T * S est
continue sur S(R™).

Preuve : Supposons pour commencer que S € £'(R™). Par la proposition 11, ’endomorphisme ¢
S * ¢ est continu. Or L()(0) = T((S * ¢)V). Donc ¢ — L(¢)(0) est continu comme composée
d’applications continues.
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Si on suppose maintenant 7' € £'(R"™),S € S'(R™), on écrit L()(0) = T(6(S * p)¥) ou 0 €
C2°(R™) vaut 1 sur un voisinage du support de 7". On conclut par le lemme 8 ci-dessous.
O

Lemme 8 Soient S € S'(R™) et 6 € C°(R™). Alors I’application linéaire p — 0(S * @) est continue
de S(R™) dans lui-méme.

Preuve : Soient p € N, o, 8 € N |a|,|B] < p. Soit R > 0 tel que B(0, R) contient le support de 6.
Pour tout x € R", par la formule de Leibniz,

[220°(0S * ¢) ()| < Crxpor) (@) Y S+ (@ ¢)(@)],

[vI<p

ou ('] dépend de 0 (on a majoré uniformément les dérivées partielles de 6, sans oublier qu’elles s’an-
nulent hors d’une boule B(0, R), ce qui a permis aussi de majorer [z < C'RP).

Par la proposition 10, il existe C et ¢ € N tels que pour tout ¢ € S(R™), on a |S * ¢(x)| <
C2(1 + |x]|7)Ny(¢)). En prenant ¢p = 07, il vient

[2207(8S * ¢) ()| < C3Np1q(9),

ol C'3 est indépendante de . Finalement, N, (6(S * ¢)) < C4Np1q(¢), avec Cyindépendante de .
O

Remarque 2 Soient T, S € S'(R™) avec S ou T a support compact. Alors T x S est ['unique élément
R de S§'(R") tel que pour tout ¢ € S(R™),

Rxp=Tx(Sxp).
En effet, observons d’abord que (7" % S) * ¢ =T * (S * ). On a
(T 8) % 0(0) = (T'+ S) () = L((0)) = L()(0) = T * (S ) (0).

Ensuite, si z € R"™,

(T 5) x p(x) = (T-2((T'* 5) x ¢))(0) = (T'* §) * (T-2)(0) = T (S * (T-2))(0)
=T (T *(S*¢))(0) =T (S *¢)(x).

Pour I'unicité, on applique la remarque 1.
U
Comme dans les deux premiers cas ol on a défini la convolution T'x¢ avec (T, ) € S'(R™) xS(R")
ou (T, p) € E'(R™) x C*°(R™), on a encore

Proposition 14 Soient T, S € S'(R™) avec S ou T a support compact. Alors pour tout o« € N, on a
0T *S) = (0°T) xS =T % (0*S).
Preuve : Soit ¢ € S(R™). Alors
O (T 8))*xo=(Tx8)*x(0%) =T x(S*(0%)) =T % ((0%S) x ) = (T * (0%S)) * ¢
et aussi

(0T % 8)) % o =T x (S%(9%0)) = T+ (S ) = (9°T) * (S x ) = (9°T) % S) * .
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2.5.3 Propriétés de la convolution

Proposition 15 (Convolution et support) Soient T, S € &'(R™). Alors TS € E'(R™) et supp TS C
supp T' + supp S.

Preuve : On sait déja que TS € S’(R™). Notons K le support de T" et Kg celui de S. Soit ¢ € S(R™)
tel que supp ¢ C R"\ (K1 + Kg). Alors,

(T*S) () =T * (S*¢)(0) =T((S*@)").

La fonction ¢ s’annule sur un voisinage de K1 + Kg donc il existe un voisinage V' de K tel que pour
tout x € V, 7_, s’annule sur un voisinage de Kg et donc S * p(—z) = S(7_,p) = 0. On en déduit
que T((S * »)¥) = 0. Donc supp T xS C supp T + supp S.
O
Cette proposition s’applique notamment lorsque 1’'une des des distributions tempérées, voire les
deux, sont des éléments de S(R"™).
Dans le lemme suivant, on montre que pour tout ¢ € S(R™), I’application 1) — ¢ * 1) est un
endomorphisme continu de S(R"™).

Lemme 9 Soient ¢, € S(R™). Alors ¢ x 1 € S(R™). De plus, pour tout p € N, il existe Cp, > 0 telle
que

Np(p *9) < Cp(No(¥) Nptnt1() + Np(0) Nprnt1(2)).

Preuve : Soit p € N. Soient o, 5 € N” tels que || < p,|8| < p. On rappelle que pour tout k € N, il
existe By, > 0 (qui ne dépend que de n et k : voir au besoin (2.2)) tel que pour tout z € R", pour tout
|7] < k,ona

N ()

1+ |z|F

07¢(x)| < By

et de méme pour .
En utilisant |z|lol < 219l (|z — y|lol + |y[lel)y < 27(|x — y|lol + |y[lol), on a

2167 p(z — )l < 27 (e = ol*16%p(z — )l W) + Iy 10%e(@ - Y)W

@~y [y[*!
< 2Bpint (Np+n+1(80)No(¢)1 o — gt + Np(‘P)Np+n+1(¢)W :

On en déduit
|2°0° (p % ) (z)] < |2]* /R 0°0(x — )l|Y(y)| dy < C(Npint1()No(¥) + Np(©) Npins1(¥))

ou C ne dépend que de n et p.
O

Proposition 16 (Associativité 1) Soient T, S, R € S'(R™) avec au moins deux a support compact.
Alors (T« S)« R =T = (S * R).

Preuve : Soit ¢ € S(R™). Alors
(T+S)*R)yxp=(T*S)x(Rx¢)=T*x(S*(Rxp) =T+ ((S*xR)xp)=(Tx*(S*R))x*¢,

ce qui prouve le résultat.
g
On en vient a la propriété la plus délicate a prouver concernant la convolution des distributions
tempérées : 1’associativité lorsque 2 des facteurs sont dans S(R™). On aura besoin du lemme suivant :
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Lemme 10 Soient u € S(R™ xR™), T € S'(R™) et Q > 0. Alors la fonction y — f(fcg Qym u(z,y) dx
est dans S(R™), la fonction x — T(y — u(x,y)) est continue et

T (y — / u(z,y) d:c) = / T(y — u(x,y))dz.
(—Q,.Q)m™ (=Q,Q)™

Preuve : Posons v(y f( u(z,y) dx. Comme v € C°(R™ x R™) et qu’on intégre sur un
compact, par le theorem de derlvatlon sous le signe intégral, la fonction v € C°°(R™) et pour tout
ae N 0%(y) = f( 0.0 % u(x,y) dz. On a alors pour tout p € N”, N,(v) < oo, ce qui montre la
premiere affirmation.

Montrons que x + T'(y + u(x,y)) est continue. Par le lemme 7, z € R™ = 7_, gyu € S(R™ x
R™) est continue. Puis I’application linéraire w € S(R™ x R™) — w(0,-) € S(R™) est continue, car
pour tout p € N, N,(w(0,-)) < Np(w). Donc par composition, z € R™ — u(x,-) € S(R") est
continu, et il en va donc de méme de z — T'(y — u(zx,y)).

On montre la derniere affirmation par récurrence sur m > 1. Pour m = 1, considérons les fonctions

t t
G:teR»—>T(y'—>/ u(z,y)dx) H:tGRH/ T(y — u(x,y))dz.
-Q -Q

Posons pour i > 0 vp(y) = % tt+h u(z,y) dx. Comme dans la preuve du lemme 7, on montre que
pour tout p € N, il existe C), > 0 tel que pour tout h € (0,1)
Np(vn — u(t, y)) < CpNpy1(u)l|hl.

Donc (v )p>0 converge vers u(t,.) dans S(R™). On peut conclure par continuité de 7" sur S(R"™) que G
est dérivable, de dérivée x — T'(y — u(z,y)).

Comme z — T'(y — u(z,y)) est continue, la fonction H est dérivable, de dérivée x — T'(y +—
u(x,y)). Or G(—Q) = H(—Q) = 0. Donc H = G. En particulier, H(Q) = G(Q) : la propriété est
vraie pour m = 1.

Supposons-la vraie jusqu’au rang m — 1 et montrons-la pour m. Par le théoreme de Fubini et le cas
m = 1 appliqué a la fonction (z,y) — f(—Q,Q)M*l w(z1, 2, y) dx’, on obtient

T (y »—>/ u(z,y) dx) :/ T (y >—>/ u(xy, 2, y) dx’) dxy.
(7Q9Q)"L (7Q’Q) (7Q7Q)m_1

Pour chaque 1, on applique alors le cas m — 1 a la fonction (z/,y) € R™~! x R v u(z1, 2, y) :

7y / w(an, ol y)da' | = / T(y s u(wr, o', y)) da’
(—Q,Q)m—1 (—Q,Q)m—1

Il suffit d’intégrer en x; pour obtenir la propriété au rang m. La propriété est donc vraie pour tout m.
O

Proposition 17 (Associativité 2) Soient @, € S(R"), T € S§'(R™). Alors pour tout x € R™

T (px9)(x) = (T * @) x ().
Preuve : Ona T x (p x ) (z) = T(72(p x 1))V) avec

nl <) ) = b —9) = [ e@e—y-di= [ ply— -2 d:

RTL
~ [ ol - 2=
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Par ailleurs,

(T ) * 9 (x) —/ T(1,9)¢(z — 2) dz.

n

Supposons dans un premier temps que ¥ € C°(R™). On fixe x € R"™. Soit @ tel que (—Q, Q)"
contienne le support de 1»(z — -). On applique le lemme précédent avec u(z,y) = (7.¢)(y)yY(x — 2) et
on obtient que

1([ o) = [ T -2 de

n

Dans ce cas 13, on a bien T * (o x ) (x) = (T * ) * ().

Dans le cas général ol on ne suppose plus ¢ € C°(R™), on se donne une suite (1;) j>0 C C°(R™)
convergeant vers ¢ dans S(R™). On a donc pour tout j > 0, 7" * (¢ * 1;) = (T * ¢) * 1p;. On a déja vu
que a ¢ € S(R™) fixé, ( — ¢+ ( est un endomorphisme continu de S(R"™). Ensuite, si ({;)j>0 C S(R"™)
converge vers ¢ et S € S§’(R™), alors par la proposition 10, pour tout x € R™,

|5 Gj(w) = S ((a)] = |5+ (G = Q@) < O+ [x[")Np(¢ =€),

ou C' > 0 et p € N ne dépendent que de S. Donc pour tout £ € S(R™), on a

(S5 G)(&) = (S (O] < C"Np(§)Np(G5 — €.

Ainsi, (S * (j); tend vers S * ¢ dans S’(R™). On applique ce qui précede a S = T et (; = ¢ * 1p; d’une
part, et S = (T ) et (; = 1; d’autre part. On obtient donc T" * (¢ * ) = (T * ¢) * 9, ce qui acheve
la preuve.
O
Lorsque T est de la forme T’y avec f mesurable au plus polynomiale a I’infini, cette proposition est
une conséquence facile du théoreme de Fubini.

Exercice 51 Soit T' € &'(R™), ¢ € C°(R") et ¢p € C°(R™). Alors pour tout x € R"

T+ (px ) (@) = (T @) x ().

On pourra se ramener au cas on @ est a support compact, en établissant 1’égalité pour © € B(0, R)
avec R arbitraire.

Proposition 18 Soient T € S'(R"), p, ¢ € S(R™). Alors

(T @) () =T(P* ).

Preuve : Observons d’abord que les deux membres ont bien un sens. A gauche, T'x @ est une fonction
C*°(R™) a croissance polynomiale, donc s’identifie & un élément de S’(R™), auquel on peut appliquer
1 € S(R™). A droite, on sait que la convolée de deux éléments de S(R™), a savoir ¢ et 1, est dans
S(R™) et donc T'(¢ 1)) a bien un sens.

Montrons 1’égalité. Posons ¢ := ). Par la proposition 17, (T * ) * ((0) = T * (¢ * ¢)(0), ce qui

donne en revenant a la définition de la convolution :(T'x ) (¢) = T((¢*¢)"). Comme (¢ * ()Y = @ =,

ona (T * )(¢) = T(¢ * ). Puisque ¢ = v, on a bien (T * ©)(¢) = T(p * ).
(]

Exercice 52 Montrer que si ¢ € S(R") et si p € C°(R") est telle qu’il existe C > 0,p > 0 vérifiant
[(x)| < C(1+ |z|P) pour tout = € R™, alors 1) est bien défini, est C°°(R™) et p x 1 = 1) x .

Proposition 19 (Commutation) Soient T, S € S'(R™) et on suppose que l'une des deux est a support
compact. Alors T xS = S xT.
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Preuve : Soient ¢, ¢ € C°(R™). Par la proposition 10, 7' ¢ € C*°(R"™) et il existe C' > 0,p > 0 tels
que pour tout x € R™, |T x ¢(x)| < C(1 4 |z|P). Il en de méme pour S * . Alors par associativité et
I’exercice 52,

(T S)x(pxh) =T (Sx(px0)) =T*((Sx@)xp) =T (x(Sxp)) = (T x1h) x (5 ).

Onademéme (S*T)*(pxp) = (S*¢)* (T *1). Si par exemple S est & support compact, alors .S *
est dans S(R™) par la proposition 11. L’exercice 52 implique alors (7« 1)) % (S ) = (S* ) * (T x1).
Donc (T * S) * ((p x 1)) = (S*T)x(px¢) = (S*T)* (¢ x1). Donc pour tout 1) € C°(R™),
(T« 8)*p)x1p = ((S*T) ) *1, ce qui implique (T * S) * p = (S * T') * p. Comme c’est vrai
pour tout ¢ € COO( "),onaT*S=S5xT.

O

Exercice 53 Montrer que § est le neutre de la convolution : pour tout T € S'(R™), pour tout ¢ €
S(R™),ona
oxT =T |, dxp=¢.

Proposition 20 (Approximation) Pour tout T € S'(R™), il existe une suite (vy)p>o C C®(R") a
croissance polynomiale a linfini telle que T, — T dans S'(R™).
Preuve : Soit p € C2°(R") telle que p > 0, [, p = 1 et supp p C Bgn(0,1). Puis on introduit pour
tout £ > 1 la fonction pg(x) := k"p(kx). On pose enfin vi(z) := T * pr(z), qui est une fonction
C>°(R™), a croissance au plus polynomiale a I’infini. On peut donc considérer T;,, € S'(R™).

Soit maintenant ¢ € S(R™). Par la proposition 18, on a (T3, )(¢) = T'(pk * ¢). Il reste donc a voir

que p * ¢ — @ dans S(R™). Soit p € N. Comme dans la preuve du lemme 7, il existe C' > 0 tel que
pour tous z € R™, |a|, | 3| < p, pour tout y € Bgrn(0,1),

2(0%p(x) — 0 p(z — )| < Cly|Nps1()-

En écrivant 2%(0%p(z) — 0%, * o(x fBRn o1 (W) (0P p(z) — 0P p(x — y)) dy, on obtient

5 C
Np(p — pr x ) < ENp-H((p)y

ce qui permet de conclure.

2.6 Transformée de Fourier dans S’(R")
Comme toujours, pour avoir une idée de la transformée de Fourier d’une distribution tempérée,

commengons par considérer le cas ou celle-ci est de la forme 7', avec [ € LY(R™). Alors pour tout
p € S(R"),

7@ = [ f@pe)dn= [ fa) [ ety dody
Comme (z,y) — f(x)e “®€)p(y) est dans L' (R™ x R™), on peut appliquer le théoréme de Fubini :
7@ = [ o) [ e dndy = Typ).
Vous ne serez donc pas étonnés par la définition qui suit
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Définition 27 Pour tout T € S'(R™), on pose pour ¢ € S(R™)
T(p) = T().

Comme Iapplication ¢ — § est linéaire continue de S (R™) dans lui-méme, on en déduit par composi-
tion que 7' € S'(R™). L
Par ailleurs, il est immédiat que si T; — 7" dans S’(R"), alors T; — T dans S'(R"™).

Proposition 21 L’application T T est un isomorphisme de S'(R™).

Preuve : L’application est linéaire. Montrons qu’elle est bijective. La formule d’inversion pour les €lé-
ments ¢ € S(R™) affirme que F(($)¥) = (27)"p. On peut définir pour tout T € S’(R™), T' I’élément
de S'(R") par ¢ € S(R™) — T(p). Lappliaction T+ T' commute avec J, car c’est déja le cas sur
S(R™). Alors, pour tout p € S(R™),

FUT) ) ) =(T)"(2) =T((2)") = T(F(@)")) = 2m)"T(¢).
Donc, la formule d’inversion reste vraie sur S’(R"). Elle implique que F est inversible, d’inverse F ' :

SNV . 1 ™
T — (1) = T

i
O

Exercice 54 On rappelle que si p € S(R™), alors 8%0 = iloleeB et 92¢ = (—i)lelzop. Etablir des
formules analogues pour une distribution tempérée T € S'(R") au lieu de p € S(R™).

Proposition 22 Soit T € £ (R™). Alors la fonction v : € — T(x — e~ ")) est une fonction C(R™).
De plus, il existe C' > 0 et p € N telle que pour tout ¢ € R",

[0(&)] < O+ [E). (2.8)

Enfin, 'application ¢ € S(R™) — [, v(§)@(§) d€ définit un élément de S'(R™) qui coincide avec T.

2

ily

Preuve : On a pour tout z, £ € R™, —i(z, &) = L(|lz — £|*> — |z|> — |¢|?). Introduisons ¢ (y) = € 2
—ily|?
et Y(y) =

e~ 2 . Dans toute la suite, on identifiera et la distribution tempérée T, qu’elle induit, et
de méme pour 1.
On a e &) = o(&)y(x)Tep(x) et donc

T(w = e " 8) = (T (2 = P(a)7ep(2))

c’est-a-dire v(§) = Y(§)((WT) * ¢)(§). Comme YT € E'(R™), on a (YT) x p € C(R") par la
proposition 12. Ainsi, v est bien C°°(R™). De plus, (¢T) x ¢ € S'(R™) comme convolée d’un élément
de &'(R™) et d’un élément de S’ (R™).

Pour prouver (2.8), on introduit § € C2° (R”) valant 1 sur un voisinage du support de 7T'. Ainsi, pour
tout £ € R", ona v(g) = T(x — O(z)e "5), Comme T € S8'(R™), il existe C' > Oetp € N tels
que |T(z — O(x)e )| < ON,(z — O(x)e™ ). Alors (2.8) découle de la formule de Leibniz
appliquée 2 6 et x — e @€

Enfin, pour tout ¢ € C°(R™), (v € C°(R™) etona

/n v(@)¢(x) de = (PT) * ) (¥C) = ((WT) * p) * (1) (0).
Par la proposition 16, ((¢T') * ¢) * (1¢)V(0) = (¥T') * (¢ * (¢¢)¥)(0). On en déduit
/n v(@)¢(x) do = (YT) * (0 * (16)")(0) = (WT)($ * (1¢)) = T(1h(¢ * (1()))-
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Ensuite, ¢ € L®(R"), ¢ € L*(R™) donc

n

% (0 (z) = / (@ — y)e(u)C(y) dy.

Alors

ie—y|2 —ily|2 —ilz|? ~
2

P(@)(@* (PO)(x) = | P(x)p(r —y)Y(y)C(y) dy:/ ez e 2 ez ((y)dy=((x)
R" Rn

et donc

[ v de=7@) =7(0).

On déduit de la proposition 22 que 5=1 (la fonction contante égale a 1).

Proposition 23 On a la formule w* v = U0 lorsque
1) u,v € LYR"),
2) ueS'(R"),ve SR,
3) ue S'(R"),ve & (R").

Proof : Le point 1) résulte du théoréme de Fubini appliqué a la fonction sommable
(2,2) € R" x R" — e "5 y(2)e @8y ()

qui donne (avec le changement de variable linéaire z — y = z + x)

u(&)v(é) :/ / e_i<z’§>v(z)e_i<‘”’5>u(:c) dzd;vz/ / e_i<y_$’§>v(y—w)e_i@’@u(x) dy dz
— [ @ty - )0 dody = 77T(6),

ce qui prouve le point 1). Un calcul analogue montre que si v, ¢ € S(R™), alors ¥ * ¢ = 59\0 On va en
déduire le point 2) ot u € §'(R™), v € S(R™). Soit ¢ € S(R™). On a par la proposition 18

wrv(P) = u(® * ) = u(ty) = U(dy) = (3a)(¢),

ce qui prouve le point 2).
Montrons enfin le point 3). Soit ¢ € S(R™). Alors

uxv(p) = (uxv)(@) = (uxv) * ()"(0) = ux (v (2)")(0).

La derniére égalité provient de la remarque 2. On en déduit o * v(p) = u (¥ * ).

Par ailleurs, uv(y) = u(vyp) (en effet, noter que le produit v a bien un sens, car par la proposition
22, v est C* a croissance polynomiale). Donc uv(p) = u(@) Il reste donc a voir que 5:0 =0x*p. La
formule d’inversion permet d’affirmer que pour tout ¢ € S(R"), F ((@)v) = (2m)™). On applique ceci
ay(z) =vp: F(Y) = (27)" 0. Par ailleurs, le point 2) appliqué a v et ()" donne

Fu=((®)") =0F((@)") = (2m)" vy

de nouveau par la formule d’inversion appliquée a ¢. En appliquant F~! = ﬁ}" , on en déduit

—

U = ¥ * { comme attendu.
]
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Proposition 24 Soient p € S(R™),T € S'(R™). Alors oT = @f * .

Preuve : En appliquant successivement les opérateurs ¥ et F, la formule d’inversion montre qu’il est

équivalent de montrer que

(2m)"T = FUT *@)Y).

1
(2m)"

En utilisant que (T * 3)Y = ((T)V) = ((3)V) et le point 2) de la proposition précédente, on obtient

@f«f £9)") = —— F(D)F(@)).

1
(2m)"
Par la formule d’inversion F((T)¥) = (27)"T et F(($)") = (27)™¢, ce qui permet de conclure.

U

2.7 Exercices supplémentaires

Exercice 55 Construire une suite (f,)n>0 C L' (R) qui converge presque partout vers 0 et qui converge
vers §y dans S'(R).

Exercice 56 Montrer que x € R +— In |x| définit un élément de S'(R) et calculer sa dérivée au sens des
distributions.

Exercice 57 Soit T € C(R). Justifier que T € S'(R) puis calculer sa dérivée au sens des distributions.

Exercice 58 Soit T' € S'(R). On suppose que sa dérivée au sens des distributions T" est nulle. Montrer
que T s’identifie a une fonction constante. Que dire si T' s’identifie a une fonction continue ? Et si T"
s’identifie a une fonction L*(R) ?

Exercice 59 Soit T' la fonction caractéristique du demi-espace R'}. Montrer que T s’identifie a un
élément de S'(R™) puis calculer sa dérivée au sens des distributions.

Exercice 60 Soit T € S'(R™). On suppose que toutes les dérivées partielles de T au sens des distribu-
tions O;T, i = 1,...,n, peuvent étre représentées par des fonctions continues : il existe v; € C°(R")
au plus polynomiale a 'infini telle que 0;T = T,,. Montrer que T peut étre représenté par une fonction
CY(R™). On pourra procéder comme suit :

1) Soit x. une approximation de [’identité a support compact, et T, := T x x.. Montrer que

S|
Toa) =T(0)+ Y /0 20T (1) dt.
=1

On pose S:(x) =Y i, fol x;0; T (tx) dt.

2) Montrer successivement que 0; 1. converge uniformément sur tout compact vers v; et que Se
converge uniformément sur tout compact vers une fonction continue u.

3) Soit p € C(R™) d’intégrale non nulle. Montrer que Tc(yp) — T () et en déduire que T,(0) a
une limite. Montrer que T, converge uniformément sur tout compact vers une fonction continue et
conclure.

Exercice 61 Soit T : S(R™) — C définie pour tout ¢ € S(R?) par
T(p) = /RsO(w, —x) dz.

Montrer que T € S'(R?). Quel est le support de T ? Montrer que T ne peut s’identifier & une fonction
de C°(R?). Enfin, calculer (01 — 02)T.
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Chapitre 3

Applications aux équations aux dérivées
partielles

3.1 Passage en coordonnées sphériques et intégrales sur la spheére

L’intégration sur des surfaces de R?, ou plus généralement sur des variétés, n’est pas au programme
de I'agrégation. On peut s’en passer pour définir le changement de variables en coordonnées sphériques
qui, lui, est au programme.

3.1.1 Le cas du plan

Commengons par R%. On définit @ : (r,6) € Rt xR +— (r cosd,7sin #). C’est une application C™
sur son domaine. Comme le théoréeme de changement de variables dans une intégrale multiple exige des
C' difféomorphismes, on va étre amené a restreindre ® 4 un sous-domaine. En effet, la différentielle de
d est

D®(r,0): (t,n) € R xR (tcosf —rusind, tsin@ + rypcosf).

La jacobienne de ® dans la base canonique est donc

cos —rsinf
sinf rcos6

Le jacobien est r. En particulier, le jacobien ne s’annule que pour » = 0. Le théoréme d’inversion
locale implique alors que pour tout (r,6) €]0, +oo[xR (noter qu'on a exclu r = 0), ® est un C*
difféomorphisme d’un VOISINAGE V' de (r, ) sur ®(V'). Un difféomorphisme local ne suffit pas pour
appliquer le théoreme de changement de variables. Un difféomorphisme global est nécessaire. On a
donc naturellement recours au théoréme d’inversion globale, qui exige non seulement que ¢ ait une
différentielle inversible en tout point de son domaine, mais aussi que ¢ soit injective sur son domaine.
On avait déja restreint le domaine initial de ® a ]0, +oo[xR. Il va falloir encore en enlever pour assurer
I’injectivité (mais bien sir, on veut en enlever le minimum, pour que le changement de variables en
coordonnées polaires puisse s’ appliquer sur un maximum de domaines).

Si (r,0), (1", 0") €]0,+oo[xR vérifient r cos@ = 1’ cos@,rsinf = r’'siné’, alors en élevant au
carré ces deux égalités et en utilisant cos? 4 sin? = 1, on obtient r = r’. Ainsi, cosf = cos @’ et
sinf = sin@’. 1l existe donc k € Z tel que ' = 6 + 2kw. On voit donc que si on restreint ¢ a
10, +00[x]0, 27[, I"application ® devient injective. On a enlevé 0 et 7 pour que le domaine de ® soit un
ouvert : le théoréme d’inversion (locale ou globale) s’applique a une fonction définie sur un ouvert.

En conclusion, on obtient que ® est un C*° difféomorphisme de 1’ouvert |0, +00[x]0, 27| sur son
image (dont on sait seulement pour I’instant que c’est un ouvert, parce que I’image d’un ouvert par un
difféomorphisme, et méme par un homéomorphisme, est un ouvert!).
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Déterminons a présent I'image de @ : U := ®(]0, +-00[x]0, 2[) (on en aura besoin pour appliquer
le théoréme de changement de variables). Un dessin nous suggere que U = R?\ (R™ x {0}). Montrons-
le. Soit (z,y) € R?\ (RT x {0}). Posons 7 = /22 + y? et X := £, Y := ¥ (noter que r # 0 puisque
(x,) # (0,0)). Alors X2 +Y? = 1. Donc il existe un unique 6 € [0, 2| tel que X = cosf,Y = sin 6.
Mais 6 # 0 car (z,y) ¢ RT x{0}. Ainsi, il existe bien (r, 0) €]0, +00[x]0, 27 tel que ®(r, ) = (z,y).
Donc U contient R? \ (R* x {0}). Réciproquement, si (z,y) € R x {0} ets’il existe r € R*, 6 € R
tels que * = rcosf,y = rsinf, on prétend que r = 0 ou bien § € 27Z. En effet, on a forcément
22 + y? = r2. Sir = 0 c’est terminé. Sinon, le fait que y = 0 et z > 0 implique bien que § € 27Z. On
amontré que U = R?\ (R x {0}).

En résumé, ® est un C! difféomorphisme de |0, +0o[x]0, 27| sur U de jacobien 7. On peut donc
I’utiliser comme changement de variable.

Pour tout R > 0, pour toute fonction f € L'(B(0, R)), on a (en utilisant le fait que R* x {0} est
de mesure nulle pour la mesure de Lebesgue bidimensionnelle)

/ flx)dx = / f(x)dx
B(0,R) B(0,R)NU
R 27
= / f(®(r,0))rdrd = / rdr f(rcosf,rsinf)dob.
®-1(B(0,R)NU) —0 0

Dans la derniére ligne, on a aussi utilisé le théoreme de Fubini (qu’il est 1égitime d’utiliser ici : pour
le voir, il suffit de commencer par écrire ce qui précede avec |f| au lieu de f et d’utiliser le fait que
f € LY(B(0, R))). Parfois, on écrit
2m
f(rcosf,rsinf)dd = flrw) dw
0 St

ot S' désigne le cercle unité.

Exercice 62 Pour quelles valeurs de a > 0 la fonction x — ﬁ est-elle intégrable sur B(0,1) ? sur
R?\ B(0,1) ? sur R? ?

Sur le cercle S1(0,7) de centre 0 et de rayon r > 0, on écrit f51(0 r) flo)do =7 [ f(rw)dw =

r fozﬂ f(rcos@,rsinf)df. On en déduit la formule de Stokes suivante :

Proposition 25 Soient f,g € C'(R"). Alors pour tout R > 0,

[ @@= [ s [ Vot

B(0O,R)
ou pour tout 0 € 0B(0, R), v, = o7

ol

Preuve : il s’agit d’une égalité entre intégrales vectorielles, définies coordonnées par coordonnées. In-
troduisons pour tout (7, ) €]0, co[xR, la base orthonormée (u,, ug) définie par

Uy = DO(r, 0)(1,0) . upi= %D(I)(r,&)((), ).

Posons ensuite h(r,0) = f(®(r,0)) etde méme k(r,0) = g(®(r,0)). Onaalors 0, h(r,0) = (V f(P(r,0)), u,)
et Qph(r,0) = r(Vf(®(r,0)), up). On en déduit pour tout x € U

Vf(x) = 0rh(r,0)u, + %(%h(r, 0)ug
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Il est sous-entendu dans les lignes précédentes que u,., up sont évalués au point (r cos 6, rsinf). Par
passage en coordonnées polaires, il vient

2m R
/;(O,R) g(x)Vf(x) dr = / Ur d0/0 rk(’l’, 0)87]1(7“, 0) dr

0

R 2m
+/ dr/ k(r,0)0gh(r,0)ug db.
0 0

Par intégrations par parties, on a
R R
/ rk(r,0)0-h(r,0)dr = Rk(R,0)h(R,0) — / (k(r,0)h(r,0) + ropk(r,0)h(r,0)) dr.
0 0

On en déduit

/02” wy df /0 C k(00,0 (r,0) dr = / F(0)a(0 Vo do

dB(0,R)

R 2
_ / dr / (e(r, O)h(r, 0) + 7O,k (r, 0)(r 0) )y dO.
0 0

De méme, par intégrations par parties, cette fois par rapport a 8, on obtient

R 2m R 2m
/ dr/ k(r,@)agh(r,e)uedez/ dr Ok (r,0)h(r,0)ug do
0 0 0 0
2 R
+/ d9/ k(r,0)h(r, 0)u, dr.
0 0

(le terme de bord s’annule par 27 périodicité et on a aussi utilisé que Jpug = —u,..). En sommant ces
deux quantités, on a finalement

[ @@= [ soopedo - [ 9ot i

B(0,R)

ce qui est le résultat attendu, puisque u, = V.

3.1.2 LecasdeR"

Le passage en coordonnées sphériques dans R™ est une généralisation de ce qui précede. On définit
cette fois-ci I’application ®(r, 61, ...,0,—1) = (z1,...,2,) par

T, = rcos b
To = rsin 07 cos Oy
3.1
Tp_1 =7rsinfisinbs...sin6,,_ocosb,_1
T, = rsinfisinfy...sinf,_1.

Cette application est C* sur RT x R”~! mais 12 encore, on va déterminer le domaine sur lequel res-
treindre @ pour que cela devienne un C* difféomorphisme. On commence par la matrice jacobienne de
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® dans la base canonique

cos 01 —rsin 6 0
sin 64 cos 65 r cos 01 cos O —1r sin 64 sin 09
sin 01 sin 05 cos O3 r cos 6 sin 6 cos 03 r sin 67 cos 0y cos 3

sinfy---sin@,,_ocosB,_1 rcosbisinfy---cosb,_1 7sinfcosbsy---cosb,_1
| sinf@y---sinf,_9sinb,_1 rcosbysinfy---sinf,_; 7rsindicosbsy---sinb,_1
0

0
0

—rsinf;---sinf,,_osinb,,_1
rsinfy ---sinf,,_s cosb,_1

Notons A, (7, 01, . . ., 0,_1) le déterminant de cette matrice, c’est-a-dire le jacobien de ®. On commence
par factoriser les n — 1 derniéres colonnes par 7 : A, (7,01,...,0,_1) = 7 1AL(1,61,...,0,_1).
On va calculer le déterminant A, (1,61, ...,6,_1) en le développant selon la premiere ligne. Noter que
seuls les deux premiers coefficients de cette premiere ligne, a savoir cos 61 et — sin f1sont non nuls. Dans
le mineur A,,_1 correspondant a cos 61 dans A,,(1,61,...,60,_1), on factorise la premiére colonne par
cos 0 etles n— 2 dernieres par sin 61. On obtient A,,_1 = cos 6 sin” 20, A,,_1 (1,09,...,0,—1). Dans
le mineur B,,_1 correspondant & — sin ¢y dans A, (1,61,...,60,_1), on factorise la premiére colonne
par sin #; et les n — 2 derniéres par sin #;. On obtient B,,_; = sin #; sin” 2 018,-1(1,02,...,0,_1).
Finalement,

Ap(r, 01, ..., 0, 1) =r" YA (1,601,...,0, 1) = 7" (cos b1 A,_1 +sin61 B, 1)
=" Lsin" 2 0,A,_1(1,602,...,00_1).
On en déduit par une récurrence immédiate
Ap(r,01,...,0, 1) =r""1sin" 20 ---sin 6, .

On restreint ¢ au domaine A :=]0, +-00[x]0, w[x - - - x]0, w[x]0, 27[. Alors la différentielle de ® est
inversible en tout point de A. Pour montrer que ¢ est un difféomorphisme global de A sur ®(A), il
suffit donc de montrer par le théoréme d’inversion globale que P est injective sur A.

Commencons par observer que si x1, . . . , Ty, sont définis par (3.1), on a
x%—l—---+xi:r2. 3.2)
Cette identité s’obtient par récurrence sur n.
Maintenant, soient (r,61,...,0,_1), (", 0},...,0,,_1) € Atels que

(1, ) = B(r,01,...,0,1) = D0, 07,...,00_1).

Par (3.2), on obtient 7 = r’. On peut donc supposer r = ' = 1. Ensuite, on démontre par récurrence sur
1<i<n-—2queb; =0,.0nax; = cosb = cosb|.Comme le cosinus définit une bijection de ]0, 7]
sur ] — 1, 1], on a bien #; = 6. Supposons que 0; = 93- pour tout 1 < 5 < 7aveci < n — 3 et montrons
que ;11 = 0§+1. Comme sinf; > 0 pour tout 1 < j < ¢, I’égalité x;11 = sinfy - --sin6; cos 0,41 =
sin ] - - -sin 6 cos 0 ; implique que 6; 1 = 6;_, toujours par injectivité de cos sur |0, 7[. On a donc
montré que 6; = 6, pour tout 1 < i < n — 2. On a donc

Tp—1 T,

sinfq ---sinf,,_o

=cosf,_1 =cosb,_; =sinf,_; =sinf],_,

sinfq ---sinf,,_o
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d’ou il suit que 0,,_; = 6/,_; (remarquer qu’ici on avait besoin des deux équations, car cos n’est plus
injectif sur |0, 27| contrairement a (cos, sin)). Ainsi ® est injective.

On cherche a présent I'image de ® : U := ®(A). Un dessin pour n = 3 suggére que U = R" \ F'
avec F':= {z = (x1,...,2,) : ©p, = 0,21 > 0}. D’abord, il est facile de voir quaucun point de F’
n’est dans I’image de ®. En effet, supposons par I’absurde qu’il existe z = (x1, ..., x,) donné par les
équations (3.1) qui appartienne a F'. Comme z,, = 0 etsin¢; > O pour 1 < j < n — 2, on a forcément
0,,—1 = 7 (seule valeur de ]0, 27| ot le sinus s’annule). Mais alors z,,—1 = —rsinf; ---sinf,_o < 0,
ce qui apporte la contradiction désirée. Réciproquement, soit z = (x1,...,z,) € R™\ F' et montrons
que z € P(A). Onpose r := /2] + -+ + 22. Comme x # 0, on ar > 0. On va définir 01, ..., 0,9
par récurrence de sorte que les n — 2 premieres lignes de (3.1) soient vérifiées.

Comme |z1| < r (car x, # 0 ou z,_1 < 0), il existe 01 €]0, 7| tel que 7+ = cos 6. Ici, on a utilisé
que cos est surjective de |0, 7| sur | — 1, 1[. Supposons construits §; pour 1 < j < iaveci < n — 3 de
sorte que les ¢ premieres lignes de (3.1) soient vérifiées. En utilisant 1’analogue de (3.2) avec ¢ au lieu
de n, on voit que
2?4 - 42 +r?sin?6; - - -sin ; = 2.

Par ailleurs, x% + -4 a:?H < r2 (car z,,_1 ou z, sont non nuls). Donc x?_H < r?sin? 6, - - - sin? 6;.
On en déduit qu’il existe 0,11 €0, 7[ tel que

Ti4+1
. las . = COS 0i+1-
rsinfy...sinf;4;
On a construit ainsi par récurrence 61, ...,0,_o €]0, x| tels que les n — 2 premieres lignes de (3.1)
soient vérifiées. Posons enfin
Tn—1 Tn

Yn—1 =

)

rsinfy ---sinf,_o rsinfq---sinf,_o

L analogue de (3.2) pour n — 2 donne 2% + - -+ 4+ 22 _, + r?sin? 6 - - - sin® ,,_» = r? d’ob

12— (@4t ady)

=1
2 02 ... <2 :
74 sin 07 sin 0z _,

Yoy +yn =

Donc il existe 0,1 € [0, 27| tel que y,,—1 = cosb,_1,y, = sinb,_;. Enfin, comme y,_1 < 0 ou
yn 7 0, on peut écarter I’éventualité 0,1 = 0. Ceci conclut la preuve de U = ®(A).

En résumé, ® est un C'* difféomorphisme du domaine A =]0, +o00[x]0, 7[x - - - x]0, w[x]0, 27| sur
U=R"\ Favec F = {z = (z1,...,2p) : ¥, = 0,2,_1 > 0}. Le jacobiende ® en (r,01,...,60,_1)
est 7" Lsin” 26, ---sinf,_o. On peut donc utiliser ® comme changement de variable.

Pour tout R > 0, pour toute fonction f € L'(B(0, R)), on a (en utilisant le fait que F est de mesure
nulle pour la mesure de Lebesgue dans R™)

/ flx)dx = / f(x)dx
B(0,R) B(0,R)NU

f(®(r,01,...,0,_1))r" Lsin® 26, - -sinb, odrdd,...db, .

[D—l(B(O,R)ﬁU)
R T T 21

:/ r”_ldr/ sin”_201d01-~/ smen_Qden_g/ dOp_1 f(D(r,01,...,00_1)).
T 0 0 0

=0

Souvent, on écrit

T ™ 2T
/ sin™ 2 6,dby - - / sin 9n_2d9n_g/ dOn—1f(®(r,01,...,60,_1)) = / flr w)dw,
0 0 0 Sn-1
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ot S"~1 désigne la sphere unité dans R™. On dit parfois que
dw = sin" 20y - -sinb,_o dby ... b,y

est 1’élément de volume sur la sphere. Plus généralement, sur la sphére S”~1(0, r) de rayon 7, on écrit

/ f(o)do ="t / f(rw)dw.
Sn=1(0,r) Sn—1

Exercice 63 Pour quelles valeurs de a > 0 la fonction x — ﬁ est-elle intégrable sur B(0,1) ? sur
R™\ B(0,1) ? sur R™ ?

On peut montrer comme dans le cas de la dimension 2 la formule de Stokes suivante : si f, g : R™ —
R sont deux fonctions C!, on a pour tout R > 0

/B(O’R) f(@)Vg(z)dr = /BB(O’R) g(0) f(o)vy do — / 9(2)V f(z) da

B(0,R)

ol v est la normale extérieure au domaine, en I’occurence, pour tout o € dB(0, R), la normale v, en o
est 1Z.
lo]

Exercice 64 Montrer la formule de Stokes pour n = 3.

3.2 Solutions fondamentales

On ne considere ici que des équations aux dérivées partielles a coefficients constants et définies sur
tout R™. Elles sont donc de la forme

Z a 0% = f, (3.3)

lo|<N

ou les données sont :

— le second membre f est une fonction ou une distribution tempérée définie sur R™,

— les coefficients a,, sont des éléments de C.

L’inconnue est u. Le premier probléme est de savoir ce qu’on entend par solution de cette équation. C’est
une question qui traverse I’histoire des mathématiques : D’ Alembert résolvait 1’équation des ondes,
Laplace I’équation qui porte son nom, ou Fourier I’équation de la chaleur, alors qu’ils ne connaissaient
pas la notion de distribution tempérée !

Aujourd’hui, face a une EDP, on procede généralement en deux temps. On commence par mettre la
main sur une solution, ol ce dernier mot est a entendre en un sens éventuellement tres faible. Pour nous,
cela signifie qu’on cherche u dans S'(R") et les dérivées partielles dans 1’équation sont 2 comprendre au
sens des distributions. Une fois qu’on a trouvé une solution, on étudie ses propriétés, et il arrive parfois
qu’on parvienne a montrer qu’elle est C°°. Dans ce cas, cette solution faible sera aussi une solution forte :
elle vérifiera I’équation en un sens classique, avec des dérivées a comprendre de la maniere habituelle
(vous savez en effet que pour une fonction C*°, les dérivées au sens des distributions coincident avec les
dérivées au sens classique).

Définition 28 (Solution fondamentale) On dit que E € S'(R™) est une solution fondamentale de (3.3)
Si

Z a4, 0%E = 6. (3.4)

la|<N

54



L’intérét d’une solution fondamentale est fondamental ! En effet, si on arrive a trouver une solution
fondamentale F, alors on saura résoudre 1’équation pour tout f € &'(R™). Considérons u = F x f.
Alors u est bien défini comme élément de S'(R™). On a de plus

Z a,0%u = Z an0(E x f) = Z aa(ﬁo‘E)*f:(Z A 0°E)x f =0 f=f.

lal<N lal <N lal<N la]<N

Ainsi, u sera une solution de (3.3) dans S’(R™). De surcroit, si f € S(R"™), ce qui précéde reste vrai
et on sait de plus que u = E « f s’identifie a une fonction C°°(R™). Ce sera donc automatiquement une
solution classique de (3.3).

On peut montrer (c’est un résultat assez difficile) que (3.3) admet toujours une solution dans 1’espace
des distributions (un espace plus gros que I’espace des distributions tempérées). Pour mettre la main sur
une solution fondamentale qui soit une distribution tempérée (lorsque c’est possible), la transformée de
Fourier est un outil extrémement utile.

Supposons que (3.4) admette une solution dans S’(R™). On prend alors la transformée de Fourier
dans les deux membres. Il vient par linéarité

> aaille?E(¢) = 1.
la|<N

Posons P(§) := >, <n aqil®le. On a donc P(£)E(€) = 1. Si la fonction & — % s’identifie a une

distribution tempérée T', alors on peut poser £ := F T pour obtenir une solution fondamentale.

Exercice 65 Montrer que '’EDP —Au+ M u = f, on A > O et f € E'(R™), admet toujours une solution
u au sens des distributions tempérées. Que dire si f € L>(R") ? Etsi f € S(R™) ?

Exercice 66 (Equation de Laplace) Dans R3, on considére E(x) = %' Montrer que E est une distri-

bution tempérée puis calculer AFE (utiliser la formule de Stokes). En déduire que 1’équation Au = f
admet une solution dans S'(R™) pour f € E'(R™).

Exercice 67 (Equation des ondes) Dans R?, on pose

Tsit—|z|>0
0 sinon

E(z,t) := {
Montrer que E € S'(R?) puis calculer (02, — 02,)E.

Exercice 68 (Equation de la chaleur) Dans R?, on pose

H(t 22
Bz ) = \/%

ot H est la fonction de Heaviside. Montrer que E € S'(R?) puis calculer (0, — 02,)E.

Exercice 69 (Régularité) On suppose qu’il existe E € S’'(R™) solution de (3.3) telle que E s’identifie
a une fonction C*>°(R™ \ {0}).

1) Soit ¢ € C°(R") et € N™. Calculer 0“(¢E) (au sens des distributions).

2) On suppose que o = 1 sur B"(0,1). Montrer que

Y= Z aa0%(pFE) — 0

la] <N

s’identifie a un élément de C°(R™).
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3) En déduire que siu € S'(R™) est telle que Pu € C*°(R"™), alors u est elle-méme une fonction
C>(R™).

4) Dans R3, on suppose que u € S'(R3) est solution de Au = 0 au sens des distributions tempérées.
Montrer que u est une fonction C>(R?).
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