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Chapitre 1

Introduction et bibliographie

Algebre...

Le mot “algebre” vient du terme arabgd | al-jabr” signifiant litttralement “restauration”. Ce terme fut pour
la premére fois emplog a propos des maéimatiques par le savapg ; lsd|, Al-Khwarizmit, dans son livre
bl g adl Ol 3J¢:;'-.l\ ST Abrége du calcul par la restauration et la comparais@nil procedea

I' étude systmatique dégquations du second déget se raranea six cas de base, en utilisant ce qu’il nomme
“restauration” (al-jabr). Cette restauration se traduit essentiellement par I'ajout d'ame muanté& dans les
deux membres dedguation afin cBliminer les termes apparaissant en soustraction. Ceétéedd modifier une
égali€ pour la rendre plus simple résoudre est fondamentale. Il faut se rendre compta Hapoque d’Al-
Khwarizmi, le seul fait de penser un préboie en termes @palie avec une grandeur inconnéatait ceja une
avanée consiérable.

...lineaire

Voyons maintenant ce qu’est ungronene lirgaire. Le prix de étail des marchandises, par exemple : quand le
marchand affiche 2 euros le prix d'un kilo de pommes, il est impliciteaglidos de pommes diteront2z euros.
Le prix des pommes est donc d@npar la fonction d&® dansR définie parz — 2. Le prix que vous payez est
une fonction lirgaire du poids. De magiie plus g@rérale, une application lemire deR dansR est une application
qui s’écrit sous la forme: — ax, ol a € R est don. Finalement, dang, I'algebre lireaire se &duit plus ou
moinsa la regle de trois. .. Le concept de diarié peut alors €tendre pour &signer un rapport deegendance
tres simple entre plusieurs variables : la variapléépend ligairement des variables, ..., zy S'il existe des
constantesvy, ..., ay telles quey = ayx1 + ... + ayzy. On dit encore qug s’exprime comme combinaison
linéaire dery, ...,z . Par exemple, si vous achetezkilos de pommes 2 euros le kilo et kilos de poiresa 3
euros le kilo, le prix total) que vous payez est la combinaisoréirey = 2x, + 3z2. La notion de combinaison
linéaire sera fondamentale dans la suite de ce cours.

Finalement, 'klgebre lirgaire est le domaine des matmatiques quétudie de facon sysmatique les propeies
assockesa la cependance ligaire. Les concepts de base sont celucdmbinaison ligaire dont on vient de
parler, et les notions dspace vectorigdt d’application lirtaire Les espaces vectoriels les plus simples sont les
ensemble®, R? et R? lorsqu’ils sont munis de deux épations tés simples : I'addition et la multiplication par
un réel, qui peésentent un certain nombre de préfs que nous verrons plus tard.

Bibliographie

— Des livres en francais.

1Al-Khwarizmi né vers 783, originaire de Khiva dans kgion du Khwarezm qui lui a dognson nom, mort vers 859 Bagdad, est un
savant musulman perse dont Exgits, ediges en langue arabe, ont permis l'introduction de Bhlge en Europe. Il est I'origine des mots
algorithme (qui n’est autre que son nom lat@)ist algbre ou encore de I'utilisation des chiffres arabes dont la diffusion dans le Moyen-Orient
et en Europe provient d'un autre de ces livres (qui |@nne traite des maimatiques indiennes) et de I'habitude dsidner I'inconnue par
la lettre x dans unéquation. Il a d'ailleurs particia la traduction de nombreux manuscrits scientifiques grecs et indiens. Son apport en
mathematiques fut tel qu'il estgalement surnométe pere de I'algbre”, avec Diophante dont il reprendra les travaux.
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1. Introduction et bibliographie
— D.-C. Lay Algebre linéaire : Théorie, exercices et applications, 2004, De Boeck.
— R. Dalang- et A Chaaboumiigébre linéaire : Aide mémoire, exercices et applications, 2005, PPUR.
— A. Denmat et F. l@aulmeAligeébre linéaire : Travaux Dirigés, 1995, Dunod.
— F. Liret, D. MartinaisAlgébre 1¢7¢ année. Cours et exercices avec solutions, 2003, Dunod.
— Sivous voulez en savoir plus....
J.-M. MonnierAlgébre MPSI : Cours, méthodes et exercices corrigés, 2006, Dunod.
— Des livres en anglais.
— G. StranglIntroduction to Linear Algebra, fourth edition , 2009, Wellesley-Cambridge Press UlSa lecture
de ce livre st fortement conséillLe premier chapitre estés largement inspé de ce livre.
— J. H Hubbard, B. Burke HubbarUector Calculus, Linear Algebra, and Differential Forms : A Unified Ap-
proach, 2005, Prentice Hall.
— Quelques sites utiles (cours, exercices cor@g etc...)
http://www.cmi.univ-mrs.fr/"herbin/L1
http://wims.unice.fr
http://wims.auto.u-psud.fr/iwims/wims.cgi?module=U1/algebra/docsyslin.fr
http://web.mit.edu/18.06/www/Video/video-fall-99-new.html
http://home.scarlet.be/"ping1339
http://rutherglen.science.mq.edu.au/wchen/Inlafolder/Inla.html
https://intranet.insa-toulouse.fr/displayContent.do?courseld=168
http://www.sciences.ch/htmlfr/algebre/algebrelineaire01.php
...et beaucoup d’autres. ..
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Chapitre 2

Algébre linéaire dansR? et R’

Nous allons dans ce chapitre introduire quelques notions nouvelles dans un cadre concret, celui de la droite, du
plan et de I'espace, ce qui nous permettra aussidser quelques connaissances que vous avez acquises en
secondaire et au premier semestre.

2.1 Vecteurs deR? et R?

2.1.1 \Vecteurs et combinaisons li@aires

Dans ce premier chapitre, nous noterongyes un vecteuru de R? ou deR? que vous avez peldtre noé o
dans vos classesgrédentes. On s’affranchira de la notation en gras ou agehdlau fur ed mesure de ce cours,
en particulier lorsqu’on introduira les vecteurs comme ddsrients d’un espace vectoriel”, dont nous donnerons
une cefinition précise plus tard.

Soientu et v des vecteurs d&? qui sont afinis (pour l'instant) par des paires deets(u;,uz) et (vy,vz). On
notera aussi les vecteurs sous forme de colonnes contenant les composantes :

) -
u = , v = .
U9 V2
L'addition des deux vecteuns etv s’écrit :
o= ][]
Ug V2 Uz + U2

On peut multiplier un vecteur € R? (ouR?) parun éela € R :

)=o)

au =« = .

(5 aus

Définition 2.1 On appellecombinaison lirairedew etv € R? tout vecteurw de la formew = au + (v, oll

et sont deseels, ca.d. :
w — wy| _ |aur + B
wWo aug + fug |

Ces propietes s’appliquent bien(s aussi aux vecteurs @&*. Un vecteuru deR? est dong par ses trois compo-
santequq, us, ug), et le vecteur €crit alors :

U1
u = |uz
us3

La combinaison lidaire deu etv dansR?® avec les coefficients et 3 s'écrit

w1 auy + Py
w= |ws| = |aus + Bvsg
w3 aug + (v



2.1. Vecteurs d&? etR? 2. Algebre lireaire dan®? etR3
Remarque 2.2 (Notations[- : ] et(---)) On a identife des couples ou des triplets deets avec des vecteurs
écrits sous forme de colonnes. Toutefois, il faudra bien faire attention de ne pas confondre le uacteurus),
qui est le vecteur colonne dont les composantes gpnti, et ug, avec le vecteun[ul Us ug] qui est un
vecteur ligne dont les composantes sont I&nmas que celles du vectewrmais qui n’est pas du tout le@me
objet mattematique. Ce vecteur ligne s’appelle “vecteur trangdaiu vecteuru.

Dans la @&finition pecddente, on aé&fini une combinaison limaire de deux vecteurs. Cettefidition contient le
cas d’'une combinaison kgaire d’un seul vecteur, en prenant le démx¢égal au vecteur nul. Mais on peut aussi
bien €ir géréraliser la @finition de combinaison liaire pour trois, quatre, .n, vecteurs. Une question impor-
tante qui reviendra souvent pendant ce cours est justemerg@teleriner I'ensemble de toutes les combinaisons
linéaires d’'un vecteur, de deux vecteurs, de trois vecteurs ? Evidemmergylat @pend des vecteurs... Si par
exemple on cherche toutes les combinaisoreslireshu et que le vecteur est le vecteur nul, on obtient que I'en-
semble des combinaisonséaires esté&duit au vecteur nul. Si par contre le vecteugst non nul, I'ensemble des
combinaisons ligaires est la droite de vecteur directeurPar exemple, I'ensemble des combinaisonédires
des deux vecteurs

1 1
0Of et |1
0 1

1 -1
0] et| O
0 0

est une droite.

Exemple 2.3 On cherchea écrire les deuxequations que &rifient les inconnues gelles)a et 3 pour que la
combinaison ligaire cu + Sv soitégaled b, avec :

o=} =[5 oo ]

Pour ce faire, orécrit la combinaison ligaire et Iegalitt avec le vecteub; on écrit ensuite 1eégalitt compo-
sante par composante. On obtient ainsi le 8yt suivant, qui est un sgste lireaire & deuxéquations et deux

inconnues :
a—0F=1
3a+ 20 =5.

2.1.2 Produit scalaire, norme

Définition 2.4 Le produit scalairede deux vecteura = (u1,us) etv = (vy,ve) deR? estle el :u - v =
u1v1 + ugvy. De méme, le produit scalaire de deux vectewrs= (u1,uz,uz) etv = (v1,v2,v3) deR? est le
réeel :u - v = ujvy + ugvy + uzvs.

On rappelle que le produit scalaire de deux vecteurs orthogonaux est nul.

Définition 2.5 La norme euclidienned’un vecteuru deR? ouR? est le €el positif ou nulju| = vu - u.

On appellevecteur unitaire un vecteuru dont la norme estgalea 1 :||u|| = v/u - u = 1. Siu etv sont deux
vecteurs unitaires, alons - v = cos 6, ou § est I'angle entre les vecteutsetv. On remargue donc que le produit
scalaire de deux vecteurs unitaires est toujours compris entre -1 et 1.

Pour deux vecteurs quelconquest o, la formule donnant le cosinus de I'anglentre les deux vecteurs devient :

cosf = H,
alll|o]l

ce qui se @montre tes facilement en posamnt = Hyl etv = ‘f’H : les deux vecteurs et v sont maintenant

[ v

unitaires et on a dona - v = cos 6, d’ou le résultat.

1Ce raisonnement s’appelle un raisonnement par hénii.
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2.2. La notion de matrice 2. Albre lireaire dan®? etR3
On rappelle enfin deux éyaliés absolument fondamentales : pour tous vectewwsy deR? ouR3,

Inégalié de Cauchy-Schwarz : |u - v| < ||ul|||v||
Inégalié triangulaire : lw + v < JJu| + ||v]]

2.1.3 Exercices

Les exercices de cette section soridide ou inspi&s par quelques uns des nombreux exercices du livre de G.
Strang dont nous conseillons vivement la lecture. ..

Exercice 1 Justifier si les assertions suivantes sont vraies ou fausses :

0 1 0
1. [0| est combinaison ligaire de{0| et |1].
0 0 0

2. Soientu un vecteur dR? et € R. Siau = 0, alorsa = 0 ouw = 0.

3. Soientu etv deux vecteurs d&?. Siu - v = 0, alorsu = 0 ouwv = 0.

4. Soientu et v deux vecteurs dR3. On suppose qu'il existe deugelsa et 3 tels queau + Sv = 0. Alors
I'ensemble des combinaisonséaires deu etwv est une droite.

5. ll existe 2 vecteurs: etv deR? tel que tout vecteur dB? est combinaison ligaire deu etw.

6. Il existe 2 vecteurs: etv deR? tel que tout vecteur dB? est combinaison ligaire deu etw.

Exercice 2 Décrire geonetriguement (droite, plan oR? tout entier) 'ensemble des combinaisonghires des
vecteurs suivants :

1 2 1 1 0 1
(a) |2] et |4 (b) |0] et |1 () |0],[1] et |1
3 6 0 0 1 1

Exercice 3 On consi@re les 12 vecteurs d@?, uy, k = 1,...12, de composantegos %’T, sin %’T). Dessiner les

12 12

12 vecteurs, puis calculez uy, et enfin caIcuIerZ wp.
k=1 k=1
k#2

Exercice 4 On se donne trois points daf®s® de coordonies(0,0,0), (1,0,0), (0,1,0). Combien y-a-t'il de
cubes pouvant avoir pour sommets ces 3 points ? Pour I'un de ces cubes, donner les doesddes autres
sommets ainsi que des centres des faces.

Exercice 5 Trouver deux vecteuns etw non nuls qui sont orthogonauw = (1,1, 0) et orthogonaux entre eux.

Exercice 6 Quelle est la norme euclidienne du vectéurl, ..., 1) dansR?® ?

Exercice 7 Soientu etv deux vecteurs d&? dont les normes sotit|| = 3 et||v| = 4. Quelles sont les valeurs
maximale et minimale dgu — v|| etw - v ?

Exercice 8 Soientu = (x,y, z) un vecteur du plan d&3 d’équationz +y + z = 0, etv = (z,z,y).
1. Montrer queu - v = —1||u|||v]|.

2. Calculer I'angle entreu etw.

2.2 Lanotion de matrice
Nous allons maintenant introduire la notion de matrice, oudplstbn action sur un vecteur. En gros, une matrice
est un tableau de nombres. Voyons tout de suite quelle efilatibn de son action sur un vecteur, ce qu’on

appelle aussi la multiplication matrice vecteur.
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2.2. La notion de matrice 2. Albre lireaire dan®? etR3
2.2.1 Ecriture matricielle d’'une combinaison linéaire

Commencons par un exemple da&vs On peutécrire I'egalié :

2 -1 4 2 -1 4
3H +2[2} = M ou encore8u + 2v = b avecu = M ,v = {2} etb = M

On introduit lamatrice2 x 2 qui est un tableau dont la preéne colonne est le vecteuret la deuxéme colonne

le vecteurv :
2 -1
A= [u v} = [1 9 ] .

Gracea cette matrice, oréecrit la combinaison lieaire3u + 2v comme le produit de la matricé avec le vecteur

(3,2):
2 —1 2 113 4
e =afi] 2 5] = [1 2] B[

Notonsz le vecteur de composanté3, 2). Le produit Az de la matriced par le vecteutr est la combinaison
linéaire3u+ 2v. Plus gréralement sic est un vecteur de composantes, x»), le produitAz est la combinaison
linéairer;u + zov, ca.d premere composante du vecteur fois prénei colonne de la matrice plus degixie
composante du vecteur fois deémie colonne de la matrice. Plus qu'urifidition du produit matrice vecteur
(gu'on verra plus enétail au chapitre suivant), ceci est leritable concept : augpart ce sont les coefficients

2o qui multiplient les vecteurs, maintenant c’est la matrice feerpar ces vecteurs qui multiplie le vecteudont
les composantes sonf etxs.

A retenir :
Le résultat d’'un produit matrice vecteur est toujours une combinaison lireaire des colonnes de la matrice.
On peut alors aussi remarquer que le veciéurs'écrit

oo il e [3] - [230] - [G30005] - T3]

La premere composante déx est le produit scalaire de la prené ligne deA, £,(A), avec le vecteut, et la
deuxime composante déx est le produit scalaire de la degrie ligne ded, £5(A), avec le vecteue. C'est un
autre moyen, trs couramment utélisde calculer le produit matrice vecteur.

Consictrons comme deugme exempleles trois vecteurs dR? suivants :

1 0 0
u=|-1|,v=|1],w=|0]. (2.2.1)
0 -1 1

Ecrivons la combinaison leairecu + v + yw :

1 0 0
al|l=-1l+6|1|+~4|(0| =|—-«
0 -1 1

On écrit maintenant cette combinaisonéaire sous forme matricielle,acd.a I'aide d'un tableau de nombres,
gu'on noteA ; le vecteuru est la prenire colonne du tableau, le vecteua seconde, et le vecteur la troisieme :

1 0 0| |« «
-1 1 o] |g8l=|8-a
0 -1 1] [v v—p

Les scalaires, 3, sont les composantes d’un vectaudeR?. Le produit de la matricel par le vecteur: est la
combinaison ligaireau + Sv + yw des trois colonnes dé.

1 0 0f |« o
Az =|-1 1 0| [B|=[u v w]|B| =au+pv+yw.
0 -1 1§ v vy

2Cet exemple est #rdu livre de Gilbert Strang, Introduction to Linear Algebra, Wellesley-Cambridge
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2.2. La notion de matrice 2. Albre lireaire dan®? etR3
Revenons sur le concept du produit matrice vecteur éxphss haut pour un vecteur & : au cepart ce sont les
coefficientsa 8 + qui multiplient les vecteurs, maintenant c’est la matrice feerpar ces vecteurs qui multiplie
le vecteurx dont les composantes sants et~. Du coup on va maintenant renommer les composantgset v
dex enxy, zo, x3. En notanby, by, b3 les composantes déx = b, on obtient :

1 0 0] [m ) by
Ax = | -1 1 0 To| = |2 — 1| = b2 =b.
0 -1 1 T3 Trs3 — To b3

Comme dans le cas de I'exempleegrdent, on peut alors introduire une autre vision (qui est la plus habituelle
dans la plupart des ouvrages) du produit matrice vectaur les composantes du vectdure Ax sont obtenues

en effectuant le produit scalaire de chatjgee de la matrice avec le vectear Sur I'exemple qu’on vient de voir,
ceci donne :

1 0 0 X1 (1,0,0) . (xl,xg,xg) X1 b1
Ax = |—1 1 0 To| = (71,1,0)'(1’1,%2,%3) = (T2 —T1| = b2 =b.
0 -1 1 I3 (O, —1, 1) . (xl,fEQ,.’Eg) T3 — T2 b3

En ¢éréral, quand on fait des calcudsla main de matrice (on aimerait que ce soit le moins souvent possible, les
ordinateurs son&l pour ¢ca!) c’est cette facoa Qu’'on emploie.

2.2.2 Equations lireaires

Jusqua piésent, on a suppésjue le vecteur, dont les composantes sont les coefficients de la combinaison
linéaire,était connu, et on cherchait calculer la combinaison l@aireb résultante. Supposons maintenant au
contraire qu’on cherche les coefficients de la combinaisd@alie des trois vecteuis, v etw définis par (2.2.1)

de manérea ce qu’elle soiégale au vecteur, qui lui est maintenant supp®@sonnu. On cherche dong, x5 etxs

tels quer;u + zov + z3w = b. Ceci revient résoudre un sy8ime lireaire enz1, z2 etxs. La question “Trouver

les coefficients, xs, x5 tels que la combinaison lgaire x,u + xov + r3w Soitégaled b” est équivalente la
question “resoudre le syemeAx = b". Avec la matriceA définie par

1 0 O
A=|-1 1 o],
0o -1 1
X1 = bl xr1 = b1
le sysemeAx = bs'écrit { —x1 +x2 =by etacomme solutioR x5 =b; + by (2.2.2)
—Zo + X3 :bg $3:b1+b2+b3.

Notons que ce sysine est particudirement simple parce qu’on a directement partir de la preng@reéquation,
on peut ensuite substituer dans la deuximeéquation et trouvers, et enfin substituer; etz, dans la troiggme
équation et trouvers. Ceci est possible parce qu’on travaille avec une matrice “triangulaiegenfre”, c'esta
dire une matrice dont tous les coefficients au dessus de la diagonale sont nuls. Evidemment, togsries asgst
sont pas aussi simplésiésoudre.

Remarquons que $i = 0 (le vecteur de composantés 0, 0)) la solutionz du syseme estc = 0. Ceci est une
propriéte remarquable, qui est vraie pour la matricele ce systme, mais qui ne I'est pas pour n'importe quelle
matrice. .. Remarquorégalement que pour n'importe quek (b, bs, b3), le calcul ci—-dessus va nous fournir un
uniquex = (b1, b1 + ba, b1 + ba + b3). Cette propi@t est die au fait que la matricd estinversible, au sens o,

a partir de n'importe queh, on peut ecugerer un et un seut (on verra plus loin la éfinition ptecise de matrice
inversible).

Tr1 = bl 1 0 O bl
SiAz = b, alorse = { x2 = by + by =1 1 0] [by| = Sb. (2.2.3)
$3:b1+b2+b3 1 1 1 bg

Donc la solution du systmeAx = b est donie par: = Sb. On dit queS est la matrice inverse dé, notteA~!.
On obtientb a partir dex en multipliantz par A. On retrouver en multipliantb par A=!. La matriceA~! défait
ce que la matriced a fait. On peut ausgicrire A~ Ax = x.
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2.2. La notion de matrice 2. Albre lireaire dan®? etR3
Consicerons maintenant les trois vecteursRfesuivants :
1 0 —1
u=|—-1|l,vo=|1]|,w=|0
0 -1 1

Les deux premiers vecteuts et v sont les lemes que @oedemment, mais le vectedwr a un -1 en prengre
composante au lieu d'uréro. La matriceC' formée par ces trois vecteurs s'appelle la matrice degriffces
cycliques. Elle €crit :

1 0 -1
C=lu v w=|-1 1 0]/,
0o -1 1
et les combinaisons lgaires des vecteuss u + zov + x3w S'€crivent de mamire matricielle :
1 0 —-1| |z T1 — X3
Crx=|-1 1 0 To| = (X2 — X1 | = b.
0 -1 1 I3 Tr3 — T2

Ce syséme est nettement moins facdeésoudre que le predent, et rdBme, en fait il est impossible de trouver
la solution du systme, vu que le sy8tme admet une infirétde solutions, ou au contraire pas de solution du tout.
Par exemple,

1
le sysemeC'z = 0 admet comme solutiom = |1 ,
1

mais aussi tous les vecteurs de la forme o € R. Mais par contre,

1
le sysemeCx = b= |0| n'admet aucune solution,
0

car la somme des trois composantegidevaut £ro alors que la somme des trois composantes du second membre
b vaut 1. Geonetriquement, ceci revierd dire qu'il n’existe pas de combinaisonéiaire des trois vecteuis, v

etw qui donne le vecteub = (1,0,0). Donc I'ensemble des combinaisonséaires des trois vecteuts v et

w ne remplit pas tout I'espadg®. Pour que le sysmeCzx = b ait une solution, il faut que la somme des trois
composantes du second membre soit nulle, puisque la somme des trois composantestmujours nulle. En
d’'autres termes, toutes les combinaisongdiresr; u + x2v + x3®w sont dans le plan éguatiorb; + b, + b3 = 0.

On voit ici la difference cruciale entre les combinaisongdimes deu, v etw, qui remplissaient tout I'espace, et
celles deu, v etw, qui ne remplissent qu’un plan.

2.2.3 [ependance et inépendance

On choisit les deux premiers vecteurs colonnest v de la matrice gg@dente. L'ensemble des combinaisons
linéaires de ces deux vecteurs est un ffasie R3.

On a vu dans les paragrapheégedents deux cas possibles : pour la matrgde troiseme vecteur colonna

de la matriceA n’est pas dans le @me planP : les combinaisons ligaires deu, v et w remplissent I'espace
tout entier. Pour la matric€’, le troiseme vecteur colonn& de la matriceC' est dans le @me planP : les
combinaisons ligaires deu, v et w remplissent un plan, et non plus tout I'espace. On [@euire w comme
combinaison ligaire deu etwv.

Le vecteurw n'est pas dans le plan deetwv ; les vecteurs sont “irghendants” ou “libres”.
La seule combinaison qui donbe= 0 estOu + Ov + Ow.

Le vecteurw est dans le plan de et v ; les vecteurs sont ‘&pendants” ou “Bs”.
Il'y a des combinaisong coefficients non nuls qui donndnt= 0 (caru + v + w = 0).

Les notions de &pendance et d’irfgpendance sont fondamentales, et nous y reviendrons plustaih ghr la
suite. On peut &ja remarquer sur cet exemple les liens entre la notion @jirddance des vecteurs colonnes de la
matrice et la @solution des sysmes :

Colonnes inépendantes . Az = 0 a une solution unique = 0. La matriceA est inversible.
Colonnes épendantes. Cx = 0 a plusieurs solutions. La matri¢en’est pas inversible.
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2.2. La notion de matrice 2. Albre lireaire dan®? etR3
2.2.4 Exercices

Exercice 9 (On commence tout doucement.)
1. Soit

(1 2] [2]
A= 11 etx = NE

Construire ggcorrétriguement le vecteutx, et calculer ses composantes.
2. Méme question avec

[ | [2
A:_2 1 etng.

3. Effectuer maintenant les produitse a I'aide des produits scalaires des lignes de la matrice par le vecteur

Exercice 10 (On continue doucement.)
1. Soientu etwv deux vecteurs d&2. SoitA la matrice dont la prengire colonne esk et la seconde.

(a) Ecrire A pouru = H etv = m . Cette matrice s’appelle la matrice ideriet se notéd, (I'indice

2 signifiant qu'il s’agit d’une matrice cage d’ordre 2). Calculeid,x pourx € R2.
(b) On suppose maintenamt et v quelconques. Soit = (2, —1). Le produit Az est une combinaison
des colonnes dd. Exprimer cette combinaison Baire.

Donner les composantes du vecte@sultant pouns = B] etv = [_21] .

2. Soientu, v et w trois vecteurs d&R3. La multiplication d’'une matriced = [u v w] par le vecteur
colonnex = (2, —1, 3) donne une combinaison des colonnesAd&xprimer cette combinaison Baire.

1 2 0
Donner les composantes du vecteur pouru = |2| ,o = [—1| etw = |1
0 1 2

3. Exprimer la matrice identéIds, ca.d. la matrice telle quédszx = x pour toutx € R3.

Exercice 11 (Produit matrice vecteur pour une matricen x p) Si A est une matrice de lignes etp colonnes,
on la multiplie par un vecteug pour obtenir un vecteub qui est combinaison ligaire des colonnes dé. Quel
est le nombre de composantes des vectewath ?

Exercice 12 (Combinaisons linaires de deux vecteurs dafis’.) Soientu etv deux vecteurs d&?3. On noteF
I'ensemble de leurs combinaisonsdaires. Discuter en fonction deetw si les situations suivantes peuvent avoir
lieu?
1. E=0,
. E est féduit au vecteur nul,
. E estune droite,
. E estun plan,
. E estl'espace tout entier.

a b~ WODN

Exercice 13 (Matrice et linéarite) SoitA = {Z b} une matrice x 2. Soientu = H etv = H

d 1
1. Calculer Au et Av.

2. Soientw et des Eels. Calculetd(au+ fv) etaAu+ SAv. Comparer. C'est cette prof@é qu’on appelle
linéarité : on verra plus loin que I'applicatior — Ax est uneapplication lireaire

Exercice 14 (Matrice d’élimination) Soient! € R, x = (x1,3) € R? et soitFE la matrice2 x 2 définie par

1 0
E=- [_Z 1] |
1. Calculerb = Ex. Décrire (en Frangais...) 'opration effectée sur les lignes de lorsque la matrice
multiplie le vecteute.
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2.3. Méthode du pivot de Gauss 2. Algre lircaire dan®? etR3

. 1 0
2. SoitF = /1

lorsque la matricel” multiplie le vecteub.

. Calculerc = Fb. Décrire (en Francais...) I'opration effectée sur les lignes dé

Exercice 15 (Une proprété surprenante,a premiére vue) Soient(a, b) et(c,d) € R2.
1. On suppose qugr, ¢) et (b, d) sont colireaires. Montrer qu'alorga, b) et(c, d) sont colireaires.
2. Soitd = |¢
c

A le sont.

bl . L . .
al montrer que les vecteurs colonnesdisont liés si et seulement si les vecteurs lignes de

2.3 Meéthode du pivot de Gauss

2.3.1 Ecriture vectorielle et matricielle des systmes lireaires

Consicerons le systme de deukquationsa deux inconnues :

r+2y=4
{ 9 — 3y =1 (2.3.4)

Regardons ce qui se passe ligne par ligne. Chaque ligne dd@rmetion d’une droite, qu’'on repsente dans

la figure 2.1. Pour que le couple,y) vérifie les deuxéquations, il faut donc que le point de coordéesz

et y soit l'intersection des deux droites. C’est ce qu’on appelle la vision “par lignes” darsgst la solution

du syséme (2.3.4) est l'intersection de deux droites. Voyons maintenant un peu ce qui se passe si on regarde les

Y

r+2y=4

FiG. 2.1 —Vision par lignes la solution du systme est l'intersection des droites

choses “par colonnes”. On va maintenant lire le &yst (2.3.4) comme uréguation vectorielle faisant intervernir

les vecteurs :
1 2 4
= M o= [_3] etb = H |

Avec ces vecteurs, on peucrire le systme (2.3.4) comme une sew@guation vectorielle
zu +yv =b.

On cherche la “bonne” combinaisondaire deu etv (c.a.d. les bons coefficientsety) qui va donneb, comme
on le voit sur la figure 2.2 ; ceci&trit aussi avec les vecteurs colonnes :

o3 L] =
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2.3. Méthode du pivot de Gauss 2. Algre lircaire dan®? etR3

FIG. 2.2 —Vision par colonnes

Avec le choixz = 2 ety = 1, on retrouve biem : on va donc multiplier le vecteur parxz = 2 et le vecteuw par
y = 1 puis additionner les vecteu2s etv pour trouverb.

e [3-[)-»

On réécrit maintenant Bquation vectorielle sous forme matricielle. La matritest un tableau d&x 2 nombres,
dont la premére colonne est le vecteuret la deuxéme colonne le vecteur:

)

Dans la vision par colonnes, le produit de la matricpar le vecteur: = (z, y) estégala la combinaison ligaire

o=y 5Bl

Dans la vision par lignes, le produit de la matridepar le vecteute = (z,y) est un vecteub dont la premére
composante est le produit scalaire de la pegmligne de la matrice avec le vectatiet la deuxéme composante
le produit scalaire de la dewedne ligne de la matrice avec le vectaurd_orsqu’on regarde les lignes dg on a la
vision “par lignes”, et lorsqu’'on regarde les colonnes, on a la vision “par colonnes”. Lensystéquations sous

forme matricielle fcrit alors :
1 2|z |4
2 =3| |y|  |1]°

On effectue la multiplication matrice vecteur soit en effectuant le produit scalaire des lignes avec le vecteur de
composantesz, y) soit par combinaison lieaire des colonnes dé. On a vu que la solution de ce syste est
r=2ety=1.
Dans le chapitre suivant, on vasoudre des sy&@ines den équationsa n inconnues, et la matrice du sgste
sera donc un tableau dex n nombres. Mais donnons maintenant un exemple &n©On consiére le systme
linéaire :

z +y +z =3

z +2y +3z =9 (2.3.5)

r -2y +4z =12
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2.3. Méthode du pivot de Gauss 2. Algre lircaire dan®? etR3
qui s’écrit sous forme matricielle :

1 1 1 x 3
1 2 3 yl =19
1 -2 4 z 12

Donnons les visions “par lignes” et “par colonnes” pour cet exemple.

Vision “lignes” Chaque ligne du sysime est lquation d’'un plan danR?. Le syséme (2.3.5) possle une
unique solution si les plans se coupent en un point. Le protldis’effectue par lignes en prenant les produits
scalaires :

x (lignel) - x
Az =A |y| = |(ligne 2) - x
z (ligne 3) - x

Vision “colonnes” Résoudre le systne revienta trouver les bons coefficients y et z d'une combinaison
linéairexu + yv + zw des vecteurs, v etw pour quexu + yv + zw = b, avec :

1 1 1
1 —2 4

Le produitAx s'effectue par colonnes en calculant la combinaisogdire :
Ax = z (colonne 1) + y (colonne2) + z (colonne 3).

Avec la matriceA ci-dessus, on remarque qbie= 3(colonne 3). On en aduit que la solution du sy&ine est
(z,y,2) = (0,0, 3) (mais les choses ne saatidemment pas toujours aussi simples!).

2.3.2 Elimination
Un exemple2 x 2

Vous avez vu en secondaire commeggaudre un sysie parélimination et substitution. On vatudier cette
anree une proedure systmatique célimination, celle qui est utilse dans les programmes informatiques pour la
résolution des syses lirgaires, et qui est connue sous le nom dgtrade de Gauss Sur le systme pécdent,

{ r+2y=4 devient{ r+2y=4 (multiplier la premereéquation par 2) (2.3.6)

20 —3y=1 —T7Ty =—7  (puis soustrair@ la deuxéme)

La deuxemeéquation donne alorg = 1, puis en substituant cette valeur dans la pegmi = 2. L étape
d’élimination produit un sysime dont la matrice est triangulaire gugure (les coefficients sous la diagonale sont
nuls). Une fois que la matrice du sgste est sous forme triangulaire gujure, il est s facile de le&soudre
par substitution.

La solution du sysime d’origine et du syétme apésélimination est la rame, comme on peut le voir sur la vision
“en ligne” des figures 2.1 et 2.3.

Méme si ce sysime est &s simplea resoudre et que vous aurieedrcertainemengussia le faire sans ce cours
d’algebre lircaire, cela vaut le coup d’analyser le€mgtions qu’on a effec&es pour comprendre lagtihode et
I'appliquer dans des cas plus compligu

Pouréliminer z dans la deuximeéquation, on a multips la premére équation par 2 et on I'a soustraiéela
deuxime. On a utilig pour cela le fait que le premier coefficient de la premmiligne est 1, et en particulier non
nul : on dit que c’est lepivot. Comme le coefficient devantdans la deuximeéquation est 2, le multiplicateur
pour I'elimination est donc aussi 2.

Prenons le rame systme, mais 0 on a multiplé la premére ligne par 5 : Blimination va se faire maintenant de
la mangre suivante :

{5x + 10y =20
=1

5z + 10y =20  (multiplier la preméreéquation pa%
2¢ — 3y —

Ty = —7 (puis soustrair@ la deuxeme) (2:3.7)

devient {

3Johann Carl Friedrich Gauss (30 avril 1777 — @rfer 1855) est un mai#imaticien, astronome et physicien allemand. Il est cénsid
comme I'un des plus grands méathaticiens de tous les temps.
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2.3. Méthode du pivot de Gauss 2. Algre lircaire dan®? etR3

r+2y=4

Ty =—7

FiG. 2.3 — le systme apesélimination dans la deugmeéquation Vision par lignes la solution du systme est
I'intersection des droites, elle n’a pas chang

La solution rest@videmment la l@me, mais maintenant, le premier coefficient de la peealigne est 5. Comme

le coefficient devant dans la deuximeéquation restégal 2, le multiplicateur est maintenaélt

La deuxemeéquation a elle aussi un pivot, qui &gala -7, et qui permet d’obtenir la solution (on I'utiliserait
pouréliminery dans la troismeéquation s’il y en avait une). Pougsoudre un sysime de deukquationsa deux
inconnues, on a utilss 2 pivots. Pour@soudre un sy8tme den équationsa n inconnues, on aura besoin de
pivots. Notez qua la fin de I€limination, le systme obtenu a une forme triangulaire, et que les pivots sont sur la
diagonale du “triangle”.

Voyons maintenant si les choses peuvent se passer plus mal (et oui... elles le peuvent!)

Echecs possibles deélimination de Gauss

Si on programme l'algorithme de Gauss comme exj@igu paragraphe @edent et qu’on I'appliqua n’importe
guelle matrice, il est possible que ksultat soit NaN' ce qui veut dire en écock “Not a Number” : I'ordinateur
vous Epond que vous essayez de diviser gapzt qu'il ne sait pas faire... petite explication sur trois exemples
faciles, cduits du pecedent.

Exemple 2.6 (Echec total de Blimination : pas de solution) Avec le systme suivant :

(2.3.8)

x — 2y =4 devientd ¥ 2y =4 (multiplier la premére équation par 2)
2 — 4y =1 Oy = -7 (puis soustraired la deuxeme)

I élimination ne marche pas parce gu’a&gélimination dex, la deuxemeéquation a uné&ro devant lg, et on ne

peut pas diviser par 0 (comme votre ordinateur vous le fera savoir si vous essayez...); on dit aussi qu'on a “un
zéro en position pivotale”, mais il est absolument interdit de dire “un pivot nul”, parceugupivot n’est jamais

nul.

Cetéchec peuktre interpété geonetriquement (vision “lignes”) par le fait que les deéguations du sgme sont
leséquations de deux droites paralés et non confondues, et donc ont une intersection vide.

On peut aussi I'interpgter vectoriellement (vision “colonnes”) par le fait qu’on ne peut pas atteindre le vecteur
(4,1) par une combinaison liaire des vecteurdl, 2) et (—2, —4)

Exemple 2.7 (Echec de 8limination, mais infinité de solution) Dans I'exemple geczdent, on remplace le se-
cond membré4, 1) par (4,8) :

(2.3.9)

r 4+ 2y =4 devientd + 2y =4 (multiplier la premereéquation par 2)
2x 4+ 4y =38 Oy =0 (puis soustraired la deuxeme)

La encore on a un&wo en position pivotale, et votre ordinateur risque de ne pas aimer si vous n'avez pas mis
de test dans votre programme.... Mais contrairemgefiexemple pecedent, on a maintenant une solution au

Universié Aix-Marseille 1,PEIP-L1, 12 avril 2011 19 Algebre lireaire, Maths grérales Il
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syséme, et rame une infin& de solutions : en effet, toyte R satisfait la deux@meéquation et une fois qu’'on a
choisi uny, on obtientx par la premere. Dans la vision “lignes”, les droites q@taient paraleles dans I'exemple
précadent sont maintenant confondues. Dans la vision “colonnes”, le second mémbid, 8) est maintenant
sur la méme droite que les vecteurs colonriés2) et (2, 4) de la matrice du sysme.

Exemple 2.8 (Echec temporaire de 8limination : deux pivots obtenus paréchange de ligne)
Supposons qu’on ait urem en position pivotale de la pregre ligne :

2 — 3y =1

Oz + 2y
{ 0r + 2y =4 (2.3.10)

% — 3y =1 (devient, apéséchange) (des deux Ilgne%)
Le nouveau sy8te est sous forme triangulaire, et il est donétpgrour I'étape de substitution, dite ausstape
de remonke. La deuximeéquation donng = 2 puis la premérex = % Les pivots du systme sont 2 et 2, mais
pour les obtenir on a@échanger les lignes.

Les deux premiers exemples sont des@yss non inversibles (ou singuliers) : dans les deux cas on n'a pas de
pivot pour la secondéquation (&ro en position pivotale). Les sgshes singuliers ont soit 0 solution, soit une
infinité de solutions. Le deugime exemple fait apparatre un sysie inversible (ouégulier). On obtient les deux
pivots souhats (parce qu’'on a delequations et deux inconnues) et on a une solution unique.

Théorie ggnérale pour les sysemes2 x 2

Lemme 2.9 Soienta, b, ¢, d, «, B des Eels. On suppose £ 0. Alors le systme

ar+ by =«
cx+ dy =0

estéquivalent au syste
{ ax+ by =
b —
(d—2)y =p-za

Démonstration : Soit (z,y) € R2. Si(x,y) est solution du premier syshe, alors dans ce premier sysie, on
multiplie la premeére équation parc/a (on a le droit car # 0) et on I'additionnea la secondéquation. On
vérifie ainsi qugx, y) est solution du second sgshe. Feciproquement, iz, y) est solution du second sgshe,
alors dans ce second syste, on multiplie la preréreéquation par/a et on I' additionnea la secondéquation.
On \érifie ainsi quez, y) est solution du premier sysne. On conclut que les deux Fstes ont reme ensemble
de solution. lls sont donequivalents. L]

b
d
toutb € R? si et seulement si la matricé admet deux pivots lors deglimination de Gauss.

Théoreme 2.10Soienta, b, ¢, d des Eels etAd = . Le systmeAx = b admet une solution unique pour

Démonstration : Dire que la matriced admet deux pivots lors de@limination de Gauss signifie que, quitte

eéchanger les deux lignes de

o le premier coefficient de la presnie ligne ded est non nul, et que

e apies avoir fait appaifi&re un0 en premere position de la seconde ligne dele coefficient en deurime position
est non nul.

Par le Lemme 2.9, on peugsumer cela en

e soita # 0 etd — be/a # 0,

e soita = 0, et dans ce cas on intervertit les deux lignes et o4 etb — da/c # 0.

Dans chacun de ces deux cagtdpe de remoae montre par son préde constructif qu'il existe une unique

solution au systme. On a ainsi morérque I'existence de deux pivots entrane I'existence et @nilgtla solution

du syséme.

Montrons maintenant que si on n'a pas deux pivots alors on n'a pas existence & 8iioit n'a pas deux pivots

en sortie de Blimination, on n'est donc dans aucun des cas ci-dessus, et alors on est dans I'une des situations

suivantes :
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2.3. Méthode du pivot de Gauss 2. Algre lircaire dan®? etR3
e ¢ =0 = c:onestramedau sysgme
by =«
{ dy =p
qui a0 ou une infinié de solution,

e a#0etd—bc/a=0:o0nestramedau sysgme

{ ar+ by =«
0y =pB-%ta
qui a0 ou une infinié de solution,
e c#£0etb—da/c=0:o0nestramedau sygme
cx+ dy =p
0y =a—-12p

qui a0 ou une infinié de solution.

Définition 2.11 Soienta, b, ¢, d des €els. On appelledéterminant de la matriced = [z b} et on notelet(A)

d
le réel cefini pardet(A) = ad — bc.

Proposition 2.12 Si la matriceA = d

matrice A estégal au produit des pivots. Si le nombre de pivots est strictemdmignfa 2, det(A4) = 0.
Le systmeAx = b admet donc une solution unique pour tdut R? si et seulement slet(A) # 0.

b] a deux pivots lors de &limination de Gauss, le&derminant de la

Démonstration : \oir exercice 21. ]

2.3.3 Unsyséme3 x 3

On va maintenant effectueilimination de Gauss sur le sgste3 x 3 suivant :

2171 + 4I2 — 2£E3 =2
41 + 99 — 3x3=38 (2311)
—2x1 — 3x9s 4+ Tx3=10

Le premier pivot est le premier coefficient non nul de la pemiigne, ca.d. 2. On utilise ce pivot pour annuler
les coefficients de; dans les lignes 2 et 3. On soustrait 2 fois la lign& | ligne 2, et on soustrait (-1) fois la
ligne 1alaligne 3:

2r1 + 4dxy — 2x3=2 — 2x7 + 4z — 2x3=2
4r1 + 9z — 3x3=28 egﬁzef(ff)lzl T2 + x3=4
—2r7 — 3x9 + Txz3 =10 X2 + Sx3 =12

Dans les formules ci-dessus la phrdse—~ ¢5 — 2¢; esta comprendre par “la ligne 2 est remp#acpar la la
ligne 2 - deux fois la ligne 1”. On cherche maintenant le pivot de la dengequation, il se trouve que c'est le
coefficient dexs, €gala 1. On utilise ce pivot pour annuler le coefficientidedans la ligne 3 :

21‘1 + 4$2 - 2.’1}3 =2 N 2171 + 4.’1}2 - 2.’173 =2
1332 + x3 = 4 la~lz—Lo 1]72 + x3= 4
i) + 5:133 =12 4503 =38

La troisieme ligne comporte un pivé@gala 4 devantzs et donc le sysime est transforépar Ielimination de
Gauss en un sy&ime triangulaire sugieur :

2I1 + 4I2 — 2563 =2 . N 2561 + 4:132 — 21‘3 =2
Ary, + Ozo — 3z5—38 gﬁr\gienr:{isﬁedse Gause lry + los—4  (2.3.12)
—2:51 — 3%2 + 7ZC3 =10 41'3 =&.
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2.3. Méthode du pivot de Gauss 2. Algre lircaire dan®? etR3
ou les pivots sonécrits en gras. Ceci peut encoré®ire

Ar =b<+—= Uz = c,

2 4 =2 2 2 4 =2 2
avecA=|4 9 =3[,b=|8|,C=1]0 1 1], ete= |4
-2 -3 7 10 0 0 4 8

On effectue ensuite une reméetpour trouver la solutiom du syséme :

La troisemeéquatiodzs = 8 donnexs = 2

La deuxemeéquationzs + x3 = 4 donnexy = 2

La premereéquatior2z, + 4z, — 2x3 = 2 donnex; = —1.

Dans la vision en lignes, ceci veut dire que I'intersection des trois plans daudions sont celles du sgste
(2.3.12). estle point—1, 2, 2). Dans la vision en colonnes, ceci veut dire qu’une combinaiséailia de vecteurs
colonnes donne le second membre

2 4 —2 2
Az=(-1) | 4| 4+2|9|+2|-3[=|[8|=b
-2 -3 7 10
ce qui sécrit sous forme matricielle :
2 4 =2 -1 2
Az=1|4 9 -3 2| =8| =hb.
-2 =3 7 2 10

Dans le cas d’'un sy8ine4 x 4 oun x n, la méthode délimination de Gauss fonctionne selon leSmes principes;
on part d’'une matrice, et de colonne en colonne, on transfetrae une matrice triangulai€, si I'élimination
marche jusqu’au bout, selon le gcha suivant :

Etape 1 Utiliser la prenéreéquation pour @er des &ros sous le premier pivot dans la colonne 1.

Etape 2 Utiliser la nouvelléquation 2 pour &er des &ros sous le deugime pivot dans la colonne 2.

Etape 3an. Continuera chercher lea pivots et la matrice triangulair@ pour les colonnes &n.

*
Apres l'étape 2, on a une matrice de la for g
0

* X ¥ %
* % X %

O O ¥ ¥

*
et on cherche une matrice de la for %
0

[enli S
* X X %

O O *x ¥

2.3.4 Gomtrie affine et vectorielle

Points et vecteurs Les points sont desléments du plan ou de I'espace. Les vecteurRtsont lestléments de
R?, c'esta dire des couples de nombres. Les vecteufRisont les triplets de nombres.

Restons pour l'instant dans le plan et donnons-nous uéred, ¢, j). Etant donés deux pointsA et B de
coordon@es(x4,y4) et(zp,ys), on peut @&finir le vecteurAB = (zp — 24,y — ya). Notez que(z 4,y4)
désignea la fois les coordorées deA et le vecteulOA. De plus, on a

OA = 241 + yaj.

Vous saurez gréralisera I'espace. Le mot “droite” peutésigner2 objets diferents : lorsque c’est un ensemble

de points alighs, on parle de droite affine. Lorsque c’est un ensemble de vecteurs to@azeba un vecteur

fixé u, on parle de droite vectorielle. Comria = 0, on voit que toute droite vectorielle contient le vecteur nul.

On distingue de @me les plans affines et les plans vectoriels (un plan vectoriel est I'ensemble des combinaisons
linéaires de vecteurs non coli@aires).
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Dans les systmes... Consicerons le sysime

ar + by = «
® { oty

On sait le eécrire sous la formelx = b avec

o[t el 0B

Et Ia, s’agit-il de points ou de vecteurs ? Comme c’est crit en gras, vous aurez degst un vecteur d&2. On
est en train de chercher les= (z, y) qui vérifient Az = b. La matriceA agit sur un vecteur d&? et le esultat
est un vecteur dR2.

Mais (z,y) désigne aussi les coordages d’un point\/ qui (étant doné un re@re) appartient aux deux droites
dont leséquations sontx + by = « etcx + dy = (. Dans la lecture en ligne du sgste (S), on a donc des
équations de droiteaffinesdu plan.

Encore une fois, ce qui est un peu perturbant, c’est(qug) désignea la fois un vecteur et les coordonees
d’'un point M tel queOM = .

Dans la lecture en ligne d’'un sgshe de équations3 inconnues, chaqueguation est Bquation d'un plan affine
(constitie de points donc!). Dans ce cas, les inconnueg, z) sont les coordores d'un point (s'il en existe )
qui appartient ces3 plans. Mais(z, y, z) est aussi un vecteur = (z,y, z) lement deR3.

Une pause pour voir si on a compris Dans le plan muni d'un répe, I'equationax + by + ¢ = 0 désigne
(lorsque(a, b) # (0,0) ) une droite affine : 'ensemble desints M de coordonaes(z, y) tels que(x, y) veérifie

cetteéquation.

Mais rien n'emj@che de se demander quel est 'ensembleveeteurse = (z,y), Iments deR?, qui vérifient

I'équationaz + by + ¢ = 0. Ce n’est pas une droite vectorielle saut:si 0 (souvenez-vous que appartient
toujoursa une droite vectorielle !). C'est tout simplement I'ensemble des vec@hdorsqueM décrit la droite
affine déquationaz + by + ¢ = 0.

Passer des droites affines aux droites vectoriellesSi D est une droite affine, orédinit la droite vectorielldD
assocdke comme I'ensemble

D:={AB: A B e D}.
Notez queD est I'ensemble des vecteurs directeurddauquel on a ajoéto.
La méme cfinition vaut pour passer des plans affines aux plans vectoriels.
Par exemple, dans I'espace muni d’'un&en consiérons le plan affin@ d’équationax + by + ¢z + d = 0 (avec
(a,b,c¢) # (0,0,0)). Prenon points A et B deP. On note(z 4,y4,24) €t (xp,ys,zp) leurs coordonées
respectives. Alors le vecterB associ aux pointsl et B, qui est dans le plan vectori® est(xp — z4,yp —
YA,z — z4). On Verifie que

a(zp —xa) +byp —ya) + c(zp —2z4) = 0.

Réciproquement, soit = (z,y, z) un vecteur tel quex + by +cz = 0. Fixons un poinC' dansP de coordonées
(ze, Yo, z¢). On cefinit alors le pointD par ses coordo@®s(zp, yp, zp) = (z,v, 2) + (T, yo, 2c ). On Verifie
que
arp +bxp +cxp +d=0.

Donc D est dansP. De plus,

u = (rp —xc,Yp — Yo, 2p — zc) = CD.
Ainsi u s’écrit bien sous la form€D ou les2 pointsC' et D appartiennera P.
Conclusion: Le plan vectorielP assod@ a’ P admet pouéquation ax + by + cz = 0. Pour trouver des vecteurs
directeurs déP, il suffit donc de prendre n’importe quel vecteur (non Hul)y, z) qui vérifie axz + by + cz = 0.

Questions se poser face un exercice de gomtrieEDemandez-vous si vous savez bien :

i) Quelle est lequation caésienne/paraétrique d’'une droite dans le plan / dans I'espace ? Comment passer de
'une a l'autre ?

ii) Idem pour les plans.

iii) Comment en @duire un vecteur directeur, un vecteur normal? (Et si vous savez justifier pourquoi il s’agit
bien d'un vecteur directeur, normal ?)
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2.3.5 Exercices

Elimination par Gauss

Exercice 16 (Pivots)

1. SiAestla matriceE, (15] , quels sont ses pivots lors délimination par Gauss ?

2. Méme question poud = [0 1}.

6 6

1 2 3
3. Méme questionpoud = |1 4 5

2 4 6

Exercice 17 (Un systme particulier) Soienta, « et 3 des €els. On consigre le systme suivant :

{ ar +y =«
z+ay=p
Donner les valeurs de, « et 3 pour lesquelles le sy&sne admet :

1. une solution unique,

2. une infinié de solutions,

3. pas de solution.

Exercice 18 (Un petit peu de Eflexion) Montrer qu’ un systme lireaire 2 x 2 (ou 3 x 3) ne peut pas avoir
exactement deux solutions.

a 1 2
Exercice 19 SoitA = [a a 3|. Pour quelles valeurs del’ élimination de Gauss va-t-elkschouer ?
a a a

Exercice 20 (MatricesA et U dans l'algorithme de Gauss) On suppose queélimination de Gauss sulx =
b a produit le systme triangulaire sug@rieur quivalent)ly x = ¢ sans permutation de ligne.

1. De quelles lignes dd la lignei de U est-elle une combinaison Baire ?
2. SiAz =0,atonUzxz =07

3. SiAx = b, a-t-onUx =b?

4. Si A est triangulaire inérieure, comment est la matri¢é?

Pour aller plus loin

Exercice 21 (systme linéaire et determinant) Soienta, b, ¢, d a et 3 des €els. On consigre le systme sui-
vant :

ar +by =«
cx+dy=0

1. Ecrire le systme sous forme matricielléx = b.

2. Montrer que sia = 0 etc = 0, il existe des seconds membtepour lesquels le sysine n'admet pas de
solution.

3. Montrer que la matrice admet deux pivots (lors ddithination par Gauss) si et seulementgi— bc # 0.
On appelle éterminant de la matricel le nombread — be.

4. En ceduire que le sygstme admet une solution unique pour tout second membre si et seulement si le
déterminant de la matrice est non nul.
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Algebre linéaire et geométrie

Exercice 22 (Intersection de droites dan®?) Déterminer parmi les couples de droites suivantes, lesquelles
sont €£cantes, paraélles ou confondues. Si elles sortantes, @terminer les coordorées du point d’intersection,
si elles sont paraélles ou confondues donner un vecteur directeur et un vecteur normal. Ecrire pour chaque
couple de droites la vision “par colonnes”, &d. enécrivant les sysimes liairesa résoudre sous forme de
combinaisons ligaires, puis sous forme matricielle.

1. Dy :3x+by—2=0etDy :x2—2y+3=0

2.D; :2x—4y+1=0etDy : =52+ 10y+3=0

3. D, :{ =344 4 Retp, :{ T=S=s 0 LcR

y=2-—t y=2+3s

4. D, :{ ii;jgz .t €RetDy :{ 5:3;?68 scR
5. Dy a2y +3=0etD, ;{ ;’:?Q’f; tER

6. Dy :3u—2y+1=0etD, :{ Z:;:gﬁ tER

Exercice 23 (Equations de droites dan®?) On consigre les droiteD : z 4+ 2y = 5etD’ : 3z —y = 1 eton
note A le point d’intersection des deux droites2tle point de coordonges(5, 2).

1. Donner une2quation carésienne de la droiteAB).
2. Donner unetquation carésienne de la droite perpendiculai@eD et passant paB.
3. Donner uneequation carésienne de la droite parallea D’ et passant paiB.

4. SoitC le point de coordonges(2, —7). Donner uneéquation carésienne de la gdiatrice(A) du segment
[B, C]. Ladroite(A) est elle paraklea D ? etaD’ ?

Exercice 24 (Plans et droites d&®3) On consi@re le planP d’équationz—y—2z—2 = 0 et le planP’ d’équation
r—2y—32+1=0.

1. Donner les composantes de deux vecteurs noné&ailies de chacun des plans vectoriels ags®eiux plans
PetP.

2. Donner les composantes d’'un vecteur nor@ahacun de ces plans. Eeduire que ces deux plans sont
sécants. On not®; l'intersection de ces deux plans.

3. Donner un vecteur directeur de cette drale et \érifier que le pointd = (5, 3, 0) appartienta cette droite.
En céduire uneéquation pararatrique de cette droite.

4. Ecrire I'équation du plan orthogondl la droite D; et passant par le poinB = (1, 1,1).
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Chapitre 3

Sysemes lireaires et matrices

3.1 Matrices et ogerations sur les matrices

Jusqua pesent, on n'a introduit que des matricéslies, a..d avec des coefficients ddhsMais on peut t&s bien
aussi vouloir travailler avec des matrices complexes ; dans tout ce quKsest, un corps qui est soit 'ensemble
des nombresaelsR soit 'ensemble des nombres compleges

3.1.1 Definitions

Définition 3.1 Pour tous entiers strictement positifiset p, on appellematrice de taille n x p a coefficients
dansK un tableaua n lignes etp colonnes :

a171 . e aLp

an,1 *°+ Qnp

)

Lesa; ; S'appellent lexoefficients de la matrice Le premier indice est celui de la ligne et le second celui de la
colonne.

On note M,, ,,(K) I'ensemble des matrices n lignes etp colonnes. Lorsquer = p, on note simplement
M, (K) = M, ,(K) et on parle alors de matrigzarrée Pourn # p, les matrices seront dites “rectangulaires”.
Sin > p, la forme de la matrice sera celle d'un rectangle “debout” (plus haut que large), alorsrgue 1si ce
sera un rectangle “couéh (plus large que haut).

Quelques matrices particuléres :

0O --- 0
e lamatrice nulle O, , = |: | € M, ,(K), qui peutétre rectangulaire ou cé&e sin = p.
0O --- 0
e Les matrices suivantes sont toutes des matriceéesite. deséléments devt,, (K).
. " o 1 .
— lamatrice identitéId,, = ,
0 0 1
a1 0 0
— lesmatrices diagonalesA = 0 azy i)
0 0 ann



3.1. Matrices et oprations sur les matrices 3. Sistes lirgaires et matrices

* ke %k * 0 - 0
. . . , 0 % .o P *  * :

— lesmatrices triangulaires superieuresU = , etinférieures L = .
0 0 % * *  x

Des matrices “tres rectangulaires” :

o leséléements deV1; ,(K) sont appédsmatrices lignesou vecteurs lignes

e leséléements deV,, ; (K) sont appésmatrices colonnesou vecteurs colonnes

On peut extraire des matrices lignes ou colonnes de matipéssieurs lignes et colonnes :

Définition 3.2

— On appellei®™* ligne de la matriced = (a; ;) € M, ,(K) la matrice ligne[a;1 --- a;,| noteel;(A).
C'est unélement deV ,,(K).
aLj
— On appellej®™* colonne de la matricel = (a; ;) € M, ,(K) la matrice colonne| : | noteec;(A). C'est
anvj

un élement dev,, ; (K).

3.1.2 Ogerations sur les matrices
Somme de matrices

Définition 3.3 — La somme de deux matricesA = (a; ;) € M,, ,(K) etB = (b; ;) € M,, ,(K) de néme taille
n x p estlamatriceC’ = A+ B =B+ A = (¢;;) € M, ,(K) avece; ; = a; j + b; ;.

— Le produit d'une matrice A = (a; ;) € Mn,p( ) par un scalaire A € K est la matriceB = \A = A\ =
(b@j) S Mmp(K) avecbm- = /\ai,j.

Remarque 3.4 (Attention aux tailles des matrices pour la somme Dn ne peut pasé&finir la somme de deux
matrices de tailles diffrentes.

Produit de matrices Au premier chapitre, on aédini le produit d'une matriced par un vecteutc comme
la combinaison ligaire des colonnes dé avec comme coefficients les composanteazdBar exemple, soitl
une matrice3 x 3 de coefficientsy; ;,i = 1,...,3,j = 1,...,3; l'indice i repésente la ligne, et l'indicg
repiesente la colonne. On natg(A), c2(A), e3(A) les colonnes de la matricé. Soitx € R?, et(x, 22, 73) les
composantes de, alorsAxz = z1¢;(A) +x2c2(A) +x3c3(A). On peut partir de & c&finir facilement le produit

de deux matrices. Soit la matriée= (b; ;)i=1,...3 € M3(K) dont les colonnes sont
st
b1 b1,2 b1,3
c1(B) = |b21|, c2(B) = |ba2| , etes(B) = |bas
b3 1 b3 2 b33

On peut alors conséter chaque colonne;(B) , j = 1,2,3, comme un vecteur et effectuer le produit matrice
vecteurAc;(B) :

ACj(B) = bLjCl(A) + bQVjCQ(A) + b37j63(A).
Chaque produit donne un vecteur colonne, qu'il est naturel&imid comme laj-eme colonne de la matrice
AB. Chaque colonne de la matriceAB est donc une combinaison liaire des colonnes de la matriced.
Calculons le coefficient, j) c.a.d de lai-eme ligne egj-eme colonne de la matricé3, qu'on va notefAB); ;.
Il s'agit donc de lai-eme composante du vecteur colonbe; (B) = by jc1(A) + ba jea(A) + bs jes(A) Ona
donc(AB); ; = b1 ja; 1 + ba ja; 2 + bs ja; 3. Ceci peut encore &trire :

3

(AB);; = a;1b1j +a; 202 ; +a;3bs j = Zai,kbk,j~
k=1

De manere plus @rérale, on éfinit donc le produit de deux matrices quelconques de la@nasuivante :
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Définition 3.5 Le produit de deux matrices A = (a; ;) € M, ,(K) et B = (b; ;) € M, 4(K) est la matrice
C = (c;,5) € M, 4(K) avec

b
Cijj = @iabrg + -+ Giphpg = D ainb,;
k=1

Remarque 3.6 (Attention aux tailles des matrices pour le produit!)
- SiAd e M, ,(K) et B € M, ,(K) on ne peut effectuer le produit B que sip = ¢ et le produitBA que si
{=n.

— Enceréral, memesp=n={=q, AB # BA.

De la méme facon qu’'on a remar§ujue les colonnes de la matrige3 sont des combinaisons éaires des
colonnes de la matricd, on peut aussi remarquer maintenant pselignes de la matriceA B sont des combi-
naisons lincaires des lignes de la matricd. C’est cette propéte qu’on utilise dans les prédures dlimination

du style de la rathode de Gauss, qu’on verra prochainement. Par exemple, pour le produit des deux thatdices
A et B vues péccdemment, on 84B); ; = a;1b1 ; + a; 2b2 j + a; 3bs ;, et donc, en notard; (AB) et4;(B) les
lignes respectives déB et B, on a :

él(AB) = (Liylel(B) + ai72e2(B) + aiygeg(B),

ce qui montre bien que la lignede AB est une combinaison laaire des lignes dB.

En résung, la multiplication ded a droite par une matrice ggre sur lecolonnesde la matriced, tandis qu’une
multiplication deA a gauchepar une matrice gre sur ledignesde A.

Une quatrime faon de voir le produit de deux matrigest B est de dire que le produit dé et B est la somme
des produits des colonnes depar les lignes dé3, voir ce sujet I'exercice 28.

Remarque 3.7 (Quelques produits particuliers)

1
e SiA = (a;;) € Mpp(K)etX = | 1 | € M, (K) est un vecteur colonne, le produltX est un vecteur
Tp
Y1
colonneY = | : | € M,, 1(K) avec
Yn
D
Yi Zzamxk,i: L...,n.
k=1
e SiA = (a;;) € Mypp(K)etX =[xy -+ x,] € My, (K) estun vecteur ligne, le produit A est un

vecteur ligney” = [y, Yp] € M1,(K) avec

n

yj = Zxkak,ja J=1...,p.
k=1

Y1

e SiX = [xl xn] € My, (K) estun vecteur ligne é = | : | € M, (K) est un vecteur colonne

Yn
alors le produitXY” € M; 1 (K) est un nombre dorénpar

n
T1Y1 + -+ TnYn = Zflyz
=1

On reconn le produit scalaire deg vecteurse = (x1,...,2,) €ty = (y1,...,Yn)-
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4l

e SimaintenantX = | : | € M, ;(K) est un vecteur colonne & = [y; --- y,] € M;,(K) estun

Tn
vecteur colonne alors le produk'Y € M,, ,(K) est une matrice dont le coefficigit’Y’), ; est gal z;y;. La
matrice XY ainsi obtenue est une matrice trs spciale, dont toutes les colonnes sont des multigles theites
les lignes des multiples dé!

1 4 5
Parexemple:|2| [4 5| =[8 10
3 12 15
o SOitA = (a;;) € M, ,(K), on noteE; € M, 1(K), F; € M1, (K) les matrices
o
O N
Ej = |1| < j"ligne, F,=[0 --- 0 1 0 --- 0].
0 7
i¢me colonne
_O_

Alors on aAE; = ¢;(A), c’esta-dire la j™¢ colonne de la matricel et F; A = ¢;(A), c’esta-dire la i™m¢
ligne de la matriceA.

Proposition 3.8 (Propriétés de I'addition et de la multiplication) On se donne4, B,C € M,, ,(K), D, E €
M, o (K), F e Mg, (K)eth peK.

1. A+ (B+C)=(A+B)+0C,

A+ B=DB+A,

CA+0=A,A—A=0,

. AM(A+ B) = A+ B,

- (A)A = A(pA),

Id,A = A, Ald, = A,

. MAD) = (AA)D = A(AD),

. (A+ B)E = AE + BEetA(D + E) = AD + AE,
. A(EF) = (AE)F.

© © N OO U~ WN

Définition 3.9 (Puissance d’'une matrice caree) Soit A une matrice deM,,(K) etk € N. On c&finit les puis-
sances de la matricd de la fagcon suivante :

A° =1d,,, A¥ = AA*~pour tout entierk > 1.

3.1.3 Matrice inverse et matrice transpoge
Définition 3.10 On dit qu’une matriced € M,,(K) est inversible s'il existe une matride € M,,(K) telle que
AB = BA =1d,,.

Si B existe, elle est unique et on ndie= A~! et A~! est apped I'inverse deA. On noteraG' L,, (K)2 'ensemble
des matrices inversibles de tailtex n.

2L a notationG L veut dire “groupe liaire”, et provient du fait que I'ensemble des matrices inversibles muni de la multiplication des
matrices est un groupeon commutatif dont I'element neutre edtl,, ; voir I'exercice 57a ce sujet.

Démonstration : Il y a un pointa montrer : I'unicié de l'inverse. SoienB;, By € M, (K) telles queAB; =

By A = 1d,,. On multipliea droite l'egalie B, A = 1d,, par B;. Il vient (B3 A)B; = 1d,,B; = B;. Par associa-
tivité de la multiplication dans le membre de gauche, éh@4B;) = B; etdoncB; = B;. D’ou l'unicité (on

Universié Aix-Marseille 1,PEIP-L1, 12 avril 2011 30 Algebre lireaire, Maths grérales Il



3.1. Matrices et oprations sur les matrices 3. Sistes lirgaires et matrices

a en fait monte un peu mieux : s'il existe un inversegauche et un inversedroite, alors ces deux matrices sont
égales). [

Remarque 3.11 (Groupe linaire) La notationG L veut dire “groupe liréaire”, et provient du fait que I'ensemble
des matrices inversibles muni de la multiplication des matrices est un drawgrecommutatifdont I'element
neutre esld,, ; voir I'exercice 57a ce sujet.

Remarque 3.12 (Inversea gauche e droite) En fait on peut montrer que sl est une matrice caée et s'il

existe une matrice “inversiegauche’A =" telle queA—' A = Id, alors A~ est aussi une “inversa droite”,c.a..d

AA~! = Id. La demonstration de ceésultat récessite des outils qu’on ne verra qu’un peu plus tard. Il est
cependant bien pratique car il permet, lorsqu’on veut calculer I'inverse d’une matrice, de ne calculer que I'inverse
a gauche (par I'algorithme de Gauss-Jordan qu’on verra prochainement) ggifev que c’est aussi un inverse

a droite.

Attention. On ne parle de matrices inversibles que pour des matrices caées!!!
Proposition 3.13 Soient4, B € GL, (K). Alors la matriceAB est inversible et
(AB)"'=B7'A"L.

Démonstration : Par associativit de la multiplication matricielle, on aB~'A~'AB = B~ '1dB = Id =
ABB~1A-L n

Définition 3.14 (Matrice transpose) On appelletranspose d’'une matrice A € M,, ,(K), la matrice de
M, »(K) que I'on noteA’ = («; ;)i j=1....., dont les coefficients sonéfinis pare; ; = a; ;.

Proposition 3.15 (Transposition et autres oprations)
1. SoientA, B € M,, ,(K), alors(A + B)! € M,, ,(K) et(A + B)! = A" + B".
2. Soientd € M,, ,(K), B € M,, ,(K). Alors (AB)" € M, .,(K) et(AB)" = B*A".
3. SiA € M, (K) estinversible, alorgA=1)* = (A%)~1.

Démonstration : Le premier point est imiédiat. Pour le deukime point, on a

p p
[(AB)i; = (AB)ji = > ajsbri = > (ADk;(BY)ix = (B'A")i 5.
=1 k=1

Enfin, si A est inversible alorstA=! = Id. Donc (AA~1)! = (Id)! = Id. Par le point pecedent,(AA~!)! =
(A=1)tAt. Donc A estinversible etAY) =1 = (A~1)t. L]

Définition 3.16 (Matrices synétrique et antisymétrique) SoitA € M,, ,,(K), on dit queA estsynétrique si
At = A etantisynmetriquesi At = —A.

Définition 3.17 (Matrice de permutation) SoitP € M, (R). On dit queP est une matrice de permutationRBi

a exactement un coefficiedgala 1 dans chaque ligne et chaque colonne, et que tous ses autres coefficients sont
nuls. Une matrice de permutation a donc leBmes lignes que la matrice ide#gtimais dans un ordre qui peut

étre diférent.

Quelques prof@tes des matrices de permutation :
1. le produit de matrices de permutation est une matrice de permutation,
2. toute matrice de permutatiadn est inversible eP~! = P?.

1Rappel : un groupe est un ensemble non vide muni d’une loi de composition interneétatiam) associative, qui admet &@ément neutre
et telle que chaquelement de I'ensemble admet un inverse relativeraeggtte loi. Le groupe est dit commutatif si la loi est commutative.
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3.1.4 Exercices

Opérations sur les matrices

Exercice 25 (Peut-on le faire ? si oui, on le fait!)

SoientA une matrice3 x 7, B une matrice7 x 3, C' une matrice7 x 1, et D une matrice3 x 1, dont tous
les coefficients soriggauxa 1 (On les appelle matrices d’Attila. . ., voir aussi exercice 47). Parmi |é&aijpns
suivantes, dire lesquelles sont auté@es, et dans ce cas, calculer la matriésultante.

AB BA ABD DBA A(B+0C)

Exercice 26 (Produits de matrices particuleres)

CalculerPA et EA avec
0 1 a b 1 0
p{lo], A[cd}em{_m].

Quelles sont les actions de et E sur les lignes ded lorsqu’on effectue ces produits ?

Calculer maintenand P et AE. Quelles sont les actions de et E sur les colonnes dd lorsqu’on effectue ces
produits ?

Exercice 27 (Matrice d’élimination) SoitA une matrice carée d’ordre 3. Ecrire la matricd5 ;1 (—3) qui, lors-
qu’on effectue le produil’ ; (—3)A, soustrait 3 fois la ligne 1 de la ligne 2 ? Ecrire ensuite la matriég, qui
permute les lignes 2 et 3.

Effectuer ensuite les produitsI’; ; (—3) et AP; 5 et cecrire la matrice Esultante.
On consi@re le sysgtmeAx = b avec

1 1 2
A= |3 1 b= |38
0 1 1

N Lo =

Ecrire le sysemeT; 1 (—3)Ax = T51(—3)b puis le sysmeP; ;715 1(—3)Ax = P35T51(—3)b. Calculer le
produitC = P; 215 1(—3) puisécrire le systmeC Az = Cb.

Exercice 28 (Une autre fagon de calculer le produit de matrices)
Un exempleSoientC;, Cy € M3 1(R) des matrices colonnes B et L, € M »(R) des matrices lignesainies
par

1
Ci=|0|,Co= (4], Li=[2 1], L=[3 2].
2

Tt W

CalculerCiL1, CoLso, C1 Ly + CoLo.
SoitA=[C1 Ch] € M3z etB = {
Comparer.

Le cas gréral. SoientA € M,, ,(R) et B € M, ,(R). Montrer queAB = Y7 _, c;(A)lx(B), ol cx(A) €
M., 1(R) est lak-ieme colonne dd et/ (B) € M 4(R) la k-iéme ligne des.

Ly

] € My 5. CalculerAB.
L2 ’

Exercice 29 (Matrices qui commutent) Soienta et b deux nombresé&els non nuls. Trouver les matrices qui
commutent avec la matrice
a b
alot]

Exercice 30 (Produits de grosses matrices !LCalculer les produits de matrices suivants :

1 0 -3 8 3 2 -1 4
0 0 1 3 2 4 00
2 -5 -1 3 0 -1 2 3
0 0 10 1 1 11
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-3 1 -3 1
1 1 -3 7 12 0 12 0 1 1 -3 7
-2 0 4 -3 2 0 2 0 -2 0 4 -3
-1 3 -1 3

Exercice 31 (Produit de matrices)Calculer la matrice(A — Id)(A — 21d)(A — 31d) avec

1 00
A=| -3 2 0
-1 2 3
Exercice 32 (Produit de matrices triangulaires)
1 2 1 2 1 -1
Un exemple SoitA= |0 1 2| etB=|0 3 2 |.CalculerAB etBA.
0 0 1 0 0 2

Cas ¢enéral : SoientA et B des matrices triangulaires sépeures (resp. irdrieures), montrer que leur produit
est une matrice triangulaire sépieure (inkrieure).

Exercice 33 (Un moele de piedation a deux niveaux) Dans la chédne alimentaire, sur une &iode, le lion
consomme gazellesj gnous et antilopes. Le gépard, plus agile, consomniggazelles et antilope. Pour ne

pas se laisser abattre, les gazelles, gnous et antilopes consomment quélgitasx/: arbres, pelouses, herbes
hautes et racines. Une gazelle consonmit@g de feuilles d’arbres300g de pelousel50g d’herbes hautes et

50g de racines. Un gnou consomrb@0g de feuilles d’arbres]100g de pelouse750¢g d’herbes hautes et pas de
racines. Une antilope consomraé0g de feuilles d’arbres400g de pelouse250g d’herbes hautes et50g de
racines. Malheureusement la pollution a affedes arbres et la pelouse. La concentration de pesticide est de
c1 = 30 par gramme de feuille d'arbre et dg = 50 par gramme de pelouse. Bien heureusement les racines et les
herbes hautes sont@senees. Calculer la masse totale de pesticideenigég par le lion et le gépard en effectuant

le produit de trois matrices que I'on explicitera.

Exercice 34 (Puissance de matricePn consi@re la matrice

0 v =4
M=\ —v 0 «o
8 —«a 0

ol a, 3 et~ sont des nombregels. Etablir une relation simple entfd et M3.

Exercice 35 (Identitts remarquables ?)Quelles sont parmi les matrices suivantes celles quisgatesa (A —
B)?2, pour toutes les matriced et B carrées d’ordren ?

A? - B* (B—-A)? A?-2AB+B?* (A-B)A—-(A-B)B A?>- AB- BA+ B~

Exercice 36 (Matrices nilpotentes)On dit qu’une matriced € M,, (K) est nilpotentéd’ordre ¢ si A9~ # 0 et
A? = 0. Donner un exemple de matrices daes2 x 2 et3 x 3 nilpotentes d’ordre 2. Donner ensuite un exemple
de matrice caréee nilpotente d’'ordre 3.

Exercice 37 Déterminer deux matriced et B de M>(R) tels que :AB = 0 et BA # 0.

Exercice 38 Montrer que toute matrice cafe est la somme d’'une matrice $trique et d’'une matrice anti-
synétrique.

Exercice 39 (Matrice d’adjacence d’'un graphe)Un graphe est un ensemble de points, dont certaines paires
sont directement redies par un “lien”. Ces liens peuveBtre oriengs, c’esta-dire qu’un lien entre deux poinis

etw relie soitu verswv, soitv versu : dans ce cas, le graphe est dit oriénSinon, les liens sont sgtniques, et le
graphe est non-orieBt Les points sontaréralement appéls sommets, et les liens ‘@es”. On peut repsenter

le graphe par une matrice, qu’'on appelle matrice d’adjacence : le coefficient deree ligne etj-eme colonne
est1 s'il existe une agte entre les sommet<set j, et 0 sinon. Remarquer que si le graphe est non ogiesa
matrice d’adjacence est sytrique.

2nilpotente : du latimihil : rien etpoterepouvoir
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1 1 0
On consi@re un graphe trois sommets, dont la matrice d’adjacencedést |1 0 0f.
1 0 1
Dessiner le graphe. Calculed?. Expliquer pourquoi le coefficierit j de deA? donne le nombre de chemias
deux aBtes entre et 5. Que donnent les coefficients dé ?

Matrices inverses

Exercice 40 Justifier si les assertions suivantes sont vraies ou fausses (dans cet exéreidg sont 2 matrices
deM,, ,(K)):

1. SiAX = BX pour toute matriceX € M,, ;(K), alors A = B.
2. La matriceld,, est inversible mais la matriog, ne I'est pas.
3. Si A et B sont inversibles, alorsl + B est inversible. Et&ciproquement.

Exercice 41 (Inverse d’une matrice délimination) SoitF la matrice3 x 3 qui lorsqu’on effectue le produif A
soustrait la premére lignea la deuxeme, etP la matrice quiéchange les lignes 2 et 3 . Quelle est Bogtion qui
va ramener la matricé sonétat initial ? Ecrire E et E—!. Verifier queEE~! = E~'E = Ids.

Exercice 42 (systme linéaire et matrice inverse) Soit A une matrice3 x 3. Supposons gu’on sache trouver
y etz tels que

1 0 0
Az = |0 Ay = |1 Az =0
0 0 1

SoitX =[x y z].CalculerAX.

Exercice 43 (CNS d'inversibilite d’'une matrice2 x 2) Soit
a b
a=[c

aveca, b, ¢, d € K. On suppose que cette matrice est inversible. Calculer la matticeen fonction dex, b, ¢, et
d par identification. Exprimer la condition sur, b, ¢, etd pour que la matrice soit inversible.

Exercice 44 SoitA € M,,(K).

1) On suppose qu'il existe un vecteur colonkie= M,, 1 (K) non nul tel queAX = 0. Montrer queA n’est pas
inversible.

2) On suppose qu'il existe un vecteur colories M, ; (K) qui n’est pas combinaison iaire des colonnes de
A. Montrer queA n’est pas inversible (on pourra raisonner par I'absurdegetire Y = A(A~1Y)).

Exercice 45 (Calcul de I'inverse d’une matrice par une puissancepoit
-3 -2
=[]
Calculer A% et montrer qued? = 2Id, — A, en ceduire qued est inversible et calculedA™!.

Exercice 46 (Calcul de l'inverse d'une matrice par produit de matrice et produit scalaire) SoitA une matrice
carrée d’ordren. On appelle trace del, qu'on noteTr(A), la somme de seédéments diagonaux. Soit la ma-
trice carrée d’ordre 3 suivante :

A:

[P

2
3
1

—_ =W

1. CalculerBy = A — Tr(A)lds.
2. CalculerB; = ByA
3. Calculer B, = B, — {81,
4. CalculerB; = By A
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5. En déduireA~!
Cet algorithmé de calcul de l'inverse @l & Jean-Marie Souriatine recessite donc qu’un seul produit matrice

vecteur et deux calculs de trace. Il peut f&raliser & une matricen x n et on peut @montrer qu’il donne
effectivement I'inverse d’une matrice si celle-ci est inverSible

Exercice 47 (Puissance et inverse$oitA une matrice carge d’ordren ; on suppose qud? est une combinaison
linéaire deA etld,, : A?> = oA + B1d,,.

1. Montrer queAP estégalement une combinaisonéaire deA etId,, pour toutp € N*.
2. Montrer que sj3 est non nul, alorsd est inversible et qud—! est encore combinaison Baire deA etld,,.

3. Application 1 : soitA = J,, — Id,,, ou J,, est la matrice Attila (envahie par les uns...), avez 1. Montrer
queA? = (n —2) A+ (n — 1) 1d, ; en déduire queA est inversible, etéterminer son inverse.

4. Application 2 : montrer que si = 2, A2 est toujours une combinaison iaire deA etId,, et retrouver la
formule donnantd—! en utilisant 2.

Exercice 48 On rappelle que la trac&r A d’'une matriceA € M,,(K) est la somme de séments diagonaux.
SoientA, B € M,,(K).

1. Montrer queT'r A = Tr AL.

Montrer quevA € R, TrAA = XTr AetTr(A+ B)=TrA+1TrB.

Montrer queT'r AB = Tr BA. A-t-onTr AB = (T'r A)(Tr B) ?

SoitP € GL,(K). Montrer queT'r (PAP~1) = Tr A.

On suppose dans cette questior- 2. Montrer queA? — (Tr A)A + (det A)Id = 0.

a bk wD

Transposition, permutation

Exercice 49 (Sans calcul...Effectuer le produit matriciel
0 0 1|1 2 3|0 0 1
0 1 0|4 5 6/]|0 1 0
1 0 0|7 8 9/|1L 0 O

Exercice 50 (Cecomposition synétrique-antisymétrique d’'une matrice carrée) Montrer que toute matrice cage
est la somme d’'une matrice sgtrique et d’une matrice antisyatrique.

Exercice 51 Verifier par le calcul sur les matrices suivantes queB)! = B A' mais# A' B'.

=[] els

Exercice 52 (Transposition et produit scalaire) SoientX € R™ etY € R"™. On peut donc aussi voiK etY
comme des vecteurs colonnek € M,, 1(R) etY € M, 1(R). Montrer queX - Y = X' Y.
Calculer ensuiteX Y,

Exercice 53 (Ogerations sur les matrices syrgtriques) SoientA et B deux matrices cafes syratriques. Les
matricesA?, AB, A> — B2, (A+ B)(A — B), BAB et BABA sont elles sy#gtriques ? (si oui, justifier, sinon,
contreexemple).

Exercice 54 (Transposition et syrgtrie) Soit A une matricen x p.

1. Quelles sont les tailles respectivesld’ et A* A ?

2. Montrer que les coefficients diagonauxAld’ et A* A sont for&ément positifs ou nuls.
3. SoitB une matricep x p synmétrique. Montrer que la matricel BA? est syratrique.

30n appelle algorithme de calcul uneéthode constructive de calcul d’un objet néatiatique, utilisant un nombre fini d’instructions.

4Jean-Marie Souriau est un mathaticien marseillais,@en 1922. Il est principalement connu pour ses travaux su@detggrie symplec-
tique dont il aéte I'un des pionniers. Il & professeua I'universié d’Aix Marseille 1 depuis 1958 jusqa’sa retraite.

S\Voir Calcul linéaire, de J.-M. Souriau, Tome 1, de@xneédition, “Euclide”, Introduction auktudes scientifiques, Presses Universitaires
de France, Paris, 1964, dittp://www.cmi.univ-mrs.fr/"herbin/L1/algo-souriau.pdf pour un texte introductif.
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Exercice 55 (Matrices rigolotes)
Ecrire la matriceA € My (R) dont les coefficients sonéfinis para; ; = i + j et la matriceB € M4 (R) dont
les coefficients sontédinis parb; ; = ¢ — j. Calculer AB et BA, en utilisant les deux techniques pour le produit

(combinaison ligaire des colonnes, produit scalaire des lignes).
Ecrire les matricesA et B sous la forme + Ct et C — C* ou C est une matrice bien choisie.

Montrer que pour n’importe quelle matric€ € M, (R),siA=C + C'etB = C — C' alors BA = —(AB)".
Dans quel cas a -t-orllB = BA? (rép. : siC et C'* commutenk

Exercice 56 (Permutations et matrices)Soitn > 1. On noteX,, I'ensemble des bijections dd, . ..,n} dans
lui-méme. A touélements € ,,, on associe la matric#, € M,,(K) dont les colonnes sot, ), ..., Eq(y)-
(On rappelle queE; est la matrice deM,, ; (K) donc tous les coefficients sont tous nuls, sauféene, qui est
égala l.)
1) Dans cette question seulement, on suppose2. Ecrire toutes les matrices de la fornig .
2) Méme question avec = 3.
3) Montrer quevo € ¥, P, est une matrice de permutation.
4) Montrer que SiP est une matrice de permutation, alors il existe ¥, tel queP = P,.
5) Montrer que
1 To=1(1)
P, || =
Tn Lo—1(n)
6) Montrer que sivy,04 € %, alors P,, P,, = P,,..,. En déduire que le produit de 2 matrices de permutation
est une matrice de permutation.
7) Montrer queP,-1 = (P,)!. En déduire que toute matrice de permutation est inversible, d’inverse sa trans-
pose.

Exercice 57 (Groupe lirtaire et sous groupesMontrer que I'ensemble des matrices inversilles,, (R) muni
de la multiplication des matrices est un groupe. Quel estsd@ment neutre ? Ce groupe est-il commutatif ?
Parmi les sous ensembles suivantside (R), dire quels sont ceux qui sont des sous-grobipes: L, (R) :

— les matrices triangulaires s@pieures,

— les matrices triangulaires iéfieures dont tous les coefficient ségauxa 1,

— les matrices diagonales dont tous les coefficients sont non nuls,

— les matrices sy#triques inversibles,

— les matrices inversible® telles queQ—! = Q*.

Pour les ensembles qui sont des sous-groupes, dire ceux qui sont commutatifs.

Trouver d’autres ensembles de matrice qui sont des sous-groufieés,deR).

Exercice 58 On noteO,,(R) I'ensemble des matrice$ de GL,,(R) telles qued—! = A’
1. Montrer que c’est un sous-groupe G&.,,(R).
2. SoitA € GL,(R). Montrer quec;(A) - ¢;(A) = 0;,5, 1 < i,j < n.
3. On suppose dans cette questioa- 2. Montrer qu’il existed € R tel que
A:(COS@ —sin@) 0uA:<COS€ sin 6 >

sinf cosf sinf —cosf

3.2 Elimination par les matrices

3.2.1 Echelonnement d’'une matrice x 3 et decompositionLU

Commencons par un exemple.
On consigére le systmeAx = b, avec

1 0 1 2
A=10 2 -1 b=|1
-1 1 -2 -2

6Un sous-groupe d€'L,, (R) est un sous-ensemble non vide@& ,, (R) qui est stable par multiplication et inverse.
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On écrit lamatrice augmengée constitiee de la matricel et du second membie

) 1 0 1 2
A=[A b=]0 2 -1 1
-1 1 -2 -2

Gauss et oferations matricielles Allons y pour Gauss :

La premere ligne a un 1 en pregrie position (en gras dans la matrice), on dit que c’egivot. On va pouvoir
diviser toute la prendre ligne par ce nombre pour en soustraire un multigtautes les lignes d’aps, dans le but

de faire appaifitre des 0 dans tout le bas de la colonne.

La deuxemeéquation a éja un 0 dessous, donc on n’a rien besoin de faire. On veut ensuite annuler le premier
coefficient de la troigime ligne. On retranche donc (-1) fois la prénailignea la troiseme :

1 0 1 2 10 1 2
0 2 —1 1 |%=28H g 2 -1 1
1 1 -2 -2 01 -1 0

100
Ceci revienty multiplier A & gauche par la matricg; (1) = [0 1 0

1 0 1
La deuxeme ligne a un terme non nul en dedxie position (2) : c’est un pivot. On va maintenant annuler le
deuxieme terme de la trome ligne ; pour cela, on retranche 1/2 fois la ligreela ligne 3 :

1112@@1%1012
0 2 -1 1| %7800 2 1 1
01 -1 0 oo -1 -4
1 0 0
Ceci revienta multiplier la matrice ggcedentea gauche par la matrid€32(—%) =10 1 O0|.Onaici
0 -1 1

obtenu une matrice sous forme triangulaire&igurea trois pivots : on peut donc faire la reméatpour obtenir

la solution du systme, et on obtient (en notanf les composantes d€) : x3 = 1 puisz, = 1 et enfinz; = 1.
On a ainsi eésolu le systme lirgaire.

Le fait de travailler sur la matrice augmentée est extemement pratique car il permet de travailler simul-
tanément sur les coefficients du sysime lingaire et sur le second membre.

Finalement, au moyen des&@mtions écrites ci-dessus, on a transf@he syseme lirtaire

1

1 N
)Tgl(l)b, ou U :T32(—§

Ar=b enUx = T32(—§

)T31(1)A
est une matrice triangulaire seneure.

Factorisation LU Tout va donc tés bien pour ce sy&ine, mais supposons maintenant qu’onaaiésoudre
3089 systmes avec la Bme matriced mais 3089 seconds membreglifférent$. Il serait un peu dommage

de recommencer les émtions ci-dessus 3089 fois, alors qu’on peuéeiter une bonne partie. Comment faire ?
L'id ée est de “factoriser” la matricé, c.a.d de Iécrire comme un produd = LU, ou L est triangulaire iréfrieure
(lower triangular) etJ triangulaire suprieure (upper triangular). On reformule alors le 8ys¢ Ax = b sous la
forme LUx = b et on Esout maintenant deux sgstes faciles resoudre car triangulairedy = betUx = y.
LafactorisationLU de la matrice @coule imngédiatement de I'algorithme de Gauss. Voyons comment sur I'exemple
précedent.

1/ On remarque qUE = Tsz(—3)T51(1)A peut aussi €crireA = LU , avecL = (Ts2(—3)T51(1)) 7"
2/ On sait qUQT32(7%)T31(1))71 = (Tgl(l))il(ng(fé)il.

"Bien dir, ceci revient ajouter la prengire ligne ! il est cependantgférable de parler sysmatiquement de retrancher car c’est ce qu’on
fait conceptuellement : pourdlimination on ergéve un multiple de la ligne du pivatla ligne courante.

8Ceci est courant dans les applications. Par exemple on peut vouloir calcipplse d’'une structure démje civil & 3089 chargements
différents.
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3/ Les matrices inverseg; (1)~ ! et ng(—%)‘1 sont facilesa ceterminer : comm@;gg(—%)—l consistea retran-
cher 1/2 fois la ligne 2 la ligne 3, I'oferation inverse est d'ajouter 1/2 fois la lign@2a ligne 3, et donc

1 1 1 0 0
ng(—i)*lzTg)Q(i): 01 0
0 35 1
1 00 1 0 0
De rTémeTgl(l)il = T31(—1) = 0 1 0| etdoncL = Tgl(l)ingg(—%)il = 0 1 0
-1 0 1 -1 L1
2

La matriceL est une matrice triangulaire ifieure (et c’est d’ailleurs pour cela qu’on I'appelle pour “lowe”
in English...) dont les coefficients sont parti@uément simplestrouver : les termes diagonaux sont tégsux
a un, et chaque terme non nul sous-diagdnal estégal au coefficient par lequel on a multila ligne pivot;
avant de la retrancherla lignej.

4/ On a bien doncd = LU avecL triangulaire inérieure (lower triangular) €Y triangulaire suprieure (upper
triangular).

La pro&dure qu’'on vient d’expliquer s’appellenéthode LU pour la Esolution des sysimes lirgaires, et elle
est d’'une importance congthble dans les sciences de l'amgeur, puisqu’elle est utilee dans les programmes
informatiques pour lagsolution des sysmes lirgaires.

Dans I'exemple que nous avoBfudg, tout se passaités bien car on n'a pas eu déra en position pivotale.
Si on a un &ro en position pivotale, la factorisation peut quaréhme se faire, mais au prix d’'une permutation.
Le résultat g¢réral que I'on peut @montrer est que si la matrick est inversible, alors il existe une matrice de
permutationP, une matrice triangulaire igfieureL et une matrice triangulaire sepeurel telles quePA = LU

Théoreme 3.18 (Factorisation LU) Soit A une matrice inversible, alors il existe une matriede permutation,
une matricel triangulaire inferieure et/ une matrice triangulaire sugrieure telle quePA = LU.

Le petit miracle de la @ompositionLU est que la permutatioR n'a pas besoin @&tre connue avant de mettre
en oeuvre la factorisation ; elle est cakeeilau cours de I'algorithme, voir les algorithmes en anmebeefin du
polycopé.

Factorisation LDU On peut aussi pr@éera une factorisation dité DU en remarquant que si on divise chaque
ligne de la matricd/ obtenue par la@&ompositionLU par son coefficient diagonal (qui est non nul puisque la
matrice est inversible) alors on obtient une matrice triangulairérseyrel/ avec que des 1 sur la diagonale, et
on peutécrirelU = DU, ol D est la matrice diagonale contenant les pivots.

Lorsqu’on parle de factorisatiohDU on sous entend donc toujours que la matfica des 1 sur la diagonale.
Sur I'exemple pecedent, cette nouvelleedomposition €crit

1 0 1 1 0 0]fto 0]t o 1
A=|0 2 -1 | =LDU={0 1 0[[0 2 0[]0 1 —3
-1 1 -2 -1 3 1[0 0 4] [0 0 1

Universié Aix-Marseille 1,PEIP-L1, 12 avril 2011 38 Algebre lireaire, Maths grérales Il



3.2. Elimination par les matrices 3. Sgstes lirkaires et matrices
3.2.2 Matricesélémentaires deM,,(K)

Définition 3.19 — Soiti € {1,...,n}, on c&finit poura € K, a # 0 la matrice D;(a) € M, (K) qui est
diagonale et dont tous les coefficients diagonaux gégatixa 1 excepé lei®™¢ qui estégala a :

B Y O
0
1
Di(a) = |: SO L — ™ ligne
1
: . .0
[0 -- e e 0 1]
— Soient;, j deux entiers distincts dgl, ..., n} (¢ # j), on cfinit la matriceE; ; comme la matrice dont tous

les coefficients sont nuls sauf le coefficientqui est egah 1.
— Soientz, j deux entiers distincts del, ..., n} (¢ # j), pour tout) € K la matriceT; ;(\) = Id,, + A\E; ; :

1 0 ¢ cer e o0
0
T,;(0)=10 X 0 1 0 0| —i®™¢ ligne
SR
0 0 1]

jeme colonne

Proposition 3.20 On a
1. (Di(a))" = Di(a), (T3,;(N))* = T;,:(N).
2. Sia #0,(Di(a)) ™" = Di (2), (Ti;(N) ™ = Tij(—X).

Démonstration : Le premier point est imédiat. Montrons le deug&ime point. Pour les dilatations, on remarque
gue le produit de deux matrices diagonaleset D, est une matrice diagonale dont les coefficients diagonaux
sont les produits des coefficients diagonauxdeet D,. Effectuons le produit des matric&s; (A\)7T; ;(—A). On

a

T, ;(NT(=X) = (d, + AE; ;) (1d,, — A\E; ;) = 1d,, — N*E; ;E; ; = 1d,,

car lorsque # j, E; ; E; ; = 0. -

Lemme 3.21Si E € M, (K) est le produit de matriceglementaires, alor€ est inversible et son inverse est
encore un produit de matricédementaires.

Démonstration : On montre le @sultat par &currence sur le nombre de facteurs du produit, en utilisant la Pro-
position 3.13 et le fait que chaque matriglémentaire est inversible et son inverse est une matieraentaire.
|

Théoréme 3.22 (O@rations élémentaires sur les lignes d’'une matrice)SoitA € M,, ,(K).
1. La matriceD;(a)A est la matrice obtenu& partir de A en multipliant lai®™* ligne de A par a.

2. La matriceT; ;(\)A est la matrice obtenu partir de A en ajoutanta la i ligne de A, X fois la jé™¢
ligne.
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Démonstration : On rappelle que la multiplication des matrices peut s'effectuer par lignes. Si offiyteteles
lignes d’'une matricet, chaque ligne du produit de matricksA s'écrit;(MA) = >, _, M; ;{x(A), olin estle
nombre de colonnes d¥ (et de lignes del). Avec M = D, (a) qui est diagonale, on a donc :

- CLZZ‘O (A) Sii = 10,
ti(Dig(a)A) = (Dig(a))iili(A) = Dig(a))iili(A) = { .
kz::l o 4;(A) sinon.

En prenant maintenait/ = T;, ;, (), on obtient :

Ei(TioJo()‘)A) = Z(Eodo()‘))l,kgk(A):

{Aejo (A) + £, (A)  sii=ip,
k=1 i

3.2.3 Matriceséchelonrees et pivot de Gauss
Définition 3.23 (Matrice échelonrée) Soit A une matrice deV,, ,(K). On dit que la matriced estéchelonree
si elle \érifie les deux conditions suivantes :

1. Siune ligne est nulle, toutes les suivantes le sont.

2. Sila lignei a son premier coefficient non nul sur la colonfiealors le premier coefficient non nul de la
lignei + 1 se trouve sur une colonrie> j.

Autrement dit, une matrice x p est sous forméchelonge si les deux conditions suivantes sogtfiees :
1. s'il existe des lignes de&zos, alors elles sont toutes en bas de la matrice ;
2. si deux lignes successives sont non nulles, alors la seconde a pleioda gauche que la pregre.
\oici a quoi ressemblent des matriéhelonies :

0... coefficients

coefficients
quelconques;

0 -0 0 0

(=)
(=)
(e}

quelconques

(=)

o
o

Ou encore :

coefficients
quelconques;

coefficients

0 --- 0 . . quelconques

Exemple 3.24 (Matricesechelonrees) Dans toutes les matrices ci desseudésigne n’importe quelgel.

— DansM;(K)
2 % 1 * 0 3 0 0
0O 1’0 0O]”|0 O] |0 Of"
— DansM;3(K)
1 % * 5 % % 0 3 % 0 2 «x 0 0 1 0 0 O
01 x|,(0 0 4/,]/0 0 2|,1]0 O Of,]0 O Of,]0 0 O
0 0 1 0 0 O 0 0 O 0 0 O 0 0 O 0 0 O
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— Dans My (K)

1 x % % 0 8 x * 0 2 % % 0 0 2 «% 0 0 0 5 00 0 O
0 3 x % 0 0 1 % 0 0 0 4 00 00 00 00 00 0 O
0 04 x[”]0 OO 1/”|0 O O O{”|0 O O O[”]0 O O O|”]0 O O O
0 0 0 5 0 0 00O 0 0 0O 0 0 0O 0 0 00 00 00

1 00
— Enrevanche, lamatrice 0 1 2 [ n'est pasechelonie.
0 1 2

Dans le cas des matrices daas, une matricechelonge est triangulaire sépieure :
Proposition 3.25 Une matriceA € M, (K) échelonie est triangulaire sugrieure.

Démonstration : Soit doncA = (a;;) € M, (K) une matriceéchelon@e. On montre parécurrence sur
2<i<nquea;; =0sij <i.

Pouri = 2, sila ligne2 est nulle, la propéte est trivialement vraie. Si la ligrizn’est pas nulle, le point 2. de
la définition des matriceécheloni&es montre que sur la ligrele premier coefficient non nul se trouve sur une
colonnek > 1, autrement ditio; = 0. La proprété est donc vraie pour= 2.

Supposons la prof@ vraie pouR < i < n — 1 et montrons-la pour+ 1. Si la ligne: + 1 est nulle, la propété
est trivialement vraie. Si la ligne+ 1 n’est pas nulle, la lignén’est pas nulle (par le point 1. de l&fihition des
matriceséchelonges). Alors, comme; ; = 0 sij < i par hypotl@se de&currence, le premier terme non nul de
la lignei se trouve sur une colonng > i. D'apres le point 2., le premier terme non nul de la ligrel se trouve
donc sur une colonng> jo + 1 > i + 1. Ainsi, a;11; = 0 pour toutj < ¢ + 1.

La proprété est donc vraie pour tout la matriceA est donc triangulaire sépieure. =

3.2.4 Existence de la formé&chelonree, algorithme déchelonnement

Théoréme 3.26 (Echelonnement d’une matriceSoitA € M,, ,(K). Il existe une matric& € M,, (K) produit
de matrice€lémentaires telle que la matridé A estéchelonie.

Pour cemontrer le tBoeme, on écrit un algorithme qui donne explicitement la matriceAvant de traiter le cas
géréral, on va écrire I'algorithme sur un exemple.
On veutéchelonner la matrice

1 2 -2 4 11
01 3 -4 21
A= 10 -8 0 01
11 -5 0 01

L'id ée est de praaer colonne par colonne. Atape; de I'algorithme, la matrice forée des premires colonnes
estéchelonge. Lorsqu’on arrivéx I'étapes (= le nombre de colonnes dé), la matrice obtenue eéthelongée.
On commence parétapel. Il s’agit d’échelonner le premier vecteur colonne :

Cy =

=

Comme il est non nul, cela signifie qu'on veut, par des manipulations de lignes dedst-en multipliantd a
gauche par des matricéfementaires), se ramener au vecteur :

oo o

(Si le premier vecteur colonriait nul, en particulier il seraéchelon@, on ne le modifierait pas et on passerait
au vecteur colonne suivant). La préme ligne de’; est unl donc on ne la change pas. Ensuite, en se servant de
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ce 1, on fait apparttre des0 sur les lignes suivantes d& . On commence par retranch&ida troiseme lignel

fois la premére. Pour cela, on multiplie la matrieeparTs,(—1) avec
1 0 00
0 1 0 0
TBl(fl) - -1 0 1 0
0 0 0 1

On obtient la matriced; = T31(—1)A, c’esta-dire :

1 2 -2 4 1
0 1 3 -4 2
0 -2 -6 -4 -1
1 1 -5 0 0

(pour obtenirA; a partir deA, on a effectivement ajoata la troiseme ligne—1 fois la premére). On a obtenu ce
gu’on voulait : un0 sur la troiseme ligne du premier vecteur colonne. Pour obtenir@no sur la quatéme ligne
du premier vecteur colonne, on ajoaté&a quatreme ligne—1 fois la premere, c’esta-dire on multiplie la matrice
Al parT41(—1) :

A=

_ O = =

1 000
0 100
Tn=D=1"79 ¢ 1 9
-1 0 0 1

On obtient la matricely = Ty (—1)A; = Ty1(—1)T31(—1)A :

1 2 -2 4 1
0 1 3 -4 2
0 -2 -6 -4 -1
0 -1 -3 -4 -1

Ag =

OO ==

La premere colonne del; est de la forme

OO =

0

et donc on en a fini avec la pregné colonne, car celle-ci esthelonge. De plus, on note qu’elle3ddignes nulles.
La deuxemeétape consista échelonner la matrice foree des deux premiies colonnes dd,. Pour cela, on va
échelonner le deugme vecteur colonne dé, a partir de la deux@éme ligng(noter que la deurime ligne est la
premere ligne nulle de la preraie colonne). On verra que ¢a ne modifie pas la prezgolonne. La deuaime
colonne deA; est

2

1

-2

—1
Echelonner ce vecteur coloni@epartir de la deuxime ligne veut dire qu'on se rane par des combinaisons
linéaires de lignea une deuxdme colonne du type

O = ¥

0

ou * represente un nombre quelconque. Cetterafion revieni multiplier A, a gauche par des matrioglémentaires).
Il'y a déja unl sur la deuxéme ligne. Pour faire appatae un0 sur la troiseme ligne, on retrancheela troiseme
ligne —2 fois la seconde (on se sert ainsi tqui est sur la deugime ligne). On obtient

1 2 —2 4 1 1
0 1 3 —4 2 1
Az = T32(2)Ag = T32(2)Tu1 (—1)T3:(—1)A = 0 0 0 -12 3 2
0O -1 -3 -4 -1 0
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Noter gu’on n'a pas mod#i la premére colonne. Ceci esfidau fait qu’il y a un0 sur la deux@éme ligne de la
premgre colonne.

On poursuit le travail sur la deuxine colonne, en gagnant Qrsur la quat@me ligne. Pour cela, on retranche
la quatreme ligne—1 fois la deuxéme, autrement dit, on multipliés parTy2(1) pour obtenir

12 -2 4 11
01 3 -4 21
0 0 0 —-12 3 2
00 0 -8 11

La deuxeme colonne a bien la forme qu’on attendait. La pégmcolonne n’'a pa&sté modifée. La matrice forree
des deux prengires colonnes déd, estéchelonie, et on note qu’elle a deux lignes nulles.

Passons la troisemeétape : on travaille sur la troésine colonne. Il s’agit de&chelonnea partir de la troiseme
ligne (qui est la premndre ligne nulle de la matrice forme des deux premies colonnes dd,). La matrice fornée
des trois prengires colonnes dd, sera ainséchelon@e. Comme le vecteur colonne conditles2 derneres
lignes de la troigme colonne est nul, on n’'a ri@rfaire sur la troigme colonne : elle es&gh échelon@ea partir
de la troiseme ligne. On remarque que la matrice féerdes trois prerares colonnes dg, a encore deux lignes
nulles.

On passe la quatréme colonne, qu’on vewchelonnea partir de la troiseme lignecar c’est la prengre ligne
nulle de la matrice fori@e des trois prerares colonnes dé,. Ainsi, on veut ramener le quatrne vecteur colonne
a un vecteur colonne de la forme :

A4 = T42(1)T32(2)T41(—1)T31(—l)A =

L *x *

0

aveca non nul. On voit que pour cela, il suffit de retranchdr quatreme ligne2/3 fois la troiseme, autrement
dit de multiplier A4 parTy3(—2/3). On obtient

2 -2 4 1 1
1 3 -4 2 1
0o 0 -12 3 2
0 0 O 0o -1 -1/3

Ceci acleve le travail sur la quagme colonne : la matrice foree dest premeres colonnes egchelonie. De
plus, elle al ligne nulle. Pour la cing@éme étape : le cinqéime vecteur colonne eétheloni a partir de la
guatreme ligne. Donc on n'y touche pas. La matrice féardess premires colonnes egchelongée et n'a pas
de ligne nulle. L'algorithme s’a@éte donc ici : la matricel; elle-méme eséchelonie.

De plus, on 845 = EA avec

A5 = T43(2)T42(1)T32(2)T41(—1)T31(—1)A =

o O

FE = T43(—2/3)T42(1)T32(2)T41(—1)T31(—1).
Pour calculer simplemerit, on part de la matric&s; (—1),

1 0
0 1
-1 0
0 O

On sait quely; (—1)751 (—1) est obtenua partir deTs; (—1) en retranchard la quatréme lignel fois la premere
(parce que c'est I'effet de la multiplicatiangauche pafy; (—1)). On obtient donc :

0 00

0
0
T31(—1) = 1
0

_ o O O

1
0 1
Tur (~1)T5 (1) = .
0

O = O
= o O

-1
-1
De méme T55(2)T41(—1)T51(—1) est obtenua partir deTy; (—1)751(—1) en retranchard la troiseme ligne—2
fois la deuxéme (parce que c'est I'effet de la multiplicatiargauche pafi2(2)). On obtient donc :

1 0 0
0
-1
-1

T32(2)Tu1 (—1)T5:(—1) =

[enll RN
O~ OO
= O O
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Et ainsi de suite. On trouve finalement

1 0 0 0
0 1 0 0
L 2 10
-1/3 —1/3 —2/3 1

Pour obtenirE en méme temps qu’'une matriégchelon@éea partir deA, on peut ausséchelonner directement
la matriceaugmente [A Id4] jusqua la dernére colonne ded. Mais ceci n’est jamais effeckuen pratique.
D’abord la matriceE! n’est pas tés inéressante en soi; c’est la matrite= E~! qui est utile en pratique : dans
le cas @ on n'a pas besoin de permutation de lignes, on obtient la factorisatien.U de la matrice avec une
matrice L = E~! triangulaire inérieure et une matricg triangulaire suprieure. Dans le cas de I'exemple ci-
dessus, la matrict s'écrit: L = E—1 = (T32(2) Ty (—1)T51(—1)) " = T (1)Ty1(1)T52(—2). Les coefficients
de la matricel s’obtiennent donc &s facilemenéa partir des coefficients utis lors de échelonnement pour la
construction de la matricg.

On va maintenant@&montrer le TBoeme 3.26 engkcrivant I'algorithme dgchelonnement dans le casgral. On
commence par consider le cas d’'une matrice colonne (c'aéstlirep = 1).

Algorithme d’ échelonnement d’un vecteur colonne

Lemme 3.27 Soit A = (a;)i=1,...n € My 1(K) un vecteur non nul. Alors il existe une matritee M,,(K)

a
0

.....

produit de matrice@lémentaires et € K, a # 0, tels queE' A =

Démonstration :

» Sia; # Oalors on utiliser; pouréliminer les coefficients qui sont en-dessaulkaide des matriceslémentaires.
On commence par retranchéeta deuxéme ligneasy /a; fois la premére :

a
0

T271 (—ag/al) A = |43

(29
On pro@&de de rBme avec les lignes suivantes :
a1
0
Thi(—an/ar)---Toq (—az/a1) A= :
0
» Sia; =0, il existei > 2 tel quea; # 0 car on a supp@sA # 0. Auquel cas, si on ajoutila premére lignel
fois la i’ ligne, on obtient

Qn

On est alors raménau cas @edent.

Tha(—an/a;) - Toi(—az/a;)Th; (1) A =
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|

Dans le cas @ a; est nul, on aurait aussi pu intervertir les lignest i au lieu d’ajoutera la premére ligne la
Z'zeme_

Pour passer au cagigral, on a besoin de laégéralisation suivante. On dit qu’'un vectedr € M,, ;(K) est
écheloni a partir de la lignd < i < n sile vecteurd’ € M,,_,11 1 constite des lignes, . .., n du vecteurtX
estéchelong (au sens de la@inition 3.23). En particulier, un vecteur é&sthelong s'il estéchelon@ a partir de
lalignel.

L'algorithme déchelonnement d'un vecteur colonne pétre ¢grérali€ pour obtenir un vectewrchelongé a
partir d'une ligne quelconque < i < n — 1. Pour cela, il suffit déliminer les lignes qui sont au-dessous; @
utilisant le coefficient qui est sur la lignePlus pécigment,

Lemme 3.28 SoitA = (ak)k=1,...n € Mp1(K)etl <i<n—1.0n suppose que I'une des ligngs. ., n de
A n’est pas nulle. Alors il existe une matriégee M., (K) produit de matriceglementaires et € K, a # 0, tels
ay

aj—1

qUeEA=| a

0

Démonstration : C’est la néme preuve que pour le lemmegpedent sauf qu’'on ne regarde que les lignes qui
sont au-dessous ded&™e.
» Sia; # 0 alors en retrancha®dtla (i + 1)**™¢ ligne a;1/a; fois lai*“™ ligne, on obtient

ay

ai—1

Tit1,i (_aiH) A= %i
a;

@42

an

et en faisant de Bme pour toutes les lignes suivantes, on obtient finalement

ay

—a —a; i1
Tn,i (n> Ty <Z+1> A= a
a; Q; 0

0

» Sia; =0, il existej > i + 1 tel quea; # 0. Auquel cas, si on ajoute l@¢™e ligne & lai**™¢ ligne, on obtient

ai

Qi—1
Tij(DA= | a;
Qi1

Qn
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On est alors raménau cas @cedent. Finalement,

Thi(—an/a;) - Tiv1i(—aip1/a;)Tij (1) A= | a;

On observe que dans cet algorithme, on modifie seulement leslignesn de A. En effet, les matricesléementaires
par lesquelles on multipliel n'agissent que sur ces lignes : les coefficients non diagonaux et noatantsous
placés sur ces lignes!

Algorithme d’ échelonnement d’'une matrice et preuve du thoreme 3.26. On rappelle que sil est une ma-
trice, c;(A) désigne lgj**™ colonne ded. On noteralci(4) ... ¢;(A)] la matrice constitée deg premires
colonnes de la matrica.

Soit A € M,, ,(K). On montre paré&currence sut < k < p qu'il existe une matrice&Z;, € M,,(K) produit de

matriceselementaires telle qu@l(EkA) ck(EkA)] est une matricéchelonge.
» Pourk = 1, sici(A) = 0, la proprét est trivialement vraie aveE; = Id. Sic¢;(A) # 0, on applique le
a
. . O .
lemme 3.2&¢;(A) aveci = 1 : il existe E; telle queE ¢ (A) = | .| . Alors ey (E1 A)] = Eqeq(A) est bien
0

une matriceechelonge.

» Supposons la prof@é vraiea I'ordrek < p — 1 et montrons-la 'ordrek + 1. Par hypotliese deé&currence, il
existe une matric&, € M,,(K) produit de matriceglémentaires telle que la matrieg, := [cl(EkA)

est une matricéchelonge.

On distingue plusieurs cas.

e Si A; n'a aucune ligne nulle, on posé,,; = Ej et on \érifie que[cl(EkHA) Ck+1(Ek+1A)]
= [Ar  crs1(ErA)] est bien une matricechelonge.

e Sinon,A; a une ligne nulle. Notong, I'indice de la premére ligne nulle dedy. Alors les lignesi;1,...,n
de Aj sont nulles, card; estéchelonge. Si les lignesy, ..., n de c;41(ErA) sont aussi toutes nulles,
on peut poseF;, = Ej, eton a bienfci(Er1A4) ... cry1(Ex1A)] = [Ar 1 (Erd)] qui est
échelonge.

Si au contraire:; 1 (ExA) a au moins une ligne non nulle parmi les ligrigs. . ., n, alors on applique le
lemme 3.2& ¢, 1 (ExA) aveci = iy. Il existe une matricdy, 1 € M, (K) produit de matriceélementaires

telle que
o ]
Qg —1
Fk+1ck+1(EkA) = a
0
- 0 -
On a kja obseré dans la preuve du lemme 3.28 que multiplier une makrigauche pafy.; ne modifiait
pas les lignes < i,. Comme les lignesy, . .., n de A, sont nulles, on en&buit F, 1 A, = Ax. Donc
[e1(FrpErA) o0 et (FrpBrA)] = [Ax cogr (Frg1 ErA)]

est bien une matricechelonge. Dans ce cas, on pose ddiic,1 = Fyy1 Eg.
» La proprété est vraie pour tout, en particulier pouk = p. Le Theoeme 3.26 est@&monté.
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3.2. Elimination par les matrices 3. Sgstes lirkaires et matrices
Remarque 3.29 Lorsque I'on rencontre unézo en position pivotale (et non pas un “pivot nul”, car, pa&fthition,

un pivot n'est jamais nul) durant &chelonnement de la matrice on peut, au lieu de transformer la ligne en
guestion, permuter la lignetnse trouve ce&o avec une des lignes qui se trouve en dessous de ceke o
trouve ce &ro. C'est d'ailleurs ce qui est effe@ten pratique dans les programmes informatiques qui effectuent
la méthode de Gauss, ou qui effectuent EcdmpositionLU d’'une matrice telle qu’on I'a introduite dans la
premgere partie de ce chapitre.

La matrice de permutatiof?; ; des lignes et j est la matrice ident#, sauf pour les ligneset j : la ligne i a des
zéros partout sauf en colonneou il y a un 1; la lignej a des &ros partout sauf en colonrieotu il y a un 1. Elle
peut encore €crire : P; ; =1d, — E;; — E; ; + E; ; + E; ;. Par exemple poun = 2 :

0 1
1’_’122{1 O]

et pourn = 6:

Pz =

OO O OO
S OO = OO
DO OO O
SO = O OO
O = OO OO
—_— o0 oo oo
O OO OO
O OO OO
S OO+ OO
SO = O OO
O OO OO
_— o oo oo

On peut erifier facilement que multiplier une matricé € M,, ,(K) par la matrice P; ; revienta intervertir
les lignes: et j. Evidemment lorsqu’on permute les lignes de la matrice diesystireaire, on doitegalement
permuter les lignes correspondantes du vecteur second membre lors@stmut un sysime lireaire. Ceci se fait
de mangére automatique lorsqu’on travaille sur la matrice augmésnt

Dans la suite, il sera utile de reger quelles sont les colonnes pivotales d’une maéatelonie, dont on a&ja
park lors de [Elimination de Gauss. En voici unéfthition pour une matricéchelongée rectangulaire x p.

Deéfinition 3.30 (Pivots, colonnes pivotales, rangDn noter le nombre de lignes non nulles d’une matrice p
échelonie. On appellgivot le premier terme non nul de chaque ligne non nulle de la mag&id®elon&e. On
appelle colonnes pivotales d’'une matriéehelonie les colonnes dans lesquelles apparaissent les pivots des
lignes non nulles (attention ce ne sont pas éonent les: premeres colonnes de la matrice). On ndtg . . ., k,

les indices de ces colonnes. On appelle colonnes non pivotales les autres colonnes, dont les indicesssont not
krs1,..o s kp.

Les colonnes pivotales sont donc les colonngsl) telles quej € J, ot J = {k1,..., k. } est'ensemble des
indices des colonnes dans lesquelles apparaissent les pivots.

On cefinit le rang de la matrice comme le nombre de lignes non nulles (ou de colonnes pivotales).

3.2.5 Exercices

Exercice 59 (Des petits sysimes gentils)Resoudre les sygimes liaires suivants en utilisan@dthelonnement :

r + y = 2 3r — 2y = 1
x — y =0 6x + y 1/2

Exercice 60 (Echelonnement et factorisatioU et LDU) Echelonner les matrices suivantes, et lorsqu’elle existe,
donner leur @composition.U et LDU

13 1
HH 2 0 4
1 -3 -3

Exercice 61 (Des sygmes un peu plus gros)Résoudre en utilisant I'algorithme du pivot de Gauss ( @chelonnement)
les systmes suivants :

r 4y +z =2 r +2y -2z =1
S5 +4y 43z =2 -z 43y =0
6 +3y +2z = —4 -2y 4z = -3
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3.3. Calcul de l'inverse d’'une matricechelonnement total 3. Syshes ligaires et matrices

v 4% —2% 44f = 9 z +2y -2z +4 +u =0
e a - » y +3z —4t +2u =0

Y L ot o 0 x +z =2t +3u =0

B _ r +y +4z —6t +5u =0

x4y -z 42 =2 5 o -

Exercice 62 (Matricea parametre) Echelonner pout € R la matrice suivante :

1 1 1-¢
1+t -1 2
2 —t 3

Pour quelles valeurs du parastret, la matrice est-elle inversible ?

Exercice 63 (Exemples de matricegchelonrees)
1. Ecrire une matriceéchelon&e qui n’a que des colonnes pivotales.
2. Ecrire une matriceééchelonge qui n'a que des colonnes non pivotales.
3. Ecrire une matricééchelonie deM;(R) dont les colonnes pivotales sont Efi et 3™ positions.
4

. Une matriceécheloniée peut-elle avoir plus de colonnes pivotales que de lignes ? Et plus de colonnes non
pivotales que de lignes ?

Ecrire une matriceechelon&e qui a 1 colonne non pivotale @tigne nulle.
6. Une matriceéchelonée peut-elle avoir 0 colonne non pivotale et 1 ligne nulle ? Et si elle eséedr

o

3.3 Calcul de l'inverse d’'une matrice,echelonnement total

Soit A une matrice caée d’ordren inversible, dont on veut calculer l'inverse. On cherche donc une matrice
telle queAA~! = Id,,. Les colonnes d&l,, sont les vecteurs (colonrfey; dont lai-eme composante estjalea
1 et toutes les autres nulles. Supposons qu’on conndisseQuand on multiplied par la premére colonne de
A~ on obtient la prendire colonne de la matricé A1, qui estégalea la matriceld,, ; cette prenmére colonne
est le vecteue,. De méme, quand on multipliel par lai-€me colonne del—!, on obtient lai-eme colonne de
AA~! =1d,, ca.d. le vecteue;. On a donc, en notaiet (A~1) lai-€me colonne del —! :

Aci(A ) =e;, i=1,...,n.

Le calcul deA~! peut donc s’effectuer e@solvant les: sysemes lirgaires avec matricd, inconnuec;(A~!) et
second membre;.

Remarquons donc tout de suite que l'inversion d’'une matrice est beaucoup phesaele la &solution d’'un
syseme lireaire  fois, tres péci€ment...). Il est donc idiot d’inverser une matrice pogsaudre un systne
linéaire. Par contre, il est iatessant de savoir comment on peut trouver l'inverse d’'une matrice pathede de
Gauss-Jordan, en s'inspirant de celle efféetpour esoudre le syséme lirtaire.

Au lieu d'introduire une matrice augmeg avec la matrice deégart et un vecteur second membre, on introduit
maintenant une matrice augmeatavec la matrice deegart et vecteurs second membre (les vectews ceci
revienta consi@rer la matrice augmestn x 2n constitiee de la matricel et la matricdd,, :

A=[A 1d,].

Sila matriceA est inversible, en appliquant I'algorithme de Gauss-Jordan quoritai dessous, on obtient alors
l'inverse de la matrice dans la partie droiteél @ trouveait auparavant la matrice identide la forme “totalement
échelong” de la matrice augmege.

Si A estinversible, sa forme totalemé&ahelongeR estld,,, et I'algorithme de Gauss-Jordan = [A Idn] =
[A e ... e,]donne:

R=[R (A7) ... c,(A™ Y] =[1d, A7].

Voyons ceci d’abord sur un exemple.

9Quand on dit vecteur sansgmiser c’est toujours vecteur colonne ; dénre, on identifie leglements d&R™ & 'ensembleM,, 1 des
matricesan lignes et 1 colonne.
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3.3. Calcul de l'inverse d’'une matricechelonnement total 3. Syshes ligaires et matrices
3.3.1 Exemple de calcul de I'inverse d’une matrice 2 2

1 2
3 7

Exemple 3.31 Prenons une matrice x 2: A = [ } . On écrit la matrice augmege : A = [A Id2] =

1 21
3 70

ﬂ , et on appliqgue Gauss-Jordan. On commence par Gauss :

121042_>ei_>3411210
3 7 01 01 -3 1

et on effectue ensuite la partie Jordan, qui consistendre la matrice diagonale :
1 2 1 0 bt =26 1 0 7 =2
01 -3 1 01 -3 1

7

Gauss Jordan donne dont™! = {_3

_12] . On \érifie qu’on a biend A~ = Id,.

3.3.2 Inversion d’'une matrice 3 3

1 0 1 10 1 1 00
Exemple 3.32 Consicerons lamatricel 0 2 —1 | .Onécritlamatriccaugmege| 0 2 -1 0 1 0
1 1 0 11 0 0 0 1
On commence par appliquer I'algorithme de Gauss, céslire se ramenea une matriceechelonge :
1 0 1 1 0 O 1 0 1 1 00
02 -1 010 |%X%02 -1 0 10
11 0 0 0 1 01 -1 -1 0 1
(12 10 1 1 0 0
QR g 9 1 0 1 0

00 -1/2 -1 —-1/2 1
On a obtenu une matricechelon&e. On reprend alors 'algorithma la fin de Gauss, et oécrit maintenant la
partie “Jordan”1° de I'algorithme dit de Gauss-Jordan.
Pour cela, on fait apparire des0 au-dessus des pivots en commencant par les colonnes lea gioge, et en
progressant vers la gauche.
On multiplie la dernére ligne par -2 pour obtenir le pivot 1 :

1 0 1 1 0 0 1 0 1 1 0 O
02 -1 0 1 o|®==F"lo0o2 -101 o0
00 -1/2 -1 -1/2 1 0o0 1 2 1 -2
Puis on met z&ro le troiseme coefficient de la deéxne ligne & I'aide de la troiseme) :
10 1 10 O 101 1 0 O
02 -1 01 0 |2 02022 -2
o0 1 2 1 =2 001 2 1 -2
On annule ensuite le troidme coefficient de la preée ligne (toujours I'aide de la troiseme) :
1 01 1 0 O 10 0 -1 —1 2
02022 2|25 020 2 2 -2
0012 1 -2 00 1 2 1 -2
On multiplie enfin la deurime ligne par 1/2 pour obtenir le pivot 1 :
100 -1 -1 2 Py 1 00 -1 -1 2
020 2 2 —2|[%2%10 10 1 1 -1
00 1 2 1 -2 00 1 2 1 -2

Les trois preméres colonnes forment la matrice ideétitElle constitue la forme totalemeathelonie de la
matrice A : c’est le cas pour toute matrice inversible. On verra plus loin quedaiproque eségalement vraie :
si la forme totalemergéchelonie de la matriced est I'identig, alors A est inversible.

1OMarie Ennemond Camille Jordarg fe 5 janvier 183& Lyon (Rfone) et mort le 22 janvier 1922, est un méataticien frangais, conru
la fois pour son travail fondamental dans ladhnie des groupes et pour son cours d’analyse.
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3.3. Calcul de l'inverse d’'une matricechelonnement total 3. Syshes ligaires et matrices
3.3.3 Echelonnement total

Deéfinition 3.33 (Matrice totalementéchelonree)
SoitA € M,, ,(K). On dit queA est totalemenéchelonge si :

1. A estéchelonge,
2. le premier coefficient non nul de chaque ligne non nulleegsia 1,

3. tous lestlements qui sont dans la colonne au dessus du premier coefficient nonégal@tl) d’'une ligne
sont nuls.

Notons que dans une forme totaleméohelonge, les pivots sont toujouégjauxa 1, ce qu'on n'a pas demaad
pour les matricegchelonges.

Exemple 3.34 (Matrices totalemeng&chelonrées ou non)

— La matrice identié Id,, est totalemengéchelonie et an colonnes pivotalesr = n.
La matrice nulleO,, est totalemenéchelon&e et n’a aucune colonne pivotale = 0.
La matrice suivante est totalemegtthelonge :

1
0
0

o OO
o = O

Elle a deux colonnes pivotales : la prasme, k; = 1, et la troiseme :k; = 3, et une colonne non pivotale, la
seconde k3 = 2.
La matrice4 x 6 :

01 2 0 0 2
00 01 01
00 001 3
00 0 0 O0O

est sous forme totaleme@thelonge, et a trois colonnes pivotalés = 2, ko = 4, k3 = 5, et trois colonnes
non pivotales k4 = 1, k5 = 3, kg = 6.
La matrice suivante egichelon&e, mais pas totaleme@thelonie :

1 0 0
0 1 2
0 0 1
— La matrice suivante n’est ni totalemegthelon&e ni nemeéchelonge :
1 00
0 0O
0 0 1

Théoreme 3.35 (Echelonnement totalSoit A € M, ,(K). Il existe une matriceZ produit de matrices
élémentaires telle que la matridéA est totalemengéchelonie.

Encore une fois, la preuve duéb@eme donne un algorithme qui permet de calculer expliciteriei’apres le
Théoeme 3.26, on peut supposer gdest une matricéchelonge.

Algorithme d’ échelonnement total On commence par le cas d’'une matrice colonne: (1).

a1

Lemme 3.36 SoitA = € M, 1(K) un vecteurecheloni aveca; # 0. Alors il existe une matric& €
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3.3. Calcul de l'inverse d’'une matricechelonnement total 3. Syshes ligaires et matrices
0

M, (K) produit de matrice@léementaires telle quEA = | 1|, le 1 étant sur la ligne.

0

Il suffit de prendr@ = Tl,i(—al) Ce Ti,lyi(—ai,l)Di(l/ai).
Une remarque importante pour la suite de I'algorithme : Multiplier une maltiéegauche par cette matriéene
modifie pas ses lignes+ 1, ...,n. Side plus la ligne de B est nulle,EB = B.

On traite maintenant le caggeral d’'une matricéchelonge A € M,, ,(K) qu’on veut totalemeréchelonner. ||
s’agit de repgrer les “colonnes pivotales” pour faire apgéreades) au-dessus des pivots. On commence par les
colonnes pivotales les plasdroite, et on progresse vers la gauche. Comme on va le voir, cela permet, lorsqu’on
s’occupe de la colonne pivotalede ne pas modifier les colonnes &idésa gauche de la colonneet de ne pas
modifier non plus les colonnes pivotales éiga droite de la colonné La raison en est simple : lorsqu’on fait
des manipulations sur la colonnedont le pivot est sur la ligne neé¢j, on ajoute un multiple de cette ligrjea
des lignes sitées au-dessus de la ligneToutes les colonnes gauche dé ont un0 sur la lignej (car la matrice
estéchelonie) donc ces colonnes ne sont pas medgi Toutes les colonnes pivotales &isa droite dei ont
un0 sur la lignej (car on les a totalemeltheloniges auxetapes fEedentes) donc elles ne sont pas méeii.
Voyons I'algorithme en étail.

On noteJ = (j1,...,7-) 'ensemble des indices des colonnes pivotalesideanges par ordre croissant). On
définit par E€currence sub < | < r — 1 des matricesl,_; échelonies et telles que : pour tout< ¢ < r, A; est

de la formeFE; A, ou E; est un produit de matricédeémentairesA; a pour ensemble de colonnes pivotales celui
indexé par.J et A; a ses colonnes pivotalgs . . ., j, totalemengchelongée.

Pour construired,., on applique le Lemme 3.38c¢;, (A) : il existe E, produit de matriceélémentaires telle que
E,cj (A) = [O ... 001 0 ... O]t ou le1 est site sur la ligne-. Alors la matriced,. := E,. A aseslignes
r+1,...,négalesa celles de la matricd et sont donc nulles. De plus, comme la matfiegA) ... ¢;,_,(A)]

a ses lignes, ..., n nulles, la matriced,. a ses colonnes, .. ., j,._1 égalesa celles deA. En particulier,A,. est
une matriceechelonge.

Supposons que les matricds, ..., A; 11 ontéte construites. Onéfinit alorsA; := F;A;., ou F; est la matrice
du Lemme 3.36 appli@&c;, (A;+1). Comme pecddemment, les colonnés. . ., j;_, de A; sontégalesa celles

de A,.1. De plus, c’est aussi le cas des colonnes pivotgles . . ., j, (car elles ont ur sur la ligne:). Donc A;
vérifie bien les conditions ex@gs et on pos&; = F; F;,1. La matriceA; est alors totalemeréchelonie et de

la formeE; A, ou E; est un produit de matricé&démentaires. Le Téneme 3.35 est@monte.

3.3.4 Exercices

Exercice 64 (Matrices2 x 2 totalementéchelonrees) Donner toutes les matricesx 2 de coefficientégauxa
0 ou 1 et qui soient totalemeathelonies.

Exercice 65 (Inverse de matrices paéchelonnement total) Echelonner les matrices suivantes et dire si elles
sont inversibles ; le cascteant calculer leurs inverses pachelonnement total :

3 1 1 3 0 1 1 1 1

2 -1 1], 2 —1 11,15 4 3

—1 1 -2 1 1 -2 6 3 2

et pour ceux qui en veulent encore...

1 2 -2 4 1
é?_g_i 12 -2 01 3 -4 2
00 1 ol |- 3 0,10 1 -2 3
1 1 1 o 0 -2 1 11 4 -6 5
0 3 0 2 0
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Exercice 66 (Matrices2 x 2 totalementéchelonrees) Soit A € GL»(R). Montrer que les formes totalement
échelonies ded et A~! sont identiques.

Exercice 67 (Une matrice connue en@meétrie) Soitd un nombre eel dans|0, 2w[. On consigére la matrice

cosf —sinf
0= {sin@ cos 6 } pourd € R.

1. Montrer queRy est inversible et calculer son inverse.
2. Calculer R} pourn € Z.
3. On consiére la matrice

cos(0) —sin(0)
0)

A= sin(@)  cos(

0
0
0 0 1

Verifier queA est inversible et que son inverde ! s’écrit

1 [(Re)™ 012
=

Quelle est la nature gorétrique de I'applicatioru — Awu ?

Exercice 68 Soit A une matrice caree échelongée (et donc triangulaire sugrieure) qui n'a que des colonnes
pivotales.

1. Montrer que le®léments diagonaux dé sont non nuls.
2. On applique l'algorithme déchelonnement total A. Quelle matrice obtient-on ?
3. En déduire queA est inversible.
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Chapitre 4

Espaces et sous espaces vectoriels

4.1 Espaces et sous-espaces

On a eja beaucoup pagldans les chapitresguédents des sous-espace®Rdest R : les droites et plans passant
par I'origine sont des sous-espaces vectoriels, au seils sont stables par combinaisondaire. MaisR" lui-
méme est aussi stable par combinaisogdine : muni de I'addition et de la multiplication par un scalaire, on dit
gu'il a une structure d’espace vectoriel, dont on va maintenant donner&gdingidn préecise.

4.1.1 Definitions

Définition 4.1 (Espace vectoriel)SoitK un corps,K = R ouC. On dit queF est un espace vectoriel SKr si

1. E muni d'une loi de composition interne appekeaddition (c.a.d. une application d& x E — F) est
un groupe commutatif, i.e. les proptés suivantes songvifiées :

(a) Il existe unélement appé élement neutre pour I'addition 0 € E tel que pour toutu € FE,
Opt+u=u+0g =u.

(b) Pourtousu,v € E,onau+v=v+u € E.

(c) Pourtousu,v,w € E, (u+v)+w=u+ (v+w).

(d) Pour toutu € E, il existe unv € E tel queu + v = v + u = 0g. Un telv est unique et on le note
vV =—U.

2. E est muni d'une loi de composition externe aj@aehultiplication , ca.d. une application d& x K — F
(A\z € E, V)X € K,Vx € E) telle que pour toust, v € E, A\, € K,

(a) Il existe unélement appé élément neutre pour la multiplicatiotk € K tel quelgxu = ulg = u,

(b) Mu + v) = Au + v,

©) (A pu = Au+ pu,

(d) Apu) = (Ap)w.

On dira plus brevement qud? est unkK-espace vectoriel oK-ev. Cette éfinition parét longue et compligée...
en fait il suffit de retenir qu’un espace vectoriel est un ensemble sur lequel efina2logerations : I'addition
entre 2eléments de cet ensemble et la multiplication entedeinent et 1 nombre&el ou complexe selon le cas).
Il'y a 8 proprietesa verifier, 4 lieesa I'addition (les propgétes de groupe commutatif) et £ésa la multiplication
par un scalaireglément neutre, distributi8t“dans les deux sens”, associaf#it

Exemple 4.2

— Quelques exemples typiques d’ espaces vectoriels :
o R, R? et plus gréeralemenR™, n > 1 sont deR-ev lorsqu’on les munit de I'addition habituelle de 2 vecteurs,
et de la multiplication d’'un vecteur par un nombre.
e De néme,C", n > 1 est unC-ev et unR-ev.
o My (K), Ms 1 (K), M 2(K), M, ,(K) munis de l'addition des matrices et de la multiplication par un scalaire
(deK = R ouC) sont desk-ev.
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4.1. Espaces et sous-espaces 4. Espaces et sous espaces vectoriels
e L'ensemble des polgmesa coefficients danK est un espace vectoriel skt (pour I'addition et la multipli-
cation habituelles).

e L'ensemble des fonctions continues sur un intervallé] est un espace vectoriel siit ('addition de 2
fonctionsf et g continues sufa, b] etant la fonctior : [a,b] — R définie parh(z) = f(z) + g(z) pour tout
x € [a,b]. On c&finit similairement la multiplication d’'une fonction par un nombre).

e L'ensemble des fonctions: R — R solutions de quationu” + v + u = 0 (pour les némes oprations
que dans I'exemple ci-dessus).

— Ensembles qui ne sont pas des espaces vectoriels :
¢ Z muni de l'addition est un groupe, mais n’est pasRxev lorsqu’on rajoute la multiplication par les nombres
réels.e (R, )? n’est pas urR-ev pour les oprations habituelles,

e L'ensemble des fonctions &edansR qui valent 1 en 0 pour les @pations habituelles,
e L’'ensemble des fonctions: R — R solutions de Equationu” + v’ +u = 1 pour les ogrations habituelles.

Deéfinition 4.3 (Sous-espace vectorielpoit £ un K-espace vectoriel. On dit qQuE C E est un sous-espace
vectoriel deFE si 0 € F et si I’ est stable par combinaison Baire, ca.d pour tousu,v € F, A\, u € K,
Au+ pv € F.

Proposition 4.4 Un sous-espace vectoriel d’'un espace vectoriel est un espace vectoriel.

Cette proposition est facikedemontrer et laigse titre d’exercice, mais elle est eéxtnement utile : dans la plupart

des cas, lorsqu’on vous demandera de montrer qu'un ensemble est un espace vectoriel, il suffira de montrer que
c’est un sous-espace vectoriel d’'un espace vectoriel que vous aurez bien choisi et dans lequel cet ensemble est
inclus. Par exemple, si on vous demande de montrer que I'ensemble des cauplede R? vérifiantz +y = 0

est unR-espace vectoriel, il vous suffira de montrer que c’est un sous-espace vect@®rel de

Définition 4.5 (Espace vectoriel engendr) Soientu, ..., u, k élements d'uriK-espace vectorieE’. On ap-
pelleespace vectoriel engendr par la famille (u;);=1,... 1, 1a partie deE constitiee des combinaisons éaires
desélementsu; :

k
d
Vect(uq, . .. ug) & {er,x:a1u1+-~-+akuk :Zaiui,al,...,ak ER}.
i=1

Soit P une partie deF/, on appelle sous-espace vectoriel engénplar P I'ensemble des combinaisonséaires
deséléments de°.

La terminologie et la notation suggent que I'ensemble des combinaisongdimes d’une famille de vecteurs est
un sous-espace vectoriel : c’'est effectivement le cas (exercice!).
4.1.2 Espace des colonnes ou image d’'une matrice

Définition 4.6 (Espace des colonnes d’'une matrice$oit une matriced d’ordre n x p. On appelle espace des
colonnes de del € M,, ,(K), noe C(A), 'ensemble des combinaisonséaires des colonnes de la matride
L'ensemble”’(A) est donc le sous-espace vectorielffe engende par les vecteurs colonnes de

C(A) = Vect{ci(4),...cp(A)}.
C’est donc un sous-espace vectoriel.

Définition 4.7 (Image d’'une matrice) Soit une matriced d’ordre n x p. On appelle image dd € M,, ,(K),
nott Im(A), 'ensemble deg € K" tels qu'il existex € K? vérifiant Az = y.

Proposition 4.8 Soit A € M,, ,(K). Alors I'imageIm(A) de la matriceA est un sous-espace vectoriel de
M, 1(K).

Démonstration : Soienty,,y, € Im(A) et \,u € K. Il existe zy, 2 € M, 1(K) tels quedx; = y, et
Axg = y,. Alors Ay, + uy, = A(Ax; + pas), ce qui montre quey, + py, € Im(A). [

En fait I'espace des colonnes d’une matri¢et son image sont un seul eéme sous-espace vectoriel, comme
nous allons maintenant le voir.
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En fait 'espace des colonnes d’'une matri¢est son image sont un seul eéme sous-espace vectoriel. Pour

1
montrer ceci, on rappelle quedic M,, ,(K),z= | : | e My (K)ety=[y1 -+ yp| € My ,(K),alors

Lp
le vecteur colonnelx est la combinaison ligaire des vecteurs colonnes de la matAcgssodge aux coefficients
Lly---3Tp-

Proposition 4.9 Soit une matrice de taille x p. L'image deA € M,, ,(K) estégala I'espace des colonnes
C(A).

Démonstration : Pour montrer que les ensembles(A) etC'(A) sontégaux, il faut montrer qué'(A4) C Im(A)
etIm(A4) C C(A). Soite¢;(A) la i-eme colonne ded. Alors ¢;(A) = Ae;, 0U e; est le vecteur d&? dont
les composantes sont toutes nulles sauféme qui eségalea 1. On a donc biei;(A) € Im(A) pour tout

it = 1,...,p. Toutes les colonnes dé sont donc dan¥m(A) et commelm(A) est un sous-espace vectoriel,
toutes les combinaisons &aires de ces colonnes aussi. On a donc Giefl) C Im(A).

Réciproguement, g € Im(A), alors il exister € KP tel quey = Az, et doncy est une combinaison laaire
des colonnes d4, ce qui prouve qug € C'(A). On a donc bien moréMm(A) C C(A) etdoncm(A) = C(A).

LimageIm(A) de la matriced est I'ensembl&’(A) des combinaisons lgaires des vecteurs colonnesAleC’est
donc aussi le sous-espace vectoriel engepdr les colonnes de la matride

Exemple Deéterminons I'image des matrices suivantes :
1 0 1 2 1 2 3
ldz = {0 1}’/‘_ [3 6}’3_ [0 0 3]

Im(Idy) = R, Im(A) estla droite passant par l'origine et de vecteur directe{éﬂ .

Tm(A) = {/\ E] e R} .
i = [o [ ca ] rem) -z

4.1.3 Exercices
Espaces et sous-espaces

Exercice 69 (LeR-espace vectorielC.) Montrer que I'espaceC muni de I'addition de 2 complexes, et de la
multiplication d’'un complexe par uréel, est urR-espace vectoriel.

Exercice 70 (Espace vectoriel : oui ou non ?Pour les ensembleg et F' suivants, peciser siF' est un sous
espace vectoriel d& (qui est muni des dpations d’addition et de multiplication usuelles)

- E=R3etF = {z = (71,22, 73) € R3 tels quers > 0}.

- E=R%etF =R?\ {(0,0)}.

Un cercleF dans le planF, une spkre F' dans I'espace?, un rectanglef’ dans le plank.

L'union F' de deux droites du plah'.

Un plan F passant par l'origine dan& = R3.

Exercice 71 (Et si on changeait de lois ?)

e Onremplace I'addition habituelle dar? par (z1, z2) + (y1, y2) = (71 +y2, 2 +y1), en gardant la dfinition
habituelle pour la multiplication par un scalaireci(z1, z2) = (a1, azz). PourquoiR? muni de ces deux lois
n'est’il pas un sous espace vectoriel ?

e On remplace la multiplication par un scalaire habituelle pafz;,z2) = («x1,0), en gardant I'addition
“normale”. Pourquoi R2 muni de ces deux lois n’est’il pas un sous espace vectoriel ?

Exercice 72 (Sous espaces vectoriels : oui ou non s ensembles suivants sont-ils des sous-espaces vecto-
riels (prciser de quel espace vectoriel) ?
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- {(z,y,2) eER3; x +y+ 2z =0}

(z,y,2) € R?; 4a:+y—z—0}

(z,y, 2, z‘)ER4, 22 —y+2=0}

(

(

{
-1
—{(z,y,z,t) ER*; x4+ y+2=0,t—x =1}
{(z,y,2,t) ER*; 2+ y+2=0, t —y =0}
—{(z,y,2) eER¥; dx+y—2=0, x — 4y + 2 = 0}
Le sous ensemble des matrices inversiblestigR).
Le sous ensemble des matrices non inversible$G€R).
Le sous ensemble des matrices sriques deM ,, (R).
Le sous ensemble des matrices antiaslymgues deM,, (R).
Le sous ensemble des matrices non&yigues deM., (R).

Exercice 73 (Construction de sous-espace$our chacun des espaces vectoriélsuivants, trouver un sous-
espaceF' de ' puis un sous-espacde de F'.

1 1 1
1. E estl'ensemble des combinaisonshires des vecteur, (1) , 1 et i
0 0 1
2. F estl'ensemble des matrices stniques2 x 2 (rappel, une matrice: x n est syratrique si ses coefficients

sont tels ques; ; = a;,; pours,j =1,...,n)
3. F est'ensemble des fonctiopsle R dansR dont la cerivée troiseme est nulle.

Décrire chacun des espacésprécdents de deux manes diferentes : “E est 'ensemble de toutes les combi-
naisons lireaires de .... "et ‘E’ est 'ensemble de toutes les solutions égliation ... "

Exercice 74 (Droite dansR?) Donner une2quation carésienne et unéquation pararatrique de la droiteD de
R? qui passe pab et qui a pour vecteur directeyil, —3). Montrer queD est un sous-espace vectoriel Ré.

Exercice 75 (Espace vectoriel des polymmes) SoitE' I'ensemble des polyimes éels de dedr inferieur ouégal
a 4. Montrer queFE est un espace vectoriel. Montrer que I'ensemble des pahgs admettant les racines= «
etx = b # a est un sous-espace vectorielde E.

Exercice 76 (Commutant d’'une matrice) Soit A € M>(R). On nomme commutant dé et on noteCom(A)
'ensemble de® € M, (R) telles queAB = BA.

1. Montrer queCom(A) est un sous-espace vectoriel i (R).

2. Montrer que, pour touk € N, A¥ € Com(A).

3. DéterminerCom(A) pour

A:

w O =
== O
o= O

Exercice 77 (Sous-espaces engeiéd) Dans R* montrer que les vecteurg; = (1,

1,2,3) etVo = (2,-1,1)
engendrent le @me sous-espace vectoriel que les vectdyrs: (1,0,1) etUs = (0,1,1

)

Exercice 78 (Espace engenérdansC) On noteE le R-espace vectoriel des nombres complexes. On ceresid
les partiesH,, Hy, H3, H4 ci-dessous, et pour= 1,...4, on noteF; le sous-espace vectoriel de engendé
par H;.

Hy = {z€C, |z|=3}

H, = {z€C, Arg(z) =7/30uAryz) =—2r/3}
Hs = {z eC, z= iZ}

H, = {2€C,z4+zcR}

1. Repésenter graphiqguement les sous-ensemkblgs = 1,...4.
2. Déterminer lesquels sont des sous-espaces vectoridls de
3. Déterminer les sous-espacEsi =1,...4.
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Espace des colonnes et image d’une matrice

Exercice 79 (Espace des colonnes de matrices3) Dcrire I'espace des colonnes (droite ou plan) pour les ma-
trices suivantes :

1 -1 1 0 1 0
A=1{0 0 A=lo -1 Cc=|-1 0
0 0 0 0 0 0

Exercice 80 (Systmes linairesPour quels seconds membres (trouver une conditionastirc) ces systmes li-
naires admettent ils au moins une solution ?

1 4 2 x a 1 4 . a
2 8 4 yl = 1|0 2 9 [ } =1b
-1 -4 -2| |z c 1 —4 c

Exercice 81 (Ajout de colonne)Si on ajoute une colonrtea une matricel, dans quel cas I'espace des colonnes
devient-il plus grand ? Donner un exemple pour lequel il devient plus grand, et un exemple o ce n’est pas le cas.

Exercice 82 (Image d’'une matrice) On suppose dors trois vecteurs dR™ : by, b, et b3. On se demande si
on peut construire une matricé (dont on peut choisir les dimensions) telle que lesesyst ligairesAx = by
et Az = by admettent une solution, et le s§ste Az = bz n'en admette pas. Commer#rifier que ceci est
possible ? Comment construire?

Prendre comme exemples :

1 0 0

1.n=3,b= 0 |,by = 1 etb3: 0
| 0 ] | 0 ] | 1]
(1] [0 ] 1]

2.n=3,b; = 0 |,by = 1 etb; = 1
| 0 | 0 | 0 ]

Exercice 83 (Sous espace vectorieBoitA € M,, ,(R). L'ensemblgx € R™;x ¢ C(A)} estil un sous-espace
vectoriel ?

Exercice 84 (Espace des colonne§oientd € M,, ,(R) etB € M, ,(R).
1. Montrer queC(AB) C C(A).

2. Donner un exemple pour lequé(AB) # C(A)

3. Montrer que les matriced et [A AB} ont meme espaces colonnes.
4.SiA € M, (R), a-t-onC(A?) = C(A)?

Exercice 85 (Somme de deux sous-espaces vectorigh)ientE un espace vectoriek’ et G des sous-espaces
vectoriels de. On noteF' + G I'ensemble des vecteurs dequi s’écrivent comme la somme d’un vecteurie

et d’'un vecteur dé&.

1. Montrer queF' + G est un sous-espace vectoriel He

2. Montrer par un contre exemple (daR$) que I'ensembldé” U G n’est pas forément un sous-espace vectoriel.

3. Montrer que I'ensemble des combinaisongéiimes des vecteurs d&JG qu’on notera Vectf'UG) (pourquoi ?)
estégala '+ G (rappel : pour montrer legalite de deux ensembles il faut montrer I'inclusion dans les deux sens).
4. Soientd etB € M, ,(R), E = C(A) etF' = C(B). De quelle matricéZ + F est il I'espace des colonnes ?

4.2 Sysémes lireaires homognes
Un syséme lireaire homogne est un systne de la formedxz = 0. On a d&ja vu que siA est une matrice cae
inversible, alors la seule solution de ce gyse estc = 0. Mais si A n’est pas inversible, ou sl n’est réme

pas caree, il peut exister des non nuls tels quedaz = 0. Ces vecteurs constituent le noyau de la matrice
Résoudre le sysmeAx = 0 revienta determiner le noyau dd.
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4.2.1 Noyau d’'une matrice

Définition 4.10 (Noyau d’une matrice) Soit A une matrice de taille: x p. On appelle noyau dd € M,, ,(K),
nott Ker(A), 'ensemble des: € KP? tels queAxz = 0 (ou 0 désigne le vecteur colonne @& dont toutes les
composantes sont nulles).

Proposition 4.11 Soit une matrice de taille x p. Le noyau ded € M,, ,(K) est un sous-espace vectoriel de
KP.

Remarquez que le noyau d’'une matriéec M,, ,(K) est un sous-espace vectoriell§e alors que son image
(ou espace des colonnes) est un sous-espace vectoifél.dear contre, sb # 0, 'ensemble des solutions du
syséme lirtaire Az = b, qui est donc I'ensemblgr € R? tels quedx = b} n’est pas un sous-espace vectoriel,
car0 n’est pas solution du sgmeAx = b.

Déterminer le noyau dd revienta résoudre le sysime lirtaire Az = 0. On appelle sy&me lirtaire homogne
un tel syséme lirgaire, dont le second membre est nul. Un &y lireaire homogne admet toujours au moins
une solution, le vecteur nul (d€”) puisqueA0, = 0,,. D'autre part, lorsqu’on multiplie une matrieex p par
un vecteur colonng x 1, on obtient un vecteut x 1 qui est une combinaison Bire des colonnes dé Donc,
resoudreAx = 0, c'est trouver les combinaisons &iaires des colonnes dé qui donnent un vecteur nul; les
composantes; des solutiong sont les coefficients des combinaisongéires qui conviennent.

Il sera tes utile, pour trouver le noyau d’'une matrice, d'utiliser sa forme totale@emtlonge que nous avons
introduite au chapitre piedent. A ce propos, on rappelle que le rang d’'une maéatelonée est le nombre
de colonnes pivotales de la matrice. Une matécelignes etp colonnes a done colonnes pivotales et — »
colonnes non pivotales.

Remarquons que les noyaux deet de sa forme totalemeéthelonige R sont identiques. En effet, les lignes de
R sont obtenues par combinaison£tires des lignes dé et les systmes lirtairesAxz = 0 et Rz = 0 sont
équivalents. Plus gcisement :

Proposition 4.12 SoitA € M,, ,(K) et R sa forme totalemeréchelonie. AlorsKerA = KerR.

Démonstration : Par le tleoeme 3.35R = E A ou E est une matrice inversible et donc dire gdie = 0 est
équivalenta dire queRx = 0. =

On verra plus loin (Proposition 4.18) que si on cdibfes dimensions etp d’'une matriceA et son noyalerA,
alors on peut éterminer comgtement la forme totalemeéthelonée deA. En particulier, la forme totalement
échelonie d’une matrice est unique.

4.2.2 Determination du noyau

On va maintenant voir comment on peldterminer le noyau d’'une matrice partir de sa forme totalement
échelonge. Commencons par le cas d’'une matriceare (. = p).

Cas d'une matrice A carrée (@ = p) inversible On a cja vu dans le chapitre peedent que si est inversible,

la seule solution du sy&stne Az = 0 estz = 0. En effet, en mutipliant les deux membres du éys¢ pard—1,

on obtient imnédiatementc = 0. On verra que la matricd est inversible si et seulement si la forme totalement
échelonge deA estR = 1d,, (voir Lemme 4.28 et Corollaire 4.29). Dans ce cas, la maticg doncr = n
colonnes pivotales et aucune colonne non pivotale, et donc son rang-est

Le sysemeAx = 0 estéquivalent au systmeRx = 0, ce qui donne encore que= 0 estl'unique solution du
syseéme lirtaireAz = 0. On a donder(A) = {0} .

Cas d’'une matrice A carrée (@ = p) non inversible Dans ce cas, la forme totalemesthelonée deA est
R # 1d,,, et son rang (le nombre de colonnes pivotales) » : la matriceR pos®de au moins une ligne de 0 (en
bas), et la matrice augmém®R également (puisque le second membre est nul).

Exemple 4.13 Consicerons par exemple la matricé = et cherchong déterminer le noyau dd. C’est

2 4|’

'ensemble des: tels queAx = 0, ca.d. les solutions du syshe :
xr1 + 21’2 =0
2%1 + 4(E2 =0

Universié Aix-Marseille 1,PEIP-L1, 12 avril 2011 58 Algebre lireaire, Maths grérales Il



4.2. Syskémes lirgaires homognes 4. Espaces et sous espaces vectoriels
Faisons |&élimination : /5 — /5 — 2¢;. On obtient :

x1 +2x9 =0
0=0

La deuxemeéquation est toujours satisfaite, et donc il n’y a en fait qu’'une ségleation. Le noyau dd est la
droite d’équationz; + 2z, = 0.

Un moyen simple deétrire cette droite de solutions est de choisir un point de la droite : si on connat un tel
point, on connat donc une solution diec = 0, qu’on appelle solution $xiale. Alors les points de la droite sont
tous des multiples de ce point (parce que la droite passedpaChoisissons par exempie = 1, dans ce cas

1

Ker(A) = {t [_ﬂ te R} .

Cas d’'une matrice rectangulaire quelconque Sion connait une solution épiales de Az = 0, alors tous les
multiples des (c.a.d. les vecteurs de la forme avec) € R) sont solutions delxz = 0.

on ax; = —2, et donc une solution particdie ests = [

. {ﬂ .

} . Le noyau deA contient tous les multiples de

Exemple 4.14 Le syskme lireairea 1 inconnue et @quationsr; + x2 + x3 = 0, s'écrit aussiAxz = 0 ou A est
une matriced une ligne et 3 colonnes4 = [1 1 1], dont la forme totalemeréchelonge estk = [1 1 1],
qui n’a donc qu’un pivot = 1). Le noyau ded est le planP deR? d’équationz; + x5 + 23 = 0, dont on peut
trouver deux solutions §giales non coligaires, qu’on trouve en choissant d'abargd = 1 etzz = 0 puisz, =0
etxg =1:

-1 -1

s;= |1 etsy =10
0 1

Notons que les variables, et x3 correspondant aux colonnes non pivotales, que nous appellerons variables non
pivotales, peuvent itre choisies de manire arbitraires. Mais une fois qu’elles sont choisies, laneréshunique)

ligne de la matrice totalemegichelonge R nous donner; = —xo — x3.

La premere colonne ded contient le pivot, et donc la pregte composante n’est pas arbitraire. On choisit des
solutions spciales gace aux variables non pivotales, correspondant aux colonnes non pivotales.

Remarquons enfin ga’partir des solutions ggrialess; etss, on peut obtenir, par combinaison &aire, tout le

T
planP d’'équationz; + z2 + x3 = 0. En effet, pour n'importe quel vectelr:, | du plan’, on peutécrire
T3
T1 -1 -1
To| =xz9 | 1 | +23| 0| = 12981 + 2389,
T3 0 1

grace au fait que-z, — x3 = x1. Les vecteurs; ets, “engendrent” le plan, au senstole sous-espace vectoriel
engende pars; ets, estle planP d’équationz; + xo + x3 = 0.

On peut donc écrire KerA (le planP) comme I'ensemble des combinaisongdiines des solutions épiales
gu’on vient de calculer :
-1 -1
KerA=<A | 0| +p| 1|, 2eRpeR
1 0

Les solutions spciales dedx = 0 peuvent en fait se calculeres simplemena partir de la forme totalement
échelonéeR de A : Si on regarde comment sont faites les colonneB den se rend compte qu’une colonne non
pivotale peut €crire comme combinaison Baire des colonnes pivotale®pedentes comme on va I@hontrer
dans la proposition suivante. Et ce sont justement les coefficients de cette combind&aoe bjui donnent une
solution deAx = 0 (qu’on appelle solution griale), puisque (rappel) le produite est une combinaison lgaire
des colonnes dd !
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Proposition 4.15 SoitA € M,, ,(K) une matriceécheloniée. Alors toute colonne non pivotale est

1) nulle si elle est siteea gauche de la prerare colonne pivotale,

2) combinaison ligaire des colonnes pivotales qui laggedent sinon.

Démonstration : On commence par le casiol est totalemenéchelonée. On note le nombre de lignes non
nulles. SoitJ = (j1,...,J,) les indices de ses colonnes pivotales (pluscigment, la colonng; est celle qui

contient le premier terme non nul de la ligi)e Le point 2. de la éfinition des matricegchelongées dit que

j1 < -+ < jr. Alors

0

cj,(A) = |1 (4.2.1)

ou le 1 est sur lai éme ligne. En effet,

1) il y a des0 en dessous du, car le premier terme non nul de la ligne- 1 est sur la colonng;; > j;, le
premier terme non nul de la ligriet 2 est sur la colonng;_ 5 > j;, etc...

2) ily a des0 en-dessus di car dans une matrice totalemeémhelonie, il y a de$) au-dessus d’un pivot (= le
premier terme non nul d’'une ligne).

a,j

Oit j .Sij < j1, ¢ = 0 et le esultat est trivial. Sj > j,., ¢; est de la forme| 0’. car seules les
Soitj ¢ J.Sij < ji, ¢;(A) = 0 et le esultat est trivial. Sj > j,, ¢;(A) estde la f . les |

0
premeres lignes sont non nulles). On pégtirec;(A) = a1 jcj, (A) + - - - + ar ¢;,.(A), d'ou le resultat dans ce
cas.

0]
Enfin, dans le casipj vérifie j; < j < ji+1, ¢;(A) est de la forme) aé’j . En effet, toutes les lignes partir de
0

i + 1 sont nulles puisque le premier terme non nul de la lignel est sur la colonng; ., > j, le premier terme
non nul de la ligne +2 est sur la colonng; 1, > j, etc.... On peukcrirec;(A) = a1 jcj, (A)+---+a; j, ¢, (A).
Dans ce cas aussi;(A) s’écrit comme combinaison lgaire des colonnes qui lagmdent.

On consiére maintenant le casiol est simplement (et pas f@ment totalemengchelonge. Alors I'algorithme
d’échelonnement total montre gu'il existe une matrice inverdibtelle queF A soit totalemenéchelonge et de
plus A et EA ont les némes indices de colonnes pivotales (puisqéehelonnement total consiste simplement
a faire appartre des0 au-dessus des premiers termes non nuls de chaque ligde ¢&s colonnes contenant
le premier terme non nul d'une ligne restent donc lésmas). On note I'ensemble des indices des colonnes
pivotales et soiff ¢ J. Sij < ji, alorsc;(EA) = 0 etdonce;(A) = E~'c;(EA) = 0. Sinon soientjy, ..., ji
'ensemble des indices dequi sont inErieursa j. Par le cas @cdent, il existevy, .. ., a4 tels quec;(EA) =
aicj, (FA) + -+ + agej, (EA). Donc

¢i(A) = cj(EflEA) = Eilcj(EA) =E! (aney, (EA) + -+ + agej, (FA)) .

= ozlE_lcjl(EA) 4o+ akE_lcjk(EA) = aicj, (A) + - + agey, (A).
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Exemple 4.16 Prenons par exemple la matriGex 4 sous forme totalemeithelonige

0 3
1 -1
0

1
R=10
0 0

oowN

ol on aécrit en gras les colonnewn pivotales. Notong; (R), j = 1,...,4 les 4 colonnes d&.
Les deux colonnes pivotales sentR) etcs(R), et les deux non pivotales (R) etcy(R).

Chercherz tel queRx = 0 revienta chercherzy, . . ., z4 tels quezj?:1 x;c;(R) = 0. Or la lecture de la matrice
totalemeng&chelonge R donne

ca(R) = 2¢1(R) eteq(R) = 3e1(R) — e3(R)
ce qui sécrit aussi (pour bien faire appatae le produit matrice vecteur) :
—2¢1(R)+c2(R)+0c3(R)+0cy(R)=0et —3ci1(R)+0ca(R) +c3(R)+ 1 cs(R) =0.
On a donc trou@ ainsi deux solutions quivifient Az = 0, qui sont

-2 -3

81 = etsy =

O O =
—= = O

Ici encore, on peut remarquer que tout vectewgui vérifie Az = 0 peut sécrire comme combinaison Baire de
s1 etsq. En effet, pour n'importe quel vectewr= (x1, xo, x3, z4) Verifiant Az = 0, ona:x; = —2x2 — 3z4 €t
x3 = x4 ; On peut donécrire

I -2 -3

T = T2 = Iy 1 —+ x4 0 = T281 + X482.
T3 0 1
T4 0 1

Les vecteurs; et s, “engendrent” 'espace des solutions der = 0.
Le noyau ded (ou de margre équivalente, 'ensemble des solutions dusystAx = 0) s’écrit alors :

-2 -3

KerA = ¢ A +u AeR, peR

OO =
—= = O

Rappelons que S est la forme totalemeréchelonie deA, les systmesAxz = 0 et Rz = 0 sontéquivalents.
Les noyaux ded et de R sont donc identiques (voir proposition 4.12)égfauxa I'ensemble des combinaisons
linéaires des solutions 8piales obtenues comme explgdans I'exemple @oedenta partir des colonnes non
pivotales de la matric&.

Il'y a autant de solutions ggialesa Az = 0 que de colonnes non pivotalesad.p—r. Dans I'exemple ci-dessus :
p=4,r =2,doncily a 2 solutions riales.

Cas d'une matricen x p avecp > n  Remarquons que dans le dernier exemple ci-dessus, on a une matrice
rectangulaire “coudke”, ca.d. avec plus d’'inconnues que de lignes> n. Dans ce cas, le noyau de la matrice
est forément non &duita 0. En effet le nombre: de pivots (ou de lignes non nulles) est femwent inérieur

aux nombres de lignes, Commep > n, il existe au moins une colonne non pivotale, et cette colonne est une
combinaison ligaire d'autres colonnes dé. Ce qui montre qu'il existes non nul (ses composantes sont les
coefficients de la combinaison &aireécrite sous la forme “combinaison = 0”) tel qdec = 0. Il y a donc une
infinité de solutions au sy&ieAx = 0 (tous les multiples de), comme dans I'exemple 4.16 ci-dessus.
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Unicité de la forme totalementechelonree Question : la forme totalemeathelonée d’une matricel est elle
unique ? La éponse est oui, et on aéme un ésultat plus fort que cela : une matrice totalentatielonie est
entierement étermirée par ses dimensions et son noyau.

Exemple 4.17 Soit A une matrice3 x 4 dont le noyau est I'ensemblec € R%; 21 = x4 = 0,25 — 223 = 0}.
Construisons sa forme totalemegthelonge. La prensire colonne deR est donc non nulle, sinon le vecteur

1
(1,0,0,0) serait dansKerS. On a donc forémentc; (R) = |0]| . Pour la méme raison, la deugme colonne
0
0
est aussi non nulle. De plus, le vectdur—1,0,0) n’est pas dans le noyau. Donc férmentcy(R) = | 1| . La
0

troisieme colonne est ebtement étermiree par l'equation du noyau ¢3(R) = 2cz(R). Enfin, la quatréeme
colonne ne dpend pas des trois preames puisque:, n'est pas le aux autres variables dans légjuations du
noyau deA. On a donc un seul choix possible pair.

1 0 0 0
R=1]0 1 2 0
0 0 01
La construction qu’on vient de faire dans cet exemple peuégerglisera n'importe quelle matrice.

Proposition 4.18 Soient4, B € M,, ,(K) deux matrices de @me noyau eR?, S des matrices totalement
échelongesa partir de A et B respectivement. AlorB = S.

Démonstration : Dans la suite, on not&; € M, ;(K) le vecteur colonne qui a d@spartout sauf url sur la
lignei. CommeKerA = KerR etKer B = KerS, il suffit de montrer que si deux matrices totalemectteloniges
R etS ont meme noyau, alors elles saggales. On montre pagcurrence sut < j < p que pour tout < k < j,
ck(R) = cx(9).

1) Pourj = 1, sic¢;(R) = 0, alors le vecteurE); est dans le noyau d&, donc dans le noyau d&, donc
¢1(S) = 0. M@me observation eechangeant le$tes deR et S. Doncc; (R) etc; (S) sont simultaBment nuls
ou simulta@ment non nuls. Dans l@xas, ils sonégaux.

2) Supposons la propie vraie jusqua l'ordrej; < p — 1 et montrons-la pous + 1. Par hypotkse de&currence,
ck(R) = ¢ (S) pour toutk < j. Notons! le nombre de colonnes pivotalasiroite dej + 1 etk < --- < k; les
indices de ces colonnes (poRret pourS). Sic;+1(R) est non pivotale, alors c’est une combinaisodiime
des colonnes pivotalesgrédentes :

l
¢jt1(R) =) Rijyick,(R).
=1

On en eduit que le vecteus; | = Z§=1 R; j+1E,, — Ej4+1 estdans le noyau dg (on utilise queRE; =
¢i(R)). Doncs;4, est dans le noyau d& Donc (en faisant le calcul dans le sens contraire),

l
¢j11(8) =D Rijrick,(S).
i=1

Donce;4+1(S) = ¢j+1(R). Méme observation eachangeank et .S. Doncc;11(R) etc,11(S) sont simul-
tanément non pivotales ou simul@ment pivotales. Dans le premier cas, le calcéapdent montre qu’elles
sontégales. Dans le second cas, elles sont @aggdes puisque c’est la colonne pivotalel (qui a des) partout
sauf unl sur la lignel + 1).

3) Conclusion : pour tout < j < p, ¢;(R) = ¢;(5). Autrement dit,R = S.

On céduit imnédiatement de la Proposition 4.18 que pour toute mattidgeexiste une unique matrice totalement

échelongeR telle qu'il existeE € GL, (K) vérifiant EA = R. [

Cette proposition permeigalement de &finir le rang d’'une matrice quelconqué (qu'on n’a cefini jusqua
présent que pour des matrioceshelonies).

Définition 4.19 Le rang deA est le rang dda matrice totalemenéchelonie R assoceea A (c.a.d. le nombre
de lignes non nulles ou de colonnes pivotales de la mafkice
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4.2.3 Familles libres, Independance des colonnes pivotales

Définition 4.20 Soientzy, ..., x, p éléements d'un espace vectoriel On dit que la famille(z4, ..., z,) est
libre (ou encore que les vecteuts, . . ., x,, sont lirtairement independants) si pour tdut,, . . ., o,) € KP,
a1$1+"'+01p$p:02041:"':Oép:O-

Autrement dit, une famille de vecteurs est libre si la seule arardecrire une combinaison kaire nulle de ces
vecteurs est de prendre tous les coeffici@gauxa 0. Il revient au néme de dire qu’aucun des vecteurs de la
famille ne peut £crire comme combinaison Baire des autres vecteurs de la famille.

Exemples

1) Les vecteurs colonnds; € M., 1(K) (compogs ded a I'exception d’unl sur lai®™ ligne) sont lireairement
indépendants dank1,, ; (K).

2) Les matrice€léementaires; ; € M,, ,(K) forment une famille libre de\,, ,,(K).

3) La famille {X"}<i<, estlibre dans 'ensemble des pobmes de de@< n.

Proposition 4.21 SoitA € M,, ,(K). Alors les vecteurs colonnes deforment une famille libre si et seulement
siKer(A) = 0.

1
Démonstration : Pour toutX = | : | dansM,, ;(K), on aX € Ker(A) ssiAX = 0ssizici(4) +--- +
Tp
xpcp(A) = 0. DoncKer(A) = {0} ssi la seule combinaison Baire dec;(A),...,c,(A) égaled 0 est celle @
tous les coefficients sont nuls, autrement dit ssi les vecteurs coleniés . . . , ¢, (A) sont independants.

Proposition 4.22 Soit A € M,, ,(K) une matriceéchelon@e non nulle. Alors les colonnes pivotales de
forment une famille libre.

Démonstration : Soit1 < r < n le nombre de lignes non nulles de Pourl < i < r, on notey; l'indice
de la colonne qui contient le premier terme non nul de la ligriear le point 2. de la&finition d’'une matrice

[ay,j,
échelonike,j; < --- < j,. Pourl < ¢ < r, la colonne d'indicej; est de la forme;, (A) = a,-dﬁ avec
L O -
a;j, # 0. Soienta, ..., o, € K tels que le vecteur colonn€ := oy cj, (A) +- - -+ a,¢;, (A) soit nul. La ligner
de X esta,.a, ;,. Donca, = 0. On montre de r@me (par écurrence) que,_; = --- = a; = 0. Donc la famille
des colonnes pivotales est libre. =

4.2.4 Construction du noyau par les solutions sgciales

Proposition 4.23 Soit A € M, ,(K). Soitr le nombre de colonnes pivotales (ou de lignes non nulles) de la
matrice totalemenéchelongea partir de A (c.a.d le rang deA) et J’ I'ensemble des indices des colonnes non
pivotales. Alors il existe — r vecteurs colonneS; € M, ,(K), j € J’ qui sont de€léments du noyau dé, et
gu'on appelle “solutions spciales” du systme lireaire homogneAX = 0 tels que

(1) toutélement déer(A) peut sécrire comme une combinaison&aire de la famillg(S;) ¢,

(2) la famille (S;);e - estlibre.

Démonstration : Il existe E € GL,(K) telle queR := E A soit totalemenéchelonie. On a via la proposition
4.12 queKer(A) = Ker(R).

Maintenant, on note le nombre de colonnes pivotales (ou rangytletJ = (j4, ..., j.) les indices des colonnes
pivotales,J’ les indices des colonnes non pivotales. On igalements; € M,, ; (K) le vecteur colonne (qui a
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doncp lignes) dont tous les coefficients sont nuls sayf’lé qui estégala 1. On note enfink; ; les coefficients
deR.

Etape 1 - Construction de la famille des solutiongdaples(S;) <. On reproduit ici dans le caségéral la
construction effectele dans les exemples 4.13, 4.14 et 4.16. Pour chaque colonne non pjvatalé , on va
construire une solution gpialeS; du syseme lireaire homogneAX = 0. Soit doncj € J'.

1. Consictrons d’abord le casgj < j; ; comme la matrice est totalemerthelonie, et qug; estla prenmeére
colonne pivotale, la colonng (A) est donc nulle. En posant = E;, on obtient :AS; = ¢;(A) = 0.

2. Supposons maintenant quest tel qu'il existel < i < r—1telquej; < j < ji4+1; alors on sait que;(R)
peut sécrire comme combinaison Baire des colonnes pivotalegpgdentes ¢;(R) = Ry jc;, (R)+- -+
R,’J'Cji (R) On céfinit Sj = —Rl,jEjl +- = Ri,jEji + Ej. Alors

RSj = —ay 5, (R) = -+ — aij¢j (R) + ¢;(R) = 0.

3. Enfin, sij > j,, on c&finitS; = —R, ;E;, —--- — R, ;E;, + E; eton \érifie de néme queRS,; = 0.

Etape 2 - La famille des solutions&pales(S;) ;e est libre.CommeKer(A) = Ker(R), la famille (S;);¢.; est
une famille de vecteurs d€er(A). Montrons que la famillgSs, ..., S,} est libre. Soienty; € K, j € J' tels

gue
Z Oéij =0.

JjeJ’
Fixonsi € J'. La lignei de.S; estl alors que pour tout # 4, la lignei de S; est0. On obtient donc en calculant

la lignei dans Iegali€ piecedente quey; = 0. Comme cela est vrai pour toiiton a bien mon& que la famille
(Si)ic estlibre.

Etape 3 - La famille des solutions &@pales(S;),c» engendreKerA. Montrons que la famille{Sy,...,S,}
vérifie la condition (1). SoiX’ € M,, ;(K). On va d’abord montrer qu'il existes, . .., a, € K tels que
X=> 0;S;+> o,E; (4.2.2)
JjeJ’ JjeJ
Z1
En effet, notonsY = | : | = >-%_, ;E;. Pour chaqug € J', S; est de la forme; + 3, ; 5, E;. Donc il
Tp

existe des nombreg; pourj € J tels que
Z SCJ'SJ' = Z LE]'E]' + Z’YjEj.
JjeJ’ jeJ’ JjeJ
On en eéduit que
p
X = Z‘TjEj = Z IEjE]‘ + Z{EjEj = (Z (,Uij — Z’YJEJ) + ijEj
j=1 jeJ’ jeJ jeJ’ jeJ jed

ce qui prouve (4.2.2).
Si on suppose de plus qué € Ker(A), alors (4.2.2) implique

0=RX =Y o;RS;+ ) o;RE; =Y o;RE;
jeJ’ JjeJ jeJ

puisqu’on a vu que les; étaient dans le noyau de Ainsi, 0 = 3. ; a;c;(R). Or les colonnes pivotales de
forment une famille libre, donc on@; = 0 pour toutj € J. En reportant dans (4.2.2), il vient

X = Z OZij,

JjeJ’

ce qui est exactement la condition (1).
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4.2.5 Exercices

Résolution de systmes lireaires homognes et noyau

Exercice 86 (Solutions spciales et noyau)Pour les trois matrices suivantes,

0000 -
A=10 0 0 0 B:[ ] C=[B B
1 2
0000

1. Donner les colonnes pivotales et non pivotales
2. Donner les solutions geiales du sysime lireaire homogne assoé.
3. Donner le noyau de la matrice.

Exercice 87 (Resolution de systme) Soit les matrices :

1 1 2 -1 1 10 2 -1 1
-1 01 O -1 01 0 0 1
A= 0 01 -1 B = 0 01 1 -1 1
0 1 0 1 0 101 0 1

1. Quelles sont les colonnes pivotales et les colonnes non pivotales ?

2. Déterminer des solutions 8piales dedx = 0 en prenant 1 pour chaque variable non pivotale et O pour toutes
les autres variables.

3. Déterminer le noyau del en I'écrivant comme I'ensemble des combinaisonadires de solutions §giales
puis en donnant ledquations qui le éfinissent.

Exercice 88 (Resolution de systmes homognes) Résoudre les sygimes ligaires suivants, en prédant de la
méme facon que dans I'exercice 87 :

x - =z =0
{ii i_ z - ; 8 y 4+ 2z — w = 0
z + 2y + 3z — w = 0
xr - y + =z = 0
Y + w = 0 a — b + 3¢ + d — e =0
3r — 2y + 3z 4+ w = 0 {2@ - b 4+ ¢ + d + e =0
—y - w = 0

Exercice 89 (Noyau et matrice totalemenéchelonrée) Construire la matrice totalemeigchelonéeR des ma-
trices suivantes, donc on corib&es dimensions et le noyau.

1. A e M3(R),Ker(A4) = {0}
1

2. Ae M3(R),Ker(A) ={t |2]| ,t € R}
3

3. Ae M3(R),Ker(A) = {x = (z1,72,23) € R® ;21 + 22 + 23 = 0}
4. A€ Ms5(R),Ker(A) = {x = (21,72, 23,74, 75) € R® ;21 + 22 + 23 + 24 + 25 = 0}

1 0
5. Ae Mys(R),Ker(A) ={A [1| +p |[0] ;A\, peR}
0 1

Exercice 90 (Construction de matrices) Construire une matrice dont le noyau contient le vecteur de compo-
santeq1, 2,0) et I'image les vecteurs de composanted), 1) et (0,0, 1)

Exercice 91 (Noyau et image)
1. Construire une matricel carrée d’'ordre 2 dont le noyau eéggala son image.
2. Peut-on construire une matricé carrée d’ordre 3 dont le noyau eégjala son image ?
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4.3 Resolution d'un syseme lineaire general

Soit le syséme lireairean équations ep inconnues :

1,121 + a1,2%2 + ...+ a1.pTp = bl
a2,1%1 + a.2%2 + ...+ a2 pTp = b2

;121 + A;2T2 + ... + G pTp = b;

(n1T1 + Gn2T2 + ...+ ap pTp = by

a/l,l a,172 . G/l’p
N .. . _ | a2 az.2 -.. Q2p

On met le systme sous forme matricielledx = b, avecA = , A e M, ,(K).
ap1 Apn2 ... GQpp

Rappelons quegsoudredx = b revientégalemena demander qué soit une combinaison l&mire des colonnes
de A; en effet, le produidx s’écrit aussicici (A) +z2ca(A)+- - -+xzpcp(A) Ol ¢;(A) désigne la-éme colonne
de A.

Donc le syseme Az = b admet une solution si et seulement si le second membbeest danslm(A).

10 10 1 0
Exemple 4.24S0itA= | 2 1 | .AlorsAz = | 2 1 [fl}le 2 | +as | 1
3 2 3 2 2 3 2

DoncIm(A) est un plan dan®3. Pour unb quelconque, il N’y pas de raison qu'il y ait une solution au eyse
Az = b, sauf sib est dans le pladm(A). Par contre sib = 0, alors il y a une solution, ca® € Im(A) car
(rappel) A0 = 0. On rappelle d'ailleurs en passant qle(A) est un sous-espace vectorielzete titre, doit
contenir le vecteur nul.

ATTENTION : ne pas confondrém(A) avec I'ensemble des solutions dec = b, Im(A) est un sous-espace
vectoriel deR"™, alors que I'ensemble des solutions d@ = b est un sous ensemble & qui n'est un sous-
espace vectoriel dR? que sib = 0.

L’ étude du noyau de la matrice nous perméndncer le&sultat suivant :

Proposition 4.25 (Solutions du sysime ¢enéral Az = b) SoitA € M,, ,(R) une matrice éellean lignes etp
colonnes. Soib € R™. Alors :

1. Sib € Im(A), le systme lireaire admet au moins une solution.
2. Sib ¢ Im(A), le syséme lireaire n'admet aucune solution.

3. SiKer(A) = {0}, toutes les colonnes sont pivotales= p et le systme lireaire admet au plus une
solution.

4. Sib € Im(A) etKer(A) = {0}, toutes les colonnes sont pivotaless p et le systme lireaire admet une
solution unique.

5. Sib € Im(A) etKer(A) # {0}, le syskme lireaire admet une infirétde solutions.

Démonstration : Dire gqu'il existex € RP? tel que Ax = b estéquivalenta dire queb est une combinaison
linéaire des colonnes dé et donc qué € C(A) oub € Im(A). Ceci cmontre les points 1 et 2.
Supposons que ety sont des solutions déx = b. Alors A(z — y) = 0, ca.d.x — y € Ker(A4) On en cduit
le point 3.
Le point 4 cecoule des points 1 et 3.
Supposons maintenant gbéec Im(A) et Ker(A) # {0}. Donc par le point 1, il existec, qu'on va appeler
solution particulére, telle quedz, = b. Par hypotkse, il exister,, # 0 tel queAx,, = 0. Il est alors facile de
Voir quex,, + sx, est solution dedx = b pour touts € R.

|

Pour Esoudre pratiguement le sgate Az = b dans le casé@réral, on va proeder comme dans le caa d était
inversible, ca.d. palimination (ouéchelonnement), §ce au ésultat suivant :
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Proposition 4.26 SoitA € M,, ,(K), E € GL,(K) etb € M,, 1(K) (ca.d.R" dans le ca = R). Alorsz €

M, 1(K) (c.a.d.RP dans le cak = R)est solution du sy8tne lireaire Az = b si et seulement st € M,, ; (K)

est solution du sy&tne lireaire EAx = Eb.

Le plan d’action pouré&soudre pratiquement le sgste Az = b est le suivant : on commence pachelonner
totalement la matrice augméet| A  b|. La forme totalemenéchelonie de la matrice augmé®t|R  ¢| nous

permet de @rifier si le second membre est dans I'image. Si c’est le cas, elle nous permet de construire une solution
particulierezx,, € R” telle queRx,, = ¢, ce qui eséquivalent (par la proposition 4.28)Ax,, = b.

Ensuite, la forme totalemegthelonie de la matricd& nous permet de construire les solutiongéaples et donc

tout le noyau, comme on I'a vu au paragraphecpdent.

On a ainsi construit I'ensembl des solutions du sy&ine :

p—r
S={xp, +xn, z, € Ker(A)} = {x, + Zaksk},
k=1

ou les vecteurs;, sont les solutions §eiales du sysime homogneAx = 0 construites au paragrapheepedent.
Nous allons maintena@tudier quelques exemples pour illustrer ceémdrche.

4.3.1 Exemples deé&solution de systmes

Exemple 4.27
201 + 229 — 223 =5
Txy 4+ Txo 4+ x3 = 10
5r1 + dx9 — 13 =95
2 2 =2
Onaicin = p = 3, etla matrice du syéme estdond = |7 7 1
5 5 -1
2 2 -2 5 1100
Lamatriceaugmegeest:A= [7 7 1 10|, etsaforme totalemeéthelonge (exo) R= [0 0 1 0
5 5 —1 5 0 0 0 1

La dernire ligne ded demande 0 = 1 : on “lit" dans cette dergre ligne de la matrice que le vectebin’est pas
dans I'image ded, et que le systme n'admet pas de solution.

Dans le cas 0 b est dans I'image del, on sait qu'on a au moins une solution au eyse¢ lireaire. Pour trouver
les solutions d’un systme lireaireAX = b, I'id ée est de chercher une solution partierdiz,, par I'algorithme
d’échelonnement total. Une fois cette solution caeylon remarque ensuite que si on a une autre solttchn
méme systmeAx = b, alorsA(x — x,) = Az — Az, = b — b = 0. La difféerencex — x, est donc dans le
noyau deA.

On obtient donc toutes les solutions du gyse lireaire Az = b sous la former, + x,, x, € Ker(A). En
particulier, il existe une unique solution lorsqglder(A4) = {0} (etb € Im(A)).

Il est facile de trouver une solution particélex, du sysemeAx = b a partir de sa forme totalemesthelonge :
on met toutes les variables correspondant aux colonnes non pivdtales on esout (si c’est possible) le sgshe
des variables pivotales : on obtient ainsi une solution paréiceds,,.

Soit A la matrice augmege du systme, d’ordren x (p + 1) (n lignes,p + 1 colonnes), dfinie par

a1.1 ai.2 .. Q1p bl
~ a1 as 2 ..o Q2 bQ
A= [A b] — ) ) P

Qp,1 Qp2 ... Gpp by

On effectue I'algorithme dichelonnement total sur la matrice = [A b] pour arrivera la forme totalement
échelongeR = [R d].

Examinons les diffrents cas possibles selon les valeursigeet r, ol r est le rang de la matricd (c.a.d. le
nombre de lignes non nulles d&et donc aussi de colonnes pivotales) .

1. Cas d'une matrice carrée :n = p, avecR = Id,,, i.e.r = n, alors la matriced est inversible et le sysine
admet une solution unique = d.
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Exemple
xr1 + 2562 =4
31[51 + 71’2 =13
Forme matricielle :Axz = b avecA = L2 etb = 4 Matrice augmeréte : A = L2 4
r= =3 7 = 13| 9 A =3 7 13)

Forme totalemeréchelonge (exo) ‘R = [1 0 2]

0 1 1

On a doncR = 1d,, (R est la forme totalemeréichelonge deA, R est la forme totalemeréichelonie de
A) et on “lit" donc une solutiorc, du syseme dans la matricB qui repesente le sysme liraire :

r1 = 2
T2 = 1
Remarquons que la matrice est inversible et que son noyaédesta {0}. La solution unique du sysine

estdoncX =z, + 0 = [ ? ] .

2. Cas d’'une matrice carrée telle queR # Id,, r < n alors R a au moins une ligne nulle. Si toutes les
composantes dé correspondantes aux lignes nullesklsont nulles, le€quations sont compatibles et le
syseéme admet une infirétde solutions (parce que le noyau de’est pas eduita {0}). S'il existe une
composante dé non nulle et qui correspord une ligne nulle de?, alors le systme n’a pas de solution
(parce quel ¢ Im(A)).

Exemple
T + 213 = by
£E1+£E3:b2
x3 = b3
1 0 2 b1
Le syseme sécrit sous forme matricielllX = b, avecA = |1 0 1| etb = |bo|. La matrice
0 0 1 b3
[1 0 2 b
augmenée du sysime sécritA = |1 0 1 bo|. Lalgorithme déchelonnement total donne :
0 0 1 b3
102 b, L0 2 by |1 0 2 by
101 by 25700 0 -1 byt | P00 0 -1 b0
0 0 1 b 00 1 bs 0 0 0 b3+by—10

A ce stade, on a effedtuseulement Echelonnement de la matrice. Enrivant I'équation donée par la
dernere ligne de la matrice augméset: (0 0 0 b3 + by — by1), On voit cBja que pour egrer avoir une
solution, il faut queb satisfasse la condition de compatil@lit = b3 + by — b;.

(a) Sib ne satisfait pas cette condition, alére’est pas dankm(A) et le syseme lireairen’admet pas
de solution

(b) Si maintenanbd satisfait la condition de compatib&t = b3+ b, — by (b estdandm(A)), on continue
la procedure déchelonnement total pour calculer la solution du éys :

1 0 2 by D(1)102 b,y T(2)1oo 2by — by
0 0 -1 by — by 25700 0 1 by — by 25700 01 by — bo
0 0 0 b3+by—0 0 0 0 bs+by—0 0 0 0 bs+by—0

On “lit" alors une solution dans les deux pramgs lignes de la matrice totalemé&thelonie qu’on

a ainsi obtenuex; = 2by — by, 3 = by — by. Notons que 'on peut choisir, de manére arbitraire.
2by — by

Si on choisitzy = 0, on obtient une solution particélie x, = 0 du syseme Ax =
by — bo

b, a laquelle on peut ajouter n'importe queémentz,, de Ker(A). On cétermine alors la solution
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spéciale du sygtme homogne (c’esta-dire avec second membre nul) en remarquant qu'il n’y a qu'une
seule colonne non pivotale, la deérie, et on peuécrire la combinaison liireOc; (R) + c2(R) +

0
Ocs(R) = 0. Une solution spciale est done = |1| . Le syseme admet une infirétde solutions,
0
qui sont de la forme :
2by — by
T, + As = A , AeR.
b1 — by

Exemple Résoudre le sygme :
201 4+ 229 — 223 =5
Tx1+ Txo + x3 =10
51‘1+5$2—$3 =5

2 2 -2 5
Onaicin = p = 3, etla matrice augmeeeé du systmeestd = |7 7 1 10|, et sa forme totalement
5 5 -1 5
1100
écheloee (exo) :R = |0 0 1 0f.On"lit" alors dans la forme totalemegtchelon&e que le second
0 0 0 1
membre n'est pas dans I'image de(parce que la derare ligne donn@® = 1) donc le systme n'a pas de
solution.
Remarquons que les solutions du gyseAX = 0 se trouvent en remarquant que la matdtéotalement
échelonie deA (les 3 preméres colonnes d&) a 2 colonnes pivotales et une non pivotale, la seconde. On
remarque quez(R) = c1(R) (la seconde colonne est identicuéa premére) ce qui donne comme solution

-1
speciale (1) . Les solutions delx = 0 sont les multiples de cette solutionégjale.
0
—1
Ker(A) =< A é ,LAER
0

3. Casn > petr = p. On a dans ce cas une matrice rectangulaire “debout”, plus haute que large, et aucune
ligne nulle. Donc on n'a aucune colonne non pivotale (puisgeep). Le noyau de la matrice estduita
{0}. Prenons un exemple :

11 b1
A= 1|1 0| etb= |bsy
2 3 bs

Cherchons pour quél le syseme Az = b admet une solution. Echelonnement total de la matrice aug-
menge sécrit :

O N L I D | by

10 by| 25 10 -1 b=ty | =5 [0 =1 by—by

2 3 by 2 3 bs 0 1 b3—2b

rom |11 by o |10 by iy [L 0 by

2510 -1 by — by 25710 -1 by — by 2 0 1 by — by
0 0 b3—3by+bo 0 0 b3—3by+bo 0 0 b3—3by+ b

La lecture de la forme totalemeathelonée donne que :
(a) Les deux colonnes sont pivotales, donc le noyau de la matricedhsta {0}.
(b) Le second membrkest dans I'image dd si I’ équation de compatibibiths — 3b1 + by = 0 est\erifiée.
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(c) Sib € Im(A) alors il y a une unique solution = {b b2 . J .
1 — U2

4. Casn < p etr = n. |l sS'agit d’'une matrice plus large que haute “rectangulaire céathdont toutes les
lignes sont non nulles. Il y a donc f@ment des colonnes non pivotales, et le noyau de la matrice n’est
donc pas &duita 0. Commer = n, toutes les lignes sont non nulles, et il n'y a donc pa&xdation de
compatibilie ; le second membre est dans I'imageAjeet on a donc une infirétde solutions, de la forme
Ty + T, Ty € Ker(A4).

Exemple Résoudre le sysme :
T+ x3=2
1+ a2+ 23 =14

1 0 1 2
1 1 1 4
On lit alors dans la matrice totalemesthelonge :

—_

0
1

O =

La matrice augmegt du systme est alors

D

} . L’ échelonnement total donr{

2|

(a) Une solution particuére du syssme est doma par le second membre (I'inconnue arbitraire gt

2
gu’'on prendégalea 0) iz, = |2
0
(b) Le noyau de la matrice du sgshe s’obtient en remarquant que la tréisie colonne est non pivotale
-1
etégalea la premére. On a donc comme solutionéspale du systme homogneS = | 0
1

(c) On adonc une infinié de solutions, qui sont de la forme

2 -1
T=xTp,+As=|2| +A |0 [, xeR.
0 1

En résung, il y a quatre possibhis pour les solutions d’'un sgshe lireaire, selon le rangde la matrice :

r=n et r=p matrice caree inversible Az = b a une solution unique

r=n et r<p matricerectangulaire “couéle” Ax = b a une infinié de solutions
r<n et r=p matricerectangulaire “debout” Az = ba 0 ou 1 solution (unique)
r<n et r<p matricequelconque Az = b a0 ou une infinié de solutions

4.3.2 Caractrisation d’'une matrice inversible
Lemme 4.28 SoitA € M,,(K) une matrice totalemeréichelonge telle quéler(A) = {0}. Alors A = Id,,.

Démonstration : Par la proposition 4.234 n'a pas de colonne non pivotale. Donc I'ensemble des indicéss

0

0
colonnes pivotales est= (1, ..., n) (autrement ditj; = ¢ pour tout:). De plus, on a (voir (4.2.1)),(A) = |1

0

_O_
ou le 1 est sur laj eme ligne. DoncA = 1d,,. m

Corollaire 4.29 SoitA € M,,(K), on aéquivalence des propiies suivantes
1. Aestinversible.
2. Ker(A) = {0}.
3. Im(A4) = M,, 1(K) (= R™ dans le cas de matriceéelles).

Universié Aix-Marseille 1,PEIP-L1, 12 avril 2011 70 Algebre lireaire, Maths grérales Il



4.3. Resolution d'un systme liréaire gréral 4. Espaces et sous espaces vectoriels
Démonstration : SupposonsA inversible. Montrons qu&er(A) = {0}. Soit X € Ker(A). Alors AX = 0,
doncA—'AX =0,douX =0.

Montrons qu’'on a ausgin(A4) = M,, 1(K). NotonsB l'inverse deA. SoitY € M,, 1(K). AlorsY = A(BY)
ce qui montre qué&” € Tm(A). DoncIm(A) = M,, ;(K).

Supposons maintenant giier(A) = {0} et montrons quel est inversible. Soitl € GL, (K) telle queE A soit
totalementchelonge. CommeKer(E) = {0} (car E est inversible), on &er(FA) = Ker(A) = {0}. On en
déduit par le Lemme 4.28 quEA = Id,,, doncA = E-'EA = E~! est inversible.

Supposons enfin quen(A4) = M,, 1(K) et montrons qued est inversible. SoiZ € GL, (K) telle queEA
soit totalemengchelonge. Commdm(E) = M, 1(K) (car E est inversible), on dm(FA) = M, 1(K).
Donc EA n'a pas de lignes nulles ; autrement dit, teignes deE' A ont un premier coefficient non nul. On en
déduit, en notant comme toujoujs < --- < j, les indices des colonnes pivotales, gye= 1,...,75, = n
(car il y a exactement lignes non nulles et colonnes dans la matrice). Commed est totalemenéchelonie,

¢;j(FA) = ou le1 est sur laj eme ligne (voir (4.2.1) ). Don& A = 1d,,, ce qui montre quel est inversible.

O =

On ceduit des deux @cedents corollaires quhe matrice carrée est inversible si et seulement si elle admet
une forme totalementéchelonreeégalea l'identit €.

Corollaire 4.30 SoitA € GL,(K). Alors A peut sécrire comme le produit de matricé®€mentaires.

Démonstration : L'algorithme déchelonnement total (Boeme 3.35) montre qu'il exist® produit de matrices
élémentaires telle que A soit totalemenéchelonige. CommeP A est inversible, on enétiuit PA = 1d,, par le
Corollaire 4.28. Doncd = P~1. On conclut par le corollaire 3.21. =

4.3.3 Exercices

Exercice 92 (Ecrire une matrice et Esoudre un systme) Ecrire sous forme matricielle le probine suivant
Trouver deux quadruplets diffents det entiersa, b, c etd tels que :

La moyenne de etb est35,

la moyenne dé etc est—22,
la moyenne de etd est—39,
et la moyenne de etd est18.

Exercice 93 Calculer le rang des matrices

1 2 3

1 -1 3 51 -1 0 -1

A=|2 0 -1 3 1|et B=| 3 -1 2

3 -1 2 8 2 5 3 8

11 2

Exercice 94 Calculer le rang des matrices

11 2 11 1 0 0 01 1 1 1 1 3 1 1 11 2
21 1 11 1 1.0 00 0 2 1 1 2 0 2 11 2
111 2 1], 101 0 0], 1 1 1 2 21, 1 1 1 2 2
21111 1 0 01 0 2 1 1 1 3 2 1 1 1 3
1111 2 1 0 0 01 1 -1 1 10 1 -1 110
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1 1 2 -1
. . , . . L -1 0 1 0
Exercice 95 (Suite de I'exercice 87)50it la matrice :A = 0 0 1 -1
0 1 0 1
(a) Quel est le rang de la matricd ?
(b) Soitb € R*. Résoudre le sysme lireaire Az = b.
1 ¢t 1 1 1 ¢
Exercice 96 Calculer, pour tout € R le rang des matriced/; = (¢ 1 1| etN,= |1 ¢t 1
1 t 1 t 1 1

Exercice 97 (Ligne Attila) Si une matrice totalemeithelon@e a toute sa preraie ligne remplie de 1, quel est
son rang ?

2 4 6 4 b1
Exercice 98 SoitA= |2 5 7 6| etb= |by
2 3 5 2 bs

1. Echelonner la matrice augméet[A  b] pour la transformer effU ¢ oll U estéchelonie.

2. Trouver les conditions sux , b, etbs pour queAx = b ait une solution.

3. DécrireImA (plan ? droite ? tout I'espace ?)

4. Décrire Ker A. Trouver les solutions $giales dedx = 0.

5. Trouver une solution partici@re au systmeAx = b = (4, 3,5).

6. Trouver la forme totalemegtchelonige [R d} ety lire directement les solutionsé&giales et particure.

Exercice 99 Résoudre les sysines ligaires suivants :

2¢c + y — =z = 1 v -z =1
{495 ~ oy _ 3 y + 2z — w = 3
r + 2y + 3z — w = T
x - Yy + =z = 1
Y + w = 2 a — b 4+ 3¢ + d — e =1
3r — 2y + 3z 4+ w = 3 {Qa - b 4+ ¢ + d + e = 3
-y - w = 4

Exercice 100 (Solution spciale et forme totalementchelonrée) Soit A € M3 4(R) telle que le vecteus =
(3,2, 1,0) soit la seule solution gxiale du systme lireaire homogneAx = 0.

1. Quel est le rang de la matricé ?
2. Quelle est la forme totalemedthelonge deA ?
3. Existe-t-il une solution au sysheAx = b pour toutb € R ?

Exercice 101 (Meme ensemble de solutions &me matrice ? ) SoientA et B des matrices telles que que les
systhesAxz = b et Bx = b ont le néme ensemble de solutions pour thuEst ce qued = B?

Universié Aix-Marseille 1,PEIP-L1, 12 avril 2011 72 Algebre lireaire, Maths grérales Il



Chapitre 5

Bases, dimension et sous-espaces

On s'interesse ich ladimensiondes espaces et sous espaces et aux relations entre certains sous espaces. Vous
avez @ja une icbe assez claire de ce qu’on entend par 2D (deux dimensions d’espace) ou 3D (ne serait-ce que par
les jeux vicko!) : en 2D, on est dans un plan, en 3D, on est dans I'espace. On va maintenant relier cette notion de
dimensionma celle de vecteurs libres eé$i (ou lireairement indpendants et lisairement @pendants). En gros, si

I'on dispose de vecteurs libres (ouéairement indpendants) d'un espace vectoriel, cela veut dire qu’il n'y en a

pas “trop”; si I'on dispose de vecteur&$ (ou lirkairement dpendants) , cela veut dire qu’il y en a “assez”. Pas

trop ou assez pour quoi ? Pour former ce qu’on appelle une base, qui a exactement le “bon nombre” de vecteurs, et
ce bon nombre est la dimension de I'espace. Vous connaissez d’ailleurs bien (& hake deR? : trois vecteurs

de base pour un espace de dimension 3.

5.1 Bases et dimension

5.1.1 Familles libres, lees, @nératrices, bases

On a ckja vu au chapitre @cedent que des vecteurs, éiégments d’un espace vectorig| sont dits lireairement
indépendants si la seule combinaisorehire de ces vecteuegalea 0 (le vecteur nul de I'espace vectoriel) est
la combinaison lidaire dont tous les coefficients sont nuls. Une autre emaéguivalente de le dire : aucun des
vecteurs ne peut&trire comme combinaison Baire des autres vecteurs.

En particulier, les vecteurs colonnes d'une matritesont lineairement indpendants si la seule solution du
sysemeAx = 0 estz = 0, ca.d. si le noyau de la matrice egduita {0}, qui est ici le vecteur nul d&?,

si A est une matrices x p. Il n'y a aucune autre combinaison &aire des colonnes qui donne le vecteur nul.
Sinon, ils sont lidéairement @pendants.

Définition 5.1 (Indépendance et @pendance lirgaire) Soit £ un K-espace vectoriel. Sofe, . .., e,) une fa-
mille d’éléements dev.

1. Ondit que la famillgley, . . ., e, ) estlibre, ou que les vecteuss, . . . , e, sont linairement inépendants,
si(ag,...,a,) € K* etaje; + -+ - + ane, =0entrdnea; = --- = a,, = 0.

2. On dit que la famille(ey,...,e,) estliéesi elle n’est pas libre, ou que les vectews, ..., e, sont
linéairement @pendants s'ils ne sont pasé&airement inépendants.

Si on prend trois vecteurs daRs, ils sont forément @pendants. De magtie ¢erérale, siu etv € E, la famille
(u,v) est liée si, et seulement s, = 0 ouwv = 0, ou il existea € K tel quev = aw : on dit aussi ques etv
sont colireaires.

Si maintenant on prend trois vecteurs das et si I'un d’entre eux est multiple d’'un autre, alors ils sont
dépendants. Mais s'ils sont coplanaires, ils sont ausséddants, parce qu’on peagrire I'un d’entre eux comme
combinaison ligaire des deux autres.

Si on prend trois vecteurs non coplanaires, la seule combinaismairinde ces trois vecteurs qui dorthest la
combinaison nulle, et donc ils sont libres.

Pour voir si une famille de vecteurs déR™ est libre ou lee, on met chacun des vecteurs comme colonne d’'une
matricen x p, et on cherche le noyau dg ou, de maréreéquivalente, on cherctierésoudre le systneAx = 0.

On a vu cela en@tail au paragraphe 4.2.
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Dans le chapitre f@cédent, on a végalement que les colonnes pivotales d’'une magtitelonée sont liairement
indépendantes. Donc les colonnes d’'une matideelon&e qui n'a que des colonnes pivotales sorédinement
indépendantes. On va voir dans la suite de ce chapitre quesaéiat reste vrai pour toutes les matrices : les co-
lonnes d’'une matricel € M,, ,(K) sont lintairement indpendantes lorsque toutes les colonnes d’'une matrice
échelongea partir deA sont pivotales, autrement dit lorsque-= r, (r étant le rang de la matrice, c'estdire le
nombre de colonnes pivotales ou encore le nombre de lignes non nulles).

Dans le casop > n, alors forément les vecteurs sontéairement @pendants. En effet, dans ce cas le rang de la
matricer, i.e. le nombre de lignes non nulles, est farent inkrieur strictemend p, puisquer < n < p. Donc il
existe des colonnes non pivotales qui permettent&dimid les solutions sgciales assoees du sygmeAx = 0.

En particulier, le noyau del n'est pas eduita {0} et il existe une combinaison Eaire des colonnes qui donne
0. La famille est lee.

Définition 5.2 (Famille gérératrice) Onditque lafamill€e,, ..., e, ) estgénératrice si Vectey,...,e,) = E.
Ceci revienta dire que pour toutc € F, il existeas, . .., o, € K tels que

n
r=o1e + - +aye, = E apeg.
k=1

On a vu au chapitre predent que les colonnes d’'une matridéengendrent I'espace des colonnesAdgc’est la
définition deC'(A4)), et donc engendrent 'image de(carlm(A) = C(A4)).
On c&finit maintenant un nouvel espace aséadia matriceA, qui est I'espace des lignes de la matrite

Deéfinition 5.3 (Espace des lignes d’'une matriceSoit une matriced d’ordre n x p. On appelle espace des lignes
deA € M, ,(K), no€ L(A), le sous-espace vectoriel & engende par les vecteurs lignes dé&

L(A) = Vect{t1(A),. .. £,(A)},

ou /;(A) représente la-eme ligne de la matricd.
Il est facile de voir queL(A) = C(A").

Attention, I'ensembleC'(A4) (= Im(A)) est un sous-espace vectoriel B&, alors que I'ensembld.(A) (=
C(A") = Im(A?")) est un sous-espace vectorielRie

Exemple 5.4 (Espace des colonnes et espace des ligneésgrchons”(A) et L(A) pour la matriced € M »(R)

10
définie parA = |0 1|.La matrice transpose deA est doncA! = {(1) (1) 8} . L'espaceC(A) = Im(A) =
0 0

L(A?) est un sous-espace vectoriel B2 qui est engendr par les colonnes dd, ca.d. les vecteur§l, 0, 0) et
(0,1,0). C’est un plan dér3.

L'espaceL(A) = C(A') = Im(A?) est un sous-espace vectoriel Bé qui est engendr par les lignes ded,
ca.d. les vecteurél, 0), (0,1) et (0,0). C'estR? tout entier.

Les familles @rératrices sont utiles pouédrire un espace vectoriel comme I'ensemble des combinais@asrks

des vecteurs de cette famille. Par exemple, le plan horizontal Rarest engendr par la famille{(1,0,0),

(0,1,0)}. Enfait, il est aussi engengélpar la famille{(1, 0, 0), (0, 1,0), (1, 1,0)} ; et aussi par la famill¢(1, 0, 0),
(0,1,0),(1,1,0), (2,6,0)}... d’ou la question naturelle : peut-on trouver des famillesgatrices les plus petites
possibles ? On aura alors le “bon nombre” de vecteurs qui permettent d’obtenir tous les vecteurs de I'espace par
combinaison ligaire. Pour cet exemple, on se convainc facilement qu’on a besoin au minimuvedeurs pour
engendrer le plan horizontal. Pour traiter le casggal, on utilise la notion suivante.

Définition 5.5 (Base) On dit que la familleley, . . ., e,,) est unebasesi elle libreet gérératrice.

Exemple 5.6 (Base canonique d&™) Les vecteurs = (1,0) etj = (0, 1) forment une base d&?. De néme,
les vecteurs = (1,0,0), 5 = (0,1,0) etk = (0,0,1) forment une base d&3. Plus gneralement, on appelle
base canonique dB™ la famille de vecteur$e;);=: ..., avece; = (0,...,0,1,0,...,0), ou le 1 est plaé en
i-eme position. Les vecteurs de la base canonique sont les vecteurs colonnes de la matriéédgentit

La base canonigue est une bas&demais ce n'est pas la seule ! En fait, on peut observer que
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Exemple 5.7 (Base d®™ et matrice inversible) Les colonnes d’une matrigex n forment une base dR” si et
seulement si la matrice est inversible (exercice : voir corollaire 4.29). On voit don®gweun nombre de bases
infini.

Exemple 5.8 (Base d&er(A)) SoitA € M,, ,(R). Laproposition 4.23 dit exactement que les solutiogsEpes
de Ax = 0 forment une famille libre et&rératrice de I'espace des solutions da = 0. Les solutions sgciales
sont donc une base dér A. Comptons le nombre de vecteurs dans cette baser: Eoiang de la matrice, é.d.
le nombre de lignes non nulles de la matrigeotalemengchelon&ea partir de A. Le rangr est aussi le nombre
de colonnes pivotales de. On a donc dong — r colonnes non pivotalep,— r solutions spcialesp — r vecteurs
de base pou¥er(A).

Dans le cas d’'une matriéhelonie, ce sont les colonnes pivotales de la matrice qui forment une bégeide

Proposition 5.9 SoitA € M,, ,(K) une matriceechelonge. Alors les colonnes pivotales ddorment une base
deIm(A).

Démonstration : On se souvient (proposition 4.22) que les colonnes pivotglésl), ..., ¢; (A) forment une
famille libre. De plus (proposition 4.15), les colonnes non pivotales sont soit nulles soit combinagsairelin
des colonnes pivotales. Donc toutes les colonnes appartieanémt(c;, (4),...,c;,.(A4)). Donc I'espace des
colonnes estgala Vect(c;, (A4), ..., ¢;,.(A)). Autrement dit{c;, (4),...,c;.(A)} estune famille rératrice de
Im(A). En résung, c’est une base den(A). (]

En fait, cette propéte est “conserge” paréchelonnement, &.d. que les colonnes de la matri¢elont les indices
sont ceux des colonnes pivotales de sa foauleelonée formentgalement une base d§ A) ouIm(A). On
démontre ce@sultat gace au petit lemme suivant, qu'on va d'ailleurs utiliser plusieurs fois par la suite.

Lemme 5.10 SoientA € M, ,(K), P € GL,(K) etl < i3 < --- < i < p. Si(c;,(A4),...,¢,.(4))
est une famille libre, resp &gératrice, resp. une base den(A), alors (¢;, (PA),. .., ¢, (PA)) est une famille
libre, resp. grératrice, resp. une base dexy(PA).

Démonstration : Il suffit de remarquer que;(PA) = Pc;(A) puis d’appliquer les &finitions de famille libre,
gérératrice, base. =

Proposition 5.11 Soientd € M,, ,(K) etP € GL,(K) telle queP A soitéchelonie. Notond < iy < -+ < i,
les indices des colonnes pivotales®@d. Alors (c;, (4),. .., ¢, (A4)) est une base den(A).

Démonstration : Par le lemme 5.10, il suffit d’'observer qge, (PA),...,c; (PA)) est une base den(PA),
ce qui est le cas puisque dans une matéickelonie, les colonnes pivotales forment une base de I'espace des
colonnes. -

L'int érét principal de trouver une base d’un espace vectoriel est que I'on petitedpEciement touglement de
I'espace vectoriel grcea la base. Oicrit le vecteur comme combinaisondaire des vecteurs de la base. Cette
combinaison ligaire donne les composantes du vecteur dans la base, derenanique, comme on le montre
maintenant.

Proposition 5.12 (Composantes d’un vecteur dans une bas&oientE un K-espace vectoriel €8 = (eq, . . .,
e,) Une base dé . Pour toutz € E, il existe un unique—uplet(ay, ..., a,) € K" appek lescomposantes de
x dans la baseB tel que

n
r=oq1e|+ - -+ a,e, = Zakek.
k=1
Déemonstration : L'existence des composantes provient du caraétre gerérateur de la famille. L'unicé du
caracere libre. Plus grciment :

La famille (ey, ..., e,) étant une base, elle est@ratrice. Par coggjuent pour tout € E, il existe unn—uplet
a=(ay,...,a,) € K"telque

n
r=uoq1e+ - ---+a,e, = E Qger.
k=1
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Soit3 = (f1,...,0,) € K™ tel que

z=pier+---+ Bhe, = Zﬁkek-
=1

Ona .
(01— Br)er+ -+ (an — B)en = Y _(ak — Br)ex = 0.
k=1
Or lafamille(ey, ..., e,) estlibre. Donay; — 8 = 0 pour toutk = 1,...,n. On en é&duit I'unicité dun—uplet
Q. |

Remarque 5.13 (Famille @rératrice et espace engend) Par définition, toute famille(f;).1<;<, de vecteurs

est une famille greratrice de I'espace vectoriel enge@éect(f,. .., f,) (qui est'ensemble des combinaisons
linéaires def, ..., f,). C'estune base d€ect(f,, ..., f,) si et seulement si la famille est libre.
Soit (uq, ..., u,) une base d®", etwv,,...,v, p vecteurs d&R". Puisque(uq, . .., u,) €st une base, on peut
écrire chaque vecteur; comme combinaison |&mire des vecteuns; :
n
v = Zakduj ouencord/ = [vy ... vyl =[ur ... u,]A=UA.
k=1
On appelleA la matrice de la de la famillév,,...,v,) dans la bas¢u, ..., u,). Attentiona l'ordre de la

multiplication des matrices dan€falié ci-dessus. Noter que les matrices
Plus geréralement, on peuté&dinir la matrice d’'une famille de vecteurs dans une base d’'un espace vectoriel qui
n'est pas forementR™ de la mangre suivante :

Définition 5.14 (Matrice d’'une famille de vecteurs dans une baseypoit (e, . . ., e,,) une base d'urk-espace

vectoriel E.

— Soientf,,..., f, p élements deF. La matrice A € M, ,(K) de la famille (f,,..., f,) dans la base
(e1,...,e,) estla matrice dont la €me colonne est constite des coordorées du vecteuf, dans la base
(e1,...,e,). Explicitement, sif ; = >°,'_, ax je; pour toutl < j < p, alors A = (ay;).

— Reéciproguement, si on se donne une mattites M,, ,,(K), on peut lui associer une famille de vecteurs
(f1,--- f,) dontles composantes dans la bdeg, . . ., e,,) sont les vecteurs colonnes de la matrite

Exemple 5.15 (Matrice d’'une familles de polyidmes) Consicerons I'espace vectoriel des pofmes de degr
< 3. La famille {1, X, X2, X3} en est une base. Soief(X) = X3 +2X —1,Q(X) = X? - 1etR =
3X3+2X?2 + X + 1. Alors la matriceA assocgea la famille { P, Q, R} dans la bas€ 1, X, X2, X3} est

-1 =
2 0
0 1
1 0

1
A=

W N = =

La proposition suivante es&fs importante en pratique : supposons dane famille de vecteurs. On se demande
si elle est libre ou grératrice. On est raméra la cetermination du noyau ou de I'image d’'une matrice construite
a partir de cette famille de vecteurs :

Proposition 5.16 Soit (es, . .., e,) une base d'urk-espace vectorielr. Soientf,..., f, p élements de et
A € My, ,(K) la matrice de la famillg f+, ..., f,) dans la basge, ..., e,). Alors

1. lafamille (fy,..., f,) estlibre ssiKer(A) = {0} ssi(c1(A),---,¢,(A)) est libre.

2. lafamille (f,..., f,) est g@rératrice ssilm(A) = K" ssi(c1(4),--- ,c,(A)) est grératrice deK™.

Démonstration : Pour le point 1., le fait que la famille des vecteurs colon(gsA4),...,c,(A)) est libre
ssi Ker(A) = {0} résulte de la proposition 4.21. Il reste doacvoir que(ci(A),...,cp(A)) est libre ssi
(f1,--., f,) estlibre. Soit(as,...,ap) € KP. Alors 375 a;f; = 0 & >0 ;30 aije) = 0 &
i (2F_ ajaij)ei = 0 < pour toutl < i < m, 3P aja;; = 0 (car la famille (e;) est libre) <
Y 1 ajci(A) = 0. Ainsi, (c1(A), ..., cy(A)) estlibre ssi fy, ..., f,) estlibre.
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Montrons le point 2. On a vu au chapitreegedent quem(A) est 'ensemble des combinaisonséliires des
Y1

c1(A),...,cp(A). Donclm(A) = K" ssi la famille(c; (A), ..., c,(A)) est gerératrice deK™. SoitY := | :

yn
dansk” ety = y1e1 + -+ + yne, € E. Alors il existe (a1, ..., a,) € KP tel quey = Z§:1 o f; &y =

?:1 O/](ZZ':I amei) = Z:L:l( 5»):1 ajam-)ei =y <& pourtoutl < ¢ < n,y; = Z?:l Qa5 <= Y =

Z§:1 ajcj(A). Donc (ci(A),...,cp(A)) est greratrice dank” ssi(f,,..., f,) est grératrice dans-. Le
point 2. est @monté. =
Ainsi, pour savoir si la famillé P, Q, R) donree dans I'exemple pradant la proposition est libre o@ieratrice,
on calcule le noyau et I'image de la matridepar exemple en&chelonnant. Ici, on trouve (exercice) que le noyau
est nul donc les colonnes de la matrice soridinement indpendantes, donc la famill®, @, R) est libre. En
revanche, l'image de la matrice n’est pas t&at(par exemple(1,0,0,0) n’ y est pas). Donc la familléP, Q, R)
n'est pas @rératrice de I'ensemble des pofimes de deg < 3 (les polyrdmes constants ne peuvenéire
comme combinaison l&mire deP, Q et R).

5.1.2 Dimension d’'un espace vectoriel

Définition 5.17 (Dimension finie) Soit £ un K-espace vectoriel. S'il existe une famillergratrice finie deF,
alors on dit queF est de dimension finie. Sinon on dit qu’il est de dimension infinie.

Par exemple, I'espace vectoriel est de dimension finie, et I'espace vectoriel des fonctions continuRsddas
R est de dimension infinie.

Théoreme 5.18 (Existence d’'une base$oit E unK-espace vectoriel de dimension finie. Alors il existe une base
(finie) deF.

Démonstration : On commence par I'observation suivante. Sbit= {4, ..., f,} une famille grératrice finie
de F qui n'est pas libre. Alors I'un des vecteufs € F s’écrit comme combinaison lgaire des autres vecteurs
deF. On en eduit que tous les vecteurs deappartiennend Vect(fy, ..., f,_1, fi11,---, f,). Donc

VeCt(.f17"'>.fp):VeCt(flv---a.fi—17fi+17"~7.fp)'

Donc la familleFy = {fy,..., fi_1, fiy1,---, F,} €stencore grératrice.
On prouve alors le #ome. On montre paecurrence sut < k que pour tout espace vectorigl contenant
une famille grératrice = {f,,..., f,} de E, il existe une base d&. Pourk = 1 : soit E tel qu'il existe

F = {f,} gérératrice, alors ou bieifi;, # 0 auquel casF est libre et donc une base, ou bign= 0 ce qui veut
dire queE = {0} et la familled 0 éléments est une base fig(c’est une convention).

Supposons leésultat vrai poutk, montrons-le pouk + 1. Soit E un espace vectoriel qui contient une famille
géreratricea k + 1 élementsF = {f,,..., fi,1}. Sielle est libre, c’est une base, et I'hypesie est &rifiee au
rangk + 1. Si elle n’est pas libre, par I'observationgtiminaire, il existef, tel que la familleFr; := F\ {f,}
soit encore §rératrice. On applique I'hypo#ise de &currence I'ordre k. On en eduit I'existence d’une base.
Conclusion : S'il existe une famille&yératrice finie, il existe une base. [

Théoreme 5.19 (Dimension et bases¥oit £ un K-espace vectoriel de dimension finie. Toutes les bases ont
méme nombre @&léments. Ce nombre est appdimensionde I'espace vectoriek.

Démonstration : Notons(ey, .. .,e,) et(f,..., f,) deux bases d&. Montrons quen = p. On introduit la
matriceA € M,, ,(K) de la famille(f,, ..., f,) dans la basge;, ..., e,). Par la Proposition 5.165er(A) =
{0} etIm(A) = K". SoitF € GL,(K) telle queE A soit totalemenéchelongée. AlorsKer(EA) = {0}. Donc
les colonnes d& A forment une famille libre. Donc il n’y pas de colonne non pivotale (par la Proposition 4.15).
Donc le nombre de colonnes pivotales estOn a aussim(EA) = K™. Donc EA n'a pas de ligne nulle (sinon

0

ne serait pas dafdsa(EA)). Doncr = n. On en éduitp = n. =

1

Dans la preuve @edente, on a morérque si une matricd € M,, ,(K) vérifieKer(A) = {0} etIm(A) = K"
alorsn = p.
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Exemples :
— K™ est unK-espace vectoriel de dimensienpensem la base canonique!).
— Lespace M (R) est unR-espace vectoriel de dimensidndont une base est foée des matrice®&;; =

|:1 0:|, FEiy = |:O 1:|, FEy = |:O 0:|, FEoy = |:O 0:| . Cette baSéEll,Elg,Egl,Egg) est appe'iebase

0 0 0 0 0 1
canonique
— K, [X] est 'espace des polgmes de de@r< n. Une base est for&e par les polydmesl, X, ..., X". La
dimension d&X,,[X] est dona: + 1.

Remarque 5.20 Un sous espace vectoriel d'lirespace vectoriel est Ufi-espace vectoriel. On peut donc parler
de dimension d’'un sous espace vectoriel.

Définition 5.21 Soit £ unK-espace vectoriel de dimensian

— Les sous espaces vectoriels de dimensisant appets dedroites.

— Les sous espaces vectoriels de dimengisont appets degplans.

— Les sous espaces vectoriels de dimensienl sont appets desyperplans.

5.1.3 Theoreme de la base incomgte et congquences

Théoreme 5.22 (Tleoreme de la base incomgite) Soitp un entier positif f,, ..., f,) une famille libre d’'un
espace vectoriel? de dimensiom. Soit (g4, ...,g,) une famille @rératrice de E. Alors il existe une base
(e1,...,e,) de £ telle quee; = f, pour touti < p ete; € {g;,...,g,} pour touti > p.

Démonstration : Soit B une base ddéZ. On noteA; la matrice de la famillgf,, ..., f,) dansB, A, celle
de (gq,---,9,) et A celle de(fy,..., f,,91,---,9,)- Il existe P € GL,(K) telle que PA soit totalement
échelonge. On note/ := (j1, ..., j,) 'ensemble des indices des colonnes pivotale®de Alors (Proposition
5.9) (¢j, (PA),...,c;,. (PA)) est une base dian(PA), donc(cj, (A4),...,c;,(A)) est une base den(A) (par
le lemme 5.10). Comméf,,.. ., f,) est libre, les colonnes dé, forment une famille libre (Proposition 5.16)
donc aussi celles dBA; (par le lemme 5.10), donc toutes les colonne$dy sont pivotales (Proposition 4.15).
Ainsi j; = 1,...,j, = p, C'esta-direc;, (A) = c1(A1),...,¢j,(A) = cp(A1). Comme(gy,...,g4) €St Uune
famille gérératrice,Im(A;) = K". L'espace des colonnes dé contient I'espace des colonnes dg. Donc
Im(A) D Im(Az) = K". Donc(cj, (A),...,c;.(A) = (c1(A1), ..., cp(A1),¢j,,,(A),...,c;.(A)) estune base

deK". Onen éduitque(fy,.... f,,9;, ., p---,9; —p) €Stune base d& (Proposition 5.16). [

La preuve donne un moyen pratique pour choisir des vecteurs d'une famille ., g,) permettant de compter

une famille libre(f,, ..., f,) en une base d&. Il suffit d’écrire la matriced des coordonges dg(f, ..., f,,

g1, --,9,) dans une base et de ne retenir que les colonnes pivotales dans une écaigioaea partir deA.

Corollaire 5.23 Soit E un espace vectoriel de dimension

1. Si(fy,..., f,) estune famille libre dé’, alorsp < n. Side plugp = n, alors (f,,..., f,) est une base.

2. Si(gy,...,9,) est une famille grératrice de, alors ¢ > n et il existe une sous-famille dg;,...,g,)
formant une base dB. Si de plus; = n, alors(g;, ..., g,) estune base d&.

Démonstration : Pour 1., appliquer le Téoeme 5.2 (f4,..., f,) eta une base quelconqde;,...,g,) de
E. Pour 2., c’est le cag = 0 dans I[énoné& du tleoeme. L]

Corollaire 5.24 Soit E un espace vectoriel de dimension> 1. Soit F' un sous-espace dé. Alors
1) F estde dimension finie.

2) dim F < n.

3) Sidim F =n,alorsE = F.

Démonstration : Toutes les familles libres d&' ont un cardinalk< n, d'apres le corollaire prcedent. Soitp
le nombre maximal d&léments que peut contenir une famille libre HeOn a doncp < n et en particulier,
toute famille deF’ qui ap + 1 élements est &essairementde. Soit(f,..., f,) une famille libre def" ap
éléments. On va montrer qu’elle edrgratrice def’, c'esta-dire que touélement del” est combinaison ligaire
defy,..., f,. Soitx € F etconsi@rons la famillgf,, ..., f,,z). Elle estlée car elle @ + 1 élements. Donc
il existe A1, ..., Ap, pn noN tous nuls tels que

MFi+ o+ A f, + pE = 0.
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Nécessairement # 0 car sinon)_. A\, f;, = 0 avec les\; non tous nuls, ce qui contredit que la famille
(f1,---, f,) estlibre. On peut donécrire

ac:_?l(Alf1+...+/\pfp).

Donc la famille(f,..., f,) est grératrice. Comme elle est libre, c’est donc une basé"dbonc F’ est de

dimension finiep, avecp < n. Sip = n, alors(f, ..., f,,) est une famille libre dé& qui an éléments, donc est
une base dé& par le corollaire pecedent. Donc touélément deF peut sécrire comme combinaison Baire des

f; qui sont de€lements de&. Donc toutélement deF est dand”. DoncE = F. =

5.1.4 Rang d’'une famille de vecteurs

Au chapitre pecadent, on a @ja introduit le rang d’une matrice. En particulier, pour une mateiceelonie, il
s'agit du nhombre de colonnes pivotales, c'astire aussi du nombre de lignes non nulles. On a lauproposition
5.11 que les colonngsg;, (A), ..., ¢;.(A)) d'une matriceA dont les indiced < iy < --- < 4, sont les indices
des colonnes pivotales d'une de ses for@glongesE A ou E est une matrice inversible, forment une base de
C(A) ouIm(A). En particulierr = rg(PA) est la dimension dan(A).

On en éduit une autre &finition possible du rang :

Corollaire 5.25 Le rang d’une matriced est la dimension dé€'(A4) = Im(A).

L' échelonnement (partiel ou total) d’'une matrit@ermet donc de&erminer son rang et son image (en comptant
le nombre de colonnes pivotales d’'une matéchelonge B assockea A). De plus, on obtient en @me temps
une base de I'image dé en €lectionnant les colonnes deayant les indices des colonnes pivotales.

Proposition 5.26 SoitA € M,, ,(K) etP € GL,(K), Q@ € GL,(K) deux matrices inversibles. Alors le rang
des matricesA, PA et AQ) sontégaux :

rg(A) = rg(PA) = rg(AQ).

Démonstration : Notonsr le rang deA. Il existe une sous-famille de la famille des colonnesddi®rmant une
base ddm(A). Soientl < j; < --- < j, tels que(cj, (4),...,¢;,.(A)) est une base din(A). Alors par le

lemme 5.10(c;, (PA),...,c;.(PA)) estune base den(PA). Doncrg(A) = rg(PA).

Remarquons ensuite qlei(AQ) C Im(A) etIm(A4) = Im(AQQ ™) C Im(AQ). La premére inclusion donne
rg(AQ) < rg(A) et la deuxeme donneg(A4) < rg(AQ). D'ou le résultat. L]

On c&finit maintenant le rang d’une famille de vecteurs :

Définition 5.27 (Rang d’une famille de vecteurs)Soit(f, ..., f,) une famille dep vecteurs d’'un espace vec-
toriel . On appellerang de la famille (f;);, la dimension de I'espace vectoriékct(f,. .., f,).

Remarque 5.28Le rang de la famille(f,,..., f,) est au pluségal a p (car (fy,..., f,) est une famille
gérératrice deVect(f,..., f,)). Une famille dey vecteurs est libre si le rang de cette famille egala p.

Comment éterminer en pratique le rang d’une famille de vecteurs ? Si on @idee@oordonées de ces vecteurs
dans une base, il suffit @trire la matrice de cette famille de vecteurs dans cette base, et de calculer le rang de
cette matrice en&chelonnant. C’est ce que dit la proposition suivante :

Proposition 5.29 Soit B une base dez. Le rang de la famillg(f4, ..., f,) estégal au rang de la matrice des
composantes des vecteyfisdans la basés.

Démonstration : On rappelle (proposition 5.16) qu’une famille de vecteurs est libre ssi les colonnes de la matrice
de cette famille dans une base sonédirement indpendantes.

On noteX; le vecteur colonne des composantesfjedans la basé8 et A la matrice[X; ... X,]. Soitr le

rang deA. ll existel < j; < --- < j, < ptels queX,,,...,X; soit une base dém(A). En particulier,

c’est une famille libre. Alors les vecteu(§; ,..., f; ) forment une famille libre. Soif ¢ {ji,...,j,}. Alors

(X; X,,,X;) n'est pas libre, donc les vecteuig , Jj., f;) forment une famille Be. On en dduit

19+ VTERRE
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quef; € Vect(f , f;,) etfinalement quef , f;,) est grératrice. Dong f , f;.) estune base

FTRERE ITRERE g

deVect(fy,..., f,) etfinalementg(Xy,...,X,) =rg(f1,.... fp) "
La preuve pecedente donne en plus un moyen de trouver une baSedef,, .. ., f,). Onécritla matriced de
{f1,---, f,} dans une base. Oréthelonne. On rége les indices des colonnes pivotajes< - -- < j,. Alors

la famille {f; ,..., f; } estune base déect(f,,..., f,).

Proposition 5.30 Le rang deA € M,, ,(K) estégal au rang ded’ € M,, ,(K). Le rang deA est ausségala
la dimension de I'espace vectoriB[ A) engende par les vecteurs lignes dé

Démonstration : On peut supposer queest totalemenriichelonie. En effet, s n’est pas totalemeiéichelonge,
soit P € M,,(K) telle quePA soit totalemenéchelonge. Alorsrg(PA) = rg(A) etrg(A'Pt) = rg(A*). On
suppose doncébsormaisA totalemengchelonie.

Montrons que la famille des lignes non nulles ddorment une base de I'ensemble des vecteurs ligned.de
Notonsr le nombre de lignes non nulles deet1 < j; < --- < j,. < ples indices des colonnes pivotales. Alors

pourk € {1,...,r}, lak-ieme lignel;(A) est de la forme,(A) = [0 -~ 0 1 = --- =x]ollelest
placé sur la colonng;. De plus, les nombred droite dul sont nuls lorsqu’ils sont sur une colonne pivotale (car
la matrice est totalemegthelonge). Soientyy, ..., a, € Ktels queai¢1(A4) + - -+ + a..¢,-(A) = 0. Montrons
quea; = --- = «, = 0. Le vecteur lignev,£;(A) + - - - + «,.£,.(A) a dans sa colonne d'indigg le nombrex;,
dans sa colonne d'indicg le nombreas, etc...Donc onabien; = -+ = a,. = 0.

Comme les lignes non nulles dedonnent par transposition une base des colonne de= rg(A?). Maisr est
aussi le nombre de colonnes pivotalesAet doncr = rg(A). Doncrg(A4) = rg(AY). ]

5.1.5 Exercices

Exercice 102 Les familles de vecteurs suivantes sont-elles libreséasIp
1. {(1,1), (1,-1),(0,1)} dansR?.
2. {(1,1), (1,3)} dansR?.
3. {(1,2,-1), (=2,1,1),(1,—1,2)} dansR?.
4. {(1,2,-1), (-=2,1,1)} dansR3.
5. {0, wy, ... un}, u; € R™
6. {uy, uy, ... un}, u; € R™
7

. {e1, ...e,} avece; les vecteurs canoniques &
Exercice 103 Soientuy, us etug trois vecteurs ligairement indpendants d&™. Soita € R. On pose :

V1 = U+ ug
Vo = U1 + 2us + ug

V3 = Uz + aus

1. Pour quelles valeurs de les vecteurs, vs, v3, sontils lirtairement in@pendants ?

SoitU = [u; uy wus|etV =[vy vy ws].EcrireV souslaformé” = UM ol M estune matrice cafe
d’ordre 3, et montrer que les vecteuwss, vo, v3 sont linkairement in@pendants si et seulement si la matride
est inversible.

Exercice 104 Trouver le plus grand nombre possible de vecteurgdirement inépendants parmi les vecteurs
suivants :

1 1 1 0 0 0

-1 0 0 1 1 0

=1 g ™= 4 |WT| o|™T| 4 |"T | o|%"T| 1
0 0 1 0 1 1

Exercice 105 SoientE un espace vectoriel et;, v,, v3 trois vecteurs non nuls.
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1. Montrer que si les sous-espaces vectoriels engen¥rspectivement par;, v, et parv,, vs caincident,
alors la famille{v;, vq, v3} estliée.

2. Laréciproque est elle vraie ?

Exercice 106 DansR? vérifier que les vecteurga, b, ¢} forment une base :
1.a=(2,1,-3),b=(3,2,-5),c=(1,-1,1)
2.a=(1,1,1),b=(1,1,2),c = (1,2,3)

Exprimer les vecteur&s, 2, —7) et (6,9, 14) dans ces bases.

Exercice 107 Dans I'espace vectoriék?3, les vecteurs suivants constituent-ils une base ? (On pourra utiliser la
méthode de Bchelonnement)

cup = (1,-1,0), us = (1,0,1), uz = (1,2, 3).
2. u; = (1,0,-1), us = (0, 1,0), us = (1, 1,0).
3. u; = (1,2,3), ugy = (2,3,1), uz = (0,0,0).
4. u; = (1,0,0), us = (1,1,0), usz = (1,1,1).
5. u; =(1,1,-1), us = (1,-1,1), uz = (—1,1,1).

Exercice 108 Montrer que siuy, . .., u,) estune base de" et A est une matrice inversible, alofglu,, . . ., Au,)
est aussi une bade™.

Exercice 109 Montrer que les vecteurs
u; = (0,1,1,1), uy = (1,0,1,1), uz = (1,1,0,1), uy = (1,1,1,0)
forment une base de*. Dans cette base, calculer les composantes des vecteurs
w=(1,1,1,1) et w=(1,0,0,0).
Exercice 110 On consigére, dans I'espace vectori&?, la famille de vecteurs suivants :
(L,1,a), (1,0, 1), (e, 1,1).
Déterminer en fonction de le rang de cette famille de vecteurs.

Exercice 111 Quel est le rang des sy¥shes de vecteurs suivants ? (On pourra utiliser &hmnde de BEchelonnement).
Dire si les vecteurs sont lgairement indpendants et s'ils forment une base.

1w =(1,0,1),us = (1,1,0), us = (0,1, 1).
2. u; =(1,0,0,1), us = (1,1,0,0), ug = (0,1,1,0), ug = (0,0,1,1).
3wy = (1,1,0,1), us = (—1,1,1,0), us = (0,—1,1,1), ug = (1,1,1,0).
uy = (
Cup = (

4. =(1,-1,0,1),ue = (1,1,-1,1),u3 = (0,1,1,1), ug = (1,0,1,0).

5. uy = (1,0,0,2,5), us = (0,1,0,3,4), us = (0,0,1,4,7), us = (2,—3,4,11,12).

Exercice 112 Déterminer la dimension des sous-espaces vectoriels ergempaér chacune des 4 familles de
vecteurs ci-dessous. Donnez en une base et exprimer les coéedoda chacun des vecteurs de la famille dans
la base trouge.

1. la famille {ul, U, U3, Ug, U5} avec:

U2 = us =

[ENEGCR N
QU= W N
S U= W
N O U
L
ot
|
o 3 O Ot
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2. lafamille {vy,vs, v3,v4} avec:

1 1 0 1
. 3 ]2 . -1 . 0
v = 0 ) Vo = 3 ) V3 = 0 ) Vg = 0 )
-1 0 —4 —13
3. lafamille {w;, wq, w3, wy, w5} avec:
5 2 20 —2 8
w 8 W — 2 w 10 Wi — 0 we — —6
1= 2 ) 2 — 2 ) 3 — 2 ) 4 — -1 ) 5 — _3 5
3 -1 5 1 0
4. lafamille {z1, z2, z3, 24} avec :
1 1 -1 2
| 8 . 1 . 1 1
Zl - 1 bl ZQ - 71 bl Z3 - 3 bl Z4 - 73
4 2 0 8

Exercice 113 (Bases et dimension de sous-espaces de matrices)

0 0[’(0 0|’|1 0]’]|0 1
d’ordre 2 ; en déduire la dimension de cet espace.

1. Montrer que{ {1 O] , {0 1} , {0 0} , [0 0}} est une base de I'espace des matrices @agréelles

. Donner une base et la dimension des matrices&@esrd’ordren.
. Donner une base et la dimension des matrices@easrd’ordren diagonales.
. Donner une base et la dimension des matriceséasrd’ordren synétriques.

a b~ 0N

. Donner une base et la dimension des matricesé&asrd’ordren triangulaires sugrieures.

Exercice 114 (Familles de fonctions)Soit £ I'espace vectoriel des fonctions @edansR . Dire parmi les fa-
milles suivantes celles qui sont libres et celles qui sdddi Ici les vecteurs (au sedfements d’'un espace
vectoriel) sont donc des fonctions...

1. {f,g,h}, avecf(z) = 2, g(x) = 4sin®(z), h(z) = cos*(x)

2. {f,g,h}, avecf(z) = 1, g(x) = sin(x),h(x) = sin(2x).

3. {f,g},avecf(z) =z, g(z) = cos(x).

4. {f,g,h,k}, avecf(z) = (1 + )2, g(z) = 2% + 2z, h(x) = 3 etk(z) = x.

5. {f,g,h}, avecf(x) = cos(2x) , g(x) = sin*(x); h(zx) = cos?(z).

6. {f,g,h}, avecf(z) =0, g(z) = z, h(z) = 22.
Exercice 115 (Sous espaces vectoriels et bas&sjientE un espace vectorief’ et G des sous espaces vecto-
riels.

1. Montrer queF’ N G est un sous espace vectoriel He

2. OnprendiciE = R3, F = Vect (u,v) etG = Vect (w, z) avec :

1 1 0
u=|1|,v=|1 |, w=|[1|,etz=] 1
0 1 0 1

(a) Trouver des bases dé etG.
(b) Déterminer le sous espaden G et en donner une base.
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1 2
3. On prend toujourstl = R3, F' = Vect (u,v) etG = Vect (w,z) maisavecu = | 0 [,v= | 0 [,
0 0
0 0
w=|1|,etz=| 0
1 1

(a) Trouver des bases déetG
(b) Déterminer le sous espaden G. Ce sous espace admet-il une base ?

Exercice 116 (Sous espace vectoriel de pomes) Soit F I'ensemble des polymmes éels de degr inferieur
ou égala 4. On a monté dans I'exercice 75 quE est un espace vectoriel.

1. Donner une base dg.

SoitF' 'ensemble des polyimes admettant les racines= a etz = b # a. On a monté dans I'exercice 75 que
F est un sous espace vectoriel e

2. Donner une base de.

3. Etudier le cas = b.

Exercice 117 Quelle partie du plan écrivent les point$r, y) € R? tels que les vecteurd, 1 + =) et(1 — z,y)
forment une base de I'espace vectofigl?

Exercice 118 Soit E' un espace vectoriel @, P’ deux familles finies d&. On suppose qug’ C P.
Montrez que sP est libre alorsP’ est libre. Montrer que sP’ est gerératrice alorsP est gerératrice.
Peut-on avoir une&ciproque ? Donner uneénonstration ou un contre exemple.

Exercice 119 Proposer une preuve duébréme 5.22 inspée de celle du #oreme 5.18.

Exercice 120 (Solutions d’'uneequation differentielle)
1. Montrer que I'ensemble des solutioSsde I'equation diférentielley” = y est un sous espace vectoriel de
I'ensemble des fonctions continueskidansR.

2. On admettra (thoreme de Cauchy Lipschitz) que la fonction identiguement nulle est la seule solution de
I’ équation avec dorées initiales :

y//(t) = y(t)>t e Ry
y(0) =0, y'(0) = 0.

En céduire la solution (unique) deéguation diférentielle avec dorées initiales :

y'(t) = y(t),t € Ry
y(O) =a, yl(o) =b.

Trouver la solution grérale de lequationy” = y.
3. En ceduire queS est un sous espace vectoriel de dimension 2 dont on donnera une base.

4. Trouver une solution particélie de lequationy” = y + 1. Donner la solution du proé@me de Cauchy
suivant :

y'(t) =y(t) +1,t € Ry
y(0) =1, y'(0) = 1.

1En analyse, un probine de Cauchy est un prébhe constité d’'uneéquation diferentielle avec condition initiale.
Augustin Louis Cauchy, ma#imaticien frangais 1789-1857. On lui doit en particulier la notion de fonction holomorphe et éesscdé
convergence des suites et désias entres. Ses travaux sur les permutations fureatyrseurs de la &orie des groupes. Il @galement
travaille sur la propagation des ondelectromagatiques.
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Exercice 121 (Sous espace de matriceg) Quelle est la dimension de I'espace vectofigl (R) ?

2. Donner les six matrices de permutation. i (R) .

3. Montrer quel ds est une combinaison lgaire des cing autres matrices de permutation, qu'on dgte. ., Ps.

3. Montrer que{ P, ..., Ps} est une famille libre de I'espace vectories(R).

4. Montrer que{ Py, . .., Ps} engendre le sous-espafedes matrices dont toutes les sommes de coefficients par
ligne et colonne sorégales.

5. En ceduire la dimension d§.

Exercice 122 (Intersection de deux sous espaceSpientE et F' deux sous espaces vectorielskie. On sup-
pose quelim(E) + dim(F) > n. Montrer queE' N F' n’est pas éduit au vecteur nul.

5.2 Sous espaces vectoriels su@phentaires, orthogonalie

5.2.1 Somme et intersection de deux espaces vectoriels

Proposition 5.31 (Intersection de sous espaces vectorielSpientF' et G deux sous espaces vectoriels dikin
espace vectorielr, alors H = F' N G est un sous espace vectoriel e

Démonstration : On remarque tout d’abord qu&: € F N G. Soitz,y € F NG et(\, u) € K2 Comme
F et G sont des sous espaces vectorielsEjeon sait quex + py € F et \x + py € G. Par conéquent,
Ax + py € FN G, doncF N G est bien un sous espace vectorielkde =

On rappelle que I'union de deux sous espaces vectoriels n’est pasfent un sous espace vectoriel, voir exercice
85. Mais on a vu au Bme exercice qu'on peuifinir la somme de deux sous espaces vectoriels, qui est aussi
I'espace engendrpar 'union des deux sous espaces.

Deéfinition 5.32 (Somme de sous espaces vectorieBpientF’ et G deux sous espaces vectoriels dkirespace
vectoriel E. On note

H=F+G={xc Etelsquex =y + zavecy € F, z € G}.
L'espaceH est un sous espace vectoriel Happek somme deF et G.

Démonstration : CommeOr € F NG, on abiendg +0r = 0 € F+ G. Soitzy,20 € F+G.0Ona
21 = o + Yy, etzy = x5 + Yy, AVECTy, T2 € F, y;,y, € G. On a alors pour tout\, i) € K2,

Az1 + pzo = May +yq) + plee +yy) = (Axy + pae) + Ay, + py,) € F+G.

er eqG

On conclut quer + G est un sous espace vectoriel Ee L]

Proposition 5.33 (Famille gcnératrice de F' + ) SoientF et G deux sous espaces vectoriels dkKrespace

vectoriel E. Si(f,,..., f,) est une famille grératrice def" et (gy,...,g,) est une famille grératrice deGG
alors la famille(fy,..., f,. 91, --,g,) estune famille grératrice deH = F + G.

Démonstration : Soitz € F'+ G. Onaz = z +y avecx € F ety € G. Comme(f,,..., f,) estune famille
gereratrice def" et(g,, . .., g,) est une famille grératrice de+, on a

r=aof1+-+taopf,ety =019, + -+ B9y

Par suite, on pelécrire
z=a1fi+ o tapf,+5igr -+ Begg
Lafamille (fy,..., f,,91,---,9,) estdonc une famille@eratrice detf = F' + G. m

Définition 5.34 (Somme directe)SoientF et G deux sous espaces vectoriels diKirespace vectoriel. On dit
queF etG sont enrsomme directesi F' N G = {0}.
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Deéfinition 5.35 (Sous-espaces sughentaires) SoientF' et G deux sous espaces vectoriels dKirespace vec-
toriel E. On dit queF et G sontsupplémentairesdansF, etonnoteE = F $ G,SiE = F + G etsiF etG
sont en somme directe.

Proposition 5.36 (Preméere CNS pour les sous-espaces sugphentaires) Soient F' et G deux sous espaces
vectoriels d'unkK-espace vectorieE. Les espace$’ et G sont supg@mentaires si et seulement si tout vecteur
x € F s'écrit de facon unigue comme somme d’un vecteur @&t d’un vecteur dé;.

Démonstration : Supposons que tout vectenre E s’écrit de fagon unique comme somme d’un vecteufde
et d'un vecteur d& et montrons qué’ et G sont sup@mentaires. On a bieA = F' + G. De plus, supposons
par I'absurde qu'il existe € F'N G # {0g}. Alors on peutécrirez de deux fagons diffrentess = 2z + Og

~—~
ceF el
etz = Og +_z ce qui contredit I'unicié de Iécriture. Par coreguent,F N G = {0g}. Réciproquement si
~— =

€F €G
E=F+GetFNG = {0g}, toutz € E s'écrit sous la forme = x + y avecx € F ety € G. Si cette
décomposition n’est pas unique, ora= 1 + y; = T2 + y, . On en @duit quex; — 2 = Yy, — y;.
NG —_ = —
eF G eF cG EF cG
CommeF NG = {0g}, on en &duit quer; — x> = y, —y; = 0g. La déecomposition de: est donc unique.
SN—— N—_——

c€F €eqG
AinsiE =F @ G. n

Proposition 5.37 (Sous espaces su@phentaires et dimension)Soient ' et G deux sous espaces vectoriels
suppementaires d’'urk-espace vectoriel’ de dimension finie. On a

dim(E) = dim(F) + dim(G).

Démonstration : Soit (f4,..., f,,) une base dé" et (g,,...,g,) une base dé&. On a vu que(f,..., f,,
g1, --,9,) estune famille grératrice deZ = F + G. Montrons que c’est aussi une famille libre. On suppose
que

arfi+-+anf, + 0191+ + Bpg, = 0g.

Par conéquent,

041f1+"'+04nfn:_ﬁlgl —"'—ﬁpgp EFQG:{OE}
€F e
Par suite
Oélfl +-- Oénfn =0g etﬁlgl + -+ ﬁpgp =0g.
Comme(fy,..., f,) est une base d&' et (g,,...,g,) est une base d&, ce sont des familles libres et par
congquent,
ap=-=ap=0 =-=F,=0.
On conclut quelim(E) = n + p = dim(F) + dim(G). L]

Proposition 5.38 (Existence d’un sup@mentaire) Soit £ un K-espace vectoriel de dimension finie fetun
sous-espace vectoriel de Alors il existe un sous-espace vectorigtle E tel queF’ et G soient sup@mentaires.

Démonstration : Soient(ey, ..., e,) une base d& et (f,,..., f,) une base dé'. La famille (f,,..., f,)
est une famille libre de&. Le theoeme de la base incongik (on applique le #toeme 5.223 la famille libre
(f1,---, fp) etalafamille grératrice(ey, . . ., e,)) nous dit que I'on peut cometer la famille(f4, ..., f,) par
€i,,--.,€;,_, pour en faire une base de. On \erifie alors quei = Vect(e;,,...,e;,_,) €st un sous espace
suppEmentaire dé" dansE. =

Proposition 5.39 (Sous espaces et dimensio®pientF' et G deux sous espaces vectoriels dikirespace vecto-
riel £.Ona
dim(F + G) = dim(F') + dim(G) — dim(F N G).
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Démonstration : SoientF} un suppémentaire dé’NG dansF etG un suppémentaire dé' NG dansG. Alors
F=F & (FNG)etG =G, @ (FNG).On en céduit

F+G:F1€BG1€B(FQG).

Par conéquent,
dim(F + G) = dim(Fy) + dim(Gy) + dim(F N G)

= (dim(F) — dim(F N G)) + (dim(G) — dim(F N G)) + dim(F N G) = dim(F') + dim(G) — dim(F N G).

Proposition 5.40 (Deuxeme CNS pour les sous espaces suppientaires) SoientF etG des sous espaces vec-
toriels deE. AlorsE = F @ G si et seulement ' N G = {0g} etdim F + dim G = dim E.

Démonstration : On a deja cemonté le sens direct (proposition 5.37). Il resteémontrer la&ciproque. Suppo-
sons quel NG = {0} etdim F + dim G = dim E. |l rested voir queE = F + G. Par la proposition 5.37, on
adim(F + G) = dim F + dim G = dim E. DoncF’ + G est un sous espace @iequi a mnéme dimension qué.
Cela montre qués = F' + G (voir Proposition 5.24). L]

5.2.2 Sous espace$h aux matrices

SoitA € M,, ,(K). On vaétudier dans ce paragraphe les relations entre les sous espaces séisafdstiatrice
A. On a dja introduit :

1) I'espace des colonn&s(A), qui estéegalalm(A), sous espace d&™,

2) I'espace des lignes(A), qui estégalalm(A*) sous espace de?,

3) le noyauKer(A), sous espace d&®.

On introduit de plus le noyau de la transpegker(A?), qui est un sous espace H&.

On peutétablir des relations importantes entre cestddhts espaces.

On a ja vu quedim C(A) = dim L(A) = r < n (c’est une &criture du fait qu'une matrice et sa transpes
ont meme rang).

Avec les Esultats qu’on a&ja obtenus, on peut facilement obtenir une relation entre les dimensidhs (i¢) et
Im(A).

Théoréme 5.41 (Tieoreme du rang, version matricielle) SoitA € M,, ,(K). Alors
dim(Ker(A)) + dim(Im(A)) = p.

Démonstration : Ce ©sultat est une coaguence du fait que les solutionesfales forment une base Her(A),
ce qu'on a @monté a la proposition 4.23 (sans utiliser le mot “base” adtépoque on n’'avait pas introduit les
bases).

En effet, on sait que st est le rang ded, il existe p — r solutions spciales formant une base @er A. On
rappelle que les colonnes pivotales dd forment une base den(A) et qu'on adim Im(A) = . On a donc
dimKer A +dimIm(A) =p—r+7r =p. (]

Définition 5.42 (Orthogonalité) On dit que deux sous espadé&tG deR? sont orthogonaux si pour touwt € F'
etv e G,u-v=0.

Un vecteurz deKer(A) est orthogonah n’importe quelle ligne del car Az = 0, ce qui esequivalenta dire
quel;(A)-x=0pouri=1,...,n.

Proposition 5.43 (Somme de sous espaces orthogonalsdientF’ et G de R™ des sous espaces orthogonaux
deRP, alors ils sont en somme directe. On parle dans ce cas de somme directe orthogonale.

Démonstration : Soitu € F N G. CommeF et sont orthogonaux, on a donc: u = |lu/|?> = 0. (On rappelle
que||u|| désigne la norme euclidienne du vectegr On en @duit queu = 0. (]

En particulier on ne peut avoir deux plans orthogonaux ns.
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Théoreme 5.44 (Orthogonalié deKer(A) etIm(A*)) Soit A € M,, ,(R). Alors les ensembleKer(A) et
Im(A?) sont des sous espaces vectoriels stimntaires orthogonaux .

De plus, les ensembléger(A') etIm(A) sont des sous espaces vectoriels seimgintaires orthogonaux d&".

Démonstration : On a deja vu que tout vecteur € Ker(A) est orthogonah n’importe quelle ligne del car
Az = 0. Donc les sous espacEsr(A) et L(A) = Im(A?) sont orthogonaux, et leur intersectid@uduitea {0z }.

De plusdim Im(A?) = dim Im(A) = r, et donc par le thome du rangdim Ker(A) + dim Im(A?) = p. On en
déduit par la proposition 5.40 qu€er(A) etIm(A?) sont des sous espaces vectoriels stipetaires darig?.

Par transposition, on obtient inédiatement que les ensemblés(A*) etIm(A) sont des sous espaces vectoriels
suppEmentaires orthogonaux ' m

Les applications de ce éoreme sont multiples. Pour l'instant, nous remarquerons simplement que SR™,
alorsx se cecompose de magie unique enc = xx + x, 00 xx € Ker(A4) etx;, € L(A). On a donc
Ax = Axi + Az, = Axy. Donc tout vecteub € Im(A) peut sécrire commedx;, ot x;, € L(A) On a
méme unicié : tout vecteub € Im(A) peut sécrire de marire unique commeéxy ol xy € L(A); en effet si
b= Ax; = Ax}, alorsx;, — ) € Ker(A). Oron sait qué&er(A)NL(A) = {0g}. Onen é&duitx;, —x; = 0.

5.2.3 Les sous-espaces @&
Les droites dansR?

On rappelle que les droites sont les sous espaces vectoriels de dimemision engendss par un vectew € R?.

Ce sont aussi les noyaux de matriégscolonnes et de rang— 1. En effet, par le teoeme du rang, sil est une

matrice de rang — 1, son noyau est de dimension 1.

— L' équation paramétrique d’une droite es{x = \e, A € R}, ol e est une solution (fTiale, par exemple) du
sysemeAz = 0.

— Leséquations carésiennegle cette droite sont constéas de — 1 équations ligaires qu’on peut par exemple
obtenir erécrivantRx = 0, ou R est la formeechelongée deA, qui an — 1 lignes non nulles.

Exemple 5.45 (Exemple dan®3) Leséquations cagésiennes d’une droite sont daes par

a a’

ax+by+cz=0 ,
{ax/+b’y+c’z:0 , avec ZC) A lc), 7 0.

Notons gu’une droite vectorielle est I'intersection de deux plans vectoriels distincts.

Leséquations ci dessus peuvétie écrites sous la formdx = 0 avecA = L?, bb,

est donc bien le noyau dé& Un vecteur directeur de cette droite est un vecteur qui est orthogonal aux deux lignes
de la matriceA ; il peut &tre obtenu en prenant par exemple le produit vectoriel

CC, . La droite en question

a a’ b’ —cb’
e= |b| A|V]| = |cd —ac
c c ab’ — ba’

x
Réciproguement on obtient facilement ézgiations cagésiennes partir de 'équation pararétriqguex = |y | =
z

«
Ae = X [ B :il suffit d’€liminer \ pour obtenir degquations cagésiennes de la droite.

gl

Les hyperplans dansR?

Proposition 5.46 Soitp > 2 etay, ... ,a, € R non tous nuls. L'ensemble défini par
F={zeRP, z=(r1,...,2p), telquezia; + z2a2 + ...+ z,a, = 0}

est un sous-espace vectoriel&e de dimensiom — 1. On dit queF' est unhyperplan deRR?.
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Démonstration: SoitA = [a1 ... ap] € M;,(R). Cette matrice est de rang 1. Par lédkeme du rang, son
noyau est de rang — 1, et c'est justement I'ensemble. L]
L'équationa; z; + azxs + - - - + apr, = 0 est appéeéquation cartesiennede I'hyperplan. S f, ..., f, 1)

est une base dg, par exemple obtenue en calculant les solutiogsistes dedx = 0, alors
$€F<:>:B:)\1f1+"'+)\p71fp71.
C’est I' equation paramétrique de F'.

Proposition 5.47 (Droite et plan suppémentaires) Si F' est un sous-espace vectoriel K&, alors F' est un hy-
perplan si et seulement si il existe une drditdelle queF et D soient sup@mentaires.

Démonstration : Le sous espacé’ est un hyperplan d&™ d’équationa;z1 + asxs + ... + apz, = 0 SSi

F=Ker(A)ouA=[ay ... ap] € Mj,(R).On en @duit par le teoeme 5.44 qué” & Im(A’) = R? (en
fait les sous espacésetIm(A?) sont orthogonaux), et par ledbeme du rangdim Im(A?) = 1 : le sous-espace
vectoriellm(A?) est donc une droite. L&ciproque est imidiate. [

Exemple 5.48 (Le cas particulier d’'un plan deR?®) On considere le plan(P) dansR? d’équation :z — 2y —

3z = 0. Ceci peut encore &trire Ax = 0, 00 A = [1 -2 —3] . Cette matrice est sous forme totalement
écheloe (on I'a fait expes...) Les solutions gpiales dedz = 0 sonts; = (2,1,0) etsy = (3,0, 1). Le plan
(P) est engendr par les vecteurs; et s, L'équation pararatrique du plan est donc

x 2A1 + 32
T =MS1+ sy ca.d |yl = A1
z )\2

Notons que si I'on conntles vecteurs; et s, qui engendrent le plan, on retrouve facilemeggjuation du plan
en posanfa, b, c) = s1 A s2 qui est orthogonah s; et s, (le \Erifier avec notre exemple).

5.2.4 Exercices

Exercice 123 (Suite de I'exercice 87 Hoit la matrice :

[}
_ o o
O~ =N
|
—

(a) Déterminer une base du noyau de
(b) Déterminer une base de I'image de

Exercice 124 Donner un systme déquations pour caraétiser la droite deR?* qui passe paf et qui a pour
vecteur directeu(2, —1,4).

M@éme question avec le plan & qui passe pad et qui a pour vecteurs directeu(s, —1,4) et (1,2, 1).

Exercice 125 Soit F' le sous-espace vectoriel @& engendé par les vecteur$l, 1,1), (1,0, —1) et (4,2,0).
Quelle est la dimension dé ? Faire un dessin.
Trouver un sup@mentaire d&” dansR3.

Exercice 126 Soit F' le sous-espace vectoriel @& donré par :
F={(z,y,2),x+y+2z=0et3z = 2z}.

Donner uneéquation pararatrique deF'.

M&me guestion avec
G={(z,y,2,t) ER*  z+y—2=0ety+ 2z =t}.
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Exercice 127 Dans I'espace vectoridR* on consi@re le sous-espace vectorigl engende par les vecteurs
fi=1(1,0,1,0), f5, = (1,1,0,1) et f5 = (1,2,0,1). On consi@re aussi le sous-espace vectolitengende
parg, = (1,2,-1,2),g, = (0,0,1,0), g5 = (1,3,-2,3) etg, = (0,1,0,1). Verifier que

dim(F + G) + dim(F N G) = dim(F) + dim(G).

Exercice 128 Déterminer si les sous-espaces vectorielRdeuivants sont suppentaires, en somme directe :
F={(z,y,2z)telsquer + 2y + 2 =0, z — z = 0} etG = Vect{(1,a,b)}, selon le choix de,b € R.
F = Vect{(1,2,-1),(1,0,1)} etG = Vect{(0, 1, 2)}.
F = {(z,y, z) tels quex + 2y + z = 0} etG = Vect{(1,0,—-1)}.
F ={(z,y,2) tels quex + 2y + z = 0} etG = Vect{(1,2,1)}.

Exercice 129 Soientx, y, u, v desélements d&k*. On noteF et G les sous-espaces vectoriels engésdes-
pectivement pafx, y} et{u,v}. Dans quels cas a-t-of & G = R*?

1. ¢ = (1,1,0,0), Y = (1,0,1,0), u = (0,1,0, 1), v = (0,0,1, 1)
2. x = (—1, 1, 1,0), Y= (O7 1, -1, 1), u = (1,0,0,0), v = (0,0,0, 1)
3. & =(1,0,0,1),y = (0,1,1,0), u = (1,0,1,0), v = (0,1,0,1)

Exercice 130 Soit F' un sous-espace vectoriel de dimension 4 de I'espace vecioreR”.

1. SoitG un sous-espace vectoriel deorthogonala E. Quelles sont les dimensions possibleg:o2

2. Meme question si maintenafitest un supg@mentaire orthogona F'.

3. Quelle est la plus petite taille possible d’'une matriteont I'espace des lignes eBt?

4. Dans ce cas, combien de vecteurs a une bagéetd, et combien de composantes ont ces vecteurs de base ?

Exercice 131 Soit P le plan vectoriel déquationz — 2y — 3z = 0 dansR?.

1. Trouver la matriced € M, 3(R) dontP est le noyau.

2. Trouver une base for@e par des solutions épiales du planP.

3. Trouver une base dé-.

4. Decomposer le vecteur = (5,4,3) enz = y + 2z, oy € Ker(A) etz € L(A)(= Im(A?")).

Exercice 132 (Noyau ded’A) SoitA € M,, ,(R). Montrer queKer(A*A) = Ker(A).

Exercice 133 (Base d’un hyperplan)Soit P I'nyperplan deR* dequationz; + x5 + 23 + 24 = 0. Donner une
base deP et une base de la droite orthogonale’.
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Chapitre 6

Applications lineaires

6.1 Definitions et exemples

6.1.1 Application linéaire de £ dans F

Définition 6.1 SoientE et F' deuxK-espaces vectoriels. On dit qu'une applicatibn E — F estlinéaire si
1. Pour toutz,y € E, T(x + y) = T(x) + T(y).
2. Pour toutx € E ettouth € K, T'(A\x) = AT(x).

On noteL(E, F) 'ensemble des applications Baires deE dansF'. SiE = F, on parle dendomorphismede
E et on note simplemed}(E, F') = L(FE).

On remarque tout de suite quelsest une application l&aire, alord’(0g) = 0r ; en effet,T’(0g) = T(0gx) =
OKT(.’B) = OF.
L'application

Zr Ll

E —E
IdE:{ -

est une application liaire appdel’identit &.

Exemple 6.2 (Produit scalaire et norme)Soita € R? fixe, alors I'application deR? dansR définie paru
u - a est une application ligaire. Par contre, I'applicatioru — |u| ne I'est pas.

Exemple 6.3 (Transposition) L’'application de M5 (R) dans M. (R) définie parA — A! est une application
linéaire.

Exemple 6.4 (CErivation et intégration) L'application “dérivation” de C([0,1]) dansC([0,1]) définie par
f — [’ est une application ligaire. De néme I'application “inggration” de C([0, 1]) dansC*([0, 1]) définie
par f — f(f f(y)dy estune application ligaire.

Proposition 6.5 (Propriétés de lirearité) SoientE et F' deuxK-espaces vectoriels & : E — F une applica-
tion de E dansF'. AlorsT' est une application ligaire deFE dansF' si et seulement si, pour tous . € K, et
x,y € B, T(\x + py) = \T'(x) + pT(y).

De plus, siE est de dimension fini€es, ..., e,) une base d&& et T' une application li@aire deE dansF,
alors pour toutx € E, on aT(xz) = 17(e1) + ... 2,1 (e,) OU lesz; sont les composantes dedans la base

(61, co0g en).
Démonstration : Preuve laissea titre d’exercice... n

On montre facilement pagcurrence sun que siT est une application liaire deFE dansF, alors pour tout
n € Nettoushy,..., A\, e Ketx,...,x, € E,0na

i=1 i=1
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6.1. Definitions et exemples 6. Applications &iaires
Proposition 6.6 (Lespace vectorielC(E, F')) SoientE, F' desK-espaces vectoriels. L'ensemlleFE, F') est un
espace vectoriel. En particulier,
— la somme de deux applicationséaires est une application lgaire :

siS, T e L(E,F),alorsS+T € L(E, F),
— Le produit d’'une application liaire par un scalaire est une application&aire :

siT € L(E,F)etacK, alorsaT € L(E, F).

Démonstration : On va montrer qu& (F, F') est un sous espace vectoriel de 'ensemble des applicatiofis de
dansF'. On remarque que I'application nulle € E +— 0) est bien urélement deC(E, F)).
— Soiente,y € Eet\,ucKetS,T € L(E,F).Ona

(S+T)(Ax+py) = SAz+py)+T (Ae+py) = AS(x)+pS(y)+AT () +pT (y) = MSHT) (@) +u(S+T)(y).

Par congquentS +7T € L(E, F).
— Soiente,y € Eeta,\,uc KetT € L(E,F).Ona

(@) Az + py) = oT (e + py) = a (AT(x) + pT(y)) = MaT)(x) + p(aT)(y).

Par congquentaT’ € L(E, F).

Proposition 6.7 (Compoge de deux applications ligaires) SoientE, F, G trois K-espaces vectoriels. La com-
pose de deux applications Baires est une application lgaire : si S € L(F,G), T € L(E,F), alors
SoT e L(E,G)avecSoT(x)=S(T(x)),Vx € E.

Démonstration : Soientz,y € EetA\,u € K.SiS € L(F,G), T € L(E,F),ona

SoT(Ax4py) =S (T (A +py)) =S | AT (x) +pT(y) | = AS(T(x))+uS(T(y)) = ASoT(x)+uSoT (y).
—_ ==

er er

Par congquentSoT € L(E,G). ]

Attention, en créral, les applications I&aires ne commutent pas (comme les matrices...)S: si L(E) et
T e L(E),
SoT #ToS.

Prendre par exemplE = R? et S(z1,z2) = (z1 + 22, 22) €tT (21, 22) = (0, 22).

6.1.2 Image, noyau et rang

Deéfinition 6.8 SoitE et F' deuxK-espaces vectoriels. S@itune application li¢aire deE dansF. On appelle
— Noyau deT I'ensemble nat KerT" defini par

KerT = {x € EtelqueT(x) = OF}.
— Image deT I'ensemble ndt Im7" defini par
ImT = {y € F tel qu'il existex € F tel quey = T'(x)}.

Proposition 6.9 SoientE et F' deuxK-espaces vectoriels. Sditune application ligaire deE’ dansF'. L'espace
KerT est un sous-espace vectoriel Heet I'espacdm1’ est sous-espace vectoriel fle

Démonstration :
— Onsaitquel'(0g) = 0. Donc0g € KerT'. Pour montrer qu&erT est un sous-espace vectorielEgil reste
donca montrer que pour tous, y € KerT, A\, u € K, on alx + y € KerT.

T(Ax + py) = XT'(x) + pI'(y) = N0p + p0p = Op.

Par congquent\x + py € KerT.

Universié Aix-Marseille 1,PEIP-L1, 12 avril 2011 92 Algebre lireaire, Maths grérales Il



6.1. Definitions et exemples 6. Applications &iaires
— Soienty,,y, € ImT C F. Il existex,,xs € E tels quey, = T'(x;) ety, = T(x2). On remarque alors que

T(Awy + pas) = AT (@1) + pT'(22) = MYy + pys.

Donc\y, + pyy € ImT'.

Deéfinition 6.10 Soit E et ' deuxK-espaces vectoriels. Sditune application liaire deE sur F'. On appelle
rang de T' la dimension de 'espace vectorieh(7') et on le noteg(T).

On donne maintenant le&b®me du rang pour les applicationsdaires. Il peut se@montrera partir de celui
sur les matrices (voir remarque 6.18 plus loin) mais on donne ici Bneodstration directe, sans passer par les
matrices.

Théoréeme 6.11 (Tleoréeme du rang) SoientE, F' deuxK-espaces vectoriels de dimension fini#'et L(E, F),

ona
dim(E) = dim(Ker (7)) + dim(Im(7)).

Démonstration : Soient(u, ..., u,) une base dger T et (w;, ..., w,) une base dé&m(T"). On veut montrer
quep + ¢ = dim(E). Soientvy, ..., v, € E des arkcédents devy,...,w, parT : T'(v;) = w;. Montrons que
la famille (u, ..., up, v1,...,v,) €stune base dB. Si c’est le cas on aura bien moauep + ¢ = dim(E).

— Montrons que la famill¢u, . .., u,, v1,...,v,) estlibre. Supposong ui +. . .+ a,up+G1v1+. . .+ 840, =

0z. On aalors
P q p q
T (Z Q;u; + Z ﬁi%‘) = Z ;T (u;) + Z BiT(vi) = OF,
=1 =1 =1 =1
et commel (u;) = Op etT(v;) = w;,
q
Z Biw; = 0p.
=1

Mais (wy, ..., w,) est une base den(7T'), c’est donc une famille libre. On eréduit 3; = 0 pour touti =
1,...,q. Onécrit alors quev;u; + ... + apu, = Og, et comme la famill€u,, ..., u,) est libre, on a aussi
o =...=ap = 0. Conclusion (uq,...,u,,v1,...,v,) estlibre.

— Montrons maintenant que la families, . . ., u,, v1,. .., v,) est grératrice. Soite € E. Notonsy = T'(x) €
Im(T). Onadoncy = >_7 , v;w;, ol les sont les;; sont les composantes gedans la baséw;, ..., w,).

Posons alors
q

xr = E vivielegy = — xJ.
i=1

Par lingari, on a
q q
T(wx) =T(@) —T(x) =y — Y wT(v:) =y — Y vw =0p,
=1 =1

etdoncey € ker T'. On en @é&duit que
q
rT=TK+ Z ViVi,
i=1
et commex peut sécrire comme combinaison Baire desus, ..., u,, la famille (uq,...,u,, v1,...,v,)
est gerératrice.

Proposition 6.12 Soit E et F' deuxK-espaces vectoriels. Sditune application li¢aire deFE danskF'.

— L'application T estinjective si et seulement ${er7 = {0 }.

— L'applicationT" estsurjective si et seulement $im7" = F.

— L'application T estbijective si et seulement ${erT = {Og} etIm7T = F. On parle alors disomorphisme
et d’ automorphismesi F' = E.
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Démonstration :

— L'application T est injective si et seulement si pour taugy € F tels queT'(z) = T(y) alorsz = y, ca.d.
si et seulement s'(x — y) = Op impliquex — y = 0, Soit encore si et seulementB{z) = 0r implique
z = 0g, ce quiéquivauta KerT = {0g}.

— LapplicationT est surjective si et seulement si pour tgut F, il existex € E tel queT'(xz) = y, ca.d. si et
seulement s¥" = ImT.

— Par congquentT est bijective si et seulementEerT = {0z} etImT = F.

On dcéduit alors du thoeme du rang que :

’ Sidim(E) = dim(F'), T bijective< T injective< T surjective

6.1.3 Exercices

Exercice 134 (Applications liréaires ou non ?) 1. Déterminer parmi les applicationsafinies deR? — R sui-
vantes, celles qui sont Eaires :

1. Iy (z,y) =z, Ua(z,y) =y,

2. Ty(z,y) = zy, To(z,y) =2 +vy, T3(z,y) =2 +y+1, Ty(x,y) =22 — 92,

3. Ts(z,y) = |z +vy|, Ts(z,y) = sinz, Tr(x,y) = v — 3y.
2. Determiner parmi les applicationsefinies déR? — R? suivantes, celles qui sont aires :S; (z, y) = (v, x),
Sa(z,y) = (z,9%) , Sa(z,y) = (1,2).

Exercice 135 (ApplicationsR? dansR? ) Parmi les applicationd’ deR? dansR? ou dansR suivantes, quelles
sont celles qui satisforff(Ax) = \T'(x), et quelles sont celles qui satisfdfitx + y) = T(x) + T(y) ?

€T

T(x) = m7

T(x) =21+ 22, T(x)=(221,322), T(x)=max(z1,x2).
Exercice 136 (Application linéaire dansR?) SoitT" une application li¢aire deR? dansR? telle queT’(1,1) =
(2,2),T(2,0) = (0,0). DéterminerT’ (u) pour les vecteurs suivants :
u:(232)7 u:(3a1)7 u:(7151)7 u’:(aab)'
Exercice 137 DansR?, veérifier que les vecteurs suivants forment une base :
a:(47270)ﬂ b:(172773)7 C:(0,2,5).
Trouver les images de la base canonique par I'applicatiogdine T : R3 — R définie par :
T(a) =2, T(b) = -7, T(c) =—1.
Exercice 138 (Composition d’applications liaires) SoientS etT' les deux applications lizaires deR? dans
R? définies par :
S(l’,y):(4£7y7l*y) et T(:p,y):(ery,mey)
CalculerS o T etT o S. Et \erifier (rapidement!) que ces applications songlaires.

Exercice 139 SoientS etT les deux applications li@aires deR? dansR? définies par :
S(@,y)=(@+y,x) et T(zy)=(5z—4y,6x +5y).
Montrer que ce sont des automorphisme®ddc.a.d. des applications limaires bijectives d&? dansR?).

Exercice 140 (Lirgarité et continuite) Verifier gu’une application ligaire deR dansR est continue.
SoitT' une application continue d& dansR telle que :

Tx+y) =T()+T(y) pour toutz, y € R.

Montrer queT’ est lirkaire.
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Exercice 141 (Noyau et image d’applications ligaires) Pour chacune des applications &airesT suivantes,
répondre aux questions suivantes :

1. Vérifier que I'application?” est lirgaire.
2. Déterminer le noyau et 'image dE. Donner la dimension et une base de chacun des sous-espaces.

(@) T : R? — R? définie parl(z,y) = (3z +y,x — y).

(b) T : R? — R? définie parT'(x,y) = (x + 2y, 2x + 4y).

(c) T, : R?* — R? définie parT, (z,y) = (z + ay, 2 + 4y), (selon les valeurs de € R).
(d) T : R?® — R3 définie parT'(x,y, 2) = (z,y,0).

(e) T : R? — R3 définie parl (z,y,2) = (x —y,x + y, x + 2y).

Exercice 142 (Image éciproque) Déterminer I'application lirgaire T : R® — R? telle que, sie;, ez, e3
désignent les vecteurs de la base canonique, on ait :

T(e1)=(1,1), T(es) = (0,1), T(es3) =(—1,1).

Trouver une base dEer(T).
Quelle est 'image &ciproque du vecteui, 0) ?
Quelle est 'image &ciproque du sous espace vectoriel engénhr(1,0) ?

Exercice 143 On consi@ére I'application lirtaire T deR* dansR® donrée par :

7(1,0,0,0) = (~1,-1,-1,0,0,0)
(0)1707 O) = (170707 1) 1 O)
(0707170) = (071707 707 )
7(0,0,0,1) = (0,0,1,0,1,1)
)

Déterminer 'image d’un vecteutry, o, 3, v4) deR*. Déterminer le rang dd".

6.2 Applications linéaires et matrices

6.2.1 Matrice d’'une application linéaire

Définition 6.13 SoientE et F' deuxK-espaces vectoriels de dimensjpatn. On se donnd = (e, ..., e,) une
base deF et8’ = (f,,..., f,,) une base dé". SoitT € L(F, F'). On appellematrice de T dans les base#s, 5/
la matrice noteMp 5/ (T) € M, ,(K) dont les coefficients de |#™¢ colonne sont les composantesHee; )
dans la basé3’ :

Mp s (T) = (ai;), avecT'(e;) = a1 f1 + -+ an; fy-

SiE = F etB = B’ on notera simplemeitlz(T).
Proposition 6.14 SoientE et F' deuxK-espaces vectoriels de dimensjpetn. On se donnés = (ey, ..., e,)

une base d& et5’ = (f4,..., f,) une base dé". SoitM € M, ,(K). Alors il existe une unique application
linéaireT € L(E, F) telle queM = Mp 5 (T').

Proposition 6.15 SoientE, F, G trois K-espaces vectoriels de dimension finie. On se d¢hee (eq, ..., e,)
une base d&Z, B’ = (fy,..., f,) une base dé" et 3" = (g;,...,g,) une base d&. Soit R € L(E, F),
SeL(E,F),TeL(FG)etAeK.Ona

1. MB,B/(R + S) = MB7B/(R) + MBJg/ (S)
2. MB’B/()\R) = )\MB’B/(R).
3. Mg /(T oR) =Mp g (T) - Mp p(R).

Corollaire 6.16 SoientE, F' deuxK-espaces vectoriels deéme dimension, B une base dé’, B’ une base de
F,etT € L(E, F) inversible. Alors

Mg 5(T71) = (Mp,p/(T)) ™

Réciproquement, SVl 5/ (T') estinversible, alorgd” est inversible.
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Démonstration : Pour le sens direct, on applique la propositioagdente : on dd,, = Mg(Idg) = Mp(T o
T-1) = Mp(T) - Mg(T~1). Pour la ciproque, soi € L(F, E) telle queMg: 5(S) = (Mg s (T)) " (lexis-
tence deS' est asswe par la Proposition 6.14). On a aldlig g (7'0.S) = Mp: 53(S)Mp s (T) = 1d,. Par la Pro-
position 6.14, le seul endomorphisme de matfit,edans la bas# est I'application identé&. DoncS o T = Idg.
De meéme, T o S = Idr. DoncT est inversible. ]

Lemme 6.17 SoientE et F' des espaces vectoriels de dimensions respegiiges, et une application liaire
de E dansF. Soient3 = (ey,...,e,) une base d&, B’ = (f,,..., f,,) une base dé" et A la matrice deT’
dans les baseB et B3'. Alorsdim(Ker(A4)) = dim(Ker(T)) etrg(A) = rg(T).

Démonstration : La matriceA a p colonnes et lignes. Montrons par exemple la prame égali€. Notons

q = dim(Ker(A)) et soit(s,...,s,) une base d&er(A4). Notonss; ; les composantes d€; dans la base
Canonique dRP : 8; = (317_7'7 ey SPJ)' On cEfinit a; = Zg):l Si,j€q pourl < j <gq.
Alors pour toute = (z1,...,x,) € RP,ona

p n p
Ar =0&Vi= 1,...,n,Zai,jmj :O@Z(Zai’jxj)fi =0
j=1 i=1 j=1

n

Y O aiif)r=0e) 2T(e;) =0 T(> xje;)=0. (6.2.2)

j=1 i=1 j=1 j=1
Doncz = (z1,...,2,) € Ker(A4) ssiT(a) = 0 aveca = Z§:1 zje;. En particulier, la famillga1, . .., a,) est
contenue danKer(7'). On vérifie comme ci-dessus quelsi, ..., A\, € K, alors>"7 | \;s; = 0ssiy ¢ \a; =
0. Donc la famille(aq, . .., a,) estlibre. Par le lame argument, pour towt = (x1,...z,) € R?, (s1,..., 8¢, )
estlibre ssiai,...,a,, a)estlibre, dla = Y"_, z,e,. On en @&duit que la famill€ay, . .., a,) est grératrice
deKer(T). Finalement(a, ..., a,) est une base de€er(T"), doncdim(Ker(7")) = ¢. On montre de rame que
dim(Im(A)) = dim(Im(7")). Le theoeme est @monté. (]

Remarque 6.18 (Tteoremes du rang pour les applications ligaires et pour les matrices)Par le lemme pé-
cédent, on @montre facilement le #oreme du rang pour les applications &aires (tleoreme 6.11)a partir du
théoréme du rang pour les matrices. En effet, supposongtest une application ligaire deE’ dansF, et soient
B=(ei,...,ep) une base d&, B’ = (f,,..., f,) une base dé" et A la matrice deT’ dans les baseB et 5’ ;
alors, par le tleoreme 5.41 on a dim(E) = dim(Ker(A)) + rg(A4). On en @duit par le lemme ci-dessus que
dim(FE) = dim(Ker(T)) + rg(T).

6.2.2 Changement de bases

Définition 6.19 (Matrice de passage)Si 3 et 5’ sont deux bases dg, alorsMp z(Idg) S'appelle la matrice de
passagePs 5 deB & 5. C'est la matrice dont les colonnes sont conétés des composantes des vecteurs de la
bases’ dans la bases.

Par le Corollaire 6.16, on Bs 3 = (Pg 3) .
Théoreme 6.20Soit £ un K-espace vectoriel3 et B’ deux bases d& etx € E. Alors si X et X’ désignent

les composantes dedans respectivement la baBeet la basel3’ et si Pg 5 désigne la matrice de passage de la
baseB a la base3’, alors X = Pz g/ X'.

Théoreme 6.21Soit E un K-espace vectoriel3 et B’ deux bases d& etT € L(E), alors si Pz 5 désigne la
matrice de passage de la baBex la base’, on a

Mp (T) = Pg Ma(T)Ps5 = Ps sMp(T) P 5.

On a aussi
Mp,5/(T) = Pg pMs(T) = Ps sMs(T) etMp 5 (T) = Mp/ (T) Py 5.
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6.2. Applications liaires et matrices 6. Applicationséiaires

(B,B) L= (EB) < (B8)=2En8)

IdEi TIdE PB,B’i TP&}:PB/,B

(E,B) —— (E, B) (B.B) 5= (E.B)
T M 57 (T)
(E,B)—= (E,B) < (E,B) ——= (E,B)
Tl - Ms(T)l 4
(E,B) (E,B)

6.2.3 Exercices

Exercice 144 (Changement de baselpansR?, on consi@re les vecteurs
a=(1,0,1), b=(1,-1,1), c=(1,2,-1).

1. SoitT une application liaireT telle queT'(a) = (2,3, —-1), T'(b) = (3,0, —-2), T'(c) = (2,7, —1). Pour
(z,y,z) € R3, exprimerT'(z,y, z) en fonction déx, y, 2).

2. Méme question pour I'application laaire T telle queT'(a) = 2a — 2b,  T(b) = 2¢,  T(c) =
a—b-c

3. Déterminer le noyau et I'image de ces deux applicationsdires ainsi que des bases de ces sous espaces.
Exercice 145 (Isomorphisme)SoitT : R* — R? I'application linéaire cEfinie par :
7(1,0,0) = (1,1),  T(0,1,0) = (0,1),  T(0,0,1) = (—1,1).
Trouver une base dKer(T"). Déterminer un supgimentaire déler(7) dansR? et \erifier qu'’il est isomorphe
alm(7T) (c.a.d gu'il existe un isomorphisme, i.e. une applicatiorgéire bijective du suppmentaire déer(T")

dansIm(T)).

Exercice 146 (Famille d’applications lirgaires deR3) Soit m un parangtre réel. On considre I'application
linéaireT,, deR? dansR? dfinie parT,, (z,y, z) = (X,Y, Z) avec :

X = m—-2)z + 2 -z
Y = 2z + my + 2z
Z = 2mx + 2m+1)y + (m+1)z

Montrer que le rang d€,, estégala 3 sauf pour des valeurs particelies dem que I'on ceterminera. Pour ces
valeurs particuléres, péciser la valeur du rang et donner légjuations caésiennes des sous espabes(T,,)
etIm(7;,) ainsi que des bases de chacun d’eux.

Exercice 147 (Application linéaire sur un espace des matricespoit £ I'espace vectoriel des matricegelles
2 x 2. Dans cet espace on congig le vecteur (au serdément de I'espace vectoriel, qui est donc ici une matrice)
r- ()
11
On va consiérer 'endomorphismeS' de E (application lintaire de £ dans E) donré par la multiplication &

gauche) parP. C'esta direT'(A) = PA. (Verifier que c’est bien une application Baire).
On rappelle que la base canonique Heest 'ensemble des matrices :

s—fn= (3 0)an= (0 )= (0 0) (9 )}

Quelles sont les images des matridéspar I'applicationT' ? En ceduire alors la matrice de I'applicatioi’ dans
la baseB (qui est donc une matricé x 4 ; pourquoi ?)
Faire la méme chose pour 'endomorphisfiiede E' qui est la multiplicatiora droite par P.
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6.3. Applications ligaires remarquables : formesdaires, projecteurs 6. Applicationséiaires
Matrice d’'une application lin €aire, changement de bases

Exercice 148 (Changements de base)n consigre I'application lintaireT : R? — R? définie parT'(xq, o) =
(z2,21).
1. Ecrire la matrice A de I'application linkaire T dans la basé3 = (ey, e2) canonique.
2. (a) Montrer que la famille de vecteul® = (e}, e}) avece| = (0,1), e, = (1,0) est une base d&?.
(b) Ecrire la matrice de passag de la baseB a la basel3’ et calculer son invers@—!.
(c) Ecrire la matrice A’ de I'application lintaire T’ dans la bases’.
(d) Verifier qued’ = P71 AP.

3. Mémes questions avec la famille de vectdiifs= (e}, e}) avece] = (1,1), €5 = (1,—1).

Exercice 149 (Changements de base, encore...)
On consi@re I'application lircaireT : R? — R? définie par

T(x1,22) = (1 + 229, 21).

. Ecrire la matrice A de 'application lirtaireT" dans la basé3 = (e;, e2) canonique.

. Montrer que la famille de vecteuts = (e}, e}) avece} = (2,1), e, = (1, —1) est une base d&2.
. Ecrire la matriceMp 5 (Id2) de I'application identique déR?, B) dangR?, B').

. En ceduire la matrice de passagede la base3 a la baseB’ et calculer son invers@—!.

. Ecrire la matriceA’ de I'application lirtaireT dans la basés’.

. Verifier queA’ = P~1AP.

D 01 A WDN P

Exercice 150 (Changements de base, toujours...DansRR3, on consigére les vecteurs
u=(1,-1,0), v=(1,1,1), w=(0,1,1).

1. Montrer que la famillgu, v, w} forme une bas#’ deRR3.
2. Ecrire la matrice de passage de la base canoniquB a la baseB’. Calculer P~ 1.
3. On consiére I'application linkaire T définie surR? par

T(I,y,Z) = (Z+3y—32,1’—y+2,$+y—2)
3.a. Determiner la matrice d& dans la base canonique.
3.b. Determiner la matrice d& dans la basés’.

3.c. DeterminerKer (7). Quelle est sa dimension ?
3.d. En @duire le rang d&f” et donner une base den(T').

6.3 Applications lineaires remarquables : formes lirgaires, projecteurs

6.3.1 Homotlreties

Définition 6.22 Pour X € K, on appellehomothétie de rapportA 'endomorphismé&’, € £(F) quiatoutz € E
associely (z) = A\x.

Proposition 6.23 Soit £ un K-espace vectoriel de dimensienPour toute basd, la matrice d'une homottie
T de rapport\ est donge par
Mg(Ty) = Ald,.

Démonstration : |l suffit d’écrire que pour toldlémente de la bases, H(e) = Xe. [
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6.3. Applications ligaires remarquables : formesdaires, projecteurs 6. Applicationséiaires
6.3.2 Formes lireaires

Définition 6.24 Soit E un K-espace vectoriel. On appelle forme&aire surE, une application d&€(E, K).

Proposition 6.25 Soit £ un K-espace vectoriel €f' une forme liaire surE. SoitB = (ey, ..., e,) une base
deE, il existe(ay, . .. ay,) € K™ tel que pour toute = z1e; + - - - + x,€, ON ait

T(x) =1z + - + antp.

Notons que skK = R, f(x) est le produit scalaire dan®™ des deux vecteurSyy, ..., a,) €t (z1,...,zy).
Attention de ne pas confondre le vectaue E et le vecteufzy,...,x,) € R™.

Démonstration : On notex; = f(e;). On a donc
T(x) =T(x1€1+ - +xpey) =x1T(e1) + -+ x,T(en) = x1010 + -+ + Tpp.

Proposition 6.26 Soit £ un K-espace vectoriel de dimensianet 7' une forme ligaire non nulle su&. On a
dim(Im(7")) = 1 etdim(Ker(T)) = n — 1.

Démonstration : On sait qudm(7’) est un sous-espace vectorielld@on eduita{0}. Par congquenim(7") =
K. On en @&duit quedim(Im(7")) = 1 et par le tlto'eme du rang quéim(Ker(7T')) =n — 1 L]

Ainsi, le noyau d’une forme ligaire non nulle suk est un hyperplan d&. Réciproquement, s’ est un hyperplan
de E, il existe une forme liaire non nulle suf’ dont le noyau esfF'.

Exemple 6.27 (Forme lirgaire deR?®) La forme lireaire cfinie parT'(x, vy, z) = x + y + 2 peut aussi €crire
Az = 0avecA = [1 1 1]etx = (z,y,2) eton a &ja vu que le noyau del est I'hyperplan déquation
x +y+ z = 0. La forme lireaireT a donc aussi pour noyau le pldh d’équationz + y + z = 0.

6.3.3 Projecteur
Définition 6.28 Soit E unK-espace vectoriel. On dit quee £L(F) est un projecteur o p = p.

Si E est un ensemble €f un sous-ensemble dg, et si’T" est une application d& dans un ensembl€, on
appelle restriction d& au sous ensemblE I'application deF' dansG quiau € F associel'(u) € G. On note
T),. cette restriction. C’est donc laéme application qué', sauf qu’'on la consigre maintenant sur un espace de
déepart plus petit.

Proposition 6.29 Soit E un K-espace vectoriel. $i € L(E) est un projecteur alors
e F =1Im(p) ® Ker(p).
o T = Idpm(p), OU Idpy () désigne 'endomorphisme iderdtisur I'espace vectoridin(p) .

Im(p)

On dit aussi que est une projection sum(p) parallelemengé Ker(p) :
Vo € E, & = X1y + TKer, aVECrL, € Im(p), ke € Ker(p) etp(x) = Tim.

Démonstration : Soitz € E on peugcrirex = p(z)+z—p(x). ll estclair quep(z) € Im(p) etz—p(z) € Ker(p)

carp(z — p(x)) = p(x) — p?(z) = 0. On en @duit quelm(p) + Ker(p) = E. Soitz € Ker(p) N Im(p), on a
x = p(y) etp(z) = 0ou encore(p(y)) = p(y) = 0 = . On en @duit quelm(p) etKer(p) sont sup@mentaires
dansE. De plus, siv € Im(p), » = p(y) etp(z) = p*(y) = p(y) = . DonCphm(p) = Idpm(p)- n

Exemples dansR?
— Projectionp sur une droiteD de vecteur directeuf, : dim(Im(7")) = 1. Il existe alors deux vecteut,, f
linéairement indpendants d&er(p) tel queB’ = (f;, f», f3) Soit une base d&3. De plus

100
Mg (p)=10 0 0
00 0
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6.3. Applications ligaires remarquables : formesdaires, projecteurs 6. Applicationséiaires
Exemple 6.30si f, = (1,-1,0), f5 = (0,1,1) f3 = (1,0, —1), la matrice de cette projection dans la base
canonique est dor@e par

1 1 -1 1
MB(p):§ -1 1 -1
0 0 0
En effet,Mg(p) = Ps,pr Mp (p)Ps',5 avec
10 1 Lo
PB,B’: -1 1 0 et.PB/_B:(13878/)71:5 1 1 1
0 1 -1 1 1 -1

— Projectionp sur un planP paralklementa une droiteD. On note(f,, f5) une base d& et f; un vecteur
directeur deD. La famille B’ = (f, f», f5) est alors une base @& et

1 0 0
My(p)= [0 1 0
0 0 O

Exemple 6.31si f, = (1,-1,0), f, = (0,1,1) f5 = (1,0, —1), la matrice de cette projection dans la base
canonique est dor@e par

1 1 -1 1
1 1 1

6.3.4 Synetrie
Définition 6.32 Soit E unK-espace vectoriel. On dit qug € L(E) est une sy#trie siS o S = Id.

Exemples dansR?
— Symétrie S par rappor@ un planP paralklementa une droiteD. On note(f,, f5) une base d&® et f; un
vecteur directeur d®. La famille B’ = (f;, f», f5) est alors une base @& et

10 0
Mg(S)=10 1 0
00 —1

Exemple 6.33si f, = (1,-1,0), f, = (0,1,1) f3 = (1,0, —1), la matrice de cette projection dans la base
canonique est dor@e par

0 -1 1
Mp(S)y=1(0 1 0
1 1 0

— Onremarquera que S est alors la syii@trie par rappora la droiteD paralklement au plafP.

6.3.5 Exercices
Exercice 151 (Homotletie) SoitE unK-espace vectoriel et € K donre. On considre I'homotlétie de rapport
a H, : E — E définie parH,(z) = az,Vz € E.

1. Veérifier queH, € L(E).

2. Montrer queH, est un automorphisme de si et seulement si # 0. Calculer alorsH;!.

3. CalculerH, o Hy, avecf € K.

Exercice 152 (Homotletie) SoientE un espace vectoriel & un endomorphisme dé. Montrer que, sila famille
{z,T(z)} estliée pour toutr € F alors T est une homottie, c’esta-dire il existe € R tel queT(z) = \x
pour toutz € E.

Exercice 153 (Endomorphisme nilpotent)Soit © un espace vectoriel & un endomorphisme dg& tel que
T? = 0.
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6.3. Applications ligaires remarquables : formesdaires, projecteurs 6. Applicationséiaires
1. Montrer quelm(T") C Ker(T).

2. Montrer queldg + T est un automorphisme de.

Exercice 154 (CNS pour un projecteur) SoitT une application ligaire duR-espace vectoriel) sur lui-méme.
Montrer queT = Id si et seulement sj(T" + Idg) est un projecteur.

Exercice 155 (Image d’un projecteur) Soientp et ¢ deux projecteurs dé’ un K-e.v. Montrer quep et ¢ ont
méme image si et seulemenpsi ¢ = g etq o p = p. Donner une condition&cessaire et suffisante pour quet
q aient néme direction, c.a.d. @me noyau.

Exercice 156
1. SoitT une application ligaire surE de dimension finie. Montrer que les props(1) a (3) sontéquivalentes.

(1) E =Im(T) ¢ Ker(T)
(2) Im(T) = Im(T?)
(3) Ker(T) = Ker(T?)

Indications : Si vous souhaitez mont(&) = (1) vous pourrez conséter la restriction del” au sevim (7).
Si vous souhaitez montré?) = (3) il peutétre utile d'utiliser la formule du rang.

2. Donner un exemple d’application Eaire T" vérifiant ImT = ImT? et qui ne soit pas un projecteur.
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Chapitre 7

Determinants

Le determinant d’'une matrice c&e est un nombreel ou complexe, selon que I'on consid les matriceselles
ou complexes. Il n'esté&fini quepour les matrices cages. C’est donc une application d¢,,(K) dansk. On a
déja defini le determinant (éfinition 2.11) d’une matrice c&e d’ordre 2.

sid= " b son céterminant esflet(A) = @ b
c d c d

‘:ad—bc.

De plus, on a vu qu’'une matricex 2 est inversible (exercice 43) si et seulementei(A) # 0, et dans ce cas
son inverse est .
d —b
Al = .
det(4) {—c a }

En fait, le ceterminant est un excellent test pour l'inversiildes matrices ; dans le casngral d’'une matrice
A € M, (K), le test du éterminant permet aussi de s'assurer de l'inversibii¢ la matrice. Certains d’'entre
vous ont peuétre kja vu des formules donnant le&e@rminant d’'une matrice c&e d’'ordren, soit par une
formule de currence, soit par une formule portant sur les permutations.

Nous les verrons par la suite, mais, pour plus deé&Jamus allons commencer pafuhir le determinant par trois
proprietes fondamentales, desquellé&tdulent toutes les autres.

7.1 Propriétes du ceterminant

7.1.1 Les trois proprietés fondamentales

SoitA € M,, »(K), ou K = R ouC. On cherche une application qiénifie :
(D1) Le déeterminant de la matrice iderétiestegala 1.
(D2) Sila matriced est obtenu@ partir ded paréchange de deux lignes, alatst A = —det A.
(D3) Le déterminant est une fonction Baire de chacune des lignes de la matrice
(D3a) (multiplication par un scalaire) sl est obtenué partir ded en multipliant tous les coefficients d'une

ligne par\ € R, alorsdet(A) = Adet(A).
61(A) 61(A) 61 (A)

(D3b) (addition) siA = ek(A) VA = z?k(A) etB = ék(A)—;—Zk(A) , alorsdet(B) = det(A) +

~ £a(A) () ((4)

det(A).

On peut facilement &rifier que ces trois prof@ies sont @rifiees par le éerminant des matrices x 2, voir
exercice 1. Nous admettrons pour l'instantésultat suivant

Théoréme 7.1 (Existence et unic#) Il existe une unique application det,, ,,(K) dansk qui vérifie (D1), (D2),
(D3).
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7.1. Proprétes du @terminant 7. Bterminants

On note souvent pout = (a; ;) € M, (K)

ar1 0 Q1
det(A) =

ap1  *° QAnn

7.1.2 Les autres propretés principales
De ces trois prengres propétes, on en éduit les six suivantes :

(D4) Si A a deux lignes identiquedet A = 0.

Démonstration : Si une matriced a deux ligne¥;, et ¢;, identiques, alors la matricd’ obtenue en
échangeant ces deux lignes egéled la matriced. Mais d’apes la proposition feédente, on det(A) =
—det(A’) = —det(A). On en eduit quedet(A) = 0. [

(D5) Le déterminant ded ne change pas si on ajoutaine ligne ded le produit par d'une autre ligne del.

On en diuit gue siU est une matrice triangulaire obtenaepartir deA par élimination de Gauss sans
permutation, alorget(A4) = det(U).
Démonstration : On suppose que > 2. SoitA € KetA, A’ € M,,(K). On suppose qu'il existg etk
tel queig # jo
l; = fé,Vi #+ 1 etégo =0, + M,
on veut montrer que
det(A) = det(A").

La matriceA” dont les lignes telles que pour tau ig, £ = /; etl; = (, a deux lignes identiques (les
lignesi etk, et donc par la propéie (D4), on adet(A”) = 0. On multiplie maintenant cette lign par
A, la matrice obtenuel’” est toujours de @terminant nul par la proge (D3a). On utilise maintenant la
propriéte (D3b) pour les matriced, A’ et A”’ et on obtient quélet(A) = det(A’) + det(A"”) = det(A").

|

(D6) Sila matriceA a une ligne nulle, alordet A = 0.
Démonstration : Ceci cecoule de la propéte (D3a) en prenant = 0. (]

(D7) SiU estune matrice triangulaire, alatstU = [, d;, ol lesd; sont les termes diagonaux.

Démonstration : A partir d'une matrice triangulaire, on se ramea une matrice diagonale palimination.
La propréte (D7) cecoule donc de (D5), (D3a) et (D1). [

(D8) det(A) = 0 ssila matriced est inversible @guliere).
det(A) # 0 ssi la matriced est non inversible (singuére).
Démonstration : Par la propete (D5), I'algorithme de Gauss appliga A ne change pas leéterminant.

Par la propiete (D7), le determinant est donc le produit des termes diagonaux de la matrice triangulaire
obtenue : il est donégal au produit des pivots de Gauss si la matrice est inversible, et il est nul sinon (car

dans ce cas il y au moins une ligne nulle dans la matrice triangulaire). =

(D9) Si A et B sont deux matrices caes d'ordren, alorsdet(AB) = det(A)det(B). En particulier, sid est
inversible,det (A1) = #(A).
Démonstration : Dans le cas: = 2, on peut le erifier a la main. Dans le casegéral, c’est un peu
plus complig&... une émonstration est propés plus loin (tkoeme 7.6). On peut aussi s’en tirer plus
facilement en utilisant I'unicé de I'application @terminant éfinie par (D1)—(D2)—(D3) (qu'on n'a pas
encore @montée, mais qui ne@end que des proptées (D1)-(D2)—(D3), et pas des suivantes). En effet,
supposonslet(B) # 0 (le casdet(B) = 0 est imnédiat car dans ce cds et AB sont non inversibles et
leurs determinants sont tous les deéigauxa 0) . On peut alorséfinir 6(A) = %. On \erifie ensuite

gue l'applicatiory satisfait bien les propgies (D1)—(D2)—(D3) (exercice. .. ), et du coup par ugidie cette

applicationd(A) = det(A), ce qui prouve leésultat.

On ceduit par la formule pour le produit quet(AA~1) = det(A)det(A~1), d'ou le resultat. =
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(D10) det(A) = det(A?). Si A est non inversible, alord? ne I'est pas non plus, et donc les dewtatminants
sont nuls. Sinon, le ftoeme de écomposition.U entrdne qu'il existe une matrice de permutatiBnune
matrice triangulaird. avec que des uns sur la diagonale et une matrice triangulaieeisugel telles que :
PA = LU, et doncA'P! = U'L'. On a donadet(P)det(A) = det(L)det(U), etdet(A")det(P*) =
det(L")det(U"). Les matrices? et P* sont des matrices de permutation, obteraupartir de I'identié avec
le méme nombre @&changes de lignes. Donc lewgtdrminant sonégaux (eegauxa 1 ou -1). Les matrices
L et Lt sont des matrices triangulairesénieures dont tous legéments diagonaux soagauxa 1. Leurs
déterminants sont doregauxa 1 (proprété (D7). Il ne reste plus donc gumontrer quelet(U?) = det(U).
Or ceci est encore vrai gcea la propréte (D7). [

7.1.3 Construction du ceterminant dans le ca2 x 2
Voyons sur une matric2 x 2 si I'on peut trouver une formule explicite pour une application satisfaisant (D1)-
(D2)-(D3). SoitA = {z Z . On suppose qu’on ne corib@as la formule du &erminant d’'une matric2 x 2 et

on cherchei la retrouver par les progtes (D1)-(D2)-(D3).
1 1

Par (D1) on aletldy = 0 (1)’ =1, etpar (D2) on a‘(l) 0‘ =—1.
Par (D3b), en dcomposanfa  b] =[a 0] + [0 b],ona
a b a 0 0 b
c d‘ “le d e d
En faisant la @me chose pour la dewtne ligne, on a :
abia0+a0+0b+0b
c dl |e O 0 d 0 d c 0|
Par les propgtées (D10) et(D6)a Ol_|a ¢ = 0. Parles pro ﬁtés(DBa)et(Dl)a 0 = d N d
prop c o[~ lo of=% prop 0 dl =~ %o 1| T

On obtient donc finalement :
a b

d

‘:ad—bc.

7.1.4 Exercices

Exercice 157 (Proprietes fondamentales du dterminant)

1. Montrer que les prop@tes (D1) (D2) (D3) sont bienérifiees par le 8terminant des matricesx 2 .

2. Soité I'application de M5 (R) dansR définie pard(A) = ad + be si A = [i b

les propétés (D1) et (D3) mais pas (D2).

d} . Montrer queé vérifie

Exercice 158 (Modifications sur des matrices)
1. SoitA une matrice éelle4 x 4 telle quedetA = 1. Calculerdet(24), det(—A), det(A?), det(A™1).

2. Méme question si est une matriceéelle3 x 3 telle quedetA = —1.
Exercice 159 (Oprations sur des matrices) SoitA = (a; ;) j=1,2,3 Une matrice eéelle3 x 3. On noteg; ; les

coefficients ded, etl;(A), ¢3(A), {5(A) les trois lignes ded. On noteK L et M les matrices éfiniesa partir de
A:

1. K = (kij)ij=1,23 aveck; ; = (=1)"*a; ;.

(1 (A) — l3(A)
2. L= [L(A) = {,(A)
l3(A) — £2(A)
01 (A) + l3(A)
3. M = | £o(A) + £1(A)
l3(A) + £2(A)
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7.2. Definition par des formules 7.&@erminants
Expliquer pourquoilet(K) = det(A), det(L) = 0, det(M) = 2det(A).

1—a 1 1
Exercice 160 (Ogerations sur les lignes) Expliquer comment trouver que 1 1—a 1 |=d%(3—a)
1 1 1—a
en effectuant des @pations sur les lignes et les colonnes.

7.2 Definition par des formules

7.2.1 Formule des pivots

On a vu dans les prof@tes ci-dessus que leeterminant d’une matrice triangulaire est le produit de ses termes
diagonaux. Une maaie naturelle de calculer leéterminant d’une matrice c&e A d’ordren est d’effectuer la
factorisationLU de A (ou 'algorithme de Gauss). On a dofcd = LU, ou P est une matrice de permutatiah,

une matrice triangulaire igfieure dont tous les termes diagonaux smauxa 1 etU est une matrice triangulaire
inférieure. On a donc par la prop# (D9) quedet(P)det(A) = det(L)det(U). CommeP est une matrice de
permutation, par la pro@te (D2), on adet(P) = +1 selon le nombre d&changes de lignes par rapparta
matriceld. Par la prop@te (D7), on adet(L) = 1 etdetU = [];-, d;, ol lesd; sont les termes diagonaux.

On en eduit que :

Proposition 7.2 (Determinant par la formule du pivot) Soit A une matrice inversible efletA défini par le
theoreme 7.1. alors :

1. Si A est non inversiblejetA = 0.

2. Si A estinversibledetA = + H?:l d; ou lesd; sont les pivots, et le signe est letdrminant de la matrice
de permutatiorP telle quePA = LU.

Cette proposition estés importante. En effet, c’est de cette nemaiqu’est imgtment le calcul de dterminant
dans n'importe quel logiciel raisonnable. Les formules que nous allons voir par la suite, si elles ofir béam s
intéret mattematique, ne permettent pas d’aboatites calculs pour degttrminants de “grosses” matrices en un
temps raisonnable.

7.2.2 Formule des permutations

Dans la construction duaderminan® x 2, on a vu que sur les 4éierminants qu’on a obtenus par la prétfiride
a1 ai2 ai3
multilinéari&, deux d’entre eux sont nuls car ils ont des colonnes nulles. Soit maintérarftaz 1 a22 ag3
. . ) ag,1 azz2 0433
On se convaincra assez facilement que dans I8 cas, sur les 27 @terminants qu’on auraé calculer si on
développait chaque ligne

lai1 a2 ais]=laix 0 0+[0 a2 O[+[0 0 a3,

on en a tout un tas qui sont nuls car ils ont des colonnes nulles. Bicisgment, il n’en existe que 6 qui sont non
nuls, et qui correspondent d’ailleurs au nombre de permutations d’'un ensardbléments. Ceci estidau fait
que lorqu’on @veloppe le terminant, pour qu’'un desterminants @velopges soit non nul, il faut que chaque
ligne et chague colonne de la matridey soit repeseng. On peut donécrire :

a1 ai2 a3 1.1 0 0 aii 0 0 0 a1.2 0
az1 Q22 G23|= 0 az 2 01[+1]0 0 az 3|+ |az2,1 0 0
as,1 azz2 033 0 0 asgs 0 azp O 0 0 aszgs
0 a2 0 0 0 a3 0 0 1.3
+1 0 0 az 3|+ |az2.1 0 0(+] 0 az 2 0. (721)
a3 1 0 0 0 3.2 0 a3.1 0 0
Et donc

det(A) = 01,102,203 3 — A1,1G2,303,2 — 41,202,103 3 + G1 2023031 + Q1,302,132 — 01,302,203 1. (7-2-2)
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7.2. Definition par des formules 7.&@erminants
Pour une matrice x n, si on calcule tous lesaderminants par&composition de toutes les lignes, on en auréit
Mais on ne veut conséter que ceux qui sont non nuls. A la pré&nd ligne on a choix possibles de coefficients.
Une fois le premier choisia la deuxéme ligne on n’en a plus que — 1, puisqu’on ne peut pas prendre de
coefficient dans la @Bme que le premier (sinon on se retrouvera avec une colonne nulle dagseomidant
particulier, qui sera donc nul). Deéme, pour la troigme ligne, on n’ amaintenant plus que— 2 colonnes
possibles... etc... On a dom¢ déterminants non nuls. La formule d@términant par permutations est déen
par :

det(A) = Z ela,B,...,w)a1,a02,3 .. Gwn,
(,B,...,w)
permutation de
(1,2,...,n)
ole(a,f3,...,w) estle signe de la permutationad. 1 si la permutation est paire (nombre pé&clianges par
rapporta 'identité) et -1 si la permutation est impaire (nombre imp&iclinges par rappart’identite).

7.2.3 Formule des cofacteurs

Reprenons le calcul duéterminant3 x 3 (formule (7.2.2)). Si on met les coefficients de la prerailigne en
facteur, on obtient :

det(A) = a1,1(az22a33 — az3a32) + a1,2(—az1a33 + az3as1) + a1 3(az 1632 — az2a3 1) (7.2.3)
a171det(M171) + +a1,2(—det(M172)) + a173det(M173), (724)

avec

az2 @23 a1 Aa23 a1 G222
M= |7 S Mg = |7 S etMyg=| % 21
La matriceM; ; (resp.M; 2,M; 3) est donc une matricx 2 obtenuea partir deA en supprimant la ligne 1 et la
colonne 1 (resp. 2, 3). C&crit encore cette formule :

det(A) = a1,1¢1,1 + a1 2¢1,2 + a1,3¢1 3, (7.2.5)

ol ¢; j, appeé cofacteur de; ; estégala (—1)"det(M; ;).

Si on reprend le cas des matrices 2 étudié au paragraphe @édent, on a la formuledet(A) = ad — bc =
a(d) 4+ b(—c). le termed est le cofacteur de et le terme—c le cofacteur dé.

On va maintenanté&finir de mangre plus @rérale le @terminant d’'une matrice x n par la formule des cofac-
teurs :

Proposition 7.3 (Formule des cofacteurs)SoitA = (a; ;) € M, (K), on appelledéterminant de la matriceA
un élement de&K, note det(A) que I'on cefinit par recurrence de la fagon suivante :
— Sin=1etA = (a), alorsdet(A) = a.
— Sin > 2, alors
det(A) = ai 111 +ag1621 + -+ anicna,
ol ¢; ; est le cofacteur assaeiau coefficient:; ;, défini par i ¢; ; = (—1)"7A;; = (—1)"Idet(M; ;) et
M; ; € M,_1(K) est la matrice obtenua partir de la matriceA en supprimant la™¢ ligne et laj¢me
colonne.
Ce ceterminant satisfait les propgtes (D1)-(D2)-(D3).

Démonstration : Montrons gque cette construction datdrminant @rifie bien les propétés (D1)-(D2)-(D3).

(D1) Pourn = 1 on a biendet(Id) = 1. On en @&duit quedet(Id,,) = 1 par tecurrence surn gracea la formule
des cofacteurs.

(D2) On montre le ésultat par&currence sur la dimension de la matrice. 3pit’ € M,,(K). On suppose que
A’ est obtenua partir deA par unéchange de lignes. Plusgmi€ment, on noté;, ¢. les lignes respectives
de ces matrices, et on suppose gu'il exigtet jo tel queig # jo

l; = g;,VIZ 7é 10, Jo et&-o =/ gjo =/

Jo? 20°?
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7.2. Definition par des formules 7.&@erminants
On veut montrer quéet(A) = —det(A’). On notec; ; les cofacteurs de la matriceetc; ; les cofacteurs
de la matriced’. Par dfinition, on a:

/ / /
det(A') = a11¢) ) + a2y + -+ + Qg 1Cig1 + 0+ Qig,1Cjo,1 + -+ An1Cn 1

Par hypotkse de&currence, pour toyt+ i, jo, onac ;, = —c; 1. Parailleurs¢; | = (—1)*°*!det(M] )
ot M; , estla matrice extraite dd’ lorsqu’on enéve la ligneig et la colonnel. Mais les lignes ded’
sontegalem celles ded sauf les lignes et j, qui sontéchanges. DoncV/; , est aussi la matrice ob-
tenuea partir deA lorsqu’ on enkve la prentre colonne et lag eme Ilgne et qu'on remplace la ligne
¢;, par la ligne;,. Pour ramener cette ligng, a sa position il faut alors fairg, — io + 1 échanges
de lignes. Par hypottse de &currence, on a donet(M; ;) = (—1)7~"*'det(M}, ) De meme on a
det(Mj, ;) = (=1)~Jotldet(M;, 1). On en @duitc , = —c¢j,1 etc; | = —c;,1. On en @duit le
résultat.
(D3a) Soit A € K. On veut montrer que i on multiplie par une ligne d'une matrice da,,(K) alors son
déterminant est multipdi par\.
On montre le esultat par &urence sur la taille de la matrice. Pour= 2 le résultat est imrediat. On
suppose le@sultat vrai pour toute matrice de taitle— 1. Soit A une matrice de taille et A* = D;(\)A.
On utilise la @finition du ceterminant pour calculetet(D;(A\)A). On a

det(Dz()\)A) = alylAi‘ﬂl — a2,1A§‘71 + -+ (*1)iai_171A2\_1 1
+ (1) F N A+ (1) a1 AN 4+ (1) ana A
Remarquons quaa1 =A;; et queAJ{1 = AA; 1 sij # i en utilisant 'hypotlese de &ccurence. On en

déeduit que
det(D;(N\)A) = Adet(A).

(D3b) On consi@re trois matricest, A, A” € M,,(K). On notel;, ¢, ¢/ les lignes respectives de ces matrices.
On suppose qu'il existg, tel que

l; = 6; = g;I,VZ 7é 10 et&-o = gl E”

10
on veut montrer que
det(A) = det(A’) + det(A").
On raisonned encore paracurence sur la taille de la matrice. l&sultat est vrai pour = 2. On a
det(A) = a1 1ALy —ag1 A%y + - 4+ (1) g 1AL 4 (1) an AR,

) o " A A’
Orai,1=aj 1 +ag 1, AL 1 =A 1 =

A;“ 1- De plus sii # i, en utilisant la écurrence on a
Af = AR +AY.
On en éduit immediatement que

det(A) = det(A") + det(A").

Démontrons maintenant quelques autres des @@grdirectement par la formule des cofacteurs :

Proposition 7.4 (Propriété (D7)) Si A € M,,(K) est une matrice triangulaire sépeure ou inérieure, alors le
déterminant ded estégal au produit des coefficients diagonaux de la matrice.

Démonstration : On montre le @sultat par &currence sur la taille de la matrice. Lorsque-= 2 le résultat est
immédiat. Supposons I&sultat vrai pour toute matrice triangulaire de taille- 1.

Si A est une matrice triangulaire seqieure de taille:. Commeua; ; = 0 pour touti > 2 on adet(A) = a1,141,1
avecA; ; déterminant d’une matrice triangulaire gujeure de taille: — 1 dont les coefficients diagonaux sont
les coefficients diagonaux d& a; ; pouri > 2. D'ou le résultat.

Si la matriceA est triangulaire irfrieure, la matriced; ; est une matrice triangulaire &rfieure, I'hypotiese de
récurrence assure que ; = H?ZQ a; ;. Sii > 1, alors la matriced; ; a une ligne identiquement nulle, par suite
son ceterminanty\; ; est nul (propp@té (D6)). Le Eésultat suit imrédiatement. =
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7.2. Definition par des formules 7.&@erminants
Corollaire 7.5 Le determinant de la matric®; (a) estégala a et sii # j, le determinant del’; ;(\) estégala 1.

Théoreme 7.6 (Proprété (D9)) Si A et B sont deux matrices dé1,,(K) alors
det(AB) = det(A)det(B).

Démonstration :

— Premiére étape.Notons que ceésultat est @monté si A est une matrice de dilatation (propié (D3a)) ou si
A est une matrice de transvection (pré&t&i(D5)). Par corisquent le esultat eségalement @monté si A est
un produit de matrices de dilatation ou de transvection.

— Deuxiemeétape.Notons que sid est une matrice inversible alork est un produit de matricedementaires
(Corollaire 4.30). Donc si est inversiblelet(AB) = det(A)det(B).

— Troisiemeétape.Supposons maintenant que la mattiteoit non inversible. Il existe une matriéeinversible
telle queE A soitéchelonie, en particulier triangulaire séipeure. O A n'est pas inversible. Donc la deeme
ligne de la matricé” A est une ligne de&ros. On éduit de la propét (D6) quelet(EA) = 0 etd’apes l'eétape
preceédente, comme est inversibledet(A) = det(E~1EA) = det(E~!)det(A) = 0. Remarquons alors que
la dernere ligne de la matric& A B est nulle de sorte que (propté (D6))det(EAB) = 0. A nouveau comme
E est inversible on sait quéet(E~'EAB) = det(E~!)det(EAB), on en @&duit quedet(AB) = 0 et donc
que I'on a biendet(AB) = det(A)det(B) = 0.

|
Théoreme 7.7 Si A est une matrice dé,,(K) inversible alors
1
det(A™') = :
A7) = T
Démonstration : On utilise le Esultat peccdent. On a
det(AA™) = det(A)det(A™!) = det(Id) = 1.
Par suite )
A™h = .
det(A™) = Ay
|

Théoréme 7.8 (Propreté (D10), transpoge) Si A est une matrice dé1,,(K) alorsdet(A*) = det(A).

Démonstration : On remarque que leéesultat est vrai pour les matricelementaires et pour les matrices trian-
gulaires. Pour une matricé quelconque on utilise une fornézhelonge A’ = EA. On adet(A’) = det((A")?)
car A’ est triangulaire sugrieure etlet(E~!) = det((E~!)?) car E est un produit de matricédémentaires. On
en ceduit que

det(A?) = det((A) (E~1)) = det((A")!)det((E~1)!) = det(A')det(E~1) = det(E~1A") = det(A).

|
Corollaire 7.9 SoitA = (a; ;) € M,(K),onapourtoutj =1,...,n
det(A) = (=1 (a1 jA1; —asjAs i+ -+ (1) an ;A ;) . (7.2.6)
etpourtouti =1,...,n
det(A) = (=1)" (a;1Ai1 — aioliz+ -+ (=1)"a; Ay ) (7.2.7)

Autrement dit, on peuté&Velopper le dterminant par rappor& n'importe quelle ligne ou colonne.

Démonstration : L’ équation 7.2.6 écoule de la propeit (D2), tandis que &quation 7.2.7 est une cdguence
de la propréte (D10). m
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7.3. Applications du éterminant 7. Bterminants

Remarque 7.10Soit A € M,,(K). Le ceterminant(—1)"*7 A, ; est apped cofacteur dea; ;. La comatrice de
A, notteCo (A) est la matrice deM,, (K) dont le coefficient, j est le cofacteuf—1)"7A, ;.
Onaenfaitpourtout =1,...,n

det(A) = (=)™ A1 ai1 + (=) A a0+ -+ (=1)TA; i,
etpourtoutj =1,...,n
det(A) = (71)j+1A1’j alyj + (71)j+2A27j a27j + -+ (*1)j+nAn7j an_j.

7.3 Applications du determinant

7.3.1 Inversibilité
Proposition 7.11 Soitn > 2 et A € M,,(K). Alors on a
(Co(A))'A = A(Co(A))" = det(A)ld,,.
Autrement dit, la matriced € M,,(K) est inversible si et seulementdit(A) # 0 et alors on a

1

-1 _
AT = det(A)

(Co(A))".

Démonstration : On a
((CO (A))tA)Z,j = (—1)i+1A17i al.’j + (—1)i+2A2’i az,j + -+ (—].)H_nAn,i an,j

En utilisant la formule (7.2.6), onédiuit que((Co (A))*A);; = det(A). De plus sii # j, on reconndé dans
((Co(A))tA); ; le determinant de la matrice obtenue en remplacant déns ;, ..., a,; para j,...,a,;,
autrement dit la matrice obtendepartir deA en remplacant la colonnepar la colonnej. La matrice ainsi
obtenue a deux colonnes identiques, setetminant est donc nul. Par céasient sii # j ((Co (A))*A); ; = 0.
On a donc bien montrque(Co (A))tA = A(Co (A))! = det(A)Id,,.

|

Proposition 7.12 SoientE et F' deuxK-espaces vectoriels de dimensionOn se donné8 = (ey,...,e,) une
base deF et B’ = (e1,...,&,) Une base de&. SoitT € L(E,F). Alors T est bijective deF’ dansF' si et
seulement si

det(Mp,s/(f)) # 0.
On rappelle que dans ce cas, on dit dl@st un isomorphisme dé sur F' et queFE et I’ sont isomorphes.

Démonstration : On a vu dans le Corollaire 6.16 que est un isomorphisme si et seulement si la matrice
Mg p(f) estinversible. On utilise ensuite la Proposition 7.11. [

7.3.2 Resolution de systmes lireaires et formules de Cramer

Soitn > 2 etA € M, (K) inversibleetb € M,, 1(K). La solutionX = (z;) € M, 1(K) du syséme lirtaire
AX = bestdonge parX = A~'b ou encore

1

X = Co (A))'b
qercay (Co A,
ou composantes par composantes
1 ) ) )
i = —1)AL b+ (1) T2 Ag by + o (DAL by
x det(A)(( ) 1,01+ (—1) 2iba+ -+ (—1) ibn)
1 ar1 o A14-1 b1 aigi+1 0 Q1
T det(A)
an,1 An,i—1 bn Ani+1 Un,n

C’est ce que I'on appelle Idermules de Cramer.

» On utilise ces formules pour = 2 oun = 3. Pourn > 4, il est plus rapide d'utiliser I'algorithme du pivot de
Gauss.
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7.3. Applications du éterminant 7. Bterminants
7.3.3 Calculs d’aires et de volumes

A ECRIRE...

7.3.4 Le polyrome caragristique d’une matrice : calcul des valeurs propres

Proposition 7.13 On céfinit pour une matriced € M,,(R),
Py(X) = det(A — X1d,,).
C’est un poly@me de ded¥n appek polyrome caractristique.

Démonstration :

Il suffit de remarquer paéccurence que leaderminant d’'une matrice de tailleest une somme de produits de
termes distincts de la matrice. Par cegsent c’est bien un polgime enX. On montre alors pagccurence que
son terme dominant e§t1)" X™. [

On verra plus loin (next year) que les valeurs propres d'une matrisent les racines (darfS) du polyrbme
caracéristique. Les valeurs propres et vecteurs propres sont des no@snsnjportantes pour comprendre la
structure d’'une matrice et de I'application&aire qui lui est assoeg.

7.3.5 Exercices
Exercice 161 La famille(2,1,0), (1, 3,1), (5,2, 1) est-elle libre ?

Exercice 162 (Matrices inversibles)Déterminer les valeurs du pardra ¢t € R pour lesquelles matrices/, =
1 ¢t 1 1 1 ¢t

t 1 1])etN,= |1 t 1] sontinversibles.

1t 1 t 1 1
1 1 1

Exercice 163 (Condition d'inversibilite€) Calculer| z y =z | et determiner la condition d'inversibilé de la
.I'2 y2 22

matrice.

Exercice 164 (Inverses de matrice par le éterminant) En utilisant la comatrice, inverser les matrices

1 -1 00 10 1 0
2 1 00 ot 01 0 1
0 0 1 2 1 0 -1 0
0 0 21 01 0 -1
ainsi que leurs produits.
Exercice 165 Soit E un espace vectoriebel de dimension finie ety € L(E) telle quep? = —idg.

1. Donner des exemples de telles applications dans leicas2 ou4.

2. Montrer que de telles applications existent si et seulemenest pair.
[ On pourra utiliser le ceterminant des.]

Exercice 166 (Applications du éterminant aux sysemes lireaires) Combien de solutions a le sgste lireaire
suivant :

3z +y 4z =1
20—y +z
- 4y -2z =2

o

Et ce systme ?

3z +y 4z =0
20—y +z
-z +y -2z =0

I
o
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7.4. Quelques calculs détkrminants

7. Bterminants

Ou bien encore ce sysne ?

+y +z =0
2x +4z =0
-r +y —z =0
Et celui-a ?

+y +z =1
2x +4z =1
-r +y -z = -1

Et pour finir ce systme ?
+y +z =2
2x +4z = 2
-r +y —z =1

7.4 Quelques calculs de gterminants

7.4.1 Matrice de Froebenius

Proposition 7.14 (Ceterminant d’'une matrice de Frobenius) Le polyrome
P(X) = (-1)"" (X" —q, X" — - —a1 — a)

est le polydme caradtristique de la matrice de Frobenius de taillet 1

0 0 -+ - - 0 ap ]
1 0 . .
0 1 :
A=
0
0 1 0 Ap—1
0 0 1 a, |
Démonstration ;: On doit calculer
-X 0 0 ap
1 -X ay
0 1 :
A =
0
. 0 1 -X QAp—1
0 el e 0 1 ay — X

Pour cela on va ajoutérla premére ligne une combinaison Baire des @adentes :

Ly > L1+ XLo+ X?Ls+--+ X" 'L, +X"L,
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7.4. Quelques calculs détkrminants 7. Bterminants
On obtient

0 0 - - v 0 ataX+-ta, 1 X"+ (@, - X)X
1 -X . ai
0 1 :
A =
0
: 0 1 X ap—1
0 - e e 0 1 an — X

En céveloppant le @terminant obtenu par rapp@rta premére ligne, on a

1 =X 0 - ... 0
0 1
A=(=1)""(ap+ @ X+ +an 1 X"+ (@, — X)X™) |
: 0
: 1 -X
0 1
Par suite on a biedh = P(X). [

7.4.2 Determinant de Van der Monde
On s’interesse pour quatréels distinctsy, 22, 3, x4 au eterminant suivant :

1 1 1 1
Alanwtaa) = |02 (12 (g (22
()% (22)® (23)% (24)®

En developpant ceéderminant par rappott la premere colonne on remarque qu€xq, z2, x3, z4) €St un po-
lyndme de dedr 3 en la variabler;. De plus sizy = 3 OUz; = x3 OUx; = x4, C'esSt le ceterminant d’'une
matrice qui a deux colonnes identiques et par éqoentA(x;, xq, 3, 24) = 0 pouri = 2, 3,4. On en @duit que
x9,x3, x4 SONt les racines de ce pofyme de dedr3 et gu'il existe une fonction (zs, x3, 24) telle que
A(z1,22,23,24) = 0(x2, 3, 24)(x1 — T2) (21 — x3) (1 — T4).
Si on ceveloppe par rappott la premére colonne ce&erminant on &rifie que
1 1 1

5(952,9337$4)=— X2 x3 T4
(z2)? (x3)* (24)°.

On recommence le éme raisonnement

1 1
§(z2, w3, 4) = — — (2 — @3)(22 — 24) = (¥3 — 24) (T2 — 73) (T2 — T4).
Autrement dit
1 1 1 1
s X X X
A(wy, 22,73, 24) = (1‘11)2 (a:22)2 (x33)2 (3344)2 = H (zi — xj)'
(@) (22)? (w3)® (za)?] SV

Ce esultat se gréralise paré&currencex la dimensiom.
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7.4.3 Determinant d’une matrice tridiagonale

On s’interesse au@erminant de la matrice tridiagonale suivante

a b 0 0 O
b a b 0 0
0 b a b O
0 0 b a b
00 0 b a
On a en éveloppant par rappoétla premére colonne
. Z 2 8 8 a b 00 b0 0O
Ai’b:ObabO:agzbg—bgzbg
00 b ab “ “
000 b a 0 0 b a 0 0 b a
a b 0 0
boab o 000
= —b b a b
0 b a b 0 b a
0 0 b a
= aAi,b - bQAfi,b
De meme
Aib = aAg,b - bQAi,b
Ai,b = aAi,b - b2A¢1z,b
A}l’b = a
On en eéduit que
Ai,b = a(a® - b?) —b*a=a® - 2%
Aib = a(a® - 2b%a) — b*(a® — b?) = a* — 3b%a® + b*
Ag)b = a(a® —3b%a® +b*) — b*(a® — 2b%a) = a® — 4b%a® + 3ab?

Le cas classique est= —2b, on trouve alors
S

Ay, = a(a®—20%a) — b*(a® — b%) = 5b"

A)y = a(a* —3b%a® +b*) — b*(a® — 2b%a) = —6b°

7.4.4 Exercices

Exercice 167 Calculer de plusieurs fagons le&terminant suivant

1 2 1 3

-1 2
-1 1 -1 1
0 1 0 2

0 4
Exercice 168 Sans calcul, montrer ques 2 7| est divisible par2 et calculer le plus rapidement possible ce
5 5

[\)

déeterminant.
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2 1 14
Exercice 169 Sans calcul, montrer qué 5 7 | est divisible par 7.
7 5 5
1 2 1 4 1 2 1 4
. . . 5 5 7 0 2 4 2 8
Exercice 170 Calculer les @terminants suivan 7 5 5 et 07 5 5
10 2 0 10 2 0
a b c
Exercice 171 Calculer|c a b|.
b ¢ a
Exercice 172 Calculer les @éterminants des matrices suivantes :
a ¢ ¢ b c a b c a T Yy =z T Yy oz
c a b c a ¢ ¢ b b =z y =z -y z -t =z
c b a c|’|b c c al’lec 2 o Z|'|-2 t x -y
b ¢ ¢ a c b a c d ' y 2 -t -2z y =z
1+a b a b a a a® b4c+d 1 0 a o
b 14+a b a a b bV c+d+a 0 1 b b
a b 1+a b "la ¢ & d+a+b]’|1 0 ¢ 2
b b 1+a a d d® a+b+c 0 1 d &
Exercice 173 (Eeterminants de Vandermonde) On notea4, - - - , a,, des €els. Calculer les &erminants: x n
suivants.
1 1 s 1 ay a2 asz -+ QAp
ay az -t ap a2 G2 a3z -+ G
D, = a% a% a% ,Dy=| a3 a3 az -+ an
04171 a271 a271 ay, Qn Qp N ap,
Exercice 174 Montrer que
cosa cosb cosc
. . . . . . . c—b .  b—a .  a—c
sina sinb sinc | =sin(c—b)+sin(b—a) + sin (a — ¢) = 4sin 5 sin——sin—

1 1 1

Exercice 175 Soit(a, b) € R? aveca # b. Pourn € N, n > 2, on noteB,, le determinant suivant :

a+b a 0

B, = b
.. . a
0 b a+b

Montrer quevVn € N,n > 4, B,, = (a + b)B,,—1 — abB,,_» Montrer que
an+1 _ bn+1
a—>b

Exercice 176 Calculer le ceterminant de la matrice tridiagonale suivante

VneN,n>2 B, =

0
12 -1 0 0
0
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Applications du déterminant
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Annexe A

Corrig es d’exercices

A.1 Chapitre 1

Exercice 24 (Plans et droites d&?)

(Corrigé par Maximilien Rigaut)

SoientP et P’ deux plans cBquations respectives—y —z — 2 =0etz — 2y — 3z — 1.

1) Un vecteur appartient au plan (vectoriel aséa@gi P a condition que ses composantes soient solution de
I’ équation du plam — y — z = 0.

On a dondi etb deux vecteurs du pla® non colireaires, déquation :

1 —1

a= 2 eth = 2

-1 -3
1 -1
Dememeona= | 1 |etd= 1
0 -1

2. Le vecteuri = %d’ A b est normal au plan forgnpar les vecteut eth: P (cara etb ne sont pas coligaires).

1 1 -1 -1
-1 -3 1

Le vecteurs = 2¢ A d est normal au plan forénpar ces derniers s’ :

1 ~1 -1
=2 3 | A 1] = 2
0 ~1 3

3. Commei et ¥ ne sont pas coliaires, les plans sonésants et se coupent en une dr@te Soitw = (z, y, 2)
un vecteur directeur de la droite. Comf¢ C P on au.«w = 0 et commeD; C P’ on av.wi = 0.

{—m+y+z :0(:){ —rT+y+=z :0(:){96: —z
—xr+2y+3z = 0 20—y+3z—2 = 0 y = —2z
On posez =tonadonc:
z = -t
= =2t
z = t

Le vecteur directeur d®; a pour coefficients -1, -2 et 1 :

-1
w=| -2
1
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A.2. Chapitre 2 A. Corrigs d’'exercices

On cherche Bquation de la droit®; de vecteur directeur et passant par le poiat = (5, 3,0). La droiteD; a
pouréquation :

= —t+45
= —2t+3
= t

INEINSI

4. Le plan orthogonal a la droit®; et passant paB = (1,1, 1) a pour vecteur normal le vecteur directeurlde
soit«w). On a doncP” d’équation—x — 2y + z + p = 0, ol la constante est cetermiree par le fait que le plafR”’
passe par par le poif. L' équation du plarP” estdonc—z — 2y + z + 2 = 0.

A.2 Chapitre 2

Exercice 30 (Grosses matrices)

(Corrigé par Maximilien Rigaut)

1 0 -3 8 3 2 -1 4 11 13 1 3
0 0 1 3 2 4 0 0| | 3 2 5 6
2 -5 -1 3 0 -1 2 3| | -1 —-12 -1 8
0 0 1 0 1 1 1 1 0o -1 2 3
-3 1
1 1 -3 7 12 0| [—-4 22
-2 0 4 -3 2 0| | 17 -1
-1 3
-3 1 -5 -3 13 -—18
12 0 1 1 -3 7] |12 12 -36 84
2 0 -2 0 4 3| | 2 2 -6 14
-1 3 -7 -1 15 2
Exercice 46
-4 2 3] 10 1 -7
By=|4 -2 1|,Bi=|-2 3 11],
2 1 -4 -2 3 3
2 1 7] -8 0 0 (21 T
By=|-2 =5 11|,BsA=|0 -8 0 ¢A*1:fg -2 -5 11
-2 3 -5 0 0 -8 -2 3 =5

Exercice 39 (Matrice d’adjacence d’un graphe)

(avec la participation de Maximilien Rigaut)

SoitA =

==
OO =

0
0
1

SoientPy, P, et P5 les points d’un graphe dont la matrice d’adjacencededlors par cfinition de la matrice :
— P; estrelea lui méeme e@a P,

— Py estrelea Py,

— Psestrelea P, etaPs.

ce qui donne le graphe suivant :

CalculonsA? :

A2

I
N =N
==
= O O
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P P P

Démontrons que les coefficients dé repiésentent le nombre de chendimleux agtes entré et ;.

En effet soitC = A2 on aC;; = 22:1 A; kA ;. Or par cfinition de la matriced, A; ;A ; = 1 si et
seulement si il existe une@e entre etk et une aite entrek etj; doncA,; Ay ; = 1 si et seulement si il existe
un chemina deux aétes entré et j. Sinon,4; ;A ; = 0. CommeC; ; = 22:1 A; 1Ay j, on en @duit queC; ;
est exactement le nombre de chemideux agétes entre et k.

CalculonsA?® :

AP =

=N W
N =N
_ o O

Par cfinition, (A%); ; = S5_, (A2); 1Ay ;. Or (A%); , estle nombre de chemindeux aétes entre et k. Mais
Ay,; = 1 si et seulement si il existe uneéae entrek et j. Donc (A?); A ; est le nombre de chemirstrois
arétes entre et j passant pak. On en éduit finalement quéA®), ; = S°°_, (42), 1A} ; est le nombre total de
cheminsa trois aetes entre et ;.

A.3 Chapitre 3

Exercice 85 (Somme de deux sous-espaces vectoriels)

1. D’abord, on aévidemmenD € F + G. Montrons queF’ + G est stable par combinaison éaire. Siu et
v € F + G, alors on peuécrireu = up + ug €tv = vp + vg, aveCur,vrp € F etug,vg € G .
Soienta etB € R. On aau + v = a(ur + ug) + f(vr + vg) = aur + fvr + aug + Bvg . Or
aup + Pvg € F etaug + fvg € G. Donc OK.

2. DansE = R? : on prendF la droite de vecteur directedr= ( 1

0 ) et G la droite de vecteur directeur

j ( (i) ) . Le vecteuri + j = ( 1 > n'appartient paa F' U G.

Exercice 97 (Une ligne avec que des uns)

Si la premere ligne est remplie de 1, comme la matrice est totaleeimtlonie, il n'y a pas de pivot dans les
autres lignes, qui sont donc toutes nulles. Le rang de la matrice, gggaisau nombre de pivots, au nombre de
lignes non nulles ou encore au nombre de colonnes pivotales) esédalicl.

Exercice 82 (Image d’une matrice et solution du sysme linéaire)

Dire gu'il existe une solution au sysheAx = b, c’estéquivalenta dire qu'il exister tel queb s’écrive comme
le produit de la matricel avec le vecteut, et donc queb soit une combinaison lgmire des colonnes dé. Le
plus simple pour obtenir cela pobiy etb, est de prendre les colonnes de&galesab; etbs.

On veut de plus que le sgshe Ax = bz n'admette pas de solution. Pour cela, il faut dyene soit pas dans
I'espaceC'(A) (ouIm(A)) des combinaisons lgaires des colonnes de

Donc sibs est une combinaison kaire deb; et by, il n'est pas possible de trouvet telle que les sysimes
linéairesAx = b, et Ax = b, admettent une solution, et le systeAx = b3 n'en admette pas.

Si b3 n'est pas une combinaison &aire deb; et by, alors la matrice: x 2 dont la premére colonne estgalea
b, et la seconda b, convient.
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Exercice 73 (Construction de sous-espaces)

10
1. Exemple 1:Lamatricel= | 0 1 | convient.
0 0

2. Exemple 2 b3 = by + by et donc il n'existe pas de matricktelle que les sysimes ligairesAx = b, et
Ax = by admettent une solution, et le sggte Az = bz n’en admette pas.

1 1
1. F': ensemble des combinaisons lin ?aires des vec ués , et i
0 0
1
G : ensemble des multiples du vect ur(l)
0
2. F: ensemble des matrices diagonales
G : ensemble des matrices multiples de I'identit ?.
3. F: ensemble des fonctionsde R dansR dont la d ?riv ?e seconde est nulle
G : ensemble des fonctions constantes.

Exercice 113 (Bases et dimension de sous-espaces de matrices)

1. Toute matrice cage?2 x 2 s’écrit de la forme

(ea)=elon)reoa)ee(in)ee(or)

La famille est donc grératrice. Il est facile de voir qu’elle est libre : c’est donc une base (en fait, c’est la
base canonique sur I'ev des matrices gasrd’ordre 2, qu'on a vue en cours). Il y a 4 “vecteurs” (qui sont
en fait des matrices) de base, donc I'espace est de dimension 4.

2. Une base de 'ev des matrices ésn x n est la base canoniqé’;; );—1,... . j=1,...» dontles coefficients
sont toustgauxa 0, sauf celui de l& éme ligne etj-eme colonne, qui eétgala 1. Or card (E;j)i=1,...,n
j=1,....n
) =n x n. lly adoncn? vecteurs de base, et donc la dimension de I'espace des matricesspakr n est
2
n-.

3. Commencons par le c@sx 2 : sila matrice est diagonale, ellestit :

a 0 10 00
(6 a)=<(o0)=(a )
. . . 10 0 0 . , ,
La famille consitée des matrice 0 0 et 0 1 est libre, et c’est donc une base de I'espace des
matrices diagonales. On e@dlit que le sous-espace des matrices diagonales est de dimension 2.
Une matrice diagonale de dimensiors’écrit comme combinaisons Baires des matricesE;; définiesa
la premére question. Ces matrices sont libres, forment un base de I'espace des matrices diagonales, qui est

donc de dimension.
4. Commencons par le c@sx 2 : si la matrice est sy#trique, elle €crit :

(553 $)+(2 )e(2 )

La famille consitée des matriceé (1) 8 ) < (1) (1) > et< 8 (1) ) est libre (\erifiez le), et c’est donc

une base de I'espace des matrices&ymues. On en&duit que le sous-espace des matrices diagonales est
de dimension 3.
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Une matrice syratrique de dimensiom s’écrit comme combinaisons Baires des: matricesE;;, i =
1,...,n etdes matrice&;; + E;;, j > i, ol lesE;; sont cefiniesa la premére question. Or le nombre des
matricesE;; + E;;, j > i est le cardinal de I'ensemble des couplég) vérifiantj > i. Comptons les :

pouri = 1,ilyena:n — 1. Pouri = 2,ily enan — 2. Pouri = k, ily en an — k (dessinez les matrices
pourn = 3 si vous ne comprenez pas...) Donc entout, ilyenal+n—-2+... +n— (n — 1), soit
encorey! ' (n —i) = n(n —1) = i = n(n — 1) — 2221 — 20221 s on ajoute les matrices
diagonales, on a donc+ @ = w

Ces matrices sont libres, forment un base de I'espace des matrices diagonales, qui est donc de dimension

Exercice 114 (Espace de fonctions)

1. Ici, vous pouvez avoir un petit doute sur I'ipendance de la famili cause de la relatiams? = + sin® = =
1. En effet, on alh(z) = 2f(x) — g(x) pour toutz, et donc2f — g + 4h = 0, ce qui montre que la famille
est liee.
2. La, il n'y a pas de relation simple entre les fonctions, on va donc essayer de montrer que c’est une famille
libre : on supposevf(z) + Bg(x) + vh(z) = 0, ca.d.« + Fsin(z) + vsin(2z) pour toutz. En prenant
x = 0 on obtienta. = 0. En prenant: = 7 on obtient3 = 0 et en prenant = 7 on obtienty = 0. On a
donc bien une famille libre.

3. Méme chose que peedemment ; on supposef + Fg = 0, ca.d.ax + [ cosx = 0 pour toutz. En prenant
x = 0 on obtient3 = 0. En prenant: = 5 on trouvea = 0.

4. Onremarque quaf(z) = 322 + 6z + 3 = 3(22 + 2z) + 3 = 3g(x) + h(z) pour toutz. Ceci montre que
la famille { f, g, h} est liée et dona@ fortiori la famille { f, g, h, k}.

5. cos(2x) = cos?(z) — sin®(x) pour toutz, donc la famille est &e.

6. La famille est Iee car elle contient le vecteur nul (et donc on peut mettre n'importe quel coefficient non nul
devant celui-ci et obtenir une combinaisorélaire nulle).

Exercice 115

1. On remarque d'abord qué € F' et0 € G; on adoncd € F N G. Il restea montrer queF N G est
stable par combinaison Baire. Soienu etv € F N G et soienth ety € R. CommeF et G sont des
s.e.v, ils ont stables par combinaisoréfiire, et doncdwu + pv € F et Au + pv € G, ce qui montre que
Au + pv € F'N G, qui estdonc bien un s.e.v..

2. (a) On verifie facilement que les famillefu, v} et {w, z} sont libres. Elles sont donc des bases des
espaces qu’'elles engendrent. Ddnc v} est une base dE et {w, z} est une base d&.

(b) Soitx € F NG, alorsz estde laformex = au + fv. etz = o’w + ' 2.

a+p 0
z=| a+p | = o+
B g
On en @duit que les vecteuts de F' N G sont de la forme :
0 0
x=| 0 | etunebasedENG estlevecteul 0 | .Lesous-espacENG estdoncde dimension
I6; 1

3. (a) Lespacel” est une droite (dimesion 1) dont une base est le veetgetr'espaces un plan (dimension
2) dont une base est la familjev, z}.

(b) On \erifie facilement qué” N G est eduita {0}, dont la base edt: on ne peut pas avoid dans la
base et donc il n’'yaucun élément dans la base. Le sg} est de dimension 0.
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Annexe B

Algorithmes et programmes informatiques

B.1 Algorithmes de Gauss et LU

On donne dans ce paragraphe la version “programmable” de I'algorithme de Gauss et éthladeal’ pour
une matrice cage d'ordren.
On souhaite&soudredz = b, avecA € M, (R) inversible et un ou plusieurs second memliresR™.

M éthode de Gauss sans pivot
1. (Factorisation et descente) Pawllant del an, on effectue les calculs suivants :

(&) On ne change pas faeme ligne

Ui ; = a;j poury =1,...,n,

Yi =b;
(b) On change les ligneist+ 1 an (et le second membre) en utilisant la ligh®ourj allant dei + 1 an :
211 (sia,;; = 0, prendre la rathode avec pivot partiel)

Qj,q

Ly
pourk allantdei + 1 an, a;x = a;j, — lj.a; (NOter ques; ; = 0)
bj = b — iy

2. (Remonkée) On calcule:

Pour: allant den a1,

Ti = ul (yi — Z;’L:i-i,-l u; jT5)

Méthode LU sans pivot

La méthodeLU se ceduit de la rethode de Gauss en remarquant simplement que, ayant cetaenatricel,
on peut effectuer les calculs suap®es les calculs sud. Ce qui donne :

1. (Factorisation) Poui allant del an, on effectue les calculs suivants :
(a) On ne change pas faéme ligne
Ui = a;j poury =1,...,n,
(b) On change les ligneist+ 1 an (et le second membre) en utilisant la ligh®ourj allant dei + 1 an :
lii= Zﬂ— (sia;; = 0, prendre la réthode avec pivot partiel)
pourk dei+1 an, ajr = a;r — a4 (NOter quen,; ; = 0)
2. (Descente) On calculg(avecLy = b)
Pouri allant del an,
yi = bi — S2i_" li ky (on @ implicitement; ; = 1)
3. (Remonkée) On calcule: (avecUz = v)

Pour: allant den a1,

ul (yi = Z;‘L:iﬂ U; jT ;)
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B.1. Algorithmes de Gauss et LU B. Algorithmes et programmes informatiques
M éthode LU avec pivot partiel

La methodeLU avec pivot partiel consiste simplemeantemarquer que I'ordre dans lequel Eguations sont
prises n'a aucune importance pour I'algorithme. A&pdrt de I'algorithme, on se donne la bijectiate{1, ... ,n}
dans{1,...,n} définie part(i) = 4, et qui vaétre modfee au cours de I'algorithme pour tenir compte du choix
du pivot. Onécrit I'algorithme pecadent avec les nouveaux indices de lig, ce qui donne :

1. (Factorisation) Poui allant del an, on effectue les calculs suivants :

(@) Choix du pivot (et de(i)) : on cherché: € {i,...,n} t.q.|ayy);| = max{|ayq),|, 1 € {i,...,n}}.
On change alorsen prenant(i) = t(k) ett(k) = ¢(i).
On ne change pas la ligné)
Ut(i),j = Ot(s),5 pourj =4,...,n,

(b) On modifie les lignes(j) autres que les lignegl), ..., t(n) (et le second membre), en utilisant la
ligne t(¢). Donc pourt(j) € {t(i + 1),...,t(n)} (noter qu'on a uniguement besoin de cogtna
'ensemble , et pas I'ordre) :

L Gt
()i =z

pourk dei+1an, ayjyk = @),k — li(),i0e i,k (NOtEr que(;) ; = 0)

2. (Descente) On calculg
Pouri allant del an,
i—1
Yi = begiy — 2_5=1 le(h) k Yk
3. (Remonkée) On calcule:
Pouri allant den a1,

1
T = T Wi o D it Ua(),5%5)

NB : On a change l'ordre dans lequel leguations sont congtkes (le tableau donne cet ordre). Donc, on a
aussi chang I'ordre dans lequel interviennent les composantes du second membre. Par contre, on n'a pas touch
a I'ordre dans lequel interviennent les composantes eliy.

Il reste maintenard signaler le “miracle” de cet algorithme. .. Il est inutile de connaitre cétapient pour faire

cet algorithme. A leétapei de I'item 1 (et d'ailleurs aussa I'étapei de I'item 2), il suffit de connidre ¢(;) pour

j allant del a4, les oggrations del(b) se faisant alors sur toutes les autres lignes (dans un ordre quelconque).
I suffit donc de partir d’'une bijection arbitraire dé, ...,n} dans{1,...,n} (par exemple I'ident#) et de la
modifiera chaqueetape. Pour que I'algorithme aboutisse, il suffit queg) ; # 0 (ce qui toujours possible cat
estinversible). Pour minimiser des erreurs d’arrondis, onéaéta choisirt (i) pour quefa, ;) ;| soit le plus grand
possible. Ceci sugge de faire le choix suivant d¢:) a I'étapei de I'item 1(a) de I'algorithme (et c’esh cette
étape que(i) doit étre cefini) :

on cherché: € {i,...,n} t.q.|aym),:| = max{|a,q)|, ! € {i,...,n}}. On change alorsen prenant(i) = t(k)
ett(k) = t(i).

Remarque : Lintroduction des matriced, et U et des vecteurg et x n'est pas Bcessaire (tout peuté&rire

avec la matriced et le vecteub, que I'on modifie au cours de I'algorithme). Lintroduction fleU, = ety peut
toutefois aidera comprendre la Bthode. Le principe retenu est que, dans les algorithmes (Gauss ou LU), on
modifie la matriceA et le second membie(en remplacant le sy&inea resoudre par un sy&mneéquivalent) mais

on ne modifie jamaid, U, y etx (qui sont @finis au cours de I'algorithme).

Remarque L'algorithme se ramene doric resoudreLUz = b, en faisantLy = b et Uz = y. Quand on fait

Ly = bles equations sontdans I'ordrd ), . . ., t(n) (les composantes desont donc aussi prises dans cet ordre),
mais le vecteuy est bien(yy, ..., y,)! (¢ signifie ici “transpo&” pour obtenir un vecteur colonne). Puis, on fait
Uz = y, les equations sont toujours dans l'ord(e), ..., ¢(n) mais les vecteurs ety sont(zy,...,x,)" et
(yh e ayn)t-
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