Chaines de Markov

Clément Pellegrini

clement.pellegrini@math.univ-toulouse.fr

Institut de Mathématiques de Toulouse,
Equipe de Statistique et Probabilité,
Bureau 220 Batiment 1R1

1/104



Introduction

@ Les chaines de Markov sont un objet central dans la théorie des
probabilités

@ |l s’ agit de I'étude de suite de variables aléatoires (X,,) satisfaisant la
propriété dite de Markov d’ou leur nom.
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Introduction

@ Les chaines de Markov sont un objet central dans la théorie des
probabilités

@ |l s’ agit de I'étude de suite de variables aléatoires (X,,) satisfaisant la
propriété dite de Markov d’ou leur nom.

@ Ces variables aléatoires modélisent (décrivent) I'état d’'un systeme
dont I'évolution (la dynamique, les changements détats) est aléatoire

@ Ici n € N représente le temps et X, va représenter I'état du systeme
au temps n.

@ Ces variables aléatoires ne sont pas indépendantes entre elles. La
variable X, dépend des variables précédentes (pas de toute comme
nous allons le voir)

2/104



Introduction

@ Vaste champ d’application
@ Physique, biologie, finance, outil d’aide a la prise de décision
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@ Vaste champ d’application
@ Physique, biologie, finance, outil d’aide a la prise de décision

@ Matrice google, proposition de contenu internet, maximisation de
gain, controle stochastique (bandit manchot), apprentissage par
renforcement, battage de cartes

@ Elaboration de stratégie, description du comportement en temps long
de phénomene complexe, mise en évidence de paradoxe,
phénomeéne contre intuitif

@ Nombreux dévelopements dans le monde de la recherche statistique
et probabiliste

@ Champ dinvestigation infini
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@ Généralité - Définitions

@ Propriété de Markov

@ Classification des états

@ Mesure invariante - Théoremes limites
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GENERALITE - DEFINITIONS
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@ Dans tout ce qui suit on travaille sur un espace de probabilité
(Q,F,P).

@ Dans tout ce qui suit E désignera un ensemble fini ou dénombrable.
Lensemble E correspond aux états d’'un certain systeme.

Etat de la météo

o Valeur d’'un objet - état du stock
o Position d’'une particule - nombre de particules
e Action ....
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@ Dans tout ce qui suit on travaille sur un espace de probabilité
(Q,F,P).

@ Dans tout ce qui suit E désignera un ensemble fini ou dénombrable.
Lensemble E correspond aux états d’'un certain systeme.

Etat de la météo

o Valeur d’'un objet - état du stock
o Position d’'une particule - nombre de particules
e Action ....

@ Comme E est fini ou dénombrable on dit que 'ensemble est discret.
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@ Sur (2, F,P), on considére une suite de variables aléatoire (Xp)
Xn:Q —> E

@ La famille de v.a (X,) va décrire I'évolution de I'état de notre systeme.

@ Ladonnée de Xo, X1, ..., X, correspond a la suite d’état occupée par
le systéeme jusqu’au temps n. On parle de trajectoire de la CM
jusqu’au temps n.

@ Lorsque 'on parle de simulation ou de réalisation de la CM, on parle
de la succesion des états pris par la CM c’est a dire la donnée de

Xo(w), X1 (w), ..., Xn(w)
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Définitions - Absence de mémoire

Soit (Xp) une suite de v.a a valeurs dans un espace E.
On dit que (X;) est une chaine de Markov CM si pour tout n € N pour tout
(io,i1,...,in_1,i,j) € E’7—"_1 on a

P[Xn+1 = j|Xn = i, Xn—1 == in—1a o ,XO = iO] = P[Xn+1 = len = i]«
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Définitions - Absence de mémoire

Definition

Soit (Xp) une suite de v.a a valeurs dans un espace E.
On dit que (X;) est une chaine de Markov CM si pour tout n € N pour tout
(io,i1,...,in_1,i,j) € E’7—"_1 on a

P[XnJr‘] = j|Xn = i, Xn_1 = in_‘|,... ,XO ES io] ES ]P[XnJr‘] = /an = i].

Definition
Si de plus

P[Xnt1 = jIXn = i] = P[X1 = jIXo = ]

pour tout n alors on dit que la chaine de Markov est homogéne CMH.

& On dit que conditionnellement au présent le futur est indépendant du
passé. On parle d’absence de mémoire.
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On peut voir qu’une CMH (X,) peut toujours s’écrire sous la forme
Xn+1 == f(Xn, En), ne N

avec (ep) une suite de v.a.i.i.d indépendante de Xp.
C’est un moyen pratique de montrer qu’une suite (X,) est une CM.

Definition
Soit (X;) une CMH, la matrice P définie par

P(i,j) =P[X1 = jIXo = i],i,j€ E

s'appelle la matrice de transition de (Xp).
La matrice P est appelée matrice de transition.
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Définitions

& La somme des lignes est égale a 1
> P(i.j) =1
jeE

& Lorsque la somme des colonnes est aussi égale a 1 on dit que la
matrice P est bistochastique.
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& Lorsque la somme des colonnes est aussi égale a 1 on dit que la
matrice P est bistochastique.

& Si E est fini, par exemple de cardinal d, on peut toujours numéroter les
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& La somme des lignes est égale a 1

D P(ij) =1

jeE
& Lorsque la somme des colonnes est aussi égale a 1 on dit que la
matrice P est bistochastique.

& Si E est fini, par exemple de cardinal d, on peut toujours numéroter les
éléments de E arbitrairement de 1 a d, et ainsi assimiler E avec
'ensemble {1,...,d}.

& P est alors représentée par la matrice de transition d x d

P(1,1) - P(1,d)
P=|
P(d,1) --- P(d,d)
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Ici on va chercher a simuler la CMH avec la formulation

Xni1 = f(Xn,€n+1)

avec € ~

Méthode
Xo = simulation selon la loi v;
pour i entre 1 et n,
g; = simulation selon la loi r;
Xi = f(Xi-1, &);
sortir (Xp,..., Xn);
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Dans le cas ou E est encodé par 'ensemble {1, ..., d}, on rappelle que la
loi de X1 sachant X; est la mesure sur {1,..., d} avec pour probas les
coefficients

(P(Xi,1),...,P(X;,d))

de la Xj-éme ligne de la matrice P.

Pour simuler une chaine de Markov définie par la loi initiale v de Xp et une
matrice de transition P (comme dans la définition 1.3), on peut donc écrire
le code suivant.

Méthode
Xo = simulation selon la loi discrete v;
pour i entre 1 et n,
Xi = simulation selon la loi discrete (P(Xi-1,1),..., P(Xi-1,d));
sortir (Xp,..., Xn);
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Définitions

La loi d'une CMH (X,) est entiérement déterminée par sa matrice de
transition et sa loi initiale uo(i) = P[Xo = i],i€ Eona

P[Xp = in, ..., Xo = io] = P(in-1. in) - .. P(io. i1 )uo(io)

pour tout ip, .. ., ip élément de E.

Preuve:
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Définitions

Chapman Kolmogorov: pour tout i, j € E et pour tout n, m

PXotm = j1Xo = io] = ) P[Xm = jIXo = k]P[Xn = kIXo = io]
keE

En particulier P[X, = j|Xo = i] = P"(i,j) et
Xp ~uP",neN

avec u la mesure initiale de Xy
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A Hong Kong, il existe 6 classes de tarification, de 1 (fort bonus) a 6 (fort
malus)

Si un assuré n’a pas eu de sinistre, il passe de i a max{1,i— 1}

Si I'assuré a eu au moins un sinistre, il passe de i a 6.
On note p la probabilité de ne pas avoir de sinistre
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A Hong Kong, il existe 6 classes de tarification, de 1 (fort bonus) a 6 (fort
malus)

Si un assuré n’a pas eu de sinistre, il passe de i a max{1,i— 1}
Si l'assuré a eu k sinistres, il passe de i a min{6, i + k}.

Si le nombre de sinistres suit une loi de Poisson. On note

/1k
px = P(N=k) = e—ﬂF,k eN
et

Pk = Po + ... + Pk
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Deux joueurs jouent a pile ou face, chaque fois que X gagne, il touche 1
de Y, et réciproquement.

lls partent respectivement d’un capital Xy et Yy, et le jeu s’arréte lorsqu’un
joueur n’a plus d’argent pour payer.

La fortune d’un joueur prend les valeurs {0, 1,2, ...., Xo + Yo}
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On considére une file d’attente. A chaque date n arrive un nouveau client
avec probabilité p et pas de client avec probabilité 1 — p. Un client dans la
file qui se fait servir quitte la file avec probabilité g, ou attend encore avec
probabilité 1 — q.

On note X, le nombre de clients présents dans la file a la date n. (X;) est
une chaine de Markov
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Séries de succes : des candidats doivent répondre a une suite de
questions de difficulté variable, les performances des différents candidats
sont indépendantes.

La probabilité pour chaque candidat de bien répondre aune question de
niveau k est p , celle de donner une réponse fausse est qx = 1 — pk.
Lorsqu’un candidat donne une réponse fausse, il est remplacé par le
candidat suivant qui démarre au niveau 0. X, représente le niveau atteint
par le candidat en lice a l'instant n
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Modéle de diffusion gazeuse :

On considére une enceinte faite de deux compartiments séparés par une
cloison poreuse. Au départ le compartiment de gauche contient a
molécules de gaz de type A, celui de droite b molécules de gaz de type B.
On modélise la diffusion au travers de la paroi en supposant qu’a chaque
instant, il y a tirage au hasard d’'une molécule dans chaque compartiment
et échange des deux molécules tirées.

La composition des deux urnes aprés le n-ieme échange est
complétement déterminée par la donnée de la variable X, nombre de
molécules de gaz A dans I'urne de gauche.

20/104



Processus de branchement :

de nombreux exemples de chaines de Markov interviennent en génétique
(modeles de reproduction) et en physique (désintégrations atomiques).
On suppose gu’a la fin de son existence chaque organisme i de la n-iéme
génération donne naissance a un nombre aléatoire Y;, de descendants.
Les variables aléatoires (Y;,) sont supposées indépendantes et de méme
loi. Le nombre X, d’'organismes de la n-iéme génération vérifie

Xn
Xn+1 — Z yi,n
i=1
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Promenades aléatoires

Soit (Yn), neN* une suite de variables aléatoires indépendantes et de
méme loi & valeurs dans Z (ou Z9 ).

Soit Xg une variable aléatoire & valeurs dans Z (ou Z9 ), indépendante des
(Yn), on pose

Xo=Xo+ Y Y,

n
i=

pour tout entier n > 1.

(Xn) est une CMH.
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PROPRIETE DE MARKOV
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Définitions

Definition
Soit (X,) une CMH, on pose

Fn=0(Xo, X1,...,Xn).
Un temps d’arrét 7 est une v.a Q — N U {40} tel que pour tout n € N
{r=n}eFn

ou de maniére équivalente

{T<n}€7‘~n

Rappel, dans notre cadre
O'(Xo,X1,...,Xn) ZO'({XO = io,...,Xn = in},io,...,in S E)

Exemple 7 = inf{n, X, = i} pour i€ E



Théoreme

MARKOV FAIBLE.
Soit (X,) une CMH et soit m € N.
Conditionnellement a I'évenement {X,, = i} la suite de v.a (Xp1+m)nso0 €st

une CMH de matrice de transition P et de loi initiale 6; et indépendante de
()(b, oo ,)(}n)
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Théoreme

MARKOV FAIBLE.

Soit (X,) une CMH et soit m € N.

Conditionnellement a I'évenement {X,, = i} la suite de v.a (Xp1+m)nso0 €st
une CMH de matrice de transition P et de loi initiale 6; et indépendante de
(Xo,---»Xm)

P[Xn_l’_m — in,...,Xm+1 — i1,Xm — io ﬂAle — i] -
P(in-1,in) ... P(io, i1)6iiy P[AIXm = 1]
pour tout A € Frp = o ({Xo, - - . » Xmm})-

En effet étre indépendant d’'une famille de v.a c’est étre indépendant de la
tribu engendrée par cette famille de v.a
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@ On cherche a démontrer que

Plin-1,in) - .. Plio, it )01, P[AIXm = i]

pour tout A € Fry = o({Xo, - - . » Xm})-
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@ On cherche a démontrer que

Plin-1,in) - .. Plio, it )01, P[AIXm = i]

pour tout A € Frpy = o({Xo, - . ., Xm})-

@ Pour cela il suffit de se restreindre aux ensembles qui engendrent la
tribu ceci est un fait général qui simplifie les calculs. On considére un
ensemble

A= {Xo :Xo,...,Xm = Xm}

pour tout Xo, ..., Xm
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@ On cherche a démontrer que

Plin-1,in) - .. Plio, it )01, P[AIXm = i]

pour tout A € Frpy = o({Xo, - . ., Xm})-

@ Pour cela il suffit de se restreindre aux ensembles qui engendrent la
tribu ceci est un fait général qui simplifie les calculs. On considére un
ensemble

A= {Xo :Xo,...,Xm = Xm}
pour tout Xo, ..., Xm
@ On veut donc montrer que

P[Xn_l,_m — in,...,Xm — IO N {XO — XO,,Xm — Xm}le — I] -
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@ Reprenons

P[Xn_l'_m - in,...,Xm - IO N {XO - XO,...,Xm - Xm}le - I] -
P(in_‘| N in) coe P(io, i‘| )61’10 P[{XO - XO, ceey Xm == Xm}|Xm = i]
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P(in_‘| N in) coe P(io, i‘| )61’10 P[{XO - XO, ceey Xm == Xm}|Xm = i]

@ La condition X, = X, Xim = lp, Xim = i revient a imposer X, = ip = i
tous les autres cas sont triviaux (on trouve 0 = 0)
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@ Reprenons

P[Xn_l'_m - in,...,Xm - IO N {XO - XO,...,Xm - Xm}le - I] -
P(in_‘| N in) coe P(io, i‘| )61’10 P[{XO - XO, ceey Xm == Xm}|Xm = i]

@ La condition X, = X, Xim = lp, Xim = i revient a imposer X, = ip = i
tous les autres cas sont triviaux (on trouve 0 = 0)
@ On est donc ramener a montrer

PXntm = in, ..., Xim = o, Xm=1 = Xm—1, ..., Xo = X0l Xm = o] =
P(in_1, in) Ce P(io, i1 ) ]P[Xo = X0,---, Xm_1 = Xm-1 |Xm = io]
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@ Reprenons, on veut montrer
P[Xntm = iny s Xm = ios Xm=1 = Xm=1,..., Xo = XolXm = o] =
P(in-1,in) ... P(io, it) P[Xo = X0s - - - s Xm-1 = Xm-1|Xm = o]
@ Ona
P[Xn+m = ins-- s Xm = ios Xm=1 = Xm—1, .., Xo = Xo|lXm = io] =

PXn+m = ins .-, Xm = io, Xm-1 = Xm-1,..., Xo = Xo] -
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@ Reprenons, on veut montrer

P[Xntm = ins-- - Xm = o, Xm-1 = Xm—1,..., Xo = XolXm = io] =
P(in_1, in) Ce P(io, i1)]P[X0 = X05---» Xm_1 = Xm-1 |Xm = io]

@ Ona
P[Xnsm = ins - Xm = lo, Xm-1 = Xm-1, ..., Xo = Xo|lXm = o] =
PXn+m = ins .-, Xm = io, Xm-1 = Xm-1,..., Xo = Xo] _
IPD[Xn—i-m =lny..., Xm = oy Xm-1 = Xm-1,..., Xo :XO] %

P[Xm = io,...,Xo :Xo,Xm = io]
P[Xm = io,...,Xo :Xo,Xm = io] -
P[Xm = io] B
P[Xner = I'n,...,Xm+1 = i1,|Xm = io,...,Xo :Xo]X
P[Xm = io,Xm_1 = Xm_1,...,Xo = X0|Xm = io]
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Définitions
@ On va utiliser le caractére markovien et Chapman Kolomogorov

@ A ce stade on a donc montré

P[Xotm = ins ... Xm = lo, Xm—1 = Xm-1,..., Xo = XolXm = ip] =
PXnsm = ins s Xmp1 = i1, | Xm = o, Xm—1 = Xm=1,..., Xo = Xo] X
P[Xm-1 = Xm-1, ..., Xo = XolXm = o] =
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@ On va utiliser le caractére markovien et Chapman Kolomogorov
@ A ce stade on a donc montré

P[Xntm = ins -y Xm = ios Xm=1 = Xm=1, ..., Xo = XolXm = Ip] =
P[Xntm = ins- s Xm+1 = i1, 1 Xm = io» Xm=1 = Xm—1, ..., Xo = Xo] X
P[Xm-1 = Xm=15..., X0 = XolXm = o] =
P[Xntm = ins- - s Xms1 = i1, |1 Xm = io] X
P[Xm-1 = Xm=1,- .-, Xo = XolXm = o] =
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@ On va utiliser le caractére markovien et Chapman Kolomogorov
@ A ce stade on a donc montré

P[Xntm = ins -y Xm = ios Xm=1 = Xm=1, ..., Xo = XolXm = Ip] =
P[Xntm = ins- s Xm+1 = i1, 1 Xm = io» Xm=1 = Xm—1, ..., Xo = Xo] X
P[Xm-1 = Xm=15..., X0 = XolXm = o] =
P[Xntm = ins- - s Xms1 = i1, |1 Xm = io] X
P[Xm-1 = Xm=1,- .-, Xo = XolXm = o] =

@ En utilisant Chapman Kolmogorov car la CM est homogéne on a le
résultat

PXnsm = in, .-, Xm = lo, Xm-1 = Xm=1, ..., Xo = Xo|lXm = ip] =
P(in_‘], In) o P(IO, I1)P[X0 - XO, e ,Xm_1 - Xm_1|Xm - IO]
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Conditionnement

Un peu de conditionnement discret

Par définition, pour deux événements A et B

P[A n B]

PIAIB] = ~ 5
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Conditionnement

Un peu de conditionnement discret

Par définition, pour deux événements A et B

P[AﬁB] _ E[1A1B]
PB] P[]

P[AIB] =

On généralise cette notion pour une variable aléatoire X. On définit

E[f(X)15]

El(X)B] = = 5
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Conditionnement

Rappelons nous la formule des probabilités totales.

Soit / un ensemble fini ou dénombrable et (£2;);c; une partition de Q2 c’est a
dire
Q= Jo Qn@=0ixj PlQ]#0
i€l

& Soit A un événement

P[A] = ) PAIQIP[] (1)

i€l
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Conditionnement

Rappelons nous la formule des probabilités totales.

Soit / un ensemble fini ou dénombrable et (£2;);c; une partition de Q2 c’est a
dire
Q= Jo Qn@=0ixj PlQ]#0
i€l

& Soit A un évenement
P[A] = > PIAIQIP[Q)] (1)
i€l
& On a la méme formule

Ef(X)] = ) EIf(X)I]PIQ] )

i€l
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Conditionnement

Comment allons nous utiliser cette formule

Soit X une v.a et Y une v.a a valeur dans I'espace E on a

E[f(X)] = > E[f(X)Y = |P[Y = i] (3)

i€eE
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Conditionnement

Comment allons nous utiliser cette formule

Soit X une v.a et Y une v.a a valeur dans I'espace E on a

E[f(X)] = > E[f(X)Y = |P[Y = i] (3)

i€eE

Qu’est ce qu'il en est dans le cadre Markov? On souhaite souvent calculer
Ex[9((Xn+1))] = E[9((Xn11))1Xo = X], avec g : Q' — E.

C’est a dire que g((X»+1)) est potentiellement une fonction de tout le
processus.
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Conditionnement

Comment allons nous utiliser cette formule

Soit X une v.a et Y une v.a a valeur dans I'espace E on a

E[f(X)] = > E[f(X)Y = |P[Y = i] (3)

i€eE
Qu’est ce qu'il en est dans le cadre Markov? On souhaite souvent calculer

Ex[9((Xn+1))] = E[g((Xn+1))IXo = X]. avec g : @ - E.

C’est a dire que g((X»+1)) est potentiellement une fonction de tout le
processus.
Ex : Ta(Xn) = inf{n > 0, X, € A}

ou A designe un événement. Rg Ta est un temps d ’arrét.



Conditionnement

Pour cela on conditionne "souvent" par rapport a la premiére valeur prise
par notre chaine de Markov. On obtient alors la formule suivante en
utilisant la propriéte de Markov

Exlg((Xor1)] = D~ Ey[a((Xa))IP(x. ) (4)

yeE

Si on pose up(x) = Ex[g((Xn))] pour tout x € E on a la formule

Un+1(x) = (Pun)(x)
ou Puy, correspond au produit de la matrice de transition P par le vecteur

Un
Détaillons le cas fini.
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Conditionnement

Theorem

Soit g : EN — R mesurable et soit (X,) une CMH alors si
E[lg((Xnt+1))l] <0 0n a

Ex[a((Xn1))] = D Eyla((Xn))IP(x ¥)

yeE

En définissant le vecteur colonne up(x) = Ex[g((Xn))] pour x € E on a

Unt1 = Pup

un(1)

Un:(i)
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Conditionnement

Application

On considere

Ta(X) = inf{n >0, X, € A}, et Sa(X,) = inf{n > 1,X, € A}

On pose pour tout x € E z(x) = Py(Ta(X,) < o) alors on a
z(x) =1, sixeA, et

z(x) =Pz(x) six ¢ A
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Conditionnement

Application
On considere
Ta(Xn) = inf{n >0, X, € A}, et Sa(Xn) = inf{n>1,X, € A}
On pose pour tout x € E z(x) = Px(Ta(X,) < o) alors on a
z(x) =1, sixeA, et

z(x) =Pz(x) six ¢ A

De la méme maniére si on pose pour tout x € E u(x) = Ex[Ta] on a
u(x)=0, sixeA, et

u(x) =1+ Pu(x) six¢A
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Conditionnement

@ Rappel
Ta(Xn) = inf{n > 0, X, € A}, et Sa(Xn) = inf{n >1,X, € A}

@ Ona
Sa(Xn) =1+ Ta(Xnt1)
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Conditionnement

@ Rappel

Ta(Xn) = inf(n >0, X, € A}, et Sa(Xn) = inf{n > 1,X, € A}

@ Ona
Sa(Xn) =1+ Ta(Xnt1)

@ En effet si Sa(X,) = k ceci équivauta Xy ¢ A,..., Xk_1 ¢ A, Xk €A
Dans ce acs la on voit donc que Ta(Xn+1) = k — 1 et donc le résultat
est établit.
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Conditionnement

@ Rappel
Ta(Xn) = inf{n > 0, X, € A}, et Sa(Xn) = inf{n >1,X, € A}

@ Ona
Sa(Xn) =1+ Ta(Xnt1)

@ En effet si Sa(X,) = k ceci équivauta Xy ¢ A,..., Xk_1 ¢ A, Xk €A
Dans ce acs la on voit donc que Ta(Xn+1) = k — 1 et donc le résultat
est établit.

@ On peut utiliser ¢a pour écrire que si x ¢ A alors

Px(Ta(Xn) < 00) = Px(Sa(Xn) < ) = Px(1 4+ Ta(Xnt1) < o)
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Conditionnement

e Voyons une application concréte de cette formule. Un collectionneur
souhaite récolter les m figurines distinctes que I'on trouve dans les
paquets de céréales, chaque paquet contenant une seule figurine prise au
hasard parmi les m possibles.
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Conditionnement

e Voyons une application concréte de cette formule. Un collectionneur
souhaite récolter les m figurines distinctes que I'on trouve dans les
paquets de céréales, chaque paquet contenant une seule figurine prise au
hasard parmi les m possibles.

e Combien de paquets devra-t-il acheter en moyenne ? Soit, pour n > 0,
X, le nombre de figurines obtenues apres I'achat de n paquets. Le
processus (Xp) est une chaine de Markov homogéne partant de Xp =0 a
valeurs dans {0, ..., m}.
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e Voyons une application concréte de cette formule. Un collectionneur
souhaite récolter les m figurines distinctes que I'on trouve dans les
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hasard parmi les m possibles.

e Combien de paquets devra-t-il acheter en moyenne ? Soit, pour n > 0,
X, le nombre de figurines obtenues apres I'achat de n paquets. Le
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k
P(k.K) = — P(k.k + 1) = M= Rsike{t,..m-1)
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Conditionnement

e Voyons une application concréte de cette formule. Un collectionneur
souhaite récolter les m figurines distinctes que I'on trouve dans les
paquets de céréales, chaque paquet contenant une seule figurine prise au
hasard parmi les m possibles.

e Combien de paquets devra-t-il acheter en moyenne ? Soit, pour n > 0,
X, le nombre de figurines obtenues apres I'achat de n paquets. Le
processus (Xp) est une chaine de Markov homogéne partant de Xp =0 a
valeurs dans {0, ..., m}.

e La matrice de transition est donnée par P(0,1) = 1,P(m,m) = 1 et

k
P(k.K) = — P(k.k + 1) = M= Rsike{t,..m-1)

e Le nombre moyen de paquets a acheter pour obtenir la collection
compléte est Eo[Tp].
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Conditionnement

Deux joueurs jouent a pile ou face, chaque fois que X gagne, il touche 1
de Y, et réciproquement.

lls partent respectivement d’'un capital Xy et Yp, et le jeu s’arréte lorsqu’un
joueur n'a plus d’argent pour payer.

La fortune d’un joueur prend les valeurs {0, 1,2, ...., Xo + Yo}
Calculer la probabilité que le joueur X soit ruiné?

38/104



Conditionnement

@ La fortune du joueur est donc
n
Xn = Xo + Z Y
i=1
avec YjiidtellequeP[Y;=1]=p=1-P[Y; = -1]
@ On introduit
To(Xn) = inf{n > 0| X, = 0}, TX0+Y0 (Xn) inf{n > 0| X, = Xo + Yo}

et
u(k) =Px(To < Txy+v,)

@ Onau(0)=1etu(Xo+ Yy) =0
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Conditionnement

@ Si0<k<Xy+ Ypalorsona

utk) = Pr(To(Xn) < Txo+v,(Xn)) (5)
= Pr(1+ To(Xnt1) <1+ Txgtvo(Xnt1)) (6)
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Conditionnement

@ Si0<k<Xy+ Ypalorsona

utk) = Pr(To(Xn) < Txo+v,(Xn))
Pi(1 4 To(Xnt1) <1+ Txgivo(Xnt1)) (
= Pr(To(Xn+1) < Txotvo(Xns1)) (

I
G

J 2

40/104



Conditionnement

@ Si0<k<Xy+ Ypalorsona

u(k) = Pi(To(Xn) < Txg+vo(Xn)) (5)
Pr(1+ To(Xnt1) <1+ Txotvp(Xnt1)) (6)
Pr(To(Xn+1) < Txo+vo(Xnt1)) (7)
(8)
(9)

(Pu)(k)
= pulk+1)+(1-puk-1)
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Conditionnement

@ Si0<k<Xy+ Ypalorsona

u(k) = Pi(To(Xn) < Txo+v,(Xn)) (5)
= Pu(1+ To(Xnt1) <1+ Txg-v5(Xnt1)) (6)
= Pu(To(Xn+1) < Txotvo(Xnt1)) (7)
= (Pu)(k) (8)
= pu(k+1)+ (1 -pu(k-1) (9)

@ On réécrit I'équation de récurrence double sous la forme
pulk +1)—u(k)+(1-p)u(k -1)=0
@ On résoud I'équation caractéristique associée
px2-x+(1-p)=0



Conditionnement

@ sip # 1/2 les racines sont

_1H+Re-t 0 1-Rp—1]
N 2p ¢ 2p

@ sip = 1/2ily a une racine double

r

r=1
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Conditionnement

@ Traitonslecasp >1/2onar =1,rn = 1%" La solution générale est
donc de la forme

1—pk 1—pk
u(k) = 1% + (—) =+ (—)
(k) U P) u )
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Conditionnement

@ Traitonslecasp >1/2onar =1,rn = 1%" La solution générale est
donc de la forme

1—pk 1—pk
u(k) = 1% + (—) =+ (—)
(k) U P) u )

u(0) = 1 implique 2 + u = 1 et u(Xo + Yp) = 0 implique

A+ (%)XOJFYO = 0 ce qui donne
1-p Xo+Yo
A= _1 (_EJ&)XM-YO’# - 12 (é)xo-i-yo
p p
@ Ainsi ok oY
— — 0 0
o B ()
o\ Xo+ Ve
("

@ |l suffit alors d’appliquer k = Xy pour avoir le résultat recherché
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Conditionnement

@ Sion pose
V(K) = Pk(Txo+v, < To)
alors v(Yp) correspond a la probabilité que ce soit Y qui soit ruiné
@ On montrer que

vik)=pv(k+1)+ (1 -p)v(k-1)
et v(0) = 0et v(Xp + Yp) = 1 Cestinversé.
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Conditionnement

@ Sion pose
V(k) = Px(Txy+v, < To)
alors v(Yp) correspond a la probabilité que ce soit Y qui soit ruiné
@ On montrer que

vik)=pv(k+1)+ (1 -p)v(k-1)

et v(0) = 0et v(Xp + Yp) = 1 Cestinversé.
@ On a alors
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Conditionnement

@ Sion pose
V(k) = Px(Txy+v, < To)
alors v(Yp) correspond a la probabilité que ce soit Y qui soit ruiné
@ On montrer que

vik)=pv(k+1)+ (1 -p)v(k-1)
et v(0) = 0et v(Xp + Yp) = 1 Cestinversé.

@ On a alors

p
@ Un calcul simple montre que
u(k) +v(k) =1
donc le jeu se termine.
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Conditionnement

@ Reste le cas p = 1/2. Dans ce cas il y a une racine double et donc
on a que
u(k) = (A + k) = (A + k)
® u(0) = 1donne 2 =1 et u(Xo + Yo) = 0 donne u = x=1y-

@ Ainsi
k

Xo+ Yo

ulk)=1-
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Théoreme

MARKOV FORT. Soit (X,) une CMH et soit T un temps d’arrét.
Conditionnellement a I'évenement { X, = i} et {Tt < oo}, la suite de v.a
(Xn + ) est une CMH de matrice de transition P et de loi initiale 6; et
indépendante de ¥

Ici 7+ va désigner la tribu définie par
AefF,<=>VneN, An{r=nleF,
PXntr = inseeos Xmpr = i1, Xe = o NAIX; = i, 7 < +o0] =
P(in_1 s in) .. P(io, i1 )(5,'J0 P[A|Xm =iT< —i—oo]
pour tout A € 7.

Intuitivement, indépendant de 7 signifie indépendant de (Xo, ..., X;)



CLASSIFICATION DES ETATS
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Définitions

Soient i et j deux éléments de E on dit que j est accessible a partir de i si il
existe n € N tel que

P"(i,j) >0
on écriti — j.
On dit que i et j communiquent et on note

e j

sii—jetj—i.
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Définitions

Soient i et j deux éléments de E on dit que j est accessible a partir de i si il
existe n € N tel que

P"(i,j) >0
on écriti — j.
On dit que i et j communiquent et on note

e j

sii—jetj—i.

En particulier i — j ssi il existe iy, ..., i, avec iy = i et i, = j tel que

P[Xn =j,.... X1 = it|Xo = i] = P(in-1,j) ... P(i,iy) >0
En d’autres termes il existe un chemin de probabilité strictement positive
quiménedeiaj.
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La relation « est une relation d’équivalence et donc partitionne E en
classe

Definition

On dit qu’'une CMH est iréductible si elle n’a qu’une classe d’équivalence
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La relation « est une relation d’équivalence et donc partitionne E en
classe

Definition

On dit qu’'une CMH est iréductible si elle n’a qu’une classe d’équivalence

@ Pour déterminer les classes d’équivalence on travaille sur le graphe
de la CM.

@ Le graphe est obtenu en tragant pour tout couple d’états (i, j) un arc
allant de i a j si et seulement si P(i,j) > 0
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Définitions

Notion de récurrence et transience
Definition

Un état i est dit récurrent si partant de i la CM revient P; p.s en i.
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Définitions

Notion de récurrence et transience

Definition

Un état i est dit récurrent si partant de i la CM revient P; p.s en i.

Un état non récurrent est dit transient.
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Définitions

Notion de récurrence et transience
Definition
Un état i est dit récurrent si partant de i la CM revient P; p.s en i.

Un état non récurrent est dit transient.

On pose
7 = inf{n > 1|1X, = i}

alors i est récurrent si Pj[rj < o] = P[rj < 00| Xp = i] =1

et i est transient si Pj[rj < oo] = P[1j < o0|Xp = ] < 1

Attention on a prisicin > 1.
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On considére la promenade aléatoire S, = Sp + 27:1 Y; ou les Y; sont
des variables aléatoires indépendantes valant +1, -1, ou 0 avec les

probabilités respectives p, g, r, telles que p + g+ r = 1 et Sy une variable
aléatoire entiére indépendante des (Y;)i»1.

(Sn) est une chaine de Markov sur Z dont la matrice de transition est
donnée par

VieZ, P(i,i+1)=p, P(i,i-1)=q, P(i,i)=r
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On considére la promenade aléatoire S, = Sp + 27:1 Y; ou les Y; sont
des variables aléatoires indépendantes valant +1, -1, ou 0 avec les
probabilités respectives p, g, r, telles que p + g+ r = 1 et Sy une variable
aléatoire entiére indépendante des (Y;)i»1.

(Sn) est une chaine de Markov sur Z dont la matrice de transition est
donnée par

VieZ P(i,i+1)=p, P(i,i-1)=q, P(i,i)=r
Pour tout k € Z on note u(k) la probabilité de passage par I'état 0 a partir
de I'étatk : u(k) = Px(dn>0,S,=0) = P(dn > 0,S, = 0|Sp = k) La

suite u(k) vérifie:

(p+q)u(k) = pu(k +1)+qu(k —1) et u(0) =1
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Ainsi on a

@ Sip=qu(k)=1Yk#0

@ sip>qVk <0,u(k)=1

° sip>qVk>0,u(k):(%)k
On en déduit que

Po(In>1,S,=0)=1-|p—-q
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Nombre de visites d’un site

Definition
On définit le nombre de visite du site i par

N; = Z 1x,=i = i 1x,=i
n=1

neN*

& Notez que 'on commence a n =1
& On a par exemple

BN = ) P"(ii), Ei(N) =) P(i.i)

n=1
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& On a le résultat suivant

Proposition
Pour toutn e N

Pi(N; > n+ 1) = Pj(tj < +00)P;(N; > n)
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& On a le résultat suivant

Proposition

Pour toutn e N

Pi(N; > n+ 1) = Pj(tj < +00)P;(N; > n)

& On en déduit que
Pi(N; > n+1) = Pi(tj < +00)Pi(N; > n)

& Si Xp = i alors N; suit une loi géométrique

Pi(N; > n) = (PI(TI < +°°))n
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Définitions

Les conditions suivantes sont équivalentes
@ | est récurrent
Q Pi(N; = +0) =1
Q X, P(i,i) =00
Les conditions suivantes sont équivalentes
@ i est transient
Q@ Pi(N; = +o0) = 0 et la v.a N; suit une loi géométrique de paramétres
Pi(71i < )

Q X, P(i,i) < o

& Recurrence de la marche aleatoire symetrique sur Z, 72
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Définitions

@ La récurrence et la transience sont des propriétés de classe

@ Tous les états d'une méme classe récurrente sont visités P; presque
slrement pour tout état j de la classe

Pj(T; < OO) = P,'(N,' = OO) =1

pour tout i et j dans la classe de récurrence.

On ne sort pas d’'une classe de récurrence
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Proposition

Si E est fini alors la CM admet au moins une classe de récurrence.
En patrticulier toute CM irréductible sur un espace d’états finis est
récurrente

EIN] = Y B(Ni>n+1)= ) Pjri < o)Bi(Ni > n)
n n
= Pi(ri < e0)(1 + Ei[N])
@ Sii est transient E;[Nj] < oo

@ co = Ej[}; Ni| = X Ej[Nj] si E est de cardinal fini et tous les états j
transient la derniére quantité devrait étre finie.
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MESURE INVARIANTE - THEOREMES LIMITES
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@ Un domaine important de I'étude des systémes dynamiques
s’'intéresse au comportment en temps long de ces systémes
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@ Vers quoi converge notre systeme?

59/104



@ Un domaine important de I'étude des systémes dynamiques
s’'intéresse au comportment en temps long de ces systémes

@ Vers quoi converge notre systeme?
@ Est-il chaotique?
@ Va t-il se stabiliser?

59/104



@ Un domaine important de I'étude des systémes dynamiques
s’intéresse au comportment en temps long de ces systémes

Vers quoi converge notre systéme?

Est-il chaotique?

Va t-il se stabiliser?

Ces questions sont pertinentes pour les chaines de Markov !

Comme notre systéme dynamique est aléatoire, on s’intéresse a la
distribution de notre CM en temps long?
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@ Un domaine important de I'étude des systémes dynamiques
s’intéresse au comportment en temps long de ces systémes

Vers quoi converge notre systéme?

Est-il chaotique?

Va t-il se stabiliser?

Ces questions sont pertinentes pour les chaines de Markov !

Comme notre systéme dynamique est aléatoire, on s’intéresse a la
distribution de notre CM en temps long?

@ Entemps long quand n tend vers +co la loi de (X;) va t-elle se
stabiliser ?

@ Nous parlerons donc de distribution stationnaire, mesure invariante.
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Concernant le comportement en temps long quelles sont les questions
que I'on peut se pose

@ Convergence en loi

21X = 1] = P(i.j) - i)
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Concernant le comportement en temps long quelles sont les questions
que I'on peut se pose

@ Convergence en loi

BilXn = ] = P"(i.) - u(i.))
@ Moyenne empirique
1 n
- Z 1Xk:j—n>/l(i,f), P p.s
k=1
@ On peut voir que si ces deux limites existent alors elles sont égales

60/104



@ Rappelons que si j est transient alors pour tout i
Ei[Nj] < oo
@ Orona
EN] = > P"(i.j) < o0
n
@ Donc
P"(i,j) = 0
@ De plus N; < oo est fini P; p.s d’ol
1 n
EKZ; 1Xk=]70 P; p.s

@ CCL: on peut se restreindre au classes récurrentes et donc supposer
la CM irréductible (car on ne sort pas d’une classe de récurrence)
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Definition
On dit qu’'une mesure r est invariante pour la matrice stochastique P si

aP =nx

& ATTENTION: ici on parle de mesure et donc une mesure invariante peut
étre a priori de mesure infinie.
& Exemple: marche symétrique sur Z
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Definition
On dit qu’'une mesure r est invariante pour la matrice stochastique P si

aP =nx

& ATTENTION: ici on parle de mesure et donc une mesure invariante peut
étre a priori de mesure infinie.
& Exemple: marche symétrique sur Z

Proposition

Sin est une mesure de PROBABILITE invariante pour la matrice
stochastique P et si Xy ~ « alors

Xn""ﬂ-,vnEN

v
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Toute CMH irréductible admet une MESURE invariante STRICTEMENT
POSITIVE sur E et toutes les MESURES invariantes sont proportionnelles
entre elles

@ Cette mesure peut étre de masse infinie si E est infini dénombrable

@ Si E est fini, une CMH irréductible admet une unique mesure de
probabilité invariante
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Soit i un état récurrent et 7; le temps de premier retour (donc fini p.s)

@ i est dit récurrent positif si E;[7;] < oo
@ i est dit récurrent nul si Ej[7j] = oo

Soit X une CMH irréd alors les propositions suivantes sont équivalentes

@ il existe un état i récurrent positif

@ tous les états sont récurrents positifs

@ la CM admet une unique probabilité invariante donnée par
1

A= Ei[7i]
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Théoréme

Une CMH irréductible a espace d’état fini admet une unique probabilité
invariante et donc tous ses états sont récurrents positifs

@ La connaissance de la mesure invariante permet de calculer E;[t]
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Théoréme

Une CMH irréductible a espace d’état fini admet une unique probabilité
invariante et donc tous ses états sont récurrents positifs

@ La connaissance de la mesure invariante permet de calculer E;[t]

@ Si E est fini on résoud 7P = 7 et on prend un vecteur a coordonnées
positives et on le normalise. Il y en existe forcément un. Quelle est la
dimension de I'espace propre associé a 1 pour P
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Théoréme

Une CMH irréductible a espace d’état fini admet une unique probabilité
invariante et donc tous ses états sont récurrents positifs

@ La connaissance de la mesure invariante permet de calculer E;[t}]

@ Si E est fini on résoud 7P = 7 et on prend un vecteur a coordonnées
positives et on le normalise. Il y en existe forcément un. Quelle est la
dimension de I'espace propre associé a 1 pour P

@ Une mesure A est dite P réversible si pour tout (i, j) € E2
A(NP(I.J) = AP, 1)

une telle mesure est nécessairement invariante
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Definition
On appelle période d’un état

d(i) = pged{n > 1|P"(i, i) > 0}
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On appelle période d’un état
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Proposition
Tous les états d’'une méme classe ont méme période

Definition

On dit qu’une classe est apériodique si I'un des états de cette classe a
une période 1
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Definition
On appelle période d’un état

d(i) = pged{n > 1|P"(i, i) > 0}

Proposition
Tous les états d’'une méme classe ont méme période

Definition

On dit qu’une classe est apériodique si I'un des états de cette classe a
une période 1

Si P(i,i) > 0alors d(i) = 1
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Proposition
Soit i un état de période 1 alors

o il existe N(i) telle que pour tout n > N(i): P"(i,i) > 0
@ pour tout j < i il existe N(i, j) telle que pour tout n > N(i,j):
P"(i,j) > 0

@ Pour E fini une CMH irréductible est apériodique si et seulement si il
existe n tel que P" n’a que des coefficients strictement positifs.
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Définitions

Théoreme

Soit X une CMH irréductible apériodique pour laquelle il existe une
probabilité invariante r alors

P(i.j) — =(j)
pour tout état i. Ainsi pour toute mesure initiale A

Pa(Xn = J) — 7(j)

@ Si X est une CMH irréductible apériodique et récurrente positif alors
on a CONVERGENCE EN LOI

@ Si E est fini et si X est une CMH irréductible et apériodique alors il ya
forcément convergence en loi
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Théoréeme

Soit X une CMH irréductible alors pour toute mesure initiale A et pour tout
état j

1 < 1
— 1. —- —— P, p.s
n,; T Bl P

@ Si E est fini et si X est une CMH irréductible alors
1 n
- Z 1x= = () Paps
k=1
ou & est 'unique probabilité invariante

@ C’est ce résultat que I'on utilise dans les simulations pour approcher
la mesure invariante.
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Définitions

Soit X une CMH irréductible et récurrente positive alors pour toute mesure
initiale A et pour toute fonction mesurable bornée on a

1 n
— P, p.
nkzz;f(Xk)affdn L p-S

@ Méthode de Monte Carlo
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On considére E fini

Proposition

Soit P une matrice stochastique alors P admet 1 comme valeur propre et
toutes ses valeurs propres sont de module plus petit ou égal a 1

@ Si P est diagonalisable et que 1 est sa valeur propre de module 1 et
qgu’elle est simple et que les autres valeurs propres sont strictement
plus petite que 1 alors il est facile de voir que

P"(i,j) — =
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Proposition

Toute CMH a espace d’états finis admet une mesure de probabilité
invariante

@ Soit ug une mesure initiale, on considere
1 n
N k
i) = ;uop

C’est une suite a valeurs dans le complexe des vecteurs de
probabilité qui est compact donc admet une sous-suite convergente
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Soit P une matrice stochastique et soit A une valeur propre de module 1
de PT et soit v un vecteur propre associé. Alors [v|" = (|vi],...,|vql) est
un vecteur propre associés a la valeur propre 1 pour PT.

Soit P une matrice stochastique associé a une CMH irréductible et
apériodique alors P n’a que 1 comme v.p de module 1 et I'espace propre
associé est de dimension 1
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Le but de I'algorithme de Metropolis-Hastings est de simuler une mesure
de probabilité 7 sur un espace d’état E en simulant une chaine de Markov
dont la mesure invariante est .
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Le but de I'algorithme de Metropolis-Hastings est de simuler une mesure
de probabilité 7 sur un espace d’état E en simulant une chaine de Markov
dont la mesure invariante est .

Sous de bonnes hypothéses, cette chaine de Markov convergera donc en
loi vers 7 (ergodicité).

Cet algorithme est en particulier utilisé dans le cas, ou la mesure m n’est
pas connue exactement, mais a constante pres.
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Le cadre général est donc le suivant : la mesure de probabilité 7 s’écrit
f(x)A(dx)

)= o

ou
@ f est une fonction mesurable de E — R

@ 1 est une mesure positive de référence (la mesure de Lebesgue par
exemple)

La constante de renormalisation fE f(x)A(dx) n’est pas connue. On écrit
en général que la mesure r est proportionnelle a f(x)A(dx)
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Soit 7 une mesure de probabilité sur un espace d’état fini E.
Trouver une chaine de Markov dont la mesure invariante est = n’est pas
difficile : par exemple, on peut prendre Xi, ..., X, indépendants de loi .
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Cette solution triviale ne nous intéresse pas. Notre but est de trouver une

chaine de Markov (X;,)n=0 qu’on sait simuler méme dans les cas ou on ne
sait pas simuler .
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une matrice de transition Q : E x E — [0, 1].
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Soit 7 une mesure de probabilité sur un espace d’état fini E.
Trouver une chaine de Markov dont la mesure invariante est = n’est pas
difficile : par exemple, on peut prendre Xi, ..., X, indépendants de loi .

Cette solution triviale ne nous intéresse pas. Notre but est de trouver une
chaine de Markov (X;,)n=0 qu’on sait simuler méme dans les cas ou on ne
sait pas simuler .

Partons du principe qu’on sache simuler simplement une chaine de
Markov auxiliaire (dont la mesure invariante n’est pas forcément ) d’aprés
une matrice de transition Q : E x E — [0, 1].

Lalgorithme de Metropolis-Hastings modifie Q pour obtenir une chaine de

Markov de mesure invariante .
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Définitions

La chaine de Markov (X,)ns0 définie par Metropolis-Hastings a partir
d’'une mesure r sur E et d’'une matrice de transition Q est la chaine de
Markov homogéne de matrice de transition

. m(y)Q(y, ]
Q(x,y)m'"(L%) s
1= Yz2x P(x, 2) Six=y

P(x,y) = {
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La probabilité P(x, y) d’aller de x a y (pour y # x) est donc la probabilité
d’aller de x a y en suivant la matrice de transition Q multipliée par un

facteur min (1, %) que I'on appelle probabilité d’acceptation rejet.
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candidat y sur lequel sauter suivant la loi donnée par Q(x, -), et on saute

effectivement sur y avec probabilité min (1 , %), sinon on reste sur
X.
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La probabilité P(x, y) d’aller de x a y (pour y # x) est donc la probabilité
d’aller de x a y en suivant la matrice de transition Q multipliée par un

facteur min (1, %) que I'on appelle probabilité d’acceptation rejet.

On peut donc simuler un saut partant de x comme ceci : on choisit un
candidat y sur lequel sauter suivant la loi donnée par Q(x, -), et on saute

effectivement sur y avec probabilité min (1 , %), sinon on reste sur
X.

Le choix de sauter se fait de fagon indépendante
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La procédure peut étre retranscrite comme ceci.

Metropolis-Hastings
Xo = simulation selon une loi initiale quelconque ;
pour i entre 1 et n,

y = tirage aleatoire selon la loi Q(Xi_1,-)

. . 7(y)Q(y,Xi-
si uniform() < %
X,' =Yy
sinon faire
Xi = Xi1

sortir (Xo,..., Xn);

79/104



Vérification : On veut vérifier que la chaine X, construite ci-dessus admet
bien P comme matrice de transition.

Précisons un peu les notations. A chaque étape i, on notera Y; la variable
aléatoire tirée selon la loi Q(Xi_1, ) et U; la variable aléatoire uniforme

utilisée dans le choix. En particulier, U; est indépendante et Y; et donc de
X,'_1 .
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Précisons un peu les notations. A chaque étape i, on notera Y; la variable
aléatoire tirée selon la loi Q(Xi_1, ) et U; la variable aléatoire uniforme
utilisée dans le choix. En particulier, U; est indépendante et Y; et donc de
Xi-1. Pour tout couple (x,y) € E avec x # y

_ . . o 7T(Yn+1)Q(Yn+1aXn) B
F’()<HAF1 - )/|)<n - )() - I:( \674*1 - )/ Eet Ljn—k1 f; ( 7T()<}])(:?()(n, \’h_k1 ) |)<}7 = X
_ _ m(y)Q(y X)) _
= F’(\Cq4_1 — )/ et Ljn4_1 < (7{()()(2()(’)/) |)(n — )()
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Vérification : On veut vérifier que la chaine X, construite ci-dessus admet
bien P comme matrice de transition.

Précisons un peu les notations. A chaque étape i, on notera Y; la variable
aléatoire tirée selon la loi Q(Xi_1, ) et U; la variable aléatoire uniforme
utilisée dans le choix. En particulier, U; est indépendante et Y; et donc de
Xi-1. Pour tout couple (x,y) € E avec x # y

- — ¥ — _ (Yn11) Q(Ynt1, Xn) _
P(Xnt1 = yIXn = x) =P(Yny1 =y et Upyq < ( H(Xn)Q(Xn, Yn+1) | X = X
_ _ a(y)Qly.x)\,,, _
= F’(\1q4_1 — )/ et Ljn4_1 < (;;Z;;SEjZ;;:};; |)(n — )()

ou l'on a utilisé le fait que U1 est indépendant de X, et Y,1.
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Lalgorithme de Metropolis-Hastings utilise une simulation selon Q et
choisit de garder ou de rejeter le saut selon une certaine probabilité qui
fait intervenir le quotient (x)/x(y).

En particulier, il suffit de connaitre & sur E a constante pres, ce qui s’avére
trés important dans certains cas.

81/104



Justification de I'algorithme
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Justification de I'algorithme

Montrons que la mesure r est bien la mesure invariante associée a la
chaine de Markov de matrice P.

Proposition

On suppose que n(x) # 0 pour tout x € E et que
Q(x,y) >0 e Q(y,x) > 0.

i) m est la mesure de probabilité invariante pour la chaine (Xp)ns0 de
matrice de transition P.

i) Side plus Q est irréductible, alors P I'est aussi et on a donc les
convergences usuelles vers m quand n — co.
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Preuve de i) : On commence par montrer que la mesure r est réversible
pour P c’est a dire que pour tout couple (X, y)

u(x)P(x,y) = u(y)P(y, x)
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Preuve de i) : On commence par montrer que la mesure r est réversible
pour P c’est a dire que pour tout couple (X, y)

u(x)P(x,y) = u(y)P(y, x)

Commencons par vérifier qu’une mesure réversible est invariante.
Remarquons que

HP(y) = u(x)P(x.y)

XeE
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Vérifions maintenant cette propriété.
La propriété est toujours vraie si x = y.

Pour x # y,onan(x)P(x,y) =0 = n(y)P(y, x) si Q(x,y) = Q(y,x) =0,
et

ﬂ(X)P(X’ y) = ﬂ(X)Q(X, y) min (1’ %)
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et

ﬂ(X)P(Xa y) = ﬂ(X)Q(X, y) min (1’ %)

= min (7(x)Q(x,y),7(y)Q(y. x))
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Vérifions maintenant cette propriété.
La propriété est toujours vraie si x = y.

Pour x # y,onan(x)P(x,y) =0 = n(y)P(y, x) si Q(x,y) = Q(y,x) =0,
et

— x(nQ(y.x) min| 92
= n(y)P(y.x)

si Q(x, y) et Q(y, x) sont non nuls.
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Preuve de ii) :
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Preuve de ii) :

On a P(x,y) > 0 dés que Q(x, y) > 0 comme on a supposé que n(x) # 0.
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Preuve de ii) :

On a P(x,y) > 0 dés que Q(x, y) > 0 comme on a supposé que n(x) # 0.

Par conséquent, toutes les trajectoires réalisables par Q le sont par P, et
lirréductibilité de Q entraine I'irréductibilité de P.
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Définitions

Exemple :

On veut simuler sur I'espace {1, -- n} la mesure x telle que n(k) « WJ—1F
On se sert de la chaine de Markov auxiliaire définit comme suit : a chaque

étape, lorsque la chaine se trouve en position k, elle se déplace avec une
chance sur deux sur I'un des entiers voisins k — 1 et k + 1.
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Exemple :

On veut simuler sur I'espace {1, -- n} la mesure x telle que n(k) « m2—1)2
On se sert de la chaine de Markov auxiliaire définit comme suit : a chaque
étape, lorsque la chaine se trouve en position k, elle se déplace avec une
chance sur deux sur I'un des entiers voisins k — 1 et k + 1. Lorsque la
chaine est sur un bord comme il n’y a qu’un seul voisin disponible, avec
une chance sur deux elle reste sur place, et sinon elle va sur I'entier
voisin.
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Exemple :

On veut simuler sur I'espace {1, -- n} la mesure x telle que n(k) « WJ—1F
On se sert de la chaine de Markov auxiliaire définit comme suit : a chaque
étape, lorsque la chaine se trouve en position k, elle se déplace avec une
chance sur deux sur I'un des entiers voisins k — 1 et k + 1. Lorsque la
chaine est sur un bord comme il n’y a qu’un seul voisin disponible, avec
une chance sur deux elle reste sur place, et sinon elle va sur I'entier
voisin.La matrice Q de cette chaine s’écrit alors

1/2 1/2
1/2 0 1/2
Q= 1/2
0 1/2
1/2 1/2
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Calculons alors

r(2)Q2.1), 1 . 22 4

P(1,2) = Q(1,2)min(1,m) = Emln(1,¥) =18

On peut vérifier que pourtout1 >k <n-—1:

1(k+1)2
Pk,k +1) = =
k1) = 2 kT2
pour tout2 < k < n,
1
Pk,k —1)= =
( ’ ) 2

Dans cet exemple, on remarque le la matrice Q est symétrique ce qui
simplifie grandement les calculs.
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Si la mesure cible 7 est une mesure sur R de densité f, on peut encore
définir la dynamique de type Métropolis Hastings.
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appelé noyau d’exploration.
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Si la mesure cible 7 est une mesure sur R de densité f, on peut encore
définir la dynamique de type Métropolis Hastings.

Dans ce cas, il faut un équivalent de la dynamique d’une chaine de
Markov sur un espace non dénombrable.

On se donne alors une famille de densité (q(x, ¥))x,yer indexée par x € R,
c'est-a-dire que pour tout x € R, on a une mesure de probabilité g(x, y)dy,
appelé noyau d’exploration.

Cette famille de densités va nous permettre de choisir un candidat pour
I'évolution de 'algorithme.
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Metropolis-Hastings (cas continu)
Xo = simulation selon une loi initiale quelconque ;
pour i entre 1 et n,

Y = simulation selon la loi q(Xj_1,y)dy

i uni f(y)a(Y. X
si uniform() < %

Xi=Y
sinon faire
Xi = Xi-1
sortir (Xp, ..., Xp);
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Lobjectif de cette partie est de voir un algorithme permettant de trouver le
minimum d’une fonction définie sur un espace d’état fini (mas grand).
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Lobjectif de cette partie est de voir un algorithme permettant de trouver le
minimum d’une fonction définie sur un espace d’état fini (mas grand).

Cet algorithme est basé sur I'algorithme de Métropolis Hastings et la
construction d’'une famille de mesures de probabilités adaptée : les
mesures de Gibbs.
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Définitions

Soit E un espace fini et V : E — R une fonction appelée traditionnellement
énergie (ou Hamiltonien) dont on cherche les points de I'espace E ou le
minimum est réalisé.

Proposition

La mesure de Gibbs ut associée a la température T > 0 est alors la
mesure de probabilité

pr() = 3 exp (- 1Y)

oUZr = ¥ cgexp (—lT V( y)) est une constante appelée fonction de
partition.

En général, 'espace d’états E est trés grand, et la constante Zr est
inconnue.
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Définitions

. . 1
l) Pour x € E, _[!E}noo/,lT(X) = W(E)

i) Pourx € E,

1
———sixeM
imoﬂ-r(x) == Card(M)

I

[ 0 sinon.
ou M I'ensemble des points ot V atteint son minimum :
M= {x € E: V(x) =min, V(y)}.

Lorsque la température T est élevée, la mesure de Gibbs a tendance a
s’uniformiser sur I'espace des états. Lorsque T diminue, ut se concentre
sur les points ou V atteint son minimum.
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1
Pour x € E, Tlim exp (—? V(x)) =1, donc

lim Zr = lim Zexp(—;V(X)) = "1 = Card(E)

xXeE xeE
uis lim pr(x) = lim = exp(~V(x)| = =
PUIS LI KT Tz SP\TT ~ Card(E)’

93/104



Soit V* = miny V(y). On peut écrire

VT
ur(x) = S5 —exp (—%(V(X) - v*)),

ce qui implique (en sommant sur les x) que

Zexp(—;(wx) - v*)),

xeE

VT
e
1=

Zr

c’est-a-dire que

% — Y exp (-;(V(x) - v*)).

xeE

94/104



Du coup, on peut faire le méme raisonnement que précédemment. Pour
1
xeE, i ——=(V(x)-V")|=1sixe Met
T|Ln0exp( T( (x) )) M

: 1 ol A
_’_Iino exp (—?(V(X) -V )) = 0 sinon.
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Du coup, on peut faire le méme raisonnement que précédemment. Pour
1
E, li —=(V(x) - V)| =1si
X € T|Ln0exp( T( (x) )) six € Met
1
%im0 exp (——(V(X) - V*)) = 0 sinon.

T
D’ou

lim = lim » exp (—%(V(X) - V*)) = Z 1 = Card(M),

T=0e” VT T=0 xeE XxeM

ce qui permet d’écrire la limite de

-V*/T
r() = S exp(—lT(V(x) - v*)),

1
c'est-a-dire lTiLno”T(X) = Card(M) six € Met yLnouT(x) = 0 sinon.
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Lorsque E est grand, il peut étre difficile de simuler une variable dans E
selon la loi de u1, notamment quand on ne peut pas calculer Z7. Dans ce
cas-la, I'algorithme de Metropolis-Hastings est d’'un grand secours.
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On considérera dans la suite que la matrice Q est symétrique et
irréductible.
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On considérera dans la suite que la matrice Q est symétrique et
irréductible.

Dans ce cas remarquons que

ZIEQ = (1T(V(x) - V(y>)

Aussi, si V(x) > V(y) alors % > 1 donc I'algorithme acceptera toujours
les sauts qui diminuent la valeur de la fonction V.
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On considérera dans la suite que la matrice Q est symétrique et
irréductible.

Dans ce cas remarquons que

40— o100 - V)|

Aussi, si V(x) > V(y) alors % > 1 donc I'algorithme acceptera toujours

les sauts qui diminuent la valeur de la fonction V.

ATinverse, si V(x) < V(y), 'algorithme pourra quand méme passer de x a
y.

Cette propriété évite en général a I'algorithme de rester coincer dans des
minimums locaux et permet de bien explorer tout 'espace d’état.
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Metropolis-Hastings pour une mesure de Gibbs
Xop = simulation selon une loi initiale quelconque ;
pour i entre 1 et n,

y = simulation selon la loi Q(Xj_1,y)

si uniform() < exp(
X,' =Yy
sinon faire
Xi = Xi-1
sortir X,

Lorsque n est grand, la variable finale X, a alors une distribution proche
de ur.
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Nous allons maintenant voir comment modifier 'agorithme de Metropolis
Hastings précédent pour qu’il converge vers les points de E ou V est
minimal (on parle d’argmin de la fonction V)

On sait que lorsque T tend vers 0, la mesure ur se concentre sur les
points ou V est minimal. Lidée du recuit simulé est alors de simuler ur,, a
I'aide de I'algorithme de Metropolis-Hastings, et de faire baisser T,, au fur
et 2 mesure de I'algorithme.
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On fixe donc une dynamique Markovienne auxiliaire Q facile a simuler, et

de préférence symétrique, puis une suite (T,),>1 de températures qui tend
vers 0.
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On fixe donc une dynamique Markovienne auxiliaire Q facile a simuler, et

de préférence symétrique, puis une suite (T,),>1 de températures qui tend
vers 0.

Pour une matrice Q symétrique, le probabilité d’acceptation/rejet s’écrit

e V() - V()
min 1.7 e ) = mn e ()
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On effectue donc I'algorithme suivant dans le cas symétrique.

Recuit simulé
Xo = simulation selon une loi initiale quelconque ;
pour i entre 1 et n,

y = simulation selon la loi Q(Xj_1,Y)

si uniform() < eXp(M)

X,' =Yy
sinon faire
Xi = Xi1
sortir X,
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Comme précédemment, dés qu’un saut se fait en direction qui diminue la
fonction V, il va étre automatiquement accepté.
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Comme précédemment, dés qu’un saut se fait en direction qui diminue la
fonction V, il va étre automatiquement accepté.

En revanche, le recuit simulé aisse une chance a I'algorithme de passer
d’un état x a un état y méme si V(y) > V(x).

Toutefois, comme Ty tend vers 0, la probabilité d’effectuer un tel saut
décroit avec n. On peut ainsi se sortir de minima locaux.

Les algorithmes comme par exemple la descente de gradient risquent au

contraire de se coincer dans un minimum local en refusant de
réaugmenter V.
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Le théoréme suivant, qu’on ne va pas démontrer, justifie la convergence
de cet algorithme.

Proposition

Pour toute fonction V, il existe une constante qui dépend de V telle que
'algorithme de recuit simulé avec la suite de température T, = Iog++1 se
concentre sur 'ensemble M des points ot V atteint son minimum :

lim P[X, € M] = 1.
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Il faut bien se rendre compte que le choix de T, peut s’avérer délicat. En
particulier, T, = |og++1 est trop lent souvent trop lent, et un mauvais choix
de la constante C peut empecher le fonctionnement de I'agorithme.
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Il faut bien se rendre compte que le choix de T, peut s’avérer délicat. En
particulier, T, = |og++1 est trop lent souvent trop lent, et un mauvais choix
de la constante C peut empecher le fonctionnement de I'agorithme.

On préfére souvent prendre une suite géométrique T, = AT, avec
0.5 < 1 < 1. Mais il faut faire attention tout de méme car
@ si on fait baisser T, trop vite, on accepte de moins en moins les sauts
qui font augmenter V, et on peut se retrouver coincé dans un
minimum local.
@ si on fait baisser T, trop lentement,'algorithme met trop longtemps a
converger.
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