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Position du probléme Code stochastique et estimation de quantile
Premiéres idées

Vers une autre stratégie

@ Position du probleme
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Position du probléme Code stochastique et estimation de quantile
Premiéres idées
Vers une autre stratégie

Qu'est-ce qu'un code stochastique ?

L G(.) — y=G(x)

Numerical code : Y=G(X)
G(x) is a real number

y1
X =g G(.,€) 'éyz ?

yn

Stochastic code : Y=G(X, ¢)
G(x, €) is a random variable
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Position du probléme Code stochastique et estimation de quantile
Premiéres idées
Vers une autre stratégie

Un exemple simple

Nombre de joueurs ::>
Nombre de cartes par joueur |:>

Valeur de ma meilleure carte
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Position du probléme Code stochastique et estimation de quantile
Premiéres idées
Vers une autre stratégie

Qu'est-ce qu'un code stochastique ?

X i G(.) - y=G(x)

Numerical code : Y=G(X)
G(x) is a real number

y1
X = G(.,¢) iéyz ?

yn

Stochastic code : Y=G(X, ¢)
G(x, €) is a random variable

Notations : X € RY vecteur des entrées. o fixé le niveau du
quantile a estimer.
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Position du probléme Code stochastique et estimation de quantile
Premiéres idées
Vers une autre stratégie

Qu'est-ce qu'un code stochastique ?

X i G(.) - y=G(x)

Numerical code : Y=G(X)
G(x) is a real number

y1
X = G(.,¢) iéyz ?

yn

Stochastic code : Y=G(X, ¢)
G(x, €) is a random variable

Notations : X € R? vecteur des entrées. o fixé le niveau du
quantile a estimer.

But : Estimer le quantile de la loi £(G(X,€)|X = x) en utilisant le
moins possible d'appels au code.
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Premiéres idées

Vers une autre stratégie

@ Position du probleme
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Position du probleme Code stochastique et estimation de quantile
Premiéres idées
Vers une autre stratégie

Pour estimer un quantile d'une loi Z, on peut...

1) Construire un échantillon (Z1,...,Z,) de la loi Z.
2) Utiliser un estimateur du quantile, par exemple :

a) Le quantile empirique Z(|po|+1)-
b) L’algorithme stochastique suivant :

0o € R

1
9n+1 = 0,, - ni,y (]'Zn+1§9n - a) .
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Position du probleme Code stochastique et estimation de quantile
Premiéres idées
Vers une autre stratégie

Application a notre probleme

On veut estimer le quantile de la loi £(G(X,€)|X = x), on
pourrait donc :

1) Fournir plusieurs fois I'entrée x au code stochastique, pour
construire un échantillon de notre loi.

2) Utiliser un des deux estimateurs précédents.

Probleme

On veut estimer le quantile conditionnel pour plusieurs entrées x a
la fois.

Chaque appel au code coiite cher, on ne peut pas se permettre de
construire un échantillon de la loi conditionnelle pour chacun de
ces X.
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Position du probleme Code stochastique et estimation de quantile
Premiéres idées

Vers une autre stratégie

@ Position du probleme

@ Vers une autre stratégie

T. Labopin-Richard, F. Gamboa, A. Garivier timation de quantile dans les codes stochastiques



Position du probleme Code stoc que et estimation de quantile
Premie S
Vers une autre stratégie

Stratégie adoptée

1
2
3
4

)
)
)
)

On fixe un budget N.
On tire un échantillon d’entrées (Xi,..., Xn).
On observe les réponses correspondantes (Yi,..., Yy).

On applique un algorithme qui permettra, pour tout x et
n'utilisant que le passé, de calculer un estimateur du quantile
conditionnel.
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Présentation de I'algorithme
Résultats

Algorithme stochastique et théorie des k-plus proches voisins

@ Algorithme stochastique et théorie des k-plus proches voisins
@ Présentation de I'algorithme
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Présentation de I'algorithme

Algorithme stochastique et théorie des k-plus proches voisins Résultats

Un algorithme solution

Notre algorithme

90(X) eR
1
Ont1(x) = On(x) — P2 (1 Yn1<0n(x) — Oé) lX,,+1ekNN,,(x)

ot k, = |nf].
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Présentation de I'algorithme

Algorithme stochastique et théorie des k-plus proches voisins Résultats

Un algorithme solution

Notre algorithme

90(X) eR
1
Ont1(x) = On(x) — P2 (1 Yn1<0n(x) — Oé) an+1ekNN,,(x)

ot k, = |nf].

e Quels sont les parameétres optimaux v et 37
e Sous quelles hypotheéses I'algorithme est-il convergent?

e Peut-on montrer des résultats non-asymptotiques ?
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Présentation de |'algorithme
Résultats

Algorithme stochastique et théorie des k-plus proches voisins

@ Algorithme stochastique et théorie des k-plus proches voisins

@ Résultats
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Présentation de |'algorithme

Algorithme stochastique et théorie des k-plus proches voisins Résultats

Hypothese de continuité

On introduit les notations suivantes :
1) By(x) est le plus petit segment contenant les k plus proches
voisins de x.
2) Fys, est la fonction de répartition de la loi L(Y|X € B,(x)).
3) Fyx est la fonction de répartition de la loi de L(Y|X = x).
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Présentation de |'algorithme

Algorithme stochastique et théorie des k-plus proches voisins Résultats

Hypothese de continuité

On introduit les notations suivantes :

1) By(x) est le plus petit segment contenant les k plus proches
voisins de x.

2) Fys, est la fonction de répartition de la loi L(Y|X € B,(x)).

3) Fyx est la fonction de répartition de la loi de L(Y|X = x).

Hypothése Al Il existe une constante de Lipschitz M telle que
Vn, Vx € Supp(X), Vt € R :

Fyonio£) = Fy(2)] < M max [x — al| = MIIX — x|
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. . L. .. Présentation de I'algorithme
Algorithme stochastique et théorie des k-plus proches voisins A =
Résultats

Hypotheses techniques

Hypothése A2 La loi des entrées est a densité et cette fonction de
densité est minorée sur son support par une constante Cippyrs > 0.

= Permet de gérer des quantités comme E(||X — x|, n)) ou
P(X € kNN,(x)).
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Présentation de |'algorithme

Algorithme stochastique et théorie des k-plus proches voisins Résultats

Hypotheses techniques

Hypothése A2 La loi des entrées est a densité et cette fonction de
densité est minorée sur son support par une constante Cippyrs > 0.

= Permet de gérer des quantités comme E(||X — x|, n)) ou
P(X € kNN,(x)).

Hypothése A3 La fonction code g est a valeurs dans le compact
[a, b].

= Vx, 0p(x) est bornée uniformément en w. On appelle R la
borne uniforme de (6, — 6%)2.
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Présentation de |'algorithme

Algorithme stochastique et théorie des k-plus proches voisins Résultats

Hypotheses techniques

Hypothése A2 La loi des entrées est a densité et cette fonction de
densité est minorée sur son support par une constante Cippyrs > 0.

= Permet de gérer des quantités comme E(||X — x|, n)) ou
P(X € kNN,(x)).

Hypothése A3 La fonction code g est a valeurs dans le compact
[a, b].

= Vx, 0p(x) est bornée uniformément en w. On appelle R la
borne uniforme de (6, — 6%)2.

Hypothése A4 Pour tout x, la loi g(X,€)|X = x est a densité
minorée par une constante D(x) > 0.

= Il existe une constante Dcoge(x) telle que :

W0n(x), [Fy<(0n(x)) = Fy<(0"(x))] [0n(x) = 07 (x)] = Deoge(x) [0n(x) — " (x)]*.
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Présentation de |'algorithme

Algorithme stochastique et théorie des k-plus proches voisins Résultats

Résultats théoriques

Théoreme : convergence presque-siire

Soit x une entrée fixée. Sous les hypothéses Al and A2,
I"algorithme en x est convergent presque siirement si et seulement
siz<y<pB<L
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Présentation de |'algorithme

Algorithme stochastique et théorie des k-plus proches voisins Résultats

Esquisse de preuve

1) On décompose H en un terme de martingale et un reste, en
posant :

hﬂ(oﬂ) = E(H(enaXH—H; Yn+1)|‘/_'.n) and §n+1 = H(0n7Xn+17 Yn+1) - hn(en)

On a .
Tn = On(x) + Zthjfl(ijl(X))
=1

martingale bornée dans L? donc qui converge
presque-siirement.

2) On montre la convergence presque-siire de (6,(x))n.

a) (0n(x)) ne diverge pas vers +oo ou —oc.
b) (0n(x)) converge p.s vers une limite finie.

3) La limite est #*(x) le quantile conditionnel que nous voulons
estimer.
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Présentation de |'algorithme
Résultats

Théoreme : vitesse de convergence

Soit x une entrée fixée. Sous les hypotheses Al, A2, A3 et A4,
pourtout 0<y<1l,0<p<landl>e>1-—pj, et pour
1

n 2 25*(1*B) = NO!

Algorithme stochastique et théorie des k-plus proches voisins

avec

Bn = Rexp (—2%5=) + 2V RMD(d)yn+1 (7
D(d) = ﬁ<1+3d+m> et H(d) = r(giiﬂ
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Présentation de |'algorithme
Résultats

Algorithme stochastique et théorie des k-plus proches voisins

Théoréme : parameétres optimaux

Sous les mémes hypotheéses, le risque quadratique décroit plus
rapidement lorsque les parametres sont v = 1J+d and B =v+n
ol 17 > 0 est le plus petit possible. Avec ces parameétres, nous
obtenons, pour n > max(Ng, N1)

E [(6.(x) - 0"())°] < —2—

/
ni+a "

ol les constantes sont connues explicitement.
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Présentation de |'algorithme

Algorithme stochastique et théorie des k-plus proches voisins Résultats

Esquisse de preuve

e L'idée de la preuve est d'établir une inégalité du genre
an+1(x) < an(x)(1 — an) + By
e On commence donc pas développer le carré de apy1(x) :

(Ons1(x) = 07 (x))? = (0n(x) = 0" (x))* + 7ay1 [(1 = 2001y,  <o,00 + 0] Lx, k(s

= 29n+1(0n(x) — 6% (x)) (lvnﬂgen(x) - a) 1y, 1 kNN (x)

e On prend I'espérance conditionnelle et on utilise la formule de
Bayes

En (0n41(x) = 07(x))%) < En ((6n(x) = 6"(x))) +72:1Pn
= 29011 (0n(x) = 0 (x)) Pn [Fysa0 (0n(x)) = Fyx (0" (x))]
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Présentation de |'algorithme

Algorithme stochastique et théorie des k-plus proches voisins Résultats

Esquisse de preuve

o Fye,0(0n(x)) — Fyx(0s(x)), erreur type variance.

Par A1,

|Fyeut0 (0n(x)) = Fyx(6a(x))| < Msup{[ly — x||,y € Ba(x)} = M[|X = X||(x,.n)

et par A3, [0,(x) — 6*(x)| < VR donc

= 29042(0a(3) = 0" ()Pn |1 (02(x)) = Fy(65(x)

< 2'Yn+1\/EM'Dn||X - XH(kn,n)
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Présentation de |'algorithme
Résultats

Algorithme stochastique et théorie des k-plus proches voisins

o Fyx(0,(x)) — Fyx(6%), erreur type biais.

Par A4 nous avons

(6 — 6%) [Fyx(6a(x)) = Fyx(8"(x))] = Deode(x) [6n(x) — 6" (x)]*.

donc

— 29n4+1(0n(x) = 07(x)) Pn [Fy=(6"(x)) — Fy=(0%(x))]
< _2'7n+1Dcode(X)(9n(X) - 9*(X))2Pn
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Présentation de |'algorithme

Algorithme stochastique et théorie des k-plus proches voisins Résultats

Esquisse de preuve

e Finalement,

En (0n+1(x) = 0°(x))?) < (0a(x) = 07 (x))* = 27041 Deode (%) (0n(x) — 0% (x))? P
+72,11Pn + 2901 MVR||X — X1 P

e On prend I'espérance

an+1(X) S an(x) - 2'Yn+1Dcode(X)]E [(Hn(x) - 0*(X))2P”:|
+ Va1 B(Pa) + 2901 MVRE(||X = x| (ky,n) Pr)-
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Présentation de |'algorithme

Algorithme stochastique et théorie des k-plus proches voisins Résultats

Esquisse de preuve

Py = P(||X=x|| < [IX=xl(kn,n)) = Flix—x|| ([IX=xl(kp,m)) ~ B(kn, n—kn+1)

1+3
o E(IIX = x|ty Pn) < D(d) ()

1) E(IX = xlltkym) Pr) = 7o EX = X[k 1,n1))-

2) Inégalités type Bernstein dans

car

A
E(IX — xlgosnnsn) < / P(B(n + 1,q,) < kn + 1)du
0
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Présentation de |'algorithme

Algorithme stochastique et théorie des k-plus proches voisins Résultats

Esquisse de preuve

o E(Pn(0n(x) — 0*(x))?) =7
Solution : On va utiliser une borne sur cette espérance. Pour cela,

on doit considérer b,(x) = E((0a(x) — 0%(x))*1p,~.,) avec
1

En:F.

On peut faire les mémes raisonnements sur cette quantité pour
trouver :
bri1(x) < ba(x)(L = ) + B

Pour se ramener au méme type d’'inégalité sur a,(x), on gére le
terme bp(x) := E((0,(x) — 0%(x))?1p,<,) avec des inégalités de
concentration.
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Dimension 1
Dimension supérieure

Simulations numériques Supports non compacts

© Simulations numériques
@ Dimension 1
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Simulations numériques

Dimension 1
Dimension supérieure
Supports non compacts

Modele en dimension 1-Convergence presque-siire

Nous avons testé deux modeles pour X ~ U([—1,1]),

e ~U([-0.5,0.5]) et x =0

g(X,e) =X>+eet g(X,e)=|X|+e

relative error in function of Beta and Gamma, n=5000

Gamma

Relative error in function of Beta and Gamma, n=5000

Gamma

F1GURE — Convergence presque-siire en fonction de 3 et 7.
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Dimension 1
Dimension supérieure
Simulations numériques Supports non compacts

Etude du risque quadratique

Mean square error, n=200 Mean square error n=300

030
@
= 04
025
- 03 0.20
E E
] 5 0.15
© < 02 © ’
S
0.10
0.1
S 0.05
00 0.00
02 04 06 08 1.0
Beta Beta

F1GURE — Convergence du risque quadratique en fonction de [ et +.
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Dimension 1
Dimension supérieure

Simulations numériques Supports non compacts

© Simulations numériques

@ Dimension supérieure
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Dimension 1
Dimension supérieure
Simulations numériques Supports non compacts

Dimensions 2 et 3

Nous avons testé les modeles g(X,¢) = ||)(||2 + ¢ for
X ~U([-1,1]9), e ~U([—0.5,0.5]) et x = Oga.

Mean square error, n=400, d=2, norm Mean square error, n=500, d=3, norm

3.0
15 25
20
g g
E oo E
8 8 15
10
05
05
00
Beta Beta

F1GURE — Convergence du risque quadratique en fonction de 5 and ~.
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Dimension 1
Dimension supérieure

Simulations numériques Supports non compacts

© Simulations numériques

@ Supports non compacts
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Dimension 1
D\YIWEV'IS\OH superieure
Simulations numériques Supports non compacts

Lorsque les supports ne sont pas compacts

Pour le modele g(X,e) = X2 + ¢ avec X ~ £(1) et e ~ N(0,1),

nous avons :
R Beta=0.55, G 0.65

0.0

T T T T T
0 2 4 6 8 10 0 1000 2000 3000 4000 5000

t Index

FIGURE — Vers des supports non-compacts
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Dimension 1
Dimension supérieure

Simulations numériques Supports non compacts

Gammal1:90]

Beta[1:90]

FIGURE — Vers des supports non-compacts
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Dimension 1
D\YIWEV'IS\OH superieure
Simulations numériques Supports non compacts

Conclusion et perspectives

Conclusion :

e Nous avons présenté un agorithme pour estimer le quantile
conditionnel de la sortie d'un code stochastique.

e Nous avons mis en avant les parameétres optimaux de cet
algorithme, pour qu'il ait la meilleure vitesse de convergence.

e Les simulations numériques montrent que notre algorithme est
un outil puissant pour répondre au probléme.

Perspectives :

e Que se passe-t-il en sortant des hypothéses de support
compact ?

e Trouver une maniére intelligente de choisir |'échantillon de
départ.

e Appliquer cet algorithme a des vrais jeux de données.
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Dimension 1
Dimension supérieure

Simulations numériques Supports non compacts

Merci pour votre attention.

T. Labopin-Richard, F. Gamboa, A. Garivier timation de quantile dans les codes stochastiques



	Position du problème
	Code stochastique et estimation de quantile
	Premières idées
	Vers une autre stratégie

	Algorithme stochastique et théorie des k-plus proches voisins
	Présentation de l'algorithme
	Résultats

	Simulations numériques
	Dimension 1
	Dimension supérieure
	Supports non compacts


