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Contexte et objectif

• CONTEXTE : Modéle de code numérique coûteux

Y = g(X ), g : X ⊂ Rd → R.

• OBJECTIF : estimer le quantile de la sortie Y

qα(Y ) := F−1
Y (α)

pour un niveau α ∈]0, 1[ fixé en évaluant g en le moins de
points possibles.
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Hypothése gaussienne
Modéle de krigeage universel : g est la réalisation d’un processus
gaussien G centré et de fonction de covariance c(., .) fixée.

Proposition
Pour An = {(x1, g1 := g(x1)), . . . , (xn, g(xn) := gn)}, on sait que

L(G |An) = GP(mn(.), kn(., .)),
où ∀x ∈ X,

mn(x) = E(G(x)|An) = cn(x)T C−1
n gn,

kn(x, x′) = Cov (G(x),G(x′)|An) = c(x, x′)− cn(x)T C−1
n cn(x′),

avec cn(x) = [c(x1, x), . . . , c(xn, x)]T , Cn = [c(xi , xj)]1≤i,j≤n et
gn = [g1, . . . , gn].
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Stratégie séquentielle et bayésienne de planification
d’expériences

• Pour un budget initial N0, on construit un échantillon
d’initialisation (xi

0, g(xi
0))i=1...N0 , et on calcule l’estimateur

initial du quantile qN0 .
• A chaque étape n + 1 ≥ N0 + 1 et jusqu’à ce que le budget

d’évaluations autorisées N soit atteint : connaissant les
précédentes évaluations An et l’estimateur qn, on choisit le
futur point à évaluer x∗n+1 grâce à un certain critère. On
évalue g(x∗n+1) := gn+1 et on met à jour An+1 et qn+1.
• qN est l’estimateur du quantile à retourner.

BESOIN : un estimateur séquentiel du quantile et un critère de
sélection du nouveau point à évaluer.
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Choix de l’estimateur du quantile
Choix du critère

Deux estimateurs du quantile

• Conditionnellement à An, la meilleure approximation de G(x)
est mn(x), un estimateur intuitif est donc le quantile de la
moyenne du processus gaussien.

qn := q(mn(X )) = q (E [G(X )|An]) . (1)

• L’estimateur minimisant l’erreur en moyenne quadratique
E
(
(q − qn)2) parmi tous les estimateurs An-mesurables est

qn = E (q(G(X ))|An) . (2)
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Choix de l’estimateur du quantile
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Critère de sélection et méthode SUR

• Stepwise Uncertainty Reduction : Geman et al. (1996).
• On recherche des critères de la forme

x∗n+1 = argmin
xn+1∈X

Jn(xn+1), (3)

• Difficulté : Evaluer l’impact potenciel du point candidat xn+1
sans avoir accès a son évaluation gn+1.

Application au quantile : Arnaud et al. (2010), Jala et al. (2012)
⇒ Minimisation de la variance conditionnelle de l’estimateur (2).
⇒ Méthode performante en petite dimension mais trop coûteuse.

T. Labopin-Richard, V. Picheny Sequential design of experiments for estimating percentiles



Position du problème
Méthode

Etat de l’art
Notre contribution

Résultats numériques

Travail sur l’estimateur du quantile
Deux nouveaux critéres

Une expression explicite de l’estimateur (1)

• L’estimateur (1) est qn = q(mn(X )).
• Grâce à un nouvel échantillon XMC = (x1

MC, . . . , xl
MC) de X ,

on a accès à une version empirique

qn = mn(XMC)(blαc+1) := mn(xq
n ).

• BUT : exprimer qn+1 = mn+1(xq
n+1) en fonction du modèle à

l’étape n et du nouveau couple de données (xn+1, gn+1).

Formule de mise à jour à un pas : Chevalier et al. (2014)

mn+1(XMC) = mn(XMC) + kn(XMC, xn+1)
sn(xn+1)2 (gn+1 −mn(xn+1)) .

(4)
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Une expression explicite de l’estimateur (1)
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Proposition
Il existe une suite d’intervalles (Bi ) connus telle que

qn+1(xn+1, gn+1) =
L∑

i=0
mn+1(xq

n+1(Bi ))1gn+1∈Bi
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Travail sur l’estimateur du quantile
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Le critère proba

• Par définition du quantile, on a

P(G(X ) ≥ q(G(X ))) = 1− α.

• On propose donc le critère suivant :

Jprob
n =

∣∣∣∣∫
X
P(G(x) ≥ qn|An)dx− (1− α)

∣∣∣∣ = |Γn − (1− α)| ,

avec Γn =
∫
X P (G(x) ≥ qn|An) dx.

• PROBLEME : Jprob
n+1 dépend de gn+1.
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Travail sur l’estimateur du quantile
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• SOLUTION : Sous l’hypothèse gaussienne et à l’étape n,
gn+1 est la réalisation d’une variable aléatoire
Gn+1 ∼ N (mn(xn+1), s2

n (xn+1)) ⇒ on moyennise.
• Le critère devient alors

Jprob
n (xn+1) =

∣∣EGn+1 (Γn+1(xn+1))− (1− α)
∣∣

avec
Γn+1(xn+1) =

∫
X
P (G(x) ≥ qn+1|An+1) dx,

et An+1 = An+1 ∪ (xn+1,Gn+1).
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Travail sur l’estimateur du quantile
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Proposition

Jprob
n (xn+1) =

∣∣∣∣∣
∫
X

L−1∑
i=1

[
Φrn

i

(
ei

n(xn+1; x), f i
n (xn+1, Ii+1)

)
− Φrn

i (xn+1,x)
(
ei

n(xn+1; x), fn(xn+1, Ii )
)

+ Φrn
i

(
(ei

n(xn+1; x), f i
n (xn+1, I1)

)
+ Φ−rn

i

(
ei

n(xn+1; x),−f i
n ((xn+1, IL)

) ]
dx− (1− α)

∣∣∣∣∣
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Travail sur l’estimateur du quantile
Deux nouveaux critéres

Le critère variance

• qn doit converger vers le quantile ⇒ on veut un estimateur de
plus en plus stable.
• La variance de qn+1|An ∪ (xn+1,Gn+1) est un bon indicateur
de stabilité.
• Choix du point qui maximise cette variance pour obtenir le
point dont l’évaluation a un large impact sur la valeur de
l’estimateur ⇒ Réduction de l’instabilité sur l’estimateur.

JVar
n (xn+1) = VarGn+1(qn+1|An+1)

avec An+1 = An ∪ (xn+1,Gn+1).
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Proposition

JVar
n (xn+1) =
L∑

i=1

[
kn(xq

n+1(Bi ), xn+1)
]2 V (sn(xn+1), Ii+1, Ii )Pi

+
L∑

i=1

[
mn(xq

n+1(Bi )− kn(xq
n+1(Bi ), xn+1)E (sn(xn+1), Ii+1, Ii )

]2 (1− Pi ) Pi

− 2
L∑

i=2

i−1∑
j=1

[
mn(xq

n+1(Bi )− kn(xq
n+1(Bi ), xn+1)E (sn(xn+1), Ii+1, Ii )

]
Pi[

mn(xq
n+1(Bi )− kn(xq

n+1(Bi ), xn+1)E (sn(xn+1), Ij+1, Ij)
]

Pj ,
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Critère variance en dimension 2
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Comparaison des deux critères en dimension 2
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Convergence des deux estimateurs en dimension 2
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En dimension supérieure
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