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Position du probleme

Contexte et objectif

e CONTEXTE : Modéle de code numérique coiiteux
Y =g(X), g: XCR? = R.
e OBJECTIF : estimer le quantile de la sortie Y
4a(Y) = Fy' (o)

pour un niveau « €]0, 1] fixé en évaluant g en le moins de
points possibles.
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Méthode

Hypothése gaussienne

Modéle de krigeage universel : g est la réalisation d'un processus
gaussien G centré et de fonction de covariance c(.,.) fixée.

Pour A, = {(x1,81 := g(x1)), ..., (xn, &(xn) := gn)}, on sait que
L(G|A,) = GP(mn(.), kn(-,-)),
ou Vx € X,
ma(x) = E(G(x)|An) = ca(x)" C; g,
kn(x,x) = Cov (G(x), G(x')|4,) = c(x,x") — cn(x)T C;  ca(X),

avec ¢,(x) = [e(x1,X), ..., c(x,,,x)]T, G = [e(xi, x;)]1<i j<n €t
gn = [g1,. ., &n)-
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Méthode

Stratégie séquentielle et bayésienne de planification
d’'expériences

e Pour un budget initial My, on construit un échantillon
d'initialisation (xg,g(xé));zl__,\,o, et on calcule I'estimateur
initial du quantile gy, .

e A chaque étape n+ 1 > Ny + 1 et jusqu'a ce que le budget
d’'évaluations autorisées N soit atteint : connaissant les
précédentes évaluations A,, et I'estimateur g,, on choisit le
futur point a évaluer xj;, ; grace a un certain critere. On
évalue g(x}, 1) := gny1 €t on met a jour A, 1 et gpq1.

e gy est I'estimateur du quantile a retourner.
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Méthode

Stratégie séquentielle et bayésienne de planification
d’'expériences

e Pour un budget initial My, on construit un échantillon
d'initialisation (xg,g(xé));zl__,\,o, et on calcule I'estimateur
initial du quantile gy, .

e A chaque étape n+ 1 > Ny + 1 et jusqu'a ce que le budget
d’'évaluations autorisées N soit atteint : connaissant les
précédentes évaluations A,, et I'estimateur g,, on choisit le
futur point a évaluer xj;, ; grace a un certain critere. On
évalue g(x}, 1) := gny1 €t on met a jour A, 1 et gpq1.

e gy est I'estimateur du quantile a retourner.

BESOIN : un estimateur séquentiel du quantile et un critére de
sélection du nouveau point a évaluer.
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Etat de I'art Ch?!x de 'ﬂ??ﬁ'"}ateur du quantile
Choix du critéere

Deux estimateurs du quantile

e Conditionnellement a A, la meilleure approximation de G(x)
est mp(x), un estimateur intuitif est donc le quantile de la
moyenne du processus gaussien.

qn := q(ma(X)) = q (E[G(X)|An]). (1)
e |'estimateur minimisant |'erreur en moyenne quadratique
E ((q — gn)?) parmi tous les estimateurs .A,-mesurables est

an = E(q(G(X))|An).- (2)
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Choix de I'estimateur du quantile

Etat de I'art Choix du critére

Critére de sélection et méthode SUR

e Stepwise Uncertainty Reduction : Geman et al. (1996).
e On recherche des critéres de la forme

Xpp1 = argmin Jp(Xn41), (3)
Xp+1€X

e Difficulté : Evaluer I'impact potenciel du point candidat x,1
sans avoir acces a son évaluation gpn1.

Application au quantile : Arnaud et al. (2010), Jala et al. (2012)
= Minimisation de la variance conditionnelle de I'estimateur (2).
= Méthode performante en petite dimension mais trop coliteuse.
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Travail sur I'estimateur du quantile
Deux nouveaux critéres

Notre contribution

Une expression explicite de |'estimateur (1)

e L'estimateur (1) est g, = g(mn(X)).
e Grace a un nouvel échantillon Xpc = (x,{,lc, ..
on a acces a une version empirique

Lxhe) de X,

dn = Mn(XMC)((1a)+1) = Mn(x7)-

e BUT : exprimer gp11 = m,,+1(x,7+1) en fonction du modéle a
I'étape n et du nouveau couple de données (xp+1,8n+1)-

Formule de mise a jour a un pas : Chevalier et al. (2014)

kn(Xmc, Xn+1)

(8n+1 — Mn(Xnt1)) -

(4)

Mp1(Xmc) = ma(Xmc) + >

Sn (xn+1 )
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Travail sur I'estimateur du quantile

N . Deux nouveaux critéres
Notre contribution

Une expression explicite de |'estimateur (1)

braz
0

Proposition

I existe une suite d'intervalles (B;) connus telle que

L

Gn+1(Xn+1,8n11) = O M1 (x741(Bi)) g, ieB;
i=0
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Travail sur I'estimateur du quantile

. Deux nouveaux critéres
Notre contribution

Le critere proba

e Par définition du quantile, on a
B(G(X) > q(G(X))) =1 - a
e On propose donc le critére suivant :
Jprb = ‘/XIP’(G(X) > qalAn)dx — (1— )| = T — (1 - a)],
avec ', = [ P(G(x) > gn|An) dx.

o PROBLEME : J% dépend de gn:1.
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ail sur I'estimateur du quantile

Deux nouveaux critéres

Notre contribution

e SOLUTION : Sous I'hypothése gaussienne et a |'étape n,
gn+1 est la réalisation d'une variable aléatoire
Gpi1 ~ N(mn(xns1),52(xat1)) = on moyennise.

e Le critére devient alors

B (kn11) = [ (T (a11)) — (1= 1)
avec
Mny1(Xny1) /P ) > Gni1]|Any1) dx,

et An+1 = -An+1 U (xn+17 GnJrl)-
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Travail sur I'estimateur du quantile

. Deux nouveaux critéres
Notre contribution

Proposition

JProP(x,01) |/ eh(Xnt1; X), fi(Xn+1,/i+1)>

- (Drl."(x,,Jrl,x) (e;.;(anrl; x), fo(Xn+1, II))
aF ct)rl." ((ell:,(xn-i-l; X)a f,.f(Xn+1, Il))

+ & pp (€hxn1%), = ((xnsn, 1)) | dx = (1= )
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ail sur I'estimateur du quantile

. Deux nouveaux critéres
Notre contribution

Le critére variance

® (, doit converger vers le quantile = on veut un estimateur de
plus en plus stable.

e La variance de gpt1|An U (Xpt1, Gni1) est un bon indicateur
de stabilité.

e Choix du point qui maximise cette variance pour obtenir le
point dont I'évaluation a un large impact sur la valeur de
I'estimateur = Réduction de I'instabilité sur I'estimateur.

J:Yar(XnJrl) = Varg, , (gn+1]Ani1)

avec Api1 = Ap U (Xp+1, Gpy1)-
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Travail sur 'estimateur du quantile
. Deux nouveaux critéres
Notre contribution

Proposition

J:\vlar(anrl) =

L
2
Z [kn(XZ+1(Bi)a Xn+1)] V(Sn(xn+1)7 I,'+1, Ii)Pi
i=1
L

+ Z [ma(X%,1(Br) = kn(X41(Br) Xns1) E(5n(Xns1)s i1, 1)) (1 — Pr) P;
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Résultats numériques

Critére variance en dimension 2
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Résultats numériques

Comparaison des deux critéres en dimension 2
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Résultats numériques

ergence des deux estimateurs en dimension 2
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Résultats numériques

En dimension supérieure

d=4,0=0.05 d=4,a=0.97
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