
Équations di�érentielles ordinaires

Jean Claude Yakoubsohn

Institut de Mathématiques de Toulouse.

L'étude des systèmes d'équations di�érentielles est basée sur un résultat fondamental

qui spéi�e les onditions d'existene d'une solution unique : 'est le théorème de Cauhy-

Kovalevskaya. Tout le "monde" onnaît Cauhy mais quid de Kovalevskaya. Sophie Vas-

silievna Kovalevkaya née à Mosou en 1850 et déédée à Stokholm en 1891 à l'age de 41

ans de la tuberulose. En tout dernier ressort il apparaît que 'est bien "Sophie" qui a vu

tous les aspets de e théorème.

Sophie ne s'est pas ontentée d'être une mathématiienne de tout premier plan mais aussi

une érivaine que Camus n'aurait pas renié. On peut téléharger à partir de la page Wiki-

pédia qui lui est onsarée, un roman "Une nihiliste" et un reueil de souvenirs. Un régal

pour l'esprit !

En�n mieux que et opusule l'ouvrage (dont je ne me suis pas inspiré !) de Sylvie Benzoni-

Gavage, Calul di�érentiel et équations di�érentielles, Cours et exeries orrigés hez Du-

nod est aussi une leture que je reommande.
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Chapitre 1

Généralités

1.1 Introdution

La modélisation de problèmes de la "Nature" aboutit à des équations. Par "Nature" on

entend les di�érentes modélisations provenant de la physique, de la himie, de la biologie, et

de l'éonomie. Dans e ours on étudie une lasse d'équations partiulièrement importante :

elle des équations di�érentielles ordinaires (edo). Un des premiers modèles étudié est elui

du pendule simple. Ce que l'on herhe 'est la fontion θ(t) qui dérit la variation de

l'angle que fait le pendule ave l'axe vertial (dirigé vers le bas !) onnaissant θ(0). On
trouve que θ(t) doit véri�er le système d'équations

θ̈ = −g/l sin θ, θ(0) = θ0, (1.1.1)

où l est la longueur du �l et g l'aélération de la pesanteur. La première équation est une

edo et la deuxième est la ondition initiale. Mais il n'est pas possible d'obtenir une forme

expliite d'une primitive de sin θ(t). On remarque que si θ = 0 alors θ(t) = 0 : le pendule

ne bouge pas. Si on suppose θ0 petit (i.e, θ
2 << θ les osillations du pendule seront prohes

de l'équilibre. Alors on peut penser qu'il est raisonnable de dire que la solution x(t) du
système

ẍ = −g/lx, x(0) = θ0 (1.1.2)

est prohe de elle du système 1.1.1. L'edo du système préédent est une edo linéaire du

seond ordre et se résout failement. On remarque que l'edo du système 1.1.1 se ramène

au système di�érentiel non linéaire du premier ordre en posant x = θ :

ẋ = y
ẏ = −g/l sinx

(1.1.3)

Ce système di�érentiel appartient à la lasse des edo non linéaires du type :

ẋ = f(x) (1.1.4)

où x = (x1, . . . xn)
T
, f est une fontion ontinue dé�nie d'un ouvert U ⊂ R

n
dans R

n
. On

dit que les edo du type 1.1.4 sont autonomes. Plus généralement la fontion f de l'edo

peut être dépendante de la variable t. Dans e as les edo du type

ẋ = f(t, x) (1.1.5)
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6 CHAPITRE 1. GÉNÉRALITÉS

sont dites non autonomes. Bien souvent la variable t représente le temps. En fait les edo

du 1.1.5 peuvent se ramener sous la forme des edo 1.1.4. En e�et, en posant y = (t, x)T ,
l'edo 1.1.5 s'érit

ẏ = g(y)

ave g(y) := g(t, x) = (1, f(t, x))T .
Pour des raisons d'ordre historique, physique, pratique et pédagogique on énonera les

résultats mathématiques pour des edo 1.1.5 appelés non autonomes : le "temps" apparaît

expliitement dans le seond membre.

Le résultat prinipal de e ours est le théorème de Cauhy-Lipshitz. C'est un résultat

d'existene et d'uniité de solution de l'edo 1.1.5 sous l'hypothèse que le seond membre

de ette edo soit une fontion lipshitzienne par rapport à la variable x.

Dé�nition 1. On appelle problème de Cauhy assoié à une edo et à une ondition initale

le système

ẋ = f(t, x), x(t0) = x0. (1.1.6)

Théorème 1. Soit f(t, x) une fontion ontinue dé�nie de [a, b]× U où est un ouvert de

R
n
. On suppose que la fontion f(t, x) est lipshitzienne par rapport à x sur [a, b] × U ,

'est à dire pour tout t ∈ [a, b] et u1, u2 dans U il existe une onstante L telle que :

||f(t, u1)− f(t, u2)|| ≤ L||u1 − u2||. (1.1.7)

Soit x0 ∈ U. Alors le problème de Cauhy 1.1.6 a une solution x(t) unique dé�nie sur

[a, b] dans U .

1.2 Voabulaire et adre d'étude

1� On nomme les équations 1.1.4 ou 1.1.5 indi�éremment edo, systèmes ou systèmes

di�érentielles.

2� La fontion f de l'edo est en général lipshitzienne ou de lasse C1
mais la plupart

du temps 'est une fontion analytique, un polyn�me ou une fontion élémentaire.

3� On appelle trajetoire ( ou enore orbite ) une solution d'une edo.

4� Une solution maximale est une solution dé�nie sur un intervalle ouvert de temps

non prolongeable en dehors de et intervalle.

5� On appelle portrait de phase l'ensemble des trajetoires. Dans la pratique on oriente

les trajetoires suivant le sens roissant du "temps" t.

Une onséquene importante du théorème de Cauhy-Lipshitz est que deux trajetoires

telles que x1(t0) 6= x2(t0) n'ont pas de points ommun ou enore si elles ont un point

ommun elles sont onfondues.

En �ligrane de e ours, on abordera les notions d'équilibre et de stabilité.

Dé�nition 2. Un point x∗ sur une trajetoire de l'équation ẋ = f(x) est un point d'équi-

libre si

f(x∗) = 0.

Sinon x∗ est dit régulier.

La vitesse d'une trajetoire n'est pas nulle en un point régulier et le veteur ẋ∗ est

tangent à la trajetoire. Par ontre si le point x∗ est un point d'équilibre la vitesse de

la trajetoire est nulle en x∗. La question entrale qui se pose est le omportement de la

trajetoire au voisinage d'un point d'équilibre x∗. En gros les points d'équilibre d'une edo



détermine en partie la géométrie des trajetoires. Est-e que les trajetoires sont attirées ou

repousées par le point x∗ ? On introduit la notion de stabilité pour dérire ette situation.

Dé�nition 3. Soit x∗ un point d'équilibre de ẋ = f(x).
1� x∗ est stable si et seulement si

∀ǫ > 0,∃η > 0, ||x0 − x∗|| ≤ η ⇒ ∀t > t0, ||x(t)− x0|| ≤ ǫ,

où x(t0) = x0.
2� x∗ est attratif si et seulement si

∃η > 0, ||x0 − x∗|| ≤ η ⇒ lim
t→+∞

x(t) = x∗

où x(t0) = x0.
3� x∗ est répulsif si et seulement si

∃η > 0, ||x0 − x∗|| ≤ η ⇒ lim
t→−∞

x(t) = x∗,

où x(t0) = x0.
4� x∗ est asymptotiquement stable si et seulement si x∗ est stable et attratif.

5� x∗ est instable si et seulement si x∗ n'est pas stable.

1.3 Exemples historiques

1.3.1 Enveloppe d'une famille de droites

(Leibnitz, Johann Bernoulli.) On onsidère une famille de droites déquation

y = x(1− 13/t) + 13− t, t > 0.

Cette famille de droites engendre une ourbe dénommée enveloppe qui a la propriété d'être

tangente à haune des droites i-dessus. Le problème est de déterminer l'équation de ette

enveloppe.

En un point (x, y) de l'enveloppe on a y = x(1 − 13/t) + 13 − t. De plus en dérivant

ette équation par rapport à t on doit avoir ẏ = ẋ(1− 13/t)− 1+13x/t2 . Par dé�nition de

7



8 CHAPITRE 1. GÉNÉRALITÉS

l'enveloppe le veteur (ẋ, ẏ) est orthogonal à la droite d'équation y = x(1−13/t)−1+13x/t2

on a

ẏ = ẋ(1− 13/t).

Don la ondition satisfaite par les points de l'enveloppe est

∂y

∂t
= 0. (1.3.8)

On obtient alors

t =
√
13x.

On en déduit que l'enveloppe est une parabole d'équation :

(y − x− 13)2 = 52x.

1.3.2 Caustique du erle unité

(Johann Bernoulli.) On onsidère des rayons lumineux parallèles ré�éhis par le erle

x2 + y2 = 1. Les rayons ré�éhis sont des droites qui engendrent une enveloppe dénommée

austique.

Pour déterminer l'équation de ette austique on alule l'équation des rayons ré�éhis. En

s'appuyant sur la �gure i-dessus on observe que la pente d'un rayon réféhi est tan(2a −
π/2). De plus un rayon ré�éhi intersete l'axe des y au point d'ordonnée − 1

cos 2a . L'équation

d'un rayon ré�éhi est don

y = −cos 2a

sin 2a
x− 1

2 cos a
.



O

y=−1/2/cos a

x

T

a

a

a

La ondition 1.3.8

∂y

∂a
= 0 donne

− sin a

2 cos2 a
+

x

2 cos2 a sin2 a
= 0.

Don x = sin3 a. En insérant ette ondition dans l'équation d'un rayon ré�éhi on obtient

pour l'équation de la austique

y = −
√

1− x2/3
(

1

2
+ x2/3

)

.

s

1.3.3 Courbure

(Newton.) Soit y = f(x) et un point (a, f(a)). On veut déterminer le erle approhant

le mieux la ourbe (x, f(x)) au voisinage de (a, f(a)). Ce erle est appelé le erle osula-
teur, son entre est le entre de ourbure et l'inverse de son rayon est la ourbure. En fait

le lieu des entres de ourbure est l'enveloppe de la famille de droites d'équation

y = f(a)− 1

f ′(a)
(x− a).

Cette famille de droites est elle des normales à la ourbe (x, f(x) quand a varie. Pour

déterminer l'équation de l'enveloppe on résoud

∂y

∂a
= 0

'est à dire

f ′(a) +
f ′′(a)

f ′(a)2
(x− a) +

1

f ′(a)
= 0.

Les oordonnées du entre de ourbure sont don

(

a− (1 + f ′(a)2)f ′(a)

f ′′(a)
, f(a) +

1 + f ′(a)2

f ′′(a)

)

.

L'expression de la ourbure est

| |f ′′(a)|
(1 + f ′(a)2)3/2

.
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10 CHAPITRE 1. GÉNÉRALITÉS

On illustre i-dessous la développée de la parabole y = x2.

−1.5 −1 −0.5 0 0.5 1 1.5 2
0

0.5

1

1.5

2

2.5

1.3.4 Isohrone de Leibnitz

Il s'agit de déterminer une ourbe (x, f(x)) telle si un orps de masse pontuelle m = 1
glisse sur ette ourbe, sa vitesse vertiale soit égale à une onstante v > 0. On oriente

l'axe des y vers le bas. On suppose sans perte de généralité qu'à l'instant t = 0 la masse

est à l'origine et que ẋ(0) = 0 et ẏ(0) = v. Suivant le prinipe de onservation de l'énergie

on a

ẋ2 + ẏ2 = ẋ(0)2 + ẏ(0)2 + 2gy.

Don ẋ =
√
2gy. Puisque y = vt, il vient

x =
2

3

√

2gvt3.

Don l'équation de l'isohrone de Leibniz est

9x2 + 8gy3/v2 = 0.



0 5 10 15 20 25 30 35
−8

−7

−6

−5

−4

−3

−2

−1

0

1.3.5 La tratrie

(Leibnitz.) C'est la ourbe qui est dé�nie de la façon suivante. On onsidère la tangente

en point M quelonque de ette ourbe. Soit A le point d'intersetion de ette tangente

ave l'axe des x. La propriété qui dé�nit la ourbe est que la longueur du segment AM est

une onstante a.
Soit (x, y) les oordonnées du point M de ette ourbe. Alors la tangente en (x, y) oupe
l'axe des x en (x0, 0) ave x0 = x− y/y′. Don la ondition (x− x0)

2 + y2 = a2 devient

y′2 =
y2

a2 − y2
.

En intégrant on trouve

x = −
√

a2 − y2 − a log
a−

√

a2 − y2

y
.

0 2 4 6 8 10 12 14

−1

0

1

2

3

4

5

(x,y)

(0,x−y/y’)

a
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12 CHAPITRE 1. GÉNÉRALITÉS

1.3.6 La haînette

(Bernoulli.) Il s'agit de déterminer la ourbe d'un able soumis à son propre poids et

suspendu à deux extrémités. On note par :

1� W (x) le poids du segment de able OP appliqué à son entre de masse Q.
2� T (x) la tension du able en P .
3� H la tension du able en O.
4� θ(x) l'angle entre T (x) et l'axe des x.
5� ρ la masse par unité de longueur.

À l'équilibre on a :

T sin θ = W, T cos θ = H.

La tension est tangente à la haînette. Don tan θ = dy
dx = W

H . D'autre part dW = ρds où

s est l'absisse urviligne. Don W ′(x) = ρ
√

1 + y′(x)2 où ′
désigne la dérivée par rapport

à x. Il s'ensuit en dérivant

y′′(x) =
1

H
W ′(x) =

1

H

√

1 + y′(x)2.

Puisque y(0) = y′(0) = 0 on trouve en intégrant

y(x) =
H

ρ
cosh

ρx

H
.

P

Q

T

W

xH O

theta

1.3.7 Le brahistohrone

(Bernoulli.) Il s'agit de déterminer une ourbe plane sur laquelle un point matériel

pesant plaé dans un hamp de pesanteur uniforme, glissant sans frottement et sans vitesse

initiale, présente un temps de parours minimal parmi toutes les ourbes joignant deux

points �xés. On onsidère sans perte de généralité que la masse du point est égale à 1. Soit
(x, y) un point sur la ourbe solution et

′
désigne la dérivée par rapport à x. Si s désigne

l'absisse urviligne du point on a s′ =
√

1 + y′2 et ṡ =
√−2gy. Don

dt =

√

−1 + y′2

2gy
dx



Par dé�nition, il s'agit de trouver parmi toutes les fontions y := y(x) elle qui minimise

∫ x1

x0
dt, i.e,

∫ x1

x0

L(y, y′)dx :=

∫ x1

x0

√

−1 + y′2

2gy
dx.

On montre que y véri�e l'équation de Beltrami

L− y′
∂L

∂y′
= C

oú C est une onstante. C'est à dire

√

−1 + y′2

2gy
− y′2

√

−2gy(1 + y′2)
= C.

Don

1
√

−2gy(1 + y′2)
= C.

Ce qui est équivalent à

y(1 + y′2) = A,

où A est une onstante négative. On en déduit que

dx =

√

y

A− y
dy.

Le hangement de variable y = A sin2 t montre que

x− x(0) = At− A

2
sin 2t.

−10 −9 −8 −7 −6 −5 −4 −3 −2 −1 0

−5

−4

−3

−2

−1

0

1

M0

M1

1.3.8 Quelques équations di�érentielles lassiques.

Équations à variables séparées. ẋ = f(t)g(x).
On intègre

∫

dx

g(x)
=

∫

f(t)dt.
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14 CHAPITRE 1. GÉNÉRALITÉS

Équation linéaire non homogène. ẋ = f(t)x+ g(x).
On herhe x sous la forme : x(t) = u(t)v(t). On obtient

u̇v + v̇u = fuv + g.

Pour obtenir u on résoud :

u̇ = fu.

Alors u(t) = e
∫ t

0
f(t)dt

. Ce qui permet d'obtenir v en résolvant :

v̇ = g/u.

Don

x(t) =

(

C +

∫ t

0

g(t)

u(t)
dt

)

u(t).

Équation di�érentielle de Bernouilli. ẋ = fx+ gxn.
On pose x = uv et on se ramène au as préédent. L'équation v̇ = gun−1vn−1

est à variables

séparées.

Équation de Riati. ẍ = f(x, ẋ).
On herhe p tel que ẋ = p(x). La règle de dérivation d'une fontion omposée donne

ẍ = p′(x)p(x).

On résoud alors

p′(x)p(x) = f(x, p(x))

puis ẋ = p(x).



Chapitre 2

Équations di�érentielles à oe�ients

onstants

2.1 Résolution

Le modèle le plus simple est

ẋ = ax (2.1.1)

où a ∈ R. on véri�e que x(t) = x0e
at

est une solution de ette équation. D'autre part les

seules solutions sont de ette forme. En e�et onsidérons une solution z(t) et montrons que

z(t) s'érit sous la forme z0e
at
. Pour ela montrons que z(t)e−at

est onstant. On obtient

en dérivant :

d

dt
(z(t)e−at) = ż(t)e−at − z(t)ae−at = az(t)e−at − az(t)e−at = 0.

Don z(t)e−at
est onstant.

L'ensemble des solutions de 2.1.1 est un espae vetoriel de dimension un.

On généralise 2.1.1en onsidérant

ẋ = Ax (2.1.2)

où A est une matrie réelle de taille n× n. On herhe une fontion dé�nie de [a0, a1] ∈ R

dans R
n
solution de 2.1.1.

Dans le as partiulier d'une matrie diagonale A = Λ = diag(λ1, . . . λn) on véri�e faile-

ment que x(t) = diag(eλ1t, . . . , eλnt)x0 est une solution pour tout x0 ∈ R
n
. On note

eΛt = diag(eλ1t, . . . , eλnt)

par analogie au as préédent.

Dans le as général on observe que si u est un veteur propre assoié à une valeur propre

λ de A alors x(t) = eλtu est une solution de 2.1.2. En e�et

ẋ(t) = λeλtu = eλtAu = Ax(t).

Les valeurs propres d'une matrie réelle pouvant être omplexes, on va établir que :

Théorème 2. Soit A une matrie omplexe de taille n× n. Les seules solutions de 2.1.2

sont de la forme

eAtx0

15
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où x0 ∈ R
n
et

eAt =
∑

k≥0

Ak

k!
tk.

On dit que eAt
est l'exponentielle de la matrie At.

Étudions les propriétés de l'exponentielle de matrie.

Proposition 1. 1� La fontion t → ∑

k≥0
Ak

k! t
k
est di�érentiable sur R.

2� Sa dérivée est AeAt
.

Proof.

1� Soit || . || une norme matriielle subordonnée. On a :

||eAt|| ≤
∑

k≥0

||At||k
k!

= e||At||.

Don R est le domaine de onvergene de la fontion

t →
∑

k≥0

Ak

k!
tk.

Elle est don di�érentiable sur R.

2� C'est immédiat.

On en déduit diretement que eAtx0 est une solution de 2.1.2.

L'exponentielle de matrie possède les propriétés de l'exponentielle lassique omme l'éta-

blit la proposition suivante.

Proposition 2.

1� Si B = P−1AP alors eB = P−1eAP .

2� Si AB = BA alors eA+B = eAeB.
3� e−A = (eA)−1

.

De ette proposition on déduit que les seules solutions de 2.1.2 sont de la forme eAtx0.
En e�et si z(t) est une solution alors

d

dt
e−Atz(t) = −Ae−Atz(t) + e−Atż(t) = −Ae−Atz(t) + e−AtAz(t) = 0

puisque A et e−At
ommutent.

2.2 Comportement des solutions. Portrait de Phase

Le point fondamental est que la fontion x(t) = eλtu est une solution de 2.1.2 si u est

un veteur propre assoié à la valeur propre λ de A. On en déduit :

1� Si λ < 0 alors lim
t→+∞

x(t) = 0 et la diretion portée par le

veteur u est dite stable.

2� Si λ > 0 alors lim
t→+∞

x(t) = +∞ et la diretion portée par

le veteur u est dite instable.

On va étudier plus spéialement le omportement des solutions des systèmes di�érentiels

plans. Soit A une matrie rélle 2× 2. Alors on a



Proposition 3. La matrie A est semblable à l'une des trois matries réelles suivantes

[

λ1 0
0 λ2

]

,

[

α β
−β α

]

,

[

λ 1
0 λ

]

On remarque alors que le omportement des solutions du système

ẏ(t) = T−1ATy(t)

est identique à elles du système

ẋ(t) = Ax(t)

si T−1AT est l'une des trois formes anoniques de la proposition 3.

2.2.1 Cas des valeurs propres réelles

Dans e as A ∼
[

λ1 0
0 λ2

]

.

Point selle : λ1 < 0λ2

T

−→

Puits : λ1 < λ2 < 0

T

−→

17
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Soure : 0 < λ1 < λ2

T

−→

Valeurs propres réelles égales : 0 < λ1 = λ2 ou λ1 = λ2 < 0

2.2.2 Cas des valeurs propres omplexes

Dans e as A ∼
[

α β
−β α

]

.

Spirale soure : α > 0

T

−→



Spirale puits : α < 0

T

−→

Centre : α = 0

T

−→

2.2.3 Cas nilpotent

Dans e as A ∼
[

λ 1
0 λ

]

.

Soure : λ > 0 Puits : λ < 0

19
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2.2.4 Classi�ation géométrique des portraits de phase

Soit A une matrie réelle de taille 2 × 2. Les valeurs propres de A s'érivent à l'aide

du déterminant de A (det(A) ) et de la trae de A (tr(A)). En notant D = det(A) et

T = tr(A) on a :

λ =
T ±

√
T 2 − 4D

2

Spirale puits Spirale source

Puits Source

Centre

Point selle

T=Trae(A)

D=det(A)T
2 = 4D



2.2.5 Le alul des solutions.

Le alul des solutions est assujetti à elui de l'exponentielle d'une matrie. Le alul

formel de eA se fait via la fatorisation de A en utilisant sa forme de Jordan. On a le

résultat suivant.

Théorème 3. Toute matrie réelle A peut s'érire sous la forme

A = P−1BP

ave

B =









D
Λ

J
M









où

1� D = diag(λ1, . . . , λp).
2� Λ = diag(Λ1, . . . ,Λq) où haque Λk est de la forme

Λk =

[

ak bk
−bk ak

]

3� J = diag(J1, . . . , Jr) où haque Jk est de la forme

Jk =



















αk 1
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

. 1
αk



















.

4� M = diag(M1, . . . ,Ms) où haque Mk est de la forme

Mk =



















Sk I2
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

. I2
Sk



















ave

Sk =

[

βk δk
−δk βk

]

, I2 =

[

1 0
0 1

]

.

où p ≥ 0, q ≥ 0, r ≥ 0 et s ≥ 0. De plus les quantités ak, bk, αk, βk et δk sont des nombres

réels

Alors eA = P−1eBP . Le alul de l'exponentielle de haque matrie intervenant sur la

diagonale de B est donné par le résultat i-dessous.

Théorème 4. En reprenant les notations du théorème 3.
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1� eDt = diag(eλ1t, . . . , eλpt).
2� eΛt = diag(eΛ1t, . . . , eΛqt) où haque eΛkt

est de la forme

eΛkt = eakt
[

cos bkt sin bkt
− sin bkt cos bkt

]

3� eJt = diag(eJ1t, . . . , eJrt) où haque eJkt est de la forme

Jk = eαkt

(

I +Nt+ . . .+
trk−1

(rk − 1)!
N rk−1

)

ave

N =



















0 1
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

. 1
0



















matrie nilpotente N j = 0 pour j ≥ rk.
4� eMt = diag(eM1t, . . . , eMst) où haque eNkt

est de la forme

eMkt = eβktdiag

(

cos δk sin δk
− sin δk cos δk

)

eNt

ave

N =



















0 I2
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

. I2
0



















matrie nilpotente N j = 0 pour j ≥ sk.

2.2.6 Stabilité

De la forme des solutions on voit que l'espae R
n
peut se déomposer en somme direte

de trois sortes de sous-espaes invariants.

1� sous-espaes stables : eux qui sont assoiés à une valeur propre dont la partie

réelle est négative. Les trajetoires sont asymptotiquement stables et si le sous-

espae est de dimension 2 les trajetoires restreintes à e sous-espae sont des spirales
logarithmiques. Si le sous-espae est de dimension 1 les trajetoires tendent vers

l'origine. Idem le sous-espae est de dimension p ou 2p (valeur propres multiples).

2� sous-espaes entraux : eux qui sont assoiés à une valeur propre dont la partie

réelle est nulle. Si le sous-espae est de dimension 1 tous les points de e sous-espae

sont immobiles. Si le sous-espae est de dimension 2 les trajetoires restreintes à e

sous-espae sont des erles.

Si le sous-espae est de dimension p (0 de multipliité p > 1) , l'origine est instable.
Idem si le sous-espae est de dimension 2p (iδ de multipliité p > 1).

3� sous-espaes instables : eux qui sont assoiés à une valeur propre dont la partie

réelle est positive. Si le sous-espae est de dimension 2 les trajetoires restreintes à

e sous-espae sont des spirales logarithmiques. Si le sous-espae est de dimension 1
les trajetoires tendent vers l'in�ni. Idem si la dimension du sous-espae est p ou 2p,
p > 1.



Chapitre 3

Équations di�érentielles linéaires non

autonomes

3.1 ẋ(t) = Ax(t) + f(t)

Ii A est une matrie omplexe n× n et f(t) une fontion de [a0, a1] ⊂ R dans R
n
.

Théorème 5. Soit x0 ∈ R
n
. La fontion

x(t) = etA
(

x0 +

∫ t

0
e−Asf(s)ds

)

est la solution de

x(t) = Ax(t) + f(t) (3.1.1)

qui véri�e x(0) = x0.

Preuve. soit z(t) une solution partiulière de 3.1.1. Alors si x(t) véri�e ẋ = Ax la

fontion x(t) + z(t) est une solution de 3.1.1. déterminons z(t) tel que x(t) = eAtz(t) soit
solution de 3.1.1. On a

Ax(t) + f(t) = AeAtz(t) + eAtż(t).

Don ż(t) = e−Atf(t) et z(t) = z(0)+
∫ t
0 e

−Atf(s)ds.De plus z(0) = x0 puisque x(0) = x0.

3.2 ẋ(t) = A(t)x(t)

On suppose que A(t) est ontinue sur l'intervalle [a0, a1]. Alors il existe M > 0 tel que

||A(t)|| ≤ M pour t ∈ [a0, a1]. L'existene et l'uniité de

ẋ(t) = A(t)x(t) (3.2.2)

est donné par le théorème de Cauhy-Lipshitz qui sera démontré dans un adre plus

général. On en déduit que l'appliation

Φt0 : x ∈ S → x(t0) ∈ C
n

23
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est un homomorphisme entre l'ensemble des solutions maximales de 3.2.2 et C
n
. On dé�nit

la résolvante de 3.2.2 omme l'appliation R(t, t0) = Φt ◦ Φ−1
t0 . On a :

x(t) = R(t, t0)u

où x(t) est la solution de 3.2.2 telle que x(t0) = u. Puisque R(t, t0) est un isomorphisme

de C
n
on identi�e R(t, t0) à une matrie inversible. Les propriétés de R(t, t0) sont données

par :

Proposition 4.

1� Pour tout t ∈ [a0, a1] on a R(t, t) = In.
2� R(t2, t1)R(t1, t0) = R(t2, t0).
3� R(t, t0) est solution dans Mn(C) du système di�érentiel :

Ṁ(t) = A(t)M(t).

Preuve. Montrons le 3.

Ṙ(t, t0)u =
d

dt
(R(t, t0)u)

= ẋ(t)

= A(t)x(t)

= A(t)R(t, t0)u.

Puisque l'identité est vraie pour tout u ∈ C
n
on en déduit Ṙ(t, t0) = A(t)R(t, t0).

Maintenant on dé�nit leWronskien d'un système de solutions x1, . . . , xn de 3.2.2 omme

le déterminant

W (t) = det(x1(t), . . . , xn(t)).

Puisque xi(t) = R(t, t0)ui on a

W (t) = det(R(t, t0))× det(u1, . . . un).

Proposition 5. Soit ∆(t) = det(R(t, t0)). Alors

∆̇(t) = trace(A(t))∆(t).

De plus

W (t) = e
∫ t

t0
trace(A(s))ds

det(u1, . . . , un).

Preuve. On a

∆(t+ h) = det(R(t+ h, t0))

= det(R(t+ h, t)) × det(R(t, t0))

= det(R(t+ h, t))∆(t).

La formule de Taylor montre que

R(t+ h, t) = R(t, t) + Ṙ(u, t)|u=th+ o(h)

= In +A(t)h + o(h)

Don

det(R(t+ h, t) = det(In + hA(t) + o(h)).



Un alul diret montre que

det(In + hA(t)) = 1 + trace(A(t))h + o(h).

Don

det(R(t+ h, t0)) = ∆(t) + trace(A(t))∆(t)h + o(h).

On en déduit

∆̇(t) = trace(A(t))∆(t).

De plus ∆(t0) = det(R(t0, t0) = 1. Il s'ensuit :

det(R(t, t0)) = ∆(t) = e
∫ t

t0
trace(A(s))ds

.

En dé�nitive :

W (t) = e
∫ t

t0
trace(A(s))ds

det(u1, . . . , un).
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Chapitre 4

Équations di�érentielles non linéaires

4.1 Le théorème de Cauhy-Lipshitz

On aborde le as général de la résolution de

ẋ = f(t, x(t)), x(t0) = x0 (4.1.1)

On va établir le

Théorème 6. Soit f(t, x) une fontion ontinue dé�nie de [a, b]× U où est un ouvert de

R
n
. On suppose que la fontion f(t, x) est lipshitzienne par rapport à x sur [a, b] × U ,

'est à dire pour tout t ∈ [a, b] et u1, u2 dans U il existe une onstante L telle que :

||f(t, u1)− f(t, u2)|| ≤ L||u1 − u2||. (4.1.2)

Soient t0 ∈]a, b[ et x0 ∈ U. Alors il existe c > 0 tel que le problème de Cauhy

x(t) = f(t, x), x(t0) = x0,

a une solution x(t) unique dé�nie de ]t0 − c, t0 + c[ dans U .

Il y a plusieurs démonstrations de e résultat. Celle que l'on présente est basée sur un

théorème de point �xe.

Théorème 7. Soit K un ensemble fermé non vide d'un espae de Banah E. Soit T un

opérateur dé�ni sur K tel que T (K) ⊂ K. On suppose que T est une ontration sur K,

i.e il existe une onstante q, 0 ≤ q < 1 tel que

∀x, y ∈ K, ||T (x)− T (y)|| ≤ q||x− y||.

Alors l'équation T (x) = x a une unique solution x̄ dans K. De plus si x0 ∈ K alors la

suite (xn) dé�nie par

xn+1 = T (xn), n ≥ 0

onverge vers x̄. De plus

||xn − x̄|| ≤ qn

1− q
||x1 − x0||, n ≥ 0.

27
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Preuve du théorème 6

On applique e théorème pour montrer l'existene d'une solution au problème de Cauhy

4.1.1. Soit r > 0 tel que la boule fermée B̄(x0, r) soit ontenue dans U . Puisque la fontion
f est ontinue sur [a, b] × B(x0, r) le maximum de ||f(t, x)|| sur [a, b] × B(x0, r) est �ni.
On le note par M .

On onsidère alors c > 0 tel que :

1� ]t0 − c, t0 + c[⊂ [a, b],
2� Lc < 1,
3� Mc ≤ r.

Soit E l'ensemble des fontions ontinues sur ]t0−c, t0+c[ dans B(x0, r) muni de la norme

||x|| = sup{||x(t)|| : t ∈]t0 − c, t0 + c[)} 1.

On montre que 'est un espae de Banah.

On note par u0 la fontion dé�nie par u0(t) = x0 pour t ∈]t0 − c, t0 + c[. Alors l'opérateur
T de E dans E dé�nie par

T (x)(t) = x0 +

∫ t

t0

f(s, x(s))ds, t ∈]t0 − c, t0 + c[

véri�e T (K) ⊂ K où K est la boule fermée de E de entre u0 et de rayon r. En e�et pour

tout x ∈ K on a

||T (x)(t) − u0(t)|| = ||
∫ t

t0

f(s, x(s))ds||

≤ Mc ≤ r.

Don ||T (x)− u0|| ≤ r et T (x) ∈ K.

Montrons maintenant que T est une ontration de rapport Lc < 1. On a pour tout

t ∈]t0 − c, t0 + c[ et pour tout x, y ∈ K :

||T (x)(t)− T (z)(t)|| ≤ ||
∫ t

t0

(f(s, x(s))− f(s, z(s)))ds||

≤
∣

∣

∣

∣

∫ t

t0

||f(s, x(s))− f(s, z(s))||ds
∣

∣

∣

∣

≤ L|t− t0| ||x− z||
≤ Lc||x− z||.

Don

||T (x) − T (z)|| ≤ Lc||x− z||.
Puisque T (K) ⊂ K et que T est une ontration, les hypothèses du théorème de point

�xe 7 sont réalisées : on en déduit l'existene d'un unique point �xe x pour l'opérateur T
dans B(u0, r). La suite de fontions uk(t), t ∈]t0 − c, t0 + c[, dé�nie par

u0(t) = x0, uk+1 = T (uk)

onverge vers une fontion x(t) véri�ant

T (x)(t) = x(t)

pour t ∈]t0 − c, t0 + c[. Don ẋ(t) = f(t, x(t)) et x(t0) = x0. Don x(t) est solution de

4.1.1. Elle est l'unique solution d'après le théorème de point �xe 7.

1. Attention : on utilise la même notation pour les normes dans dans R
n
et dans E. Ainsi ||x(t)|| est la

norme dans R
n
de x(t) et ||x|| la norme de la fontion x dans E.



4.2 Remarques et prolongements

Une première remarque sur le aratère lipshitzien de la fontion f dans le théorème

6.

L'edo

ẋ = 2
√

|x|, x(0) = 0

admet une in�nité de solution qui se oupent en (t, x) = (0, 0). La fontion f(x) =
√

|x|
n'est pas lipshitz en 0.
De plus une edo peut avoir une solution unique sans que f soit lipshitzienne. Par exemple

ẋ = 1 + 1R+
(x), x(t0) = x0,

où 1R+
est la fontion aratéristique de R+.

Le mouvement d'un point matériel M appartenant à un erle qui roule sans glisser sur une

droite horizontale fournit un exemple d'edo où le seond membre est une fontion ontinue

mais non lipshitz. En fait le point M se déplae sur une yloïde. Le erle peut s'arrêter

pour une durée indéterminée quand le point M est sur la droite horizontale puis repartir

à nouveau. Cei onduit à une in�nité de trajetoires pour le point M .

29



30 CHAPITRE 4. ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES NON LINÉAIRES



Chapitre 5

Solutions maximales, Flots

Dans tout e hapitre on onsidère une EDO

ẋ = f(x)

où f dé�nie d'un ouvert U de R
n
dans R

n
est Lipshitz de onstante L.

5.1 Continuité des solutions par rapport aux onditions ini-

tiales

Théorème 8. Soient x(t) et y(t) deux solutions de ẋ = f(x) sur [t0, t1]. Alors pour tout

t ∈ [t0, t1] on a

||x(t)− y(t)|| ≤ ||x(t0)− y(t0)|| eL(t−t0).

La preuve dépend d'un lemme élèbre : le lemme de Gronwall.

Lemme 1. Soit u : [0, a] → R une fontion ontinue et positive. Soient c ≥ 0 et G ≥ 0
tels que

u(t) ≤ C +

∫ t

0
Gu(s)ds

pour tout t ∈ [0, a] . Alors

u(t) ≤ ceGt

pour tout t ∈ [0, a].

Preuve. Supposons C > 0 et introduisons v(t) = c+
∫ t
0 Gu(s)ds > 0. Alors u(t) ≤ v(t).

Majorons v(t). On a v′t) = Gu(t) ≤ Gv(t). Don

d

dt
log(v(t)) ≥ G

et

log(v(t)) ≤ log(v(0)) +Kt.

Il s'ensuit puisque v(0) = c que v(t) ≤ ceGt
.

Maintenant si c = 0 on onsidère ck = 1/k. On a u(t) ≤ eGt/k pour tout k > 0. En faisant
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tendre k vers l'in�ni, on obtient u(t) = 0.
Preuve du théorème. On pose v(t) = ||x(t)− y(t)||. Alors

x(t)− y(t) = x(t0)− y(t0) +

∫ t

t0

(f(x(s)− f(y(s))ds.

Une appliation du lemme de Gronwall donne le résultat.

5.2 Solutions maximales, solutions globales

Les solutions de ẋ = 1 + x2 sont du type x(t) = tg(t− c) et les solutions sont dé�nies
sur ]c− π/2, c + π/2[. On ne peut pas les prolonger en dehors de et intervalle.

On préise dans la suite es notions de solution maximales et globales.

Dé�nition 4. Soient deux solutions x1 et x2 dé�nies de I1 dans U et I2 dans U . On dit

que x2 est un prolongement de x1 si I1 ⊂ I2 et la restrition de x2 à I1 est égale à x1.

Dé�nition 5. Une solution est maximale sur un intervalle I si elle n'admet auun pro-

longement.

Dé�nition 6. Une solution est globale sur un intervalle I si elle est dé�nie sur I.

Toute solution globale est maximale mais la réiproque est fausse.

Exemple.

Soit x′ = x2.
1� x = 0 est solution globale sur R.

2� Il y a deux solution maximales qui ne sont pas globales sur R : x(t) = −1
t+c sur

]−∞,−c[ pour c ≥ 0 et x(t) = −1
t+c sur ]− c,+∞[ pour c ≤ 0.

Lemme 2. Supposons que deux solutions x(t) et y(t) de ẋ = f(x) sont dé�nies sur un

intervalle I ontenant t0 et véri�ent x(t0) = y(t0). Alors x(t) = y(t) pour tout t ∈ I.

Preuve. Le théorème de Cauhy dit que les fontions x et y sont égales sur un ertain

intervalle autour de t0. Soit J0 un tel intervalle. Si J0 n'est pas égal à I et J0 ⊂ I alors si

T1 = supJ0 (resp. t1 = inf J0) on a par ontinuité x(T1) = y(T1) (resp. x(t1) = y(t1). Il
existe don deux intervalles J1 et J2 sur lesquels x(t) = y(t). On onstruit ainsi une suite

d'intervalles ouverts Jk tels que que x(t) = y(t) sur l'ouvert J := ∪kJk. Cet intervalle J
est le plus grand intervalle ouvert sur lequel x(t) = y(t). Alors I ⊂ J . Sinon S = supJ ∈ I
(resp. s = inf J) et il existe deux intervalles ouverts J̄1 et J̄2 tels que x(t) = y(t) sur

J ∪ J̄1 ∪ barJ2. Cet intervalle est plus grand que J . On a don bien I ⊂ J .
Don pour haque x0 ∈ U il existe un plus grand interval ouvert I ontenant 0
sur lequel il existe une solution x(t) ave x(0) = x0. On dit que x(t) est solution
maximale de l'EDO sur l'intervalle I.
Qu'arrive t-il sur les bornes de l'intervalle I ?

Théorème 9. Soit x(t) une solution maximale sur l'intervalle ouvert I =]a, b[ et b < +∞.

pour tout ompat K ⊂ U il existe t ∈]a, b[ tel que x(t) /∈ K.

Preuve. Supposons que pour tout t ∈]a, b[ on a x(t) ∈ K. La ontinuité de f sur

K entraine que ||f(x(t))|| est bornée par un ertain M . On va montrer que x(t) peut se



prolonger sur ]a, b]. Cei ontredira le fait que x(t) est solution maximale sur ]a, b[.
On a pour tout a < t0 < t1 < b,

||x(t0)− x(t1)|| = ||
∫ t1

t0

x′(s)ds|| ≤
∫ t1

t0

||f(x(s))||ds ≤ M(t1 − t0).

Alors

x(b) = x(t0) + lim
t→b

∫ t

t0

x′(t)dt = x(t0) + lim
t→b

∫ t

t0

f(x(s))ds = x(t0) +

∫ b

t0

f(x(s))ds.

Don x(t) est dé�nie en b et véri�e x′(b) = f(x(b)). Ce qui implique la ontradition de

maximalité de la solution x(t).

Corollaire 1. Soient K un ompat inlus dans U . On suppose que toute solution du

problème de Cauhy

ẋ = f(x), x(0) = x0 ∈ K

dé�nie sur un intervalle [0, T ] est ontenue dans K.

Alors il existe une solution x(t) qui reste dans K sur [0,+∞[.

Preuve. C'est une onséquene direte du théorème préédent. Soit [0, T [ l'intervalle
maximal sur lequel il y a une solution x(t). Alors x([0, T [) ⊂ K et T ne peut pas être �ni

d'après le théorème préédent.

5.3 Flots

Pour haque x0 ∈ R
n
il existe une unique solution x(t) du problème de Cauhy telle

que x(0) = x0.
On note par I(x0) l'intervalle maximal sur lequel est dé�nie x(t).
L'appliation φ : (t, x0) ∈ I(x0) × U → φ(t, x0) = x(t) telle que x(0) = x0 est le �ot de

l'EDO ẋ = f(x).
On notera φt(x0) = x(t).

Proposition 6. Si les quantités φt+s(x0) et φt(φs(x0) sont dé�nies alors

φt+s(x0) = φt(φs(x0).

Preuve. Supposons t et s positifs et φs(φt(x0) dé�ni. Alors t ∈ J(x0) et s ∈ J(φt(x0)).
Montrons que s+ t ∈ J(x0).
On voit failement que la fontion y(u) = φ(u, x0) si u ≤ t et y(u) = φ(u − t, φt(x0)) si
u ≥ t véri�e y(0) = x0.
Or φs+t(x0) = y(s+ t) = φs(φt(x0)).
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Chapitre 6

La méthode d'Euler

Il n'est pas possible de déterminer expliitement la solution générale d'une edo. Dans

e ontexte les méthodes numériques permettent d'approher la solution du problème de

Cauhy. On étudie ii la méthode d'Euler dont la desription est assez simple. Dans la

pratique on lui préfère d'autres méthodes bien plus performantes. Leur étude est un sujet

en soi et déborde l'objet de ours.

Il s'agit don d'approher numériquement la solution du problème de Cauhy

ẋ = f(t, x), x(t0) = x0.

On rappelle que f est une fontion lipshitzienne dé�nie de [a, b]×U dans R
n
où U est un

ouvert de R
n
.

Soit h > 0 un nombre réel donné. La méthode d'Euler onsiste à dé�nir deux suites :

t0 = a, tk+1 = tk + h, k ≥ 0 (6.0.1)

et à dé�nir la suite (xk) :

xk+1 = xk + hf(tk, xk), k ≥ 0. (6.0.2)

Dans la suite on note

E(h, t, x) = x+ hf(t, x).
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On montre que la méthode d'Euler est onvergente dans le sens suivant.

Théorème 10. Soit B(x0, R) ⊂ U une boule qui ontient la solution x(t) du problème de

Cauhy

ẋ = f(t, x), x(t0) = x0.

La fontion f est Lipshitzienne de onstante L et soit A tel que ||f || ≤ A sur [a, b] ×
B(x0, R). Pour un entier N > 0 on dé�nit h =

b− a

N
et la subdivision de l'intervalle

[a, b] :

a = t0, tk = t0 + kh, k = 0 : N,

de telle sorte que tN = b.
Pour tout ǫ > 0 il existe N > 0 tel que

||x(tN )− xN || ≤ e(b−a)L − 1

L
ǫ.

Preuve. Soit k un entier donné entre 0 et N − 1. On a

x(tk+1)− xk+1 = x(tk+1)− E(h, tk, x(tk)) + E(h, tk, x(tk))− xk+1.

De sorte que

||x(tk+1)− xk+1|| ≤ ||x(tk+1)− E(h, tk, x(tk))||+ ||E(h, tk , x(tk))− xk+1||.

Majorons ||x(tk+1)− E(h, tk, x(tk))||.

||x(tk+1)− E(h, tk, x(tk))|| = ||x(tk+1)− x(tk)− hf(tk, x(tk))||

Or il existe t ∈]tk, tk+1[ tel que x(tk+1) − x(tk) = ẋ(t)(tk+1 − tk) = f(t, x(t)(tk+1 − tk).
Don puisque (t, x(t)) ∈ [a, b]×B(x0, R) et que ||f(t, x(t))|| ≤ A on a

||x(tk+1)− x(tk)|| ≤ Ah.



Or la fontion f est uniformément ontinue sur [a, b]× U . Don pour ǫ > 0 il existe δ > 0
tel que

|t− s| ≤ δ, et ||x− y|| ≤ Aδ ⇒ ||f(t, x)− f(s, y)|| ≤ ǫ.

Don en prenant h ≤ δ on en déduit que

||x(tk+1)− E(h, tk, x(tk))|| = h||f(t, x(t)− f(tk, x(tk))|| ≤ hǫ.

Majorons maintenant ||E(h, tk, x(tk))− xk+1||. On a

||E(h, tk , x(tk))− xk+1|| ≤ ||x(tk)− xk + hf(tk, x(tk))− hf(tk, xk)||
≤ ||x(tk)− xk||+ h||f(tk, x(tk))− hf(tk, xk)||
≤ (1 + hL)||x(tk)− xk||.

Finalement puisque ||x(tk+1) − E(h, tk, x(tk))|| ≤ hǫ et ||E(h, tk , x(tk)) − xk+1|| ≤ (1 +
hL)||x(tk)− xk|| on obtient :

||x(tk+1)− xk+1|| ≤ hǫ+ (1 + hL)||x(tk)− xk||.

On en déduit ave x(t0) = x0 que :

||x(tN )− xN || ≤ hǫ+ (1 + hL)||x(tN−1)− xN−1||
≤ hǫ

(

1 + (1 + Lh) + . . . + (1 + Lh)N−1
)

+ (1 + Lh)N ||x(t0)− x0||

≤ hǫ
(1 + Lh)N − 1

1 + Lh− 1
=

ǫ

L

(

(1 + Lh)N − 1
)

.

Puisque h = (b− a)/N on hoisit N tel que h ≤ δ. La limite de (1 + hL)N quand N tend

vers l'in�ni est égale à eL(b−a) − 1. On en déduit

||x(tN )− xN || ≤ e(b−a)L − 1

L
ǫ.

Prolongement : le polygone d'Euler.

En fait la méthode d'Euler peut être utilisée pour démontrer l'exitene d'une solution au

problème de Cauhy.

On dé�nit la fontion xh(t) linéaire par moreaux dé�nie par

xh(t) = xk + (t− tk)f(tk, xk), t ∈ [tk, tk+1], k = 0 : N − 1. (6.0.3)

Le polygone d'Euler est le graphe de la fontion xh.
Quelles sont les onditions qui assurent que le polygone d'Euler reste dans l'ensemble

[a, b]×B(x0, R) ? On va montrer que si h tend vers 0 les fontions linéiares par moreaux

xh(t) onvergent vers une solution du problème de Cauhy.

Théorème 11. Soit une fontion f(t, x) bornée par A et lipshitzienne de onstante L par

rapport à x sur [a, b]×B(x0, R). Soit h = (b− a)/N et a = t0, tk = t0 + kh, k = 0 : N où

N est un entier positif. Si b− t0 ≤ R/A alors on a :

1� Quand h tend vers 0, la suite xh(t) onverge uniformément vers une fontion onti-

nue x(t).
2� La fontion x(t) est ontinûment di�érentiable sur [a, b].
3� La fontion x(t) est l'unique solution de 1.1.6 sur [a, b] dans B̄(x0, R).
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Commençons par prouver deux lemmes. Le premier donne les onditions pour que le

polygone d'Euler reste dans [a, b]×B(x0, R).

Lemme 3. Supposons que ||f || ≤ A sur [a, b]×B(x0, R) où B(x0, R) ⊂ U . Si b−t0 ≤ R/A
alors la suite (tk, xk) donnée par 6.0.2 reste dans [a, b]×B(x0, R) pour tout k tel que tk ≤ b
. De plus si ||f(t, x)− f(t0, x0)|| ≤ ǫ sur [a, b]×B(x0, R) on a

||xh(t)− x0|| ≤ A|t− t0|, (6.0.4)

et

||xh(t)− (x0 + (t− t0)f(t0, x0))|| ≤ ǫ|t− t0|. (6.0.5)

Preuve. Soit N l'indie tel que tN ≤ b et tN+1 > b. On a simultanément pour haque

indie k = 0 : N − 1 et t ∈ [tk, tk+1] :

xh(t)− x0 = xk − x0 + (t− tk)f(tk, xk)

=
k

∑

i=1

xi − xi−1 + (t− tk)f(tk, xk)

=
k

∑

i=1

hf(ti−1, xi−1) + (t− tk)f(tk, xk).

Passant à la norme et utilisant que ||f || ≤ A et tk − t0 = kh on obtient

||xh(t)− x0|| ≤ h

k
∑

i=1

A+ (t− tk)A

≤ (kh+ t− tk)A = (tk − t0 + t− tk)A

≤ A(t− t0).

Puisque A(t− t0) ≤ R on en déduit que xh(t) reste dans la boule B(x0, R).

On remarque que xk = x0 + h
k

∑

i=1

f(ti−1, xi−1). De la même façon que i dessus on déduit

en utilisant kh = tk − t0 que :

xh(t)− x0 − (t− t0)f(t0, x0) = xk + (t− tk)f(tk, xk)− x0 − (t− t0)f(t0, x0)

= h
k

∑

i=1

f(ti−1, xi−1) + (t− tk)f(tk, xk)− (t− t0)f(t0, x0)

=
k

∑

i=1

h(f(ti−1, xi−1)− f(t0, x0))

+ (t− tk)(f(tk, xk)− f(t0, x0)).

Don sous l'hypothèse ||f(t, x)− f(t0, x0)|| ≤ ǫ sur [a, b]×B(x0, R) on a :

||xh(t)− x0 − (t− t0)f(t0, x0)|| ≤
k

∑

i=1

h||f(ti−1, xi−1)− f(t0, x0)||

+ (t− tk)||f(tk, xk)− f(t0, x0)||
≤ khǫ+ (t− tk)ǫ

≤ (tk − t0 + tk)ǫ = (t− t0)ǫ.

Maintenant on se propose d'estimer la perturbation subit par xh(t) quand x0 hange.



Lemme 4. Soient z0 ∈ U et zk+1 = zk+hf(tk, zk), k = 0 : N −1. On suppose que xh(t)
et zh(t) sont dans U . Si f est lipshitzienne de onstante L par rapport à x. Alors

||xh(t)− zh(t)|| ≤ eL(t−t0)||x0 − y0||.

Preuve. On a

||xh(t)− zh(t)|| = ||xk − zk + (t− tk)(f(tk, xk)− f(tk, zk))||
≤ (1 + L(t− tk))||xk − zk||
≤ eL(t−tk)||xk − zk||.

Or

||xk − zk|| = ||xk−1 − zk−1 + h(f(tk−1, xk−1)− f(tk−1, zk−1))||
≤ (1 + Lh)||xk−1 − zk−1||
≤ eLh||xk−1 − zk−1||
≤ eLkh||x0 − z0|| = eL(tk−t0)||x0 − z0||

En dé�nitive en rassemblant les deux estimations préédentes

||xh(t)− zh(t)|| ≤ eL(t−t0)||x0 − z0||.

Preuve du théorème 11.

1� Soit ǫ > 0. L'uniforme ontinuité de f sur le ompat [a, b] × B̄(x0, R) montre qu'il

existe δ > 0 tel que

|t− s| ≤ δ et ||x− z|| ≤ Aδ ⇒ ||f(t, x)− f(s, z)|| ≤ ǫ.

Supposons que h ≤ δ. On ommene par regarder l'in�uene de l'ajout de nouveau point

dans la subdivision de [a, b] dé�nie par h. On dé�nie une suite de subdivision obtenue à

partir de h de la façon suivante : h0 = h et hk est obtenue à partir de hk−1
en rajoutant

des nouveaux points à l'intervalle [tk−1, tk].
L'estimation 6.0.4 appliquée respetivement aux fontions linéaires par moreaux xhk(t)
et xhk−1 sur l'intervalle [tk−1, tk] montre que

||xhk(tk)− xh(tk)|| ≤ ǫ(tk − tk−1).

De plus les subdivisions hk et hk−1
oïnident sur [tk, b]. Don en appliquant le lemme 4

on obtient

||xhk(t)− xhk−1(t)|| ≤ eL(t−tk)||xhk(tk)− xh(tk)|| ≤ eL(t−tk)ǫ(tk − tk−1).

Ave la subdivision �nale hN−1
on obtient pour t ∈ [ti, ti+1] :

||xhn−1(t)− xh(t)|| ≤
(

eL(t−t1)(t1 − t0) + . . .+ eL(t−ti)(ti − ti−1)
)

+ ǫ(t− ti)

≤ ǫ

∫ t

t0

eL(t−s)ds =
ǫ

L

(

eL(t−t0) − 1
)

.

Maintenant soient deux subdivisions h et h̄ dont le pas est plus petit que δ. Soit une

troisième subdivision h̃ un ra�nement des deux premières. Alors l'estimation i dessus

implique

||xh(t)− xh̄(t)|| ≤ 2
ǫ

L

(

eL(t−t0) − 1
)

.
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On en déduit l'uniforme onvergene des fontions linéaires par moreaux xh(t) vers une
fontion ontinue x(t).

x(t)

x
h

1(t)

x
h

2(t)

x
h

3(t)

x
h

4(t)

t
0

t
1

t
2

t
3

Les xhk(t) sont les fontions linéaires par moreaux dé�nies i-dessus.

La solution est x(t) = cos(t− 0.7) sur [0, π/2 + 0.1].

2� On montre que x(t) est ontinûment di�érentiable. Soit

ǫ(δ) =
{

||f(t, x)− f(s, z)|| : ||t− s| ≤ δ et ||x− z|| ≤ Aδ, (t, x), (s, z) ∈ [a, b]× B̄(x0, R)
}

On applique l'estimation 6.0.5 en remplaçant (t0, x0) par (t, xh(t)) et t par t+d elta. On
obtient

||xh(t+ δ)− xh(t)− δf(t, xh(t))|| ≤ ǫ(δ)δ.

On passe à la limite quand ||h|| tend vers 0 :

||x(t+ δ) − x(t)− δf(t, x(t))|| ≤ ǫ(δ)δ.

Quand δ tend vers 0 on a ǫ(δ) qui tend vers 0. Don x(t) est di�érentiable et sa dérivée est
f(x, t).
3� Supposons que z(t) est une seonde solution de 1.1.6 sur [a, b] ×B(x0, R). L'uniforme

ontinuité de F sur le ompat [a, b]× B̄(x0, R) montre qu'il existe δ > 0 tel que

|t− s| ≤ δ et ||x− z|| ≤ Aδ ⇒ ||f(t, x)− f(s, z)|| ≤ ǫ. (6.0.6)

Soit h une subdivision tel que ||h|| ≤ δ. On onsidère pour k = 0 : N − 1 �xé, la fontion

linéaire par moreaux zkh(t)

zkh(t) = z(ti) + (t− ti)f(ti, z(ti)), ti ≤ t ≤ ti+1, i = k : N − 1.

Quand ||h|| tend vers 0 alors z0h(t) onverge vers x(t). D'une part on a

z(t) = z(tk) +

∫ t

tk

f(s, z(s))ds.



D'autre part puisque ||h|| ≤ δ et que par hypothèse b − t0 ≤ R/A on a, en appliquant

le l'estimation 6.0.4, ||zkh(t) − z(tk)|| ≤ A(t − tk). On déduit de 6.0.6 que ||f(s, z(s)) −
f(tk, z(tk)|| ≤ ǫ. Alors

||z(t) − zkh(t)|| ≤
∫ t

tk

||f(s, z(s))− f(tk, z(tk))||ds tk ≤ t ≤ tk+1

≤ (t− tk)ǫ.

En proédant omme dans la partie 1 de ette preuve il s'ensuit

||z(t) − zh(t)|| ≤
ǫ

L

(

eL(t−t0) − 1
)

.

Passant à la limite quand ||h|| et ǫ tendent vers 0 on obtient

||z(t) − x(t)|| ≤ 0.

L'uniité de la solution est don prouvée.
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Chapitre 7

Exemples

7.1 Dynamique des populations

Une des questions qui se pose est omment évolue le nombre d'individus d'une popu-

lation. Ce problème est un vieux problème mais les premiers modèles mathématiques ont

été suggéré par Malthus(1798) pour des raisons d'analyse éonomique.

7.1.1 Le modèle logistique

Il est basé sur les deux postulats suivants

1� Si la taille d'une population est `petite', sa roissane est proportionnelle à sa taille.

2� Une population déroît à partir d'une ertaine taille.

Pendant longtemps seul le postulat 1 était onsidéré. Il onduit à l'edo ẋ(t) = ax(t), a > 0,
où x(t) dérit la taille d'une population à l'instant t. La prise en ompte du seond postulat

onduit à l'edo :

ẋ = ax(1− x/N)

où a > 0 et N > 0. Cei onduit à l'équation dite logistique

ẋ = ax(1− x) (7.1.1)

En érivant

∫

dx

x(1− x)
=

∫

adt

on trouve que

x(t) =
Ceat

1 + Ceat
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où C est une onstante réelle. On a C = x0

1−x0
où x0 = x(0).

On observe que 0 est une soure et 1 est un puits.

7.1.2 Proies-Prédateurs

On note x(t) la taille des proies et y(t) la taille de prédateurs. La modélisation repose

sur les postulats suivants :

1� En l'absene de prédateurs, les proies ont un taux de roissane onstant.

2� En l'absene de proies, les prédateurs ont un taux de déroissane onstant.

3� Le taux de roissane des prédateurs est proportionnel au nombre de proies.

4� Le taux de déroissane des proies dû aux prédateurs est proportionnel au nombre

de prédateurs.

Le système di�érentiel guidé par es onsidérations est le système dit de Lokta-Volterra :

ẋ(t) = x(t)(a− by(t))

ẏ(t) = y(t)(−c+ dx(t))

x(0) = x0 > 0, y(0) = y0 > 0.

où a, b, c, d, x0 et y0 sont des réels positifs. En fait on normalise e système en posant

x := dx et y := by. On obtient :

ẋ(t) = ax(t)− x(t)y(t))

ẏ(t) = −cy(t) + x(t)y(t)) (7.1.2)

x(0) = x0 > 0, y(0) = y0 > 0.

C'est e système que nous allons étudier. Du théorème de Cauhy-Lipshitz déoule l'exis-

tene et l'uniité d'une solution du du système 7.1.2 sur un ertain intervalle [0, T ]. On



emploiera également le terme trajetoire pour solution.

En fait on va montrer qu'il existe une solution sur [0,+∞[. Pour e faire on va montrer

qu'il existe une fontion H(x, y) dé�nie de R2
dans R telle que une solution de 7.1.2 véri�e

H(x(t), y(t)) = H(x0, y0).

C'est à dire qu'une solution de 7.1.2 est une ourbe de niveau de la fontion H(x, y).

Théorème 12. Une trajetoire de 7.1.2 véri�e pour tout t > 0 :

H(x(t), y(t)) = H(x0, y0)

ave

H(x, y) = −c log x+ x− a log y + y.

La fontion H(x, y) est une fontion stritement onvexe qui atteint son minimum en

(x, y) = (c, a)
On en déduit que les ourbes de niveau {(x, y) : H(x, y) = H(x0, y0)} sont fermées et don

que les solutions de 7.1.2 sont périodiques.
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Fontion H(x, y) Portrait de Phase du système proie-prédateur

Pour établir ette proposition on a besoin du lemme suivant :

Lemme 5. 1� Si pour 0 ≤ t0 ≤ T on a x(t0) = 0 alors x(t) > 0 sur [0, T ].
2� Si x0 > 0 alors x(t) > 0 pour tout t > 0.
3� De même pour y(t) qui véri�e les deux propriétés préédentes.

Preuve. Si x(t0) = 0 alors on véri�e que (0, y0e
−ct) est solution sur [t0, T ]. Elle est unique

par le théorème de Cauhy-Lipshitz. Si il existe t0 tel que x(t0) = 0 et t0 > 0 alors la

trajetoire assoiée traverse l'axe des y en t = t0 > 0. Par uniité e n'est pas possible.
En�n si x0 > 0 et si il existe t0 > 0 tel que x(t0) < 0 alors x(t) est nul pour un ertain t1
(théorème des valeurs intermédiaires). Cei n'est pas possible.
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Preuve du théorème 12. Soit (x(t), y(t)) une trajetoire passant par (x0, y0) > (0, 0).

On a

ẋ

ẏ
=

ax− xy

−cy + xy
. Don

(−c+ x)ẋ

x
=

(a− y)ẏ

y
.

Par le lemme 5 on sait que x(t), et y(t) sont positifs. On peut alors intégrer. On obtient :

H(x(t), y(t)) = −c log x(t) + x(t)− a log y(t) + y(t) = constante.

La onstante est égale à H(x0, y0).
En dérivant on trouve ∇H(x, y) = (−c/x+1,−a/y+1) et Hessien(H) = diag(c/x2, a/y2).
La proposition est démontrée.

On étudie le omportement aux points d'équilibre donné par f(x, y) = 0,i.e.,

x(a− y) =0

y(−c+ x) =0.

Soit (u, v) tel que f(u, v) = 0. La formule de Taylor dérit le omportement au voisinage

d'un tel point :

f(x, y) = Df(u, v)(x− u, y − v) + o((x− u, y − v)).

L'idée est de dire que le omportement d'une solution du problème de Cauhy

ẋ, ẏ) = f(x, y), x(0) = x0, y(0) = y0

quand (x0, y0) est su�samment prohe de (u, v) est elui de la solution de l'edo linéaire :

(Ẋ, Ẏ ) = Df(u, v)(X,Y ), X(0) = x0 − u, Y (0) = y0 − v.

On dit qu'on a linéarisé l'edo non linéaire.

Dans le as du système proie-prédateur on a deux point d'équilibre (0, 0) et (c, a). De plus

Df(x, y) =

[

a− y −x
y −c+ x

]

.

Étude en (0, 0. On a

Df(0, 0) =

[

a 0
0 −c

]

.

Les valeurs propres sont de signes ontraire. Le point (0, 0) est une soure suivant l'axe des
x (instabilité) et un puits suivant l'axe des y (stabilité).

Étude en (c, a). On a

Df(c, a) =

[

0 −c
a 0

]

.

Les valeurs propres sont imaginaires pures. Le point (c, a) est un entre.

7.2 Exemples de systèmes hamiltoniens en méanique

De nombreux systèmes di�érentiels que l'on renontre en méanique sont basés sur les

lois de Newton et s'érivent sous la forme :

[

q̇
ṗ

]

=

[

∂H
∂p (q, p)

−∂H
∂q (q, p)

]

(7.2.3)



où q = (q1, . . . , qn) et p = (p1, . . . , pn). La fontion H(q, p) est appelée le hamiltonien du

système. En général le hamiltonien est de lasse C1
de sorte que le problème de Cauhy

possède une solution unique.

La propriété fondamentale est la onservation de l'hamiltonien au ours du temps pour

une ondition initiale donnée.

Proposition 7. Soit (q(t), p(t)) la solution de 7.2.3 telle que (q(t0), p(t0)) = (q0, p0).
Alors pour tout t > t0,

H(q(t), p(t)) = H(q0, p0).

Don les trajetoires sont des ourbes de niveau de l'hamiltonien.

Preuve. On a

Ḣ(q(t), p(t)) =
∂H(q(t), p(t))

∂q
q̇(t) +

∂H(q(t), p(t))

∂p
ṗ(t)

=
∂H(q(t), p(t))

∂q

∂H(q(t), p(t))

∂p
− ∂H(q(t), p(t))

∂p

∂H(q(t), p(t))

∂q

= 0.

On en déduit que H(q(t), p(t)) = H(p0, q0).

7.2.1 Le pendule simple

Le hamiltonien assoié au mouvement d'un pendule simple rigide est

H(θ, p) =
1

2ml2
p2 +mg(1 − cos θ)

qui n'est autre que la somme de l'énergie inétique et potentielle. Le système assoié est

θ̇ =
p

ml2

ṗ = −mgl sin θ.

7.2.2 Le problème de Képler

Il s'agit d'étudier le mouvement d'un orps de masse m = 1 (terre) atour d'un orps de

masse M >> 1 (soleil). On se plae dans un repère dont le soleil est l'origine et on note q
la position de la terre dans e repère. D'après la loi de gravitation universelle, les équations

du mouvements'érivent

q̈ = − µq

||q||3
où µ = GM , G la onstante de gravitation universelle et || . || la norme eulidienne dans

R
3
. Le hamiltonien assoié est

H(q, p) =
1

2
||p||2 − µ

||q|| .

Le système assoié est

q̇ = p

ṗ = − µq

||q||3

On a le résultat suivant :
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Théorème 13. Soit (q0, p0) un veteur de onditions initiales pour le système terre-soleil.

La trajetoire de la terre est une ellipse situé dans le plan perpendiulaire à q0 ∧ p0 et

passant par l'origine.

u

y

z

A x u

A

x

Les foyers sont les points rouges

Preuve. Le moment angulaire A(t) = q(t)∧p(t) est onservé au ours du temps puisque

Ȧ = q̇ ∧ p+ q ∧ ṗ = p ∧ p− µq ∧ q

||q||3 = 0.

Don la trajetoire de la terre est dans un plan perpendiulaire au veteur A(t) = q0 ∧ p0.
On montre failement que le veteur

e(t) =
1

µ
p(t) ∧A(t)− q(t)

||q(t)||

est onstant au ours du temps. Ce veteur est dans le plan formé par les veteurs q0 et

p0. On a

ė(t) =
1

µ
ṗ(t) ∧A(t)− q̇(t)

||q(t)|| +
q(t)T q̇(t)

||q(t)||3

= − 1

µ

µq(t)

||q(t)||3 ∧ (q(t) ∧ p(t))− p

||q(t)|| +
q(t)T p

||q(t)||3

= − q(t)

||q(t)||3 (q(t)
T p(t)) +

p

||q|| −
p

||q(t)|| +
q(t)T p

||q(t)||3
= 0.

On a appliqué i-dessus la formule a ∧ (b ∧ c) = (aT c)b− (aT b)c.
maintenant on remarque par un alul diret que :

qT e+ ||q(t)|| = ||A||2
µ

.

Don le point q(t) est sur une ellipse dans un plan perpendiulaire au veteur A et dont

les foyers sont l'origine O et le point e. Le grand axe de l'ellipse est porté par Oe.
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Figure 7.1 � Ciruit RLC

7.3 Ciruits életriques

On onsidère le iruit i-dessus. Un iruit életrique est régit par les lois de Kirsho�.

iR = iL = −iC loi des ourants

vR + vL − vC = 0 loi des potentiels

f(iR) = vR loi d'Ohm généralisée

La loi de Faraday spéi�e que

Li̇L(t) = vL(t).

De même pour le ondensateur

Lv̇C(t) = iC(t).

En tenant ompte de toutes es équations on trouve que e iruit RLC est gouverné par

Li̇L(t) = vc(t)− f(iL)

Cv̇C(t) = −iL(t).

Ce système est onnu omme le système de Lienard. On peut l'érire sous la forme

ẋ = y − f(x)

ẏ = −x.

Étudions le omportement de la solution autour d'un point déquilibre, i.e. (0, f(0)). Le
système linéarisé est donné par

[

ẋ
ẏ

]

=

[

−f ′(0) 1
−1 0

] [

x
y

]

.

Les valeurs propres sont

λ± =
−f ′(0) ±

√

f ′(0)2 − 4

2
.

Ce point d'équilibre est un puits si f ′(0) > 0 et une soure si f ′(0) < 0.
Un as onnu dans la littérature est l'équation de Van der Pol quand

f(x) = x3 − x.
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Dans e as f ′(0) = −1 et le point (0, 0) est une soure. Le portrait de phase est

On remarque qu'il y a une trajetoire limite périodique. Pour prouver (exerie) ei on

montre que

1� Une trajetoire passant par un point (x0, y0) traverse les quatre régions dé�nies par
l'axe des y et la ourbe y = x3 − x.

2� Si (x(t), y(t)) est une trajetoire alors (−x(t),−y(t)) est aussi une trajetoire.
3� Soient y ∈ R, p = (0, y) et la trajetoire telle que (x(0), y(0)) = p. D'après le 1 i

dessus il existe t̄ tel que (x(t̄), y(t̄)) = (0, ȳ) et yȳ < 0 et x(t) > 0 pour 0 < t < t̄.
Considérons alors l'appliation

α : y → α(y) = ȳ.

Don α(y) est l'ordonnée du premier point intersetion de l'axe des y négatif (resp.

positifs) ave la trajetoire issue d'un point situé sur l'axe des y positifs (resp. néga-

tifs). (faire un dessin). Alors la suite dé�nie par

y0 ∈ R, y2k = α2k(y0)

est onvergente.



Prouvons le 3. Étudions pour ela le signe de δ(y) = α(y)2 − y2. Soit C(x, y) = x2 + y2.
On a

δ(y) = C(x(t̄), y(t̄))− C(x(0), y(0))

=
1

2

∫ t̄

0
Ċ(x(t), y(t))dt

=

∫ t̄

0
x(t)ẋ(t) + y(t)ẏ(t)dt

=

∫ t̄

0
x(t)(y(t)− x(t)3 + x(t))− y(t)x(t)dt

=

∫ t̄

0
x(t)2(1− x(t)2)dt.

Si x(t) < 1 alors δ(y) > 0 et |α(y)| > |y|. D'autre part si x(t) > 1 alors δ(y) < 0. Puisque
δ est ontinue, on en déduit qu'il existe un y∗ tel que |α(y∗)| = |y∗|. Alors les points (0, y∗)
et (0,−y∗) sont sur une trajetoire périodique. On en déduit que les suites (y2k) et (y2k+1)
sont onvergentes respetivement vers y∗ et −y∗.
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Chapitre 8

Méthode d'Euler expliite et

impliite pour ẋ = Ax

8.1 Méthode d'Euler expliite pour ẋ = Ax

On traite le as le plus simple ave l'équation ẋ = ax, x(0) =0 où a et x0 sont deux

réels donnés. La solution est donnée par x(t) = x0e
at
. La m

�

thode d'Euler pour approher

x(t) sur [t0, T ] onsiste à dé�nir les suites

tk+1 = tk + h, 0 ≤ k ≤ N

?xk+1 = xk + haxk,

où N est un entier donné tel que h = T/N . La question est : est-e que xN est prohe de

x(T ). ?

Un alul diret montre que xN = (1 + ha)Nx0 = (1 + ha)T/hx0. Don pour T �xé

quand h tend vers 0 la limite de xN est égale à x0e
aT
. Maintenant supposons que a < 0

et T tende vers +∞. Bien entendu x(T ) tend vers 0. Il en sera de même pour xN si et

seulement si |1 + ha| < 1, i.e, 0 < h < −2/a. On en déduit :

Proposition 8. Pour T �xé on a lim
N→∞

xN = x(t).

D'autre part si a < 0 alors lim
T→∞

xN = 0 ssi h < − 2
a .

Traitons le as ẋ = Ax où A ∈ R
n×n

. La méthode d'Euler expliite est dé�nie par

x0 ∈ R
n, xk+1 = xk + hAxk, k ≥ 0.

C'est à dire

xk+1 = (I + hA)xk

= (I + hA)k+1x0.

Cette suite onverge ssi ||1 + hA|| < 1.
Cei se véri�e simplement si l'on suppose que A est diagonalisable. Dans e as la matrie

A se fatorise sous la forme A = P−1DP où D est une matrie diagonale. Alors I + hA =
P−1(I+hD)P . Si ρ est le rayon spetral de A (plus grand des modules des valeurs propres

de A ), la suite (xk)k≥0 onverge sous la ondition

h <
2

ρ
.
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8.2 Méthode d'Euler impliite pour ẋ = Ax.

La méthode d'Euler impliite onsiste à dé�nir les suites

tk+1 = tk + h, 0 ≤ k ≤ N

xk+1 = xk + hAxk+1.

Don

(I − hA)xk+1 = xk, k ≥ 0.

On a la proposition suivante

Proposition 9. Supposons que |1−hλ| > 1 pour toute valeur propre λ de A. Alors I−hA
est inversible.

Démonstration. Montrons ette proposition dans le as où A = P−1DP . Les valeurs

propres de I−hA sont de la forme 1−hλk où D = diag(λ1, . . . λn). Don si
1

|1− hλk|
< 1,

k = 1 : n la matrie I − hD est inversible.

Don sous l'hypothèse de la proposition préédente on a

xk+1 = (I − hA)−1xk

= ((I − hA)−1)k+1x0.

La suite de veteurs (xk) est alors onvergente pour toute valeur de T .

8.3 Comparaison géométrique des méthodes d'Euler expli-

ites et impliites.

Les onditions de onvergenes des méthodes d'Euler expliites et impliites sont res-

petivement données par

|1 + hλ| < 1 expliite

|1− hλ| > 1 impliite

pour toute valeur propre λ = α+ iβ de A. On en déduit que :

1� dans le as de la méthode expliite (hα, hβ) doit être à l'intérieur du erle C(−1, 0).
2� dans le as de la méthode impliite (hα, hβ) doit être à l'extérieur du erle C(1, 0).


