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Combien existe-t-il d'octa~dres 
dont les longueurs des ar~tes sont donn6es? 
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1. - I n t r o d u c t i o n .  

Consid6rons le robot parall61e suivant (figure 1) constitu6 de deux 
triangles indeformables ABC et DEF reli4s entre eux par six v4rins de 
longueurs variables: AD, AE, BE, BF, CF, CD. Les articulations entres 
les v6rins et les plates-formes sont du type cardan et permettent des rota- 
tions suivant les trois axes de coordonn6es. Les roboticiens d6nomment ce 
type de robot ,,plateforme de Stewart- en hommage ~ son inventeur[14] 
qui congut sur ce principe en 1965, un simulateur de vol pour avions. Les 
qualit6s de ces robots sont la pr6cision du positionnement de la plateforme 
sup6rieure et la rigidit6 d'un tel assemblage. Pour ces raisons, ils sont uti- 
lis6s dans des domaines autres que celui de la simulation, notamment darts 
la manipulation pr6cise de charges car ils peuvent transporter des masses 
90 fois sup4rieures ~ la leur, voir [9]. Supposons connues les positions des 
sommets A, B et C de la plate-forme inf6rieure suppos4e fixe. Nous sou- 
haitons calculer les coordonn6es des sommets D, E et F de la plate-forme 
sup6rieure en fonction des longueurs des six v6rins et d6terminer toutes 
les solutions possibles: c'est le probl6me g6om6trique direct. Ce probl6me 
d6coule de la difficult6 h piloter un tel robot. I1 s'agit d'amener la platefor- 
me sup6rieure d'une position de d6part I ~ une position d'arriv6e II. La 
position II 6tant connue, il est facile d'en d6duire les longueurs des v6rins. 
La r6solution du probl6me g~om6trique direct permet au cours du d6pla- 
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Figure 1. 
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cement de la plateforme sup~rieure de controler sa position en fonction de 
la longueur des v~rins. 

Ce probl~me de robotique a d~jh ~t~ ~tudi~ par divers auteurs. L'as- 
pect robotique est d~velopp~ par J.-P. Merlet dans [9], [10], [11] mais 
aussi dans les r~f~rences [6] et [12]. Signalons ~galement S. Charentus et 
M. Renaud [3] et [4] qui ~tudient la plateforme de Stewart en vue d'appli- 
cation h des robots compos~s de plusieurs plateformes de Stewart super- 
pos~es. Citons enfin J.-P. Dedieu et G. Norton [5] dont ce travail est le 
prolongement. 

Nous pouvons formuler ce probl~me diff~remment. Les deux plates- 
formes et les six v~rins constituent un octa~dre dont on conna~ les lon- 
gueurs des douze armies, ainsi que les cordonn~es de trois sommets (A, B 
et C). I1 s'agit alors de calculer les coordonn~es des trois autres sommets 
(D, E et F). 

A c e  propos, citons le r~sultat d'unieit~ suivant dfi fi Cauchy (1812): 
,,deux poly~dres convexes, compris sous un m~me hombre de faces ~ga- 
les et semblablement plac~es, sont ou superposables ou sym~triques et, 
dans les deux cas, ils sont n~cessairement ~gaux,. 

Puisque les faces d'un octa~dre sont triangulaires, la donn6e des lon- 
gueurs des ar6tes d6termine celle des faces, et d'apr6s le th~or~me de 
Cauchy, notre probl~me ne poss6de qu'au plus une solution convexe, h une 
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sym~trie pros, par  rapport  au plan ABC. Nous verrons, sur un exemple, 
qu'une solution convexe n'existe pas toujours. 

D'autre part, Bricard (1987,[1]) a ~tudi~ et caract~ris~ les octa~dres 
qui peuvent ~tre ddformds sans d~former leurs faces. Ces octa~dres arti- 
cul~s ne sont bien stir pas convexes. Leur ~tude a ~t~ reprise par Lebes- 
gue (1938, [8]) qui en a donn~ une description g~om~trique. Dans le cas 
des octa~dres articulds de Bricard, notre probl~me poss~de bien stir une 
infinit~ de solutions. 

Nous montrons que, en g~n~ral, il existe au plus huit octa~dres dont 
les longueurs des ar~tes sont donn~es (seize en comptant les configura- 
tions sym~triques) et nous donnons un exemple off le nombre huit est ef- 
fectivement atteint. Ce r~sultat a aussi ~t~ obtenu par J.-P. Merlet par 
une m~thode different de la n6tre. 

Cet article est divis~ en quatre parties. Dans la premiere, nous rappe- 
lons la mod~lisation de Bricard de ce probl~me. Les trois angles di~dres 
AB, BC et CA sont obtenus ~ l'aide d'un syst~me de trois ~quations alg~- 
briques de degr~ 4. La connaissance de ces angles dri~dres permet de d~- 
terminer les plans ACD, ABE et BCF, puis les coordonn~es de D, E et F: 
le point D est ~ l'intersection des spheres centr~es en A et C et de rayons 
respectifs AD et CD, et du plan ACD. 

Dans la seconde partie, nous montrons que les carr~s des longueurs des 
trois diagonales de l'octa~dre (AF, BD et CE) sont solutions d'un syst~me 
de six ~quations alg~briques de degr~ 4. On obtient alors les coordonn~es 
des points D, E et F e n  calculant l'intersection de trois spheres: D est 
l'intersection des spheres centr~es en A, B e t  C et de rayons respectifs 
AD (donn~), BD (calculi) et CD(donn~). 

Dans la troisi~me partie, nous montrons que le nombre d'octa~dres 
possibles est au plus ~gal h huit. 

Enfin, nous dtudions deux exemples et nous donnons quelques indica- 
tions sur l 'aspet num~rique du probl~me. 

2. - Les  ~ q u a t i o n s  de Bricard.  

Soit SP1 P2 P3 P4 un angle t~tra~dre de sommet S dont les quatre faces 
sont invariables. Notons a = < PI SP1, ~ = < P1 SP2, ~[ = < P2 SP3 et ~ = 
= < Pa SPa (voir figure 2). 

Cet angle t~tra~dre, articul~ suivant les ar~tes SP~, SP2, SP3 et SP4 
peut ~tre d~form~ tout en conservant ses faces invariables (les angles a, fl, 
y, ~ restent constants au cours de la ddformation). Notons ~ et ~b les angles 
di~dres SPI et SPa. Nous allons voir, suivant Bricard, qu'il existe une rela- 
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tion qui relie p e t  ~b au cours  de la d6formation de cet angle solide. In t ro-  
duisons un rep~re  o r thonorm6 et  quatre  points M, N, P, Q pris sur  les 
ar6tes  SP1, SP2, SP~, SPa de la fa~on suivante: l 'origine du rep~re est  pla- 
c6e en M et les axes Mx et  My, pris dans le plan SMQ, sont parallSles aux 
bissectr ices de l 'angle < MSQ. Le point  Q est  sur l'axe Mx et 
SM = SQ = 1. Le  point  S a une ordonn6e n6gative. Les points N et  P ap- 
pa r t e na n t  aux axes SP2 et  SP3 sont  tels que les angles < SMN et  < SQP 
soient droits. 

Ces points ont pour coordonn~es: 

Ix1 = tg /~cos2eos  ~, Ix2 = 2 s i n 2  - t g ~ c o s 2 e o s  ~, 

N �9 a l y  2 = tg~sm~cos ,~ ,  I Yl = t g f l s m ~ c o s ~ ,  P , . a 

[zl = tgfi sin p,  [z2 = tg r ,~. 

Egalons  la valeur  de NP 2 qui r6sulte de ces expressions h celle que fourni t  
la consid6ration du t r iangle  NSP. I1 vient apr~s r6duction: 

(0) sinfl sin r a cos p cos~b - sinflsin Csin ~ sin~b - 

- sin a sinfl cos Ceos p - sin a sin ~cosfi cos ~b + 

+ cos ;- - cos aeosf lcosr  = 0. 

S 

M 

P4 

P3 

Figure 2. 
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Si l'on int rodui t  les variables t = t g (~ /2 )  et u = tg(~b/2), cet te  relat ion 
devient: 

(1) a t 2 u  2 + bt 2 + 2 c t u  + d u  2 + c = 0 ,  

avec 

(2) f 
a = c o s y  - cos(a  + ~ + 8), 

b = cos~, - cos(u + f l -  8), 

c = - 2sin/~sin~,  �9 

de=__c::;--c:;((:-_;+_;)) .' 

Revenons au probl~me pos6 au pa rag raphe  1. Afin de d6 te rminer  tous les 
octa~dres ayan t  des faces donn6es, nous supposerons  que la face ABC est 
fixe (figure 1). Ensui te  la consid6ration des angles t6 t ra~dres  ACDEB, 
BAEFC et CADFB, de sommets  respect i fs  A, B e t  C, fourni t  trois 6qua- 
tions en les inconnues t = tg  (9/2), u = tg  (~/2) et  v = tg  (~/2) off ~, ~ et  
sont les angles di~dres AC, A B e t  BC. Ces 6quations sont  du m~me type 
que (1): 

(3) I 
Bm(t, u) = at2,u 2 + bt 2 + 2ctu + du 2 + e, 

B2(u, v ) = a  u2v~ + b' u2 + 2c' uv + d' v2 + e ', 

Bs(t, v) = a"t2v 2 + b"t 2 + 2c"tv + d" v 2 + e". 

Remarquons  que le r6sul tant  de ce syst~me, obtenu en 61iminant u et  v 
en t re  ces t rois  6quations, est  un polynSme de degr6 16 en t, off n ' inter-  
v iennent  que des t e rmes  de degr6 pair. En  effet, si ( t ,u,  v) est  solution de 
(3), ( - t ,  - u, - v) es t  aussi solution du syst~me. 
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3. - Les  ~quations de Lagrange .  

Consid~rons l'octa~dre A B C D E F  (figure 1) et introduisons la num~rota- 
tion suivante de ses ar~tes 

F 12 E 

A 
Figure 3. 

Notons aussi Li ,  1 <~ i <~ 12, le carr~ de la longueur de l'argte num~ro i, ainsi 
que 

x = d(C, E) 2 , y = d(B, D) 2 , z = d(A,  F)  2 , 

les carr~s des longueurs des diagonales de l'octa~dre: CE, B D  et AF. 
Nous allons voir que les quantit~s x, y e t  z sont reli~es entre-elles de six 

mani~res diff~rentes. Pour ce faire, nous utilisons une identitY, due ~ La- 
grange, entre les distances mutuelles de cinq points de l'espace. Plus g~n~ra- 
iement, on a: 

PROPOSITION 3.1. Soit M~, 1 <~ i ~< p, des points de R n avec p/> n + 2. 
Notons Lij = d(M~, M~ )2 le carr~ de la distance euclidienne de M~ et M r On a: 

det 
[111 0 L12 ... Llp] 

L21 0 ... p = 0. 
. . .  

Lpl Lp2 ... 
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DI~MONSTRATION. I1 suffit de faire le produit des deux matrices A et B 
suivantes pour obtenir la matrice ci-dessus; ces deux matrices sont de taille 
(p + 1) • (p + 1). 

4! 10 !] IIM1]I 2 Xll 

Iri ll = .4 ,  

IIi ,  H 2 x,, 

1 IIM111 2 

0 1 
0 - 2xll 

0 - 2 X l n  

0 0 

0 0 

... 0 0 ... 

�9 .. Xln 0 ... 

�9 . .  X 2 n  0 . . .  

�9 . .  X p n  0 . . .  

IIi ll . .  IIMpll 2 
1 ... 1 

-2x21 ... -2Xpl 

- -  2 X 2 n  . . .  - -  2xp~ 
0 . . .  0 

o . .  

0 ... 0 

= B  

off M~ = ( x i l , . . . ,  Xin) et I[M~II 2 = x/~ + . . .  + xi~. 

A raide de cette identitY, nous obtenons: 

PROPOSITION 3.2. Les carr~s x, y, z des longueurs des diagonales satis- 
font les ~quations suivantes 

(4) E1 (x, y) = E2 (x, y) = E3 (x, z) = E4 (x, z) = E5 (y, z) = E~ (y, z) = 0, 

off chaque ~quation est du type. 

E ( u ,  v) = u 2 v  2 + c 2 u 2 v  + c 3 u v  ~ + c 4 u  2 + c5 v2  + c 6 u v  + cTu  + c s v  + c9, 

avec c2 et c8 < 0, c4, c5 et c~ i> 0. 

DI~MONSTRATION. On utilise la proposition 3.1 en prenant  n = 3, p = 5 et 
off les M i ,  1 ~< i ~< 5, sont pris parmi les six sommets de l'octa~dre, selon le 
schema suivant: 

det (A, B, C, D, E) = E1 (x, y),  

det (F, B, C, D, E) = Ee (x, y),  

det (D, A, C, F, E) = E8 (x, z), 

det (B, A, C, F, E) = E4 (x, z), 
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det  (C, A, D, F, B) = E5 (y, z), 

det  (E, A, D, F, B) -- E6 (y, z). 

Ces 6quations ont 6t6 calcul6es ~ l'aide du logiciel de calcul formel Maple, les 
coefficients en fonction des Li, 1 ~< i ~< 12, sont 6gaux ~: 

c 2 = - 2 ( L l + L s ) ,  c ~ = - 2 ( L 2 + L a ) ,  c 4 - = ( L 1 - L 3 ) 2 ,  c s = ( L 2 - L a ) 2 ,  

c6 = 4(L2 + Lt)(L1 + L3) - 2(L6 - L1 - L2)(Ls  - L8 - La) - 

- 2 ( L ~  - L 1  - L 4 ) ( L 7  - L 2  - L 3 ) ,  

(les coefficients c7, cs, c9 ont une expression trop compliqu6e pour ~tre expli- 
cit6s ici. Ils ont 6t~ calculus ~ raide de Maple), dans le cas de la premiere 
6quation (les autres cas sont identiques). I1 est donc clair que c2 et c8 < 0, c4 et 
c5 i> 0. Montrons que c6 ~> 0. Remarquons que 

L6 - L1 - L2 = - 2 ~ L2 cos B A C ,  

Ls  - L~ - L4 = - 2 V ~ 3  L4 cos DAE,  

L5 - L1 - L4 = - 2 Lh/-L~IL4 cos BAE,  

L7 - Le - Ls = - 2 V~I  Ls cos CAD. 

On obtient donc 

c6 = 4(L2 + L4)(L1 + La) - 1 6 a ~ / L ,  L2LsL4 ,  

avec a = ( c o s B A C c o s D A E + c o s B A E c o s C A D ) / 2 .  On remarque alors 
que 

(L2+L4)>~2 LV~-~2L~, (LI+Ls)>~2 LV~-~IL~ et ]al <~I. 

PROPOSITION 3.3. Les  quantit6s x, y et  z satisfont les in6galit6s 
suivantes: 

(5) 

,0~<x~< 

~< rain { (V~2 + V~4) 2 , (v~L-55 + V~6) 2 , (V~7 + V~s) 2 , ( ~  + ~/-L-~,~) 2 }, 

o~<y~< 

<~ rain {(V~I + ~-~)2,(vrL-66 + V~7)2, (h/~5 + V~s)2, (v~L-99 + V~11)2 }, 

O~<z<~ 

~ min {(V~I + V~9)~, (V~L~2 + V~lo)Z, (V~a + V~ll)~, (V~4 + V~12)~ }. 
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E 

C 

L4 

A 

Figure 4. 

DI~MONSTRATION. Consid~rons x. On a x I> 0 puisque c'est le carrd de la 
longueur CE. L'aut re  borne provient de l'in~galitd du triangle relative 
CEA, CEB, CED et  CEF. 

Les syst~mes d'~quations (3) et (4) ne sont pas sans pr6senter  d'analogie, 
ainsi qu'on peut  ais6ment le constater.  Nous allons voir comment on peut 
passer du syst~me B1, B2, B3 au syst~me El, E~, Es. Consid~rons la figure 
suivante, qui est  une partie de la figure 3. 

Rappelons que a = < BAC et 8 = < BAE sont donn~s, ainsi que L2 = 
= d(A, C) 2 et L4 = d(A, E) 2, alors que x = d(E, C) ~, ~ = < CAE et ~ (l'angle diS- 

dre AB) sont inconnus. 
D'une par t  les angles ~ et ~b sont reli~s par  la relation suivante (classique 

en trigonom~trie sph~rique): 

(6) cos~ = cos~cos~ + s inas in~cos~ .  

D'autre par t  x et  cos r sont reli6s par  (consid6rant le triangle ACE): 

(7) x = L2 + L4 - 2 ~ cos e, 

d'ofi la relation suivante entre  x et cos ~b: 

(8) x = L2 + L4 - 2 ~ (cos a cos ~ + sin a sin ~ cos ~b). 

On peut  proc~der de fagon identique avec C, y e t  cos ? ainsi que B, z et cos ~. 
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Figure 5. 
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Si l'on remplace dans la relation (0) les expressions cos ~b, cos 9, sin ~b et sin 
par leurs valeurs en fonction de x et y, on obtient pr&isemment 
E~ (x, y). 

Cette v~rification a ~t~ effectu~e ~ l'aide du logiciel de calcul formel Ma- 
ple. Ce fut long et fastidieux et nous n'en donnons pas le d&ail ici. 

On peut ~galement &ablir le lien entre les syst~mes (3) et (4) en utilisant 
la caract&isation suivante d'une demi-droite issue de l'origine dans un rep~- 
re quelconque. 

Consid~rons l'angle t&ra~dre ACDEB de sommet A, et un rep~re port~ 
par les demi-droites AC, AD, AE formant entre elles les angles fl, ],, ~. La 
demi-droite AB forme avec chacun des axes les angles a, 7, r (voir: 
figure 5). 

On a la relation suivante (cf. [13] Chap. 1, page 13): 

1 cosfl cos~ cosa 1 

1 cos y = 0. cos 71 
det] : : : f ls  cosy 1 c 81 

(cosa cos ~ cos ~ ~ 

En d&eloppant ce d&erminant, on obtient une nouvelle ~quation: 
F1 (cos ~, cos 7) = 0, avec 

F1 = (cosZr - 1)(cos2~ - 1) + 2cosz(cosacos~ + cosfleos y) + 
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+ 2 cos V(cos a cosfl + cos ~, cos ~) - 2 cos s cos r,(cos a cos ~" + cosfl cos 8) + 

+ (cosacosy - cos~cos~) 2 - (cos2a + cos2~ + cos2], + cos2,2) = 0. 

En reportant dans cette ~quation les expressions de cos s e t  cos V en fonction 
de cos ~ et cos ~ respectivement (cf. (6)), on retrouve tr~s simplement le car- 
r~ de l'~quation (0) de Bricard. On peat donc, appliquant ceci aux angles td- 
tra~dres de sommet B e t  C obtenir le syst~me (3). 

Si, par contre, on reporte dans cette ~quation les expressions de cos ~ et 
cos V en fonction de x et y (cf. (7)), on obtient r~quation de Lagrange 
El(X, y ) =  0, et par suite, le syst~me (4). 

4. - S u r  le  n o m b r e  de s o l u t i o n s .  

Supposons que la face ABC de l'octa~dre (celle dont on connait les coor- 
donn~es de sommets) ne se r~duise pas un segment. 

PROPOSITION 4.1. A toute solution (x,y,z) du syst~me (4)-(5), il ne peut 
correspondre qu'au plus deux octa~dres sym~triques par rapport au plan 
ABC. 

DI~MONSTRATION. Le point D est ~ rintersection des spheres centr~es en 
A, B et C de rayons respectifs V~3, Vy et V~7. Ces points d'intersection: n l  
et D2 sont sym~triques par rapport au plan ABC. Consid~rons maintenant le 
point E: il est h rintersection des spheres centr~es en A, B e t  C et de rayons 
V~4, V~5 et Vx. Donc deux positions possibles E 1 et E2. Ce qui conduit h 
quatre possibilit~s: A, B, C, D~, Ej. Le nombre quatre ne peut ~tre atteint 
que si D 1 et D2 (resp. E1 et E2) sont distincts, c'est ~ dire non sitars dans le 
plan ABC. Dans ce cas, les distances d(D1, E1 ) et d(D1, E2) sont diff~rentes. 
Mais comme d(D, E) 2= Ls est une donn~e du probl~me, une seule de ces 
deux possibilit~s peut ~tre r~alis~e. En conclusion, il n'y a que deux configu- 
rations admissibles pour les points D~ et E 3, symm~triques par rapport au 
plan ABC. On raisonne avec F de la m~me mani~re, ce qui ~tablit le 
r~sultat. 

Nous allons maintenant prouver que le syst~me (4) ne peat possdder que 
huit solutions. On a: 

El(X, y) = x 2 y  2 + c2x2y  + c3xY 2 § c4x 2 + c s y  2 + c6xy + c7x + csy + c 9. 

Posons 

P1 = x 2 + c3x + c5, Q1 : c2 x2 "-~ c6x ''{- c8, R1 --  c4 x 2  -}- c7x ~- c9. 
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On a: 

et de m~me 
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E1 = P l y  2 + Q l y  + R1,  

E2 = P 2 y  2 + Q2y + R2. 

Nous utiliserons les notations suivantes: 

F12 = P2E1 - P I E 2  = (P2Q1 - P 1 Q 2 ) y  + (P2R1 - P1R2), 

R12 -- Res (El, E2, y) = (P2 Q1 - P1 Q2)(R2 Q1 - R1 Q2) + (P2 R1 - PIR2)2, 

$12 = Res (El, E2, x). 

PROPOSITION 4.2. Si les polynSmes R12(x) et $I2 (y) ne sont pas identi- 
quement nuls, le syst~me E1 (x, y ) =  0, E2(x ,  y ) =  0 poss~de au plus huit 
solutions. 

DI~MONSTRATION. Soit (5, ~) une solution du syst~me E1 = E2 -- 0. On a 
R12 (5). Comme R12 (x)~  0, le degr~ de R12 est ~< 8 de sorte qu'il y a au plus 
huit possibilit~s pour 5. 

Remarquons que l'on a aussi F12 (5, ~) = 0. 

l e r  cas: (P2Q1 - P1Q2)(x) ;~ 0. 

Puisque F12 (5, ~ ) =  0, on a 

= - (P2 R1 - R1 Re )(x)/(P2 Q1 - P l  Q2 )(5) 

et cela d~termine ~ de fagon unique. 

2~me cas: (/)2 Q1 - P1 Q2)(5) = 0, P1 (5) = P2 (5) = o, Q1 (5) ou Qe (5) ~ 0. 

On a alors: Ei (5, ~) = Qi (x) y + R~ (5) = 0. Comme un des deux hombres Qi (5) 
est ~ 0, cela d~termine ~ de fa~on unique. 

3dme cas: (P2 Q1 - P1 Q2 )(5) = o, P1 (5) = 1~ (5) = o, Q1 (5) = Q2 (5) = o. 

On a Ei(5, y) = R~(5) = 0 pour i = 1,2 et quel que soit y. Cela signifie que 5 
est une racine commune aux polynSmes E1 (x, y) et E2 (x, y) dans l 'anneau 
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R[y][x].  Dans ce cas, S~e = Res(E1, Ee, x ) =  0 contrairement ~ l'hypoth~- 
s e .  

4Ome cas: (Pc Q1 - P 1  Qe )(x) = 0, P1 (x) ou Pe (x) ~ O. 

Remarquons que puisque 

Rle  (,~) = (/)2 Q1 - P1 Q~ )(Re Q1 - R1Qe ) + (P2R1 - P~ Re )2 = 0 

on a: 

d'ofi 

(Pe Q1 - P1 Qe )(x) = (Pe Ri - P1 Re )(x) = 0, 

(R~ Q1 - R1 Qe )(x) = 0 

puisque par hypoth~se P1 (X) 0U P2 (X) ~e 0. Ceci permet de voir que ~ est raci- 
ne double de l'~quation Rle (x) = 0. Supposons que P1 (x) ~ 0. On obtient ~ en 
r~solvant l'~quation E1 (5, y) = 0 qui est du second degr~. Ainsi ~ ~ racine 
double de Rle (x) = 0 correspond au plus deux valeurs de ~. En r~sum~, il n'y 
aura pas plus de huit couples (5, ~) solutions de E1 = Ee = 0. 

Etudions maintenant le nombre de solutions du probl~me. 

THI~ORt~ME 4.3. En g~n~ral, il existe au plus huit octa~dres dont les lon- 
gueurs des ar~tes sont donn~es (h un d~placement ou une sym~trie pros). 
Seul l'un d'entre eux peut ~tre convexe. 

DI~MONSTRATION. La seconde assertion n'est autre que le r~sultat de 
Cauchy cit~ au paragraphe 1. Pour prouver la premiere assertion, il suffit, en 
vertu de la proposition 4.1 de montrer que le syst~me (4) poss~de au plus huit 
solutions. Ce sera le cas si parmi les trois couples de polyn6mes Ri2(x) et 
$12 (Y), R34 (x) et Sa4 (z), R~ (y) et $56 (z) (form,s comme R12 et S12, ~ partir des 
couples d'~quations E1 et E2, E3 et E4, E5 et E6), deux d'entre eux sont for- 
m~s de plynSmes non nuls. On applique alors deux fois la proposition 4.2. 
Les cas de nullit~ pour les polyn6mes Ri,~ +1 et S~.~ +1 fournissent des rela- 
tions alg~briques portant sur les carr~s des longueurs des ar~tes: L~, 1 ~< i ~< 
~< 12, ce qui justifie l'expression ,,en g~n~ral-. 

REMARQUE 4.4. Nous eussions aim~ montrer que les cas dans lesquels 
le th~or~me precedent est en d~faut sont pr~cis~ment ceux qui conduisent 
aux octa~dres articttl~s de Bricard. H~las, les calculs que l'on devait mener 
pour atteindre ce r~sultat ~taient par trop inextricables, m~me ~ l'aide des 
syst~mes de calcul formel dont nous disposions. 
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EXEMPLE 4.5. Configuration fournissant huit solutions. 
Consid~rons les huit points suivants: A(0 ,0 , -  7), B(0,5,0), C(4,0,0), 

D ( 0 , -  4,0), E ( -6 ,0 ,0 ) ,  F(0,0,6). Ils constituent les sommets d'un octa~- 
dre dont les diagonales sont AF, BD, CE. Remarquez que chaque diagonale 
est perpendiculaire au plan form~ par les quatre autres sommets. 

Z,  

C 

X 

Figure 6. 

Consid6rons les sym~triques D', E '  et F '  des points D, E, F par rapport aux 
plans y = 0, x = 0, z = 0. On obtient huit octa~dres diff6rents, qui ont tous 
les m6mes longueurs d'ar6tes en prenant pour sommets: A, B, C, D ou D', 
E ou E',  F ou F'.  



COMBIEN EXISTE-T-IL D'OCTAI~DRES DONT LES LONGUEURS ETC. 79 

EQUATIONS DE LAGRANGE CORRESPONDANTES: 

E l ( X ,  y )  = x 2 y  2 -  146xZy - 234xy  2 + 81x  2 + 169y 2 + 3 0 6 8 x y  - 

- 18 954 x - 24 674 y + 13 689, 

E 2 ( x ,  y )  = x 2 y  2 - 2 2 6 x 2 y  - 314xy  2 + 81x  2 + 169y 2 + 50228 xy - 

- 25434 x - 38 194 y - 13689, 

E3(x, z) = x 2 z  2 -  204x2z  - 270xz 2 + 400x  2 + 169z 2 + 4 5 0 8 0 x z  - 

- 108 000 x - 34 476 z - 67 600, 

E4(x, z) = x 2 z  2 - 168x2z  - 234xz 2 + 400x  2 + 169z 2 + 3 5 2 1 6 x z  - 

- 93 600 x - 28 392 z + 67 600, 

Es (y ,  z) = y 2 z  2 - 3 0 0 y 2 z  - 278yz  2 + 400y  2 + 81z 2 + 4 4 8 9 4 y z  - 

- l l 1 2 0 0 y  - 24300z  + 32400 ,  

E 6 ( y ,  z) = y 2 z 2  - 2 4 8 y 2 z  - 226yz  2 + 400y  2 + 81z 2 + 6 5 3 1 2 y z  - 

- 90 400 y - 20 088 z + 32 400. 

5. - l~tude numerique  d'un exemple  sans  so lut ion convexe.  

Nous nous  donnons  a pr ior i  les six sommets  d 'un  octa~dre (par  leurs  coor- 

donn6es  dans  u n  cer ta in  rep~re)  e t  nouN calculons les l ongueu r s  de seN douze 

ar~tes. 

COORDONNI~ES DES SOMMETS: 

A(1, O, 0), 

D(0.5, - 0.5, 0.5), 

B(0, 1, 0),  C(0, 0, 1), 

E(1.5,1 .5 ,0 .5) ,  F(1,  1, 1.5). 

CARRES DES LONGUEURS DES ARI~TES: 

L1 = 2 ,  L2 = 2 ,  Ls = 0.75, 

L 5 = 2 . 7 5 ,  L 6 = 2 ,  L 7 = 0 . 7 5 ,  

L9 = 3.25, Llo = 2.25, L l l =  3.5, 

NouN proc6dons  ~ la miNe en 6quat ions:  

L4 = 2.75, 

L8 = 5 ,  

L12 = 1.5. 
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PREMIERE MI~THODE. Nous  choisissons comme inconnues  les car r6s  des 

l ongueu r s  x , y , z  des t rois  d iagonales  et  nous  calculons six d 6 t e r m i n a n t s  de 

L a g r a n g e ,  d'ofi le sys t~me suivant :  

E l ( x ,  y)  = x 2 y  2 - 5 . 5 x 2 y  - 9 . 5 x y  2 + 1.5625x 2 + 0 .5625y  2 + 

+ 50.25 x y  + 2.65625 x - 13. 59375 y - 159.24609375, 

E 2 ( x ,  y)  = x 2 y  2 -  1 3 . 5 x 2 y  - 7 . 5 x y  2 + 0 .0625x  2 + 0 .5625y  2 + 

+ 81.25 x y  + 36. 53125 x - 37. 59375 y - 200. 71484375, 

E 3 ( x ,  z) = x 2 z  2 - 10 .5x2z  - 9 . 5 x z  2 + 1.5625x 2 + 0 .5625z  2 + 

+ 69.75 xz  - 17.34375 x - 1.40625 z - 22.74609375,  

E 4 ( x ,  z) = x 2 z  2 -  8 . 5 x 2 z  - l l . 5 x z  2 + 7 .5625x  2 + 18.0625z 2 + 

+ 92.75 x z  - 86. 71875 x - 167. 78125 z - 125. 91015625, 

E s ( y ,  z) = y 2 z 2  - 8 . 5 y 2 z  - 5 . 5 y z  2 + 0 .06 25y  2 + 1.5625z 2 + 

+ 44.75 y z  - 23. 84375 y - 5. 78125 z - 43. 77734375, 

E 6 ( y ,  z) = y 2 z 2 -  8 . 5 y 2 z  - 15 .5yz  2 + 1 .5625y  2 § 5 .0625z  2 § 

+ 96.75 y z  - 55. 46875 y - 72.78125 z + 38. 34765625, 

U n e  fa~on de r6soudre  ce probl~me es t  alors d ' app l ique r  la m6thode  de Ne- 

w ton  au sys t~me {El = 0, E3 = 0, E5 = 0} en fa i san t  va r ie r  le point  d ' init ial i-  

sa t ion  dans  un  parall616pip~de (Proposi t ion 3.3). Ici: 

0 ~< x ~< 7. 424235, 

0 ~< y < 5. 199490, 

0 ~< z ~< 7.490370.  

DEUXII~ME MI~THODE. Nous choisissons comme inconnues  les va leurs  

t , u ,  v, des demi - t angen t e s  des t rois  angles  di~dres d 'ar~tes  A C ,  A B  et  B C  

et  nous  appl iquons  la m6thode  de Bricard,  d'ofi le syst~me:  

B1 (t, u)  = 0.417609 t 2 u 2 _ 1.383829 t 2 _ 2.088932 t u  - O. 531026 u 2 _ 1.287997, 

B2 (u, v) = 1.752369 u 2 v 2 + 0.099191 u 2 _ 2.925652 u v  + O. 423759 v 2 + 0. 233408, 

B3(t ,  v) = 0. 796902 t 2 v 2 + 0. 000116 t 2 - 2.244334 tv  - 1.138550 v 2 - 0. 813169. 
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On calcule alors: 

r2 (t) = Res (Res (B1, B2, u), B3, v) 

dont l 'expression a 6t~ obtenue formel lement  par  le logiciel de calcul formel 
COCOA. On obtient: 

r2 (t) = 9.516048 t 16 .~_ 280.989250 t 14 + 1425.989906 t 12 _ 

- 692.329314 t 10 _ 1269.708250 t s + 725.867631 t 6 _ 59.436955 t 4 _ 

- 0.620923t 2 + 0.155113. 

Les  racines de ce polynSme de degr6 8 en t 2 sont calcul6es s imultan~ment par  
la m~thode de Durand-Kerner  [7]. Num6riquement ,  nous d6terminons h par-  
tir de chaque solution du syst~me les coordonn~es des sommets  D , E , F  d'un 
octa~dre, chacun de ces points ~tant  interpr6t6 comme intersection de trois 
spheres;  les octa~dres cherch~s sont ceux pour  lesquels les longueurs des cS- 
t6s du tr iangle DEF sont 6gales aux donn6es initiales. 

PREMIER COUPLE DE SOLUTIONS: 

Longueurs des diagonales (Lagrange) 

x = 5.045546, y = 1.681251, 

Angle diOdre (Bricard) 

t = t g ( ? / 2 )  = 0.698869. 

Solution n ~ 1 

Solution n ~ 2 

z = 2.522713. 

D(0.200322, -0 .265304,  0.200322), 

E(1.526328, 1.526328, 0.378555) 

F(1.199446, 0.835802, 1.335802). 

D( 0.776762, 0.311136, 0.776762) 

E ( -0 .094479 ,  -0 .094479,  -1 .242252)  

F ( -0 .381255 ,  -0 .744898,  -0.244898).  
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DEUXII~.ME COUPLE DE SOLUTIONS: 

Longueurs  des diagonales (Lagrange) 

x = 4.75 y = 2.75 

Angle diOdre (Bricard) 

Solut ion n ~ 3 

Solut ion n ~ 4 

REMARQUE. 

ANNE BELLIDO - JEAN-PIERRE DEDIEU - JEAN-CLAUDE YAKOUBSOHN 

z = 3.25.  

t = tg (~/2) = O. 868529. 

D(0.5, - 0 . 5 ,  0.5) 

E(1.5, 1.5, 0.5) 

F(1, 1, 1.5). 

D( 0.833333, -0.166667,  0.833333), 

E ( - 0 . 1 6 6 6 6 7 ,  -0 .166667,  -1 .166667) ,  

F ( -0 .666667 ,  -0.666667,  -0 .166667) .  

On retrouve,  avec la solution n ~ 3, l 'octabdre dont  on est 
part i  pour se donner  le probl~me et toutes les solutions obtenues sont 
convexes! 

Pervenuto in Redazione il 20 dicembre 1990. 
In forma definitiva il 10 luglio 1991. 

Rl~SUMl~ 

Nous montrons que, en g~ndral, il existe au plus huit octa~dres diff~rents dont les 
longueurs des ar~tes sont donndes. Nous donnons un exemple pour lequel ce hombre 
huit est atteint. 

ABSTRACT 

We prove that, in general, there are at the most eight distinct octahedrons with 
given edge-lengths. We also give an example for which this number is reached. 
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