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Analyse numérique/Numerical Analysis

Une constante universelle
pour la convergence de la méthode de Newton

Jean-Claude Y AKOUBSOHN

Résumé — Nous donnons un nouveau théoréme concernant la convergence de la méthode de Newton
appliquée aux systemes d'équations algébriques. Une constante universelle hg = 0, 162434... joue un
role fondamental dans la localisation de « bons points initiaux » de ['itération de Newton. Le calcul
d'un disque d'unicité d'une racine et I'étude de la stabilité sont également revus,

A universal constant for the convergence of the Newton Method
and application to the classical homotopy method

Abstract — We give a new thearem concerning the convergence of the Newton method to compute an
approximate zero of a svstem of equations. In this result appears the constant hg = 0.162434... which
plays a fundamental part in the localization of “good™ initial points for the Newton iteration.

Abridged English Version — In this Note we consider the algebraic system P (x) =

(P (z), ..., P, (2)) = 0 where the P; (x) are polynomials in R" [x]| of degree d;, 1 £ i S n,
with d = Inax d;.
Denote by & = (. .... @, ) a multi-index and by lee| = ay + ...+ a,, with the classical

k
= f oyl ontand @ = o Lozt
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For x and iy in R", we write the Taylor formula P (y) = P(x) + z (1/k") D* P (z) (y —
k=1

k
) {dﬂ '_n J Ju"rtfjf.‘“ 4 — ‘,]:1
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x)* where D* P(x)(y — x)* is the vector (Z (

la|=k

;..
Z (”.) (0% P, (z)/02%) (y — .r}“). Furthermore Df{ P (x) is the vector ,f_)f; P(z) =

!r!| | -—TJ.'

(OF Py () )0z, ... 9% P, (x)/0x™). We deal with the max-norm i.e. = um%x | z; | for
]_'ﬂ
” =Tl
z € R" and ||| A ||| = max Z | A;; | for a matrix A. The open ball associated to the max-
=i&n =
T=i

norm 158 Dy, (2. 7). Finally consider the guantities:

e k\ | 2° B (z)
0 * p e
(0) 5P (x) ||| = max Z (”) } e ;

la|=k

The main goal of this Note is to show the following theorem.

THEOREM 1. — Let us consider an algebraic system P (x) = 0 defined as previously. Let
ho = 0.162434 ... be the smallest of polynomial 4 h3 —12h?2 +8h — 1. Let z° € R™ and
h € [0, ho| be such that the following inequalities are satisfied:
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1. Then the sequence of vectors in R" defined by xP*™' = a? — DP (2?)~! P (a®) converges to
a simple solution x* of algebraic system P (x) = 0.
2. Let h € [0, ho[. The convergence of the sequence x p 18 super-quadradic, 1.e.

|| Pt — gP || "“'=: a¥ {flf'ﬂ:}jp_l || i ”

where a = 2h3 — 4ho + 1 = 0.403031 ... and h/a® < 1.
3. For x € R™ let us define the polynomial L (x, t) = —|| DP ()" P(z)|| +t L (x, t) where

d—1
k
Elz t) =1~ Z % (Z (rr) [LDP (z)-* D* F{.:-}||) =

k=1 ! la|=k

We denote by I () and 1= (x) the positive roots (when they exist) of the polynomial L (z. t) and
by L (x) the positive root of the polynomial L (x, t). Then the union of balls Boax (P, T (2P))
for the indices p such that [ (z™) 2 [~ (xP) contains only one solution of algebraic system P (x) = 0
which 15 x~.

The first application of this result is to use both Newton method and exclusion method
studied in [4]. The classical Newton-Kantorovitch theorem concerning the Newton method
([5], [6]) present two disadvantages in the practice. First the conditions for the validity of this
theorem are not expressed only in a point x”. Next the disc of uniqueness of a solution are
generally small. In this way the first result concerning the convergence of Newton method with
only punctual criterion 1s given by S. Smale in [9]. More recently, M. Shub and S. Smale have
generalized this criterion for the analvtic systems in [8]. The technical backeground and the
results developped here are different since the criterion of convergence use the quantities (0)
which appears in the exclusion algorithm. After the proof of the main theorem, we give a new
result of stability. Next we apply it to the determination of an appropriate discretization of the
time intervall in the classical homotopy method.

1. INTRODUCTION. — L origine du théoréme 1 est le couplage de la méthode de Newton et
de la méthode d’exclusion appliquée a la localisation des zéros des systémes algébriques
ayant un nombre fini de solutions. Une étude générale de la méthode d’exclusion est
menée dans [2] et [3]. Un algorithme d’exclusion utilise deux ingrédients. Tout d abord
une fonction d’exclusion m () définie de R™ dans R™ telle que la boule B, (z, m (x))
ne contienne aucun z€ro du systéme. Ensuite un algorithme de calcul du complémentaire
de la boule B,,.. (x, m (x)) dans 'ensemble V' dans lequel on souhaite localiser les zéros
du systeme. Il se trouve que le nombre d’étapes dans cet algorithme augmente quand
on s'approche d'un zéro. L’'idée est naturelle de tester si les hypothéses du théoréme
de Newton-Kantorovitch [5] sont vérifiées en un point x tel que m (x) soit petit : cecl a
été étudié en [4]. Mais ce théoreme présente deux inconvénients dans le contexte d un
algorithme d’exclusion.

l. La validation des hypothéses du théoréme de Newton-Kantorovitch consiste a vérifier
I'inégalité donnée dans [4], p. 263 pour tout ¥ € B.. (., 2| DP (z)~ P(z)]|l). Le
théoréme 1 remplace cette inégalité non ponctuelle par d — 2 inégalités ponctuelles qui
s’expriment uniquement a l’aide de quantités connues a chaque étape de |'algorithme
d’exclusion.

2. La boule d’unicité d’un zéro a pour rayon 2||DP (x)~' P(x)|| dans le théoréme
de Newton-Kantorovitch : en pratique ce rayon est petit puisque le point imtial = est
génériquement proche d'un zéro. Le théoréme 1 donne un rayon plus grand, ce qui permet
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de s'éloigner plus vite d'un zéro une fois qu’il a été approché par quelques itérations
de la méthode de Newton.

[’origine des résultats présentés ici est I'article de S. Smale datant de 1981 [9] qui
traite le cas d’un polyndme a une variable : les inégalités 1 apparaissent sous la forme
(P®) (2) P(x)*1) /P’ (x)" plus petit qu'une quantité non explicite. Voir également [7].
Plus récemment, M. Shub et S. Smale ont étudié le cas des systemes de fonctions
analytiques [8]. Le cadre fonctionnel et la technique utilisée 1c1 sont ditférentes de ceux
développé par ces auteurs du fait de la spécificité de l'algorithme d’exclusion. Dans la
suite nous donnons le plan de la preuve du théoréme 1, le calcul d'un disque d unicité
d’un zéro et un résultat de stabilité. Une application a la détermination du pas de temps
dans la méthode d homotopie classique est également présentée.

2. PLAN DE LA PREUVE DE LA CONVERGENCE. — La preuve de la convergence s’effectue en
deux temps. Dans une premiére partie on établit pour ' = 2" — DP (")~ P (2") les
estimations a priori suivantes :

h
1—-nh

,:‘i
[ B o mt PR S 1P (z°) |,

fe=2

d—k . ]
1 i pkpraty < e s b
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Elles conduisent a

~ (1 D% P (@) [ - I DP (1)~ [I* | P (&) JIF" < -1 ( : ) 10
L:! . al it 1 = hl I_j'{h.} 3

2<k<d,

ou les polyndmes Sy, (h) et T;(h) sont définis par

ad—=1 d—=k .
P . : .rl'll.' i "
Ta(h)=1- E (4 1) A7, Ska (h) = E ( ;H) it
i=1 i =) '

[l est facile de voir que les inégalités (1) sont vérifiées si
Yia (h) = h*~* Sea(h) — (1 - R)* ' TF(R) S0, 25kZd

La deuxieme étape de la preuve consiste a étudier les polynoémes Yy, (h) introduits
ci-dessus. On montre qu’ils ont une seule racine positive notée .4 dans 1'intervalle
]0, (2= v/2)/2[. De plus, pour d = 2, la suite des racines yz4 des polyndmes Yaq ()
est strictement décroissante et converge vers la plus petite racine hy du polyndome
4h® — 12h* + 8h — 1. Enfin on a Yig (yaq) < 0 pour tout £, 3 < k < d. Ainsi on
montre un résultat sensiblement plus fort que celui annoncé dans le théoréme | : 4 savoir
que, pour d fixé, les inégalités (1) sont vérifiées pour h € [0, y24]. Un raisonnement par
induction établit alors que la suite || P (x”) || tend vers 0, d’ou I'on déduit par continuité
la convergence de la suite z¥ vers un zéro du systéme.
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3. PLAN DE LA PREUVE DE LA COMPLEXITE. — Le lemme suivant :
Lemme 3.1. — Soit ¢ (h) = h/(2h* — 4h + 1). Pour h € [0. hg] nous avons :

e de{h.)
e < O el < k<
montre que si les inégalités [l} sont vérifiées en x", alors on peut remplacer h par ¢ (h)?
dans les inégalités (1) en x'. Pour cette raison nn introduit la suite 3y = h € [0, hg],
B, = ¢(f p-—-i} . Par lﬂdUEllDﬁ il vient B, = a® h/’n 2" ot a = 2hy — 4hg + 1 et
h/a* < 1. Deux nouvelles estimations établissent que :

Il DP (z”)~" DP (z*~") 7! ||| £

1
i {.‘r-"tp—l} ..

et
iR (2=2)5 Bz || 2 i B
[DP @ 0P 0] = 1-f,
On en déduit I'estimation :
| xP* — 2P || = || DP (zF)~! P (=P) |

< [l DP (2?)~* DP (2*7%) ||| - | DP («P~*)~' P (zP) |
g 1 j"p H P —{-FP_I ||+

:'-r:.f (.ﬁpml) 1 .ﬁp—l
L'inégalité Ty (h) > (1 —4h + 2h%)/(1 — h)? et la définition de la suite (f,) nous
permettent d’écrire :

|z?* — 2P || £ b (hp—1) (1 — hp—y) ||z — 271 || £ a(h/a®)* | .

Ainsi s’acheéve la preuve de la complexité. Le corollaire suivant est utilisé au paragraphe 6.
COROLLAIRE 3.2, — Soient a = 2h2 — 4 hg + 1 et ¢ = (log a log ( hl/rl ) log 2)Y/2. Pour
tout p = 1 nous avons || z* — 2% || £ e(a/V2)P~! (h/a®)? 1| z! — 2°|.

4. PLAN DE LA PREUVE POUR LE DISQUE D'UNICITE. — Pour = fixé tel que Lh”{- )~ existe,
les polyndomes L (x, t) et L (x, t) interviennent de la fagon suivante. Considérons un zéro
y* du systeme. En multiphiant la formule de Taylnr en &

l

0= P(z)+ DP(z)(y* - z) +Z MD" ) (y* — z)*

par DP (x)~! et en utilisant I'inégalité du triangle il vient L (x, ||y* — z|) < 0.
Le polynome L (x, t) et L(x, t) sont des polyndbmes concaves puur t € [0, oo [ Le
polynéme L (x, t) a une racine positive / (), tandis que le polynome L (x. t) en a au
plus deux telles que 0 < [~ (x) < It (). On montre de plus que les fonctions I~ (x) et
I™ () sont continues dans un voisinage de tout zéro simple z* du systeme et vérifient :
lim [*(x) = l(x) and ,,Ei.l- [~ (z) = 0. Ces propriétés, ajoutées au lemme suivant,

r=4z"

permettent de conclure cette partie consacrée au disque d’unicité pour une racine simple.
LemME 4.1. — z* Soit un zéro simple du systéme. Alors || y* — = || 2 [ (z*) pour tout
séro y" £ o,
5. StaBiLITE. — L’étude de la stabilité est le calcul d’un ensemble dans lequel tous les
éléments vérifient les inégalités (1). Pour cela introduisons le polynéme de R [f] :

Rh,n,w, t)=n(l=-t)+t—((w+1)t* =2(w+1)t+w)h.
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Si hw? =2 1 = 0, on note par r (h, 1, w) la plus petite racine positive de R (h. 7, w. t).

THEOREME 5.1. — On considére h = 0 et P (x) € R" [z] tels que les inégalités (1) soient
satisfaites pour ¥ € R fixé. On définit les quantités :

1 . &
w (x)”! = max i I D% P () Il - [l DP ()~ ||

k=1

er
n(z) = | DP (@)~ ||| - || P (@) || w ().

On suppose hw (x)* 2 n(z).
Alors les inégalités (1) sont vérifiées pour tout y € B (x, 7(h, 5, w)).
La preuve de ce théoreme est basée sur des estimations a priori semblables a celles

obtenues au paragraphe 2. La difficulté ici est que : P (z) + DP (z)" ' (y —x) #0. O

6. APPLICATION A LA METHODE D'HOMOTOPIE CLASSIQUE. — On considere @ (r) =
(Q1(z), ..., Qn(z)) e R*[z] et H(z, t) = tP(z)+ (1 —1)Q(x). On travaille avec
D.H(z, t), D; H |z, 1) et les quantités

0 = i o 1111 L S i
DD H @I = ez (rr)

|ex| =k

O Pi(x) 9% Qi(x)
o Jre

On suppose que le polynome () () est choisi de telle sorte que D, H (x, t)~! existe pour
tout £ € [0, 1] : voir [1], lemme 2.1.3. La méthode numérique consiste & utiliser la méthode
de Newton pour suivre une courbe r (#) solution de H (x (t), t) = 0. Schématiquement
["algorithme classique [6], p. 336 est le suivant :
Entrées : ¢ > 0, pg = 0, 290 = 2(0), t; = 0.
Etﬂpe t : détermination de p,.
I:'H — Ii-lp._j_
Tant que k < p; faire z'5T! = % — D_ H (2%, ;)7 H (=*%, t,),
détermination de ;4.
Test d'arrét: ¢, 2 1.
Sorties : '~ 'Pi-1 est un zéro approché de z(1).
Montrons comment déterminer #;;,; a partir de #; et 2P, Pour cela introduisons le
polynéme U (h, i, w, t) = n+t — h(w — t)*. Sous la condition hw? = 5 = 0, notons
w(h, 1, w) sa plus petite racine. Nous avons la proposition suivante :

PrROPOSITION 6.1. — Soient 0 = h = hy, to € R, y € R". Supposons que les quantités :
1 .
v (y, to) = max max - || D; H (y. to) ||l

1 :
maxe (| D2 DX H (g, to) . Il De H (3 to) |||)

J.:E.'l

w (y, to)™" = (y, to) ||l D= H (y, ta)~" ||l
(¥, to) = |I| D= H (y. to) ™" ||| - | H (y, to) ||w (w, to),

vérifient hw (y, to)? 2 5 (y. to). Si les inégalités (1) sont vérifiees au point (y, ty), alors les
inégalités (1) sont vérifiées en tout point (y, t) tel que t € [ty, to+u (h, n(y. to). w (v, to))].
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Il reste a dire comment on détermine les entiers p; dans I'algorithme d homo-
topie. Le corollaire 3.2 permet de calculer effectivement un entier k; assurant que
|z'** — z(t;) || £ e. L'entier p; est le plus petit entier plus grand que k; tel que
hw(z'P, t;)* 2 n(x'P, t;). Ce test doit étre satisfait afin d’étre conforme aux hypothéses
de la proposition 6.1 a chaque étape de 1'algorithme.

Note remise le 23 septembre 1994, acceptée le 9 novembre 1994,
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